
Veri�ni razlomci

Duxan �uki�

::::::::::::::::::::
1◦ Uvod; razvoj racionalnog broja u veri�ni razlomak

Definicija. Prost veri�ni razlomak je izraz oblika

a0 +
1

a1 +
1

a2+
1

a3+···

, (∗)

gde su a1, a2, . . . prirodni brojevi i a0 ceo broj.

Izraz (∗) qesto pixemo kao [a0, a1, a2, a3, . . . ] radi kompaktnosti. U ovom zapisu ne
podrazumevamo obavezno da su ai celi brojevi.

Postoje i opxti veri�ni razlomci u kojima ai nisu obavezno celi i brojioci razlo-
maka nisu obavezno jednaki 1:

Definicija. Opxti veri�ni razlomak je izraz oblika

a0 +
b1

a1 +
b2

a2+
b3

a3+···

.

Osim ako drugaqije naglasimo, pod pojmom veri�nog razlomka podrazumeva�emo prost
veri�ni razlomak.

Veri�ni razlomci su jedan od naqina predstavǉaǌa racionalnih i, uopxte, realnih
brojeva, koji je posebno znaqajan u teoriji brojeva.

Primer. Broj 26
11 ima taqno dva predstavǉaǌa u obliku (prostog) veri�nog razlomka (∗).

Poxto je 0 ≤ 26
11 − a0 ≤ 1, mora biti a0 = 2. Daǉe, a1 + 1

a2+··· =
1

26/11−a0
= 11

4 , pa i a1

mora biti jednako 2; zbog a2 +
1

a3+··· =
1

11/4−a1
= 4

3 je a2 = 1 i a3 +
1
··· = 3. U zavrxnom

koraku, me�utim, imamo dve mogu�nosti: mo�e biti a3 = 3 pri qemu se veri�ni
razlomak tu zavrxava, a mo�e biti i a3 = 2 i a4 = 1 kao posledǌi qlan. Dobijamo

26

11
= 2 +

1

2 + 1
1+ 1

3

= 2 +
1

2 + 1
1+ 1

2+ 1
1

,

tj. 26
11 = [2, 2, 1, 3] = [2, 2, 1, 2, 1].

U prethodnom primeru predstavǉaǌe veri�nim razlomkom je jedinstveno ako zahte-
vamo da se razvoj ne zavrxava jedinicom - u tom sluqaju drugo predstavǉaǌe otpada.

Teorema 1. Svaki racionalan broj se mo�e na taqno jedan naqin razviti u konaqan ver-
i�ni razlomak [a0, a1, . . . , an] u kome je an ̸= 1.

Ako dopustimo da se razvoj zavrxi jedinicom, postoji jox taqno jedan naqin, i to
[a0, a1, . . . , an − 1, 1].

Dokaz. Oznaqimo racionalni broj sa p/q. Koristimo indukciju po q. Tvr�eǌe je trivi-
jalno za q = 1. Pretpostavimo da je q > 1 i da je tvr�eǌe taqno za sve racionalne
brojeve sa imeniocima maǌim od q. Mora biti a0 = [p/q], pa imamo p

q = a0 +
1(
q

p−a0q

) ,
pri qemu se po indukcijskoj pretpostavci razlomak q

p−a0q
≥ 1 mo�e razviti u ver-

i�ni razlomak u taqno jedan, odnosno dva naqina, xto je kraj dokaza. 2
1



Veri�ni razlomci nisu pogodni za osnovne raqunske operacije. Ipak, nije texko
izvesti operacije x 7→ 1/x i x 7→ −x pomo�u ǌih, korix�eǌem jednakosti:

[a0, a1, . . . , an] · [0, a0, a1, . . . , an] = 1 za a0 ≥ 1, i
[a0, a1, . . . , an] + [−1− a0, 1, a1 − 1, a2, . . . , an] = 0 za a1 > 1.

Obe jednakosti se jednostavno dokazuju. Na primer, ako je x = [a0, a1, . . . , an] i a1 > 1, tada
je [−1− a0, 1, a1 − 1, a2, . . . , an] = −1− a0 +

1
1+ 1

(x−a0)−1−1

= −x.

Primer. Iz 15
11 = [1, 2, 1, 3] dobijamo 11

15 = [0, 1, 2, 1, 3], −15
11 = [−2, 1, 1, 1, 3] i −11

15 = [−1, 3, 1, 3].

Kako odrediti qemu je jednako [a0, a1, . . . , an]? Na primer, za n = 0, 1, 2 lako se dobija

[a0] =
a0
1

, [a0, a1] =
a0a1 + 1

a1
, [a0, a1, a2] =

a0a1a2 + a0 + a2
a1a2 + 1

,

ali za ve�e n nam je potreban praktiqniji naqin.

Definicija. Izraz [a0, a1, . . . , ak] zovemo k-tim konvergentom za [a0, a1, . . . , an], a izraz a′k =
[ak, ak+1, . . . , an] k-tim kompletnim koliqnikom (n ≥ k).

Jasno je da je x = [a0, . . . , an] = [a0, . . . , ak−1, [ak, . . . , an]] = [a0, . . . , ak−1, a
′
k].

Teorema 2. Veri�ni razlomak [a0, a1, . . . , an] je jednak pn

qn
, gde nizovi (pn) i (qn) zadovoǉa-

vaju
p−1 = 1, p0 = a0, pk = akpk−1 + pk−2

q−1 = 0, q0 = 1, qk = akqk−1 + qk−2
za 2 ≤ k ≤ n.

Dokaz. Tvr�eǌe je taqno za n ≤ 1. Neka je n ≥ 2. Koristimo indukciju po n. Kako je
pn

qn
= [a0, . . . , an] = [a0, . . . , an−2, an−1+

1
an

], po indukcijskoj pretpostavci za n−1 imamo

pn
qn

=
(an−1 +

1
an

)pn−2 + pn−3

(an−1 +
1
an

)qn−2 + pn−3

=
(an−1 +

1
an

)pn−2 + (pn−1 − an−1pn−2)

(an−1 +
1
an

)qn−2 + (qn−1 − an−1qn−2)
=

1
an

pn−2 + pn−1

1
an

qn−2 + qn−1

xto daje tvr�eǌe za n. 2
Posledica. x =

a′kpk−1 + pk−2

a′kqk−1 + qk−2
za 2 ≤ k ≤ n. 2

Slede�i identitet daje vezu izme�u veri�nog razlomka i “obrnutog” parǌaka.

Teorema 3. Ako je [a0, a1, . . . , an] =
pn

qn
, onda je [an, an−1, . . . , a0] =

pn

pn−1
.

Dokaz. Za n = 0 tvr�eǌe je trivijalno. Koristimo indukciju po n. Pretpostavimo da
va�i za n− 1, dakle [an−1, an−2, . . . , a0] =

pn−1

pn−2
. Tada je

[an, an−1, . . . , a0] = an +
1

[an−1, . . . , a0]
= an +

pn−2

pn−1
=

pn
pn−1

po prethodnoj teoremi. 2
Teorema 2 daje pnqn−1−pn−1qn = (anpn−1+pn−2)qn−1−pn−1(anqn−1+qn−2) = −(pn−1qn−2−

pn−2qn−1). Tako�e imamo pnqn−2 − pn−2qn = (anpn−1 + pn−2)qn−2 − pn−2(anqn−1 + qn−2) =
an(pn−1qn−2 − pn−2qn−1). Ponavǉaǌem postupka za n− 1, . . . , 1 dobijamo

Teorema 4. pnqn−1 − pn−1qn = (−1)n−1 i pnqn−2 − pn−2qn = (−1)nan. Ekvivalentno,

pn
qn

− pn−1

qn−1
=

(−1)n−1

qn−1qn
i

pn
qn

− pn−2

qn−2
=

(−1)nan
qn−2qn

. 2
Posledica 1. Konvergenti pn

qn
prostog veri�nog razlomka su neskrativi: nzd(pn, qn) = 1. 2
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Posledica 2.
p0
q0

<
p2
q2

<
p4
q4

< · · · < pn
qn

< · · · < p3
q3

<
p1
q1

. 2
Primer. Konvergenti razlomka 116

43 = [2, 1, 2, 3, 4] = p4

q4
su

p3
q3

= [2, 1, 2, 3] =
27

10
,

p2
q2

= [2, 1, 2] =
8

3
,

p1
q1

= [2, 1] =
3

1
i

p0
q0

=
2

1
,

i pri tom je 2
1 < 8

3 < 116
43 < 27

10 < 3
1 .

Nizovi (pi)
4
i=0 = (2, 3, 8, 27, 116) i (pi)

4
i=0 = (1, 1, 3, 10, 43) zadovoǉavaju

p4 = 4p3 + p2, p3 = 3p2 + p1, p2 = 2p1 + p0 i
q4 = 4q3 + q2, q3 = 3q2 + q1, q2 = 2q1 + q0.

Tako�e je p4q3− p3q4 = 116 · 10− 27 · 43 = −1, p3q2− p2q3 = 27 · 3− 8 · 10 = 1 i [4, 3, 2, 1, 2] =
116
27 = p4

p3
.

Iz teoreme 4 sledi da je

x = [a0, a1, . . . , an] = a0 +
1

q0q1
− 1

q1q2
+ · · ·+ (−1)n−1

qn−1qn
.

Tako�e imamo
∣∣∣x− pk

qk

∣∣∣ = 1
qkq′k+1

, xto nam zajedno sa q′k+1 ≥ qk+1 > qk daje

Teorema 5.
∣∣∣x− pk

qk

∣∣∣ ≤ 1
qkqk+1

< 1
q2k

. 2
Teorema 4 nam omogu�ava da opixemo parove prirodnih brojeva x, y za koje je ax −

by = ±1, gde su a i b dati prirodni brojevi. Zaista, ako je a
b = [a0, . . . , ak−1, ak] i

y
x =

[a0, . . . , ak−1], onda je ax − by = (−1)k. Ovo je zapravo samo drugaqiji zapis Euklidovog
algoritma.

Primetimo da na osnovu teoreme 1 postoje taqno dva razvoja a
b u veri�ni razlomak, i

ǌihove du�ine se razlikuju za 1. Tako mo�emo po �eǉi podesiti parnost broja k.

Teorema 6. Ako su a, b, c, d prirodni brojevi sa ad− bc = ±1 i b > d, i ako je
a

b
= [a0, a1, . . . , an] = [a0, a1, . . . , an − 1, 1] (an > 1),

onda je c
d = [a0, a1, . . . , an−1] i ad − bc = (−1)n−1, ili c

d = [a0, a1, . . . , an − 1] i ad − bc =
(−1)n. 2

Ova svojstva veri�nih razlomaka mo�emo iskoristiti za rexavaǌe linearnih dio-
fantskih jednaqina. Naime, rexavaǌe takvih jednaqina po pravilu se svodi na linearne
jednaqine ax− by = c.

Primer. Na�i opxte rexeǌe diofantske jednaqine 62x+ 45y + 35z = 4.

Rexeǌe. Na�imo prvo jedno rexeǌe (x′, y′) jednaqine 62x′ + 45y′ = 1. Kako je 62
45 = [1, 2, 1, 1,

1, 5] i [1, 2, 1, 1, 1] = 11
8 , imamo 62 · 8− 45 · 11 = (−1)4 = 1, tj. (x′, y′) = (8,−11). Vratimo

se polaznoj jednaqini i prepiximo je u obliku 62x + 45y = 4 − 35z. Za fiksirano
z, jedno ǌeno rexeǌe je (x, y) = (8(4 − 35z),−11(4 − 35z)). Opxte rexeǌe je onda
(x, y, z) = (8(4− 35z) + 45t,−11(4− 35z)− 62t, z). Po �eǉi ga mo�emo zapisati kao npr.
(5u− 10v + 32,−10u+ 13v − 44, 4u+ v) za u = t− 6z, v = z − 4u

2◦ Predstavǉaǌe iracionalnog broja

Videli smo da racionalnim brojevima odgovaraju konaqni veri�ni razlomci. Ira-
cionalnim brojevima odgovaraju beskonaqni.

Iracionalan broj mo�emo da predstavimo u obliku (beskonaqnog) veri�nog razlomka
na isti naqin kao i racionalne brojeve. Va�i a0 = [x] i an = [a′n] =

1
a′
n−1−an−1

za n ≥ 1,
xto znaqi da je svako an jednoznaqno odre�eno. Naravno, ovo predstavǉaǌe nema mnogo
smisla ako dobijeni veri�ni razlomak ne konvergira broju x.
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Teorema 7. Predstavǉaǌe iracionalnog broja u obliku (prostog) veri�nog razlomka je
jedinstveno.

Dokaz. Upravo smo videli da je ovo predstavǉaǌe najvixe jedinstveno.

Neka je gorǌim postupkom iracionalan broj x razvijen u veri�ni razlomak [a0, a1, . . . ].
Posmatrajmo niz xn = [a0, . . . , an] =

pn

qn
. Zbog naqina konstrukcije niza (ai), broj x

le�i izme�u xn i xn+1 za svako n. Kako po teoremama 4 i 5 va�i x0 < x2 < · · · < x <
· · · < x3 < x1 i |xn+1 − xn| = 1

qnqn+1
→ 0, niz xn konvergira i ǌegov limes mora biti

upravo x. 2
Primer. Posmatrajmo beskonaqni veri�ni razlomak x = [1, 2, 1, 2, 1, . . . ]. ǋegovu vrednost

mo�emo da odredimo bez texko�a jer je periodiqan. Zbog [a0, a1, . . . , ] = [a2, a3, . . . ]
imamo x = 1+ 1

2+ 1
x

= 3x+1
2x+1 , odakle dobijamo kvadratnu jednaqinu 2x2 − 2x− 1 = 0 qije

rexeǌe u intervalu (1, 2) je jednako x = 1+
√
3

2 .

Prethodna teorema nam ka�e da niz konvergenata pn

qn
konvergira broju x =

a′
n+1pn+pn−1

a′
n+1qn+qn−1

,

gde su a′n kompletni koliqnici. Pri tom x le�i izme�u dva uzastopna konvergenta pn−1

qn−1

i pn

qn
. Broj t za koji je x = tpn+pn−1

tqn+qn−1
je jednoznaqno odre�en sa t = a′n+1, dakle t > 1. Va�i

i obratno tvr�eǌe koje je korisno kao lema.

Teorema 8. Ako za prirodne brojeve a, b, c, d i realan broj t > 1 va�i b > d, |ad− bc| = 1 i
x = ta+c

tb+d , onda su a
b i c

d uzastopni konvergenti broja x.

Dokaz. Neka je a
b = [a0, a1, . . . , an]. Po teoremi 6 (ili teoremi 1) mo�emo da podesimo n

tako da bude (−1)n−1 = ad− bc i c
d = [a0, a1, . . . , an−1].

Setimo se da je x = ta+c
tb+d = [a0, . . . , an, t]. Kako je t > 1, mo�emo ga razviti u veri�ni

razlomak kao t = [an+1, an+2, . . . ] (an+1 ≥ 1). Tada imamo razvoj x = [a0, . . . , an, an+1, . . . ]
i u ǌemu su uzastopni konvergenti pn−1

qn−1
i pn

qn
upravo jednaki a

b i c
d . 2

Ispostavǉa se da je pn

qn
zapravo najboǉa aproksimacija broja x razlomcima sa ime-

niocima ne ve�im od qn.

Teorema 9. Ako je q ≤ qn (n > 1) prirodan broj i p
q ̸= pn

qn
, onda je |p− qx| > |pn − qnx|.

Dokaz. Za poqetak, poka�imo da je |pn−1 − qn−1x| > |pn − qnx|. Poxto je x =
pna

′
n+1+pn−1

qna′
n+1+qn−1

,
imamo

|pn−1 − qn−1x| =
a′n+1

qna′n+1 + qn−1
>

1

qna′n+1 + qn−1
= |pn − qnx|.

Posmatrajmo sada proizvoǉne p, q (q ≤ qn). Budu�i da je pnqn−1−pn−1qn = ±1, postoje
celi brojevi u, v takvi da je p = upn−1 + vpn i q = uqn−1 + vqn - zaista, rexavaǌem
ovog sistema jednaqina dobijamo u = ±(pqn − qpn) i v = ±(pqn−1 − qpn−1). Tada je i
p− qx = u(pn−1 − qn−1x) + v(pn − qnx).

Znamo da su pn−1 − qn−1x i pn − qnx razliqitog znaka (posledica teoreme 4), a zbog
0 < q ≤ qn, to su i u i v, ili uv = 0. Sledi da su u(pn−1 − qn−1x) i v(pn − qnx) istog
znaka, i prema tome |p− qx| = |u| · |pn−1 − qn−1x|+ |v| · |pn − qnx| ≥ |pn − qnx|. 2

Posledica. Pod gorǌim pretpostavkama je |x− p
q | > |x− pn

qn
|. 2

Po teoremi 5 je |x− pn

qn
| < 1

q2n
. Slede�e tvr�eǌe je izvesno poboǉxaǌe ove ocene.

Teorema 10. Me�u dva uzastopna konvergenta za x, bar jedan zadovoǉava |pq − x| < 1
2q2 .

Dokaz. Poxto x le�i izme�u pn

qn
i pn+1

qn+1
, va�i∣∣∣∣pn+1

qn+1
− x

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣pnqn − x

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣pn+1

qn+1
− pn

qn

∣∣∣∣ = 1

qnqn+1
<

1

2q2n
+

1

2q2n+1

,

pa je bar jedna od nejednakosti |pn

qn
− x| < 1

2q2n
i |pn+1

qn+1
− x| < 1

2q2n+1
taqna. 2
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Prethodno tvr�eǌe pokazuje da za iracionalan broj x postoji beskonaqno mnogo racio-
nalnih brojeva p

q za koje je |x− p
q | <

1
2q2 . Ispostavǉa se da teorema 10 opisuje sve ovakve

razlomke p
q .

Teorema 11. Ako razlomak p
q zadovoǉava |pq − x| < 1

2q2 , onda je p
q konvergent za x.

Dokaz. Razvijmo p/q u veri�ni razlomak [a0, a1, . . . , an]; pri tom po teoremi 1 mo�emo da
podesimo parnost n tako da (−1)n−1(pq − x) bude pozitivno.

Kao i obiqno, oznaqimo sa pn

qn
= p

q i pn−1

qn−1
konvergente za p

q . Napiximo x = tpn+pn−1

tqn+qn−1
.

Ako bismo imali t > 1, po teoremi 8 bi sledilo da su pn

qn
i pn−1

qn−1
konvergenti za x.

To zaista imamo, jer je

1

2q2n
> (−1)n−1

(
p

q
− x

)
= (−1)n−1 pnqn−1 − pn−1qn

qn(tqn + qn−1)
=

1

qn(tqn + qn−1)
>

1

(t+ 1)q2n
,

dakle t+ 1 > 2, tj. t > 1. 2
Napomena. Po Hurvicovoj teoremi postoji beskonaqno mnogo racionalnih brojeva p

q za
koje je |x− p

q | <
1√
5q2

. Svi oni su konvergenti za x.

3◦ Kvadratni iracionalni brojevi

U prethodnoj glavi videli smo primer beskonaqnog periodiqnog veri�nog razlomka
za x = 1+

√
3

2 . U skladu s tim, oqekivano je da i svaki periodiqan veri�ni razlomak
odgovara rexeǌu kvadratne jednaqine sa celobrojnim koeficijentima.

Teorema 12. Svaki periodiqan veri�ni razlomak predstavǉa kvadratni iracionalan
broj.

Dokaz. Pretpostavimo da je x = [a0, a1, . . . , am, ⟨am+1, . . . , an⟩], sa periodom am+1, . . . , an.
Tada je a′m+1 = a′n+1, pa imamo

x = [a0, . . . , am, a′m+1] =
a′m+1pm + pm−1

a′m+1qm + qm−1
= [a0, . . . , am, . . . , an, a

′
m+1] =

a′m+1pn + pn−1

a′m+1qn + qn−1
.

Odavde dobijamo kvadratnu jednaqinu po x: −a′m+1 = pm−1−qm−1x
pm−qmx = pn−1−qn−1x

pn−qnx
, dakle

(qm−1qn − qn−1qm)x2 − (pm−1qn + pmqn−1 − pnqm−1 − pn−1qm)x+ (pm−1pn − pn−1pm) = 0. 2
Posledica. [⟨a0, a1, . . . , an⟩] =

pn − qn−1 ±
√
(pn + qn−1)2 + 4(−1)n

2qn
. 2

Va�i i drugi smer, iako je dokaz malo te�i.

Teorema 13. Razvoj svakog kvadratnog iracionalnog broja u veri�ni razlomak je peri-
odiqan poqev od neke taqke.

Dokaz. Neka je x = [a0, a1, . . . ] rexeǌe kvadratne jednaqine P (x) = ax2 + bx + c = 0
sa celobrojnim koeficijentima a, b, c. Za svako n va�i x = [a0, a1, . . . , an, a

′
n+1] =

pna
′
n+1+pn−1

qna′
n+1+qn−1

, odakle dobijamo da a′n+1 zadovoǉava kvadratnu jednaqinu Pn(a
′
n+1) =

Ana
′2
n+1 +Bna

′
n+1 + Cn+1 = 0, gde je

An = ap2n + bpnqn + cq2n,
Bn = 2apnpn−1 + b(pnqn−1 + pn−1qn) + 2cqnqn−1,
Cn = ap2n−1 + bpn−1qn−1 + cq2n−1.

Procenimo koeficijente An, Bn, Cn. Ako stavimo P (t) = (t−x)(t−y) (gde je y = − b
a −x

tako�e iracionalno), va�i An = q2nP (pn

qn
) = q2n(

pn

qn
− x)(pn

qn
+ b

a + x), pa je |An| < q2n ·

5



1
q2n
(2|x| + | ba | + 1) = 2|x| + | ba | + 1. Analogno je |Cn| < 2|x| + | ba | + 1. Najzad, lako se

proverava da je B2
n − 4AnCn = ±(b2 − 4ac), odakle je |Bn| <

√
AnCn + b2 − 4ac.

Prema tome, za svaki od koeficijenata An, Bn, Cn, pa tako i za polinom Pn, ima samo
konaqno mnogo mogu�nosti, pa za neke razliqite k,m, n va�i Pk = Pm = Pn. To znaqi
da su a′k+1, a

′
m+1 i a′n+1 nule istog kvadratnog polinoma, pa su neke dve iste. Ako je

bez smaǌeǌa opxtosti a′m+1 = a′n+1, razvoj broja x je isti posle m-tog i posle n-tog
mesta, tj. periodiqan je. 2

Ispitajmo sada razvoj
√
d = [a0, a1, . . . ], gde je d prirodan broj koji nije kvadrat. Po

prethodnoj teoremi, ovaj razvoj je periodiqan poqev od nekog mesta.

Primer.
√
2 = [1, ⟨2⟩],

√
3 = [1, ⟨1, 2⟩],

√
5 = [2, ⟨4⟩],

√
6 = [2, ⟨2, 4⟩],

√
7 = [2, ⟨1, 1, 1, 4⟩],

√
8 =

[2, ⟨1, 4⟩],
√
46 = [6, ⟨1, 3, 1, 1, 2, 6, 2, 1, 1, 3, 1, 12⟩], itd.

Tako�e, za n ∈ N,
√
n2 + 1 = [n, ⟨2n⟩],

√
n2 + 2n = [n, ⟨1, 2n⟩] i

√
n2 + 2 = [n, ⟨n, 2n⟩].

Provera je direktna.

Zapa�amo izvesne pravilnosti u razvojima
√
n. Na primer, svi su periodiqni poqev

od drugog mesta, posledǌi qlan perioda je jednak 2[
√
d], a ostali qlanovi qine palindrom.

Teorema 14. Za svaki prirodan broj d koji nije kvadrat, razvoj
√
d u veri�ni razlomak

je oblika [a0, ⟨a1, a2, . . . , a2, a1, 2a0⟩]. Za sve n va�i an ≤ 2a0 = 2[
√
d], pri qemu je an =

2[
√
d] ako i samo ako je |p2n−1 − dq2n−1| = 1.

Dokaz. Neka je
√
d = [a0, a1, a2, . . . ]. Za poqetak, ako je [a0, a1, . . . , ak] =

pk

qk
, imamo an+1 <

a′n+1 =
q′n+1−qn−1

qn
<

q′n+1

qn
= 1

qn(pn−qn
√
d)

= 1
p2
n−dq2n

(pn

qn
+
√
d) < 1

p2
n−dq2n

(2[
√
d]+2). Specijalno,

ako je |p2n − dq2n| > 1, odavde je an+1 < 2[
√
d].

Poznato nam je da Pelova jednaqina x2−dy2 = 1, a samim tim i jednaqina |x2−dy2| =
1, ima beskonaqno mnogo rexeǌa (x, y) u skupu prirodnih brojeva. Svako rexeǌe
(x, y) zadovoǉava |xy −

√
d| = 1

y |x − y
√
d| = 1

y(x+y
√
d)

< 1
2y2 , pa je, prema teoremi 11, x

y

konvergent za
√
d, tj. x

y = [a0, a1, . . . , an] =
pn

qn
za neko n. Osim toga, tada je p2n−dq2n = ±1

istog znaka kao pn

qn
−

√
d, pa teorema 4 daje p2n − dq2n = (−1)n−1. Pokaza�emo da je

[a1, . . . , an] = [an, . . . , a1] i an+1 = 2a0.

Imamo [a1, . . . , an] =
qn

pn−a0qn
i [a1, . . . , an−1] =

qn−1

pn−1−a0qn−1
. Na osnovu teoreme 3 dobi-

jamo da je [an, . . . , a1] =
qn

qn−1
. Dovoǉno je da poka�emo da je qn−1 = pn−a0qn. U stvari,

pokaza�emo da je dqn−a0pn

pn−a0qn
= pn−1

qn−1
.

Pre svega, primetimo da je qn > pn−a0qn i |pn(pn−a0qn)−qn(dqn−a0pn)| = 1. Odredimo
broj t za koji je tpn+(dqn−a0pn)

tqn+(pn−a0qn)
=

√
d. Kako je ova jednakost ekvivalentna sa t(pn −

qn
√
d) = (a0 +

√
d)pn − (a0

√
d + d)qn = (a0 +

√
d)(pn − qn

√
d), dobijamo t = a0 +

√
d > 1.

Ovim je pokazano da su sve pretpostavke teoreme 8 ispoxtovane, pa iz ǌe sledi da
su dqn−a0pn

pn−a0qn
i pn

qn
uzastopni konvergenti za

√
d, xto smo i �eleli.

Sada je [⟨2a0, a1, . . . , a1⟩] =
pn+a0qn−qn−1−

√
(pn+a0qn+qn−1)2+4(−1)n

2qn
po posledici teoreme

12, xto se zbog qn−1 = pn − a0qn i p2n + (−1)n = dq2n svodi na
a0qn+

√
p2
n+(−1)n

qn
= a0 +

√
d.

Sledi da je [a0, ⟨a1, a2, . . . , a1, 2a0⟩] =
√
d i an+1 = 2a0. 2

Posledica 1. Par prirodnih brojeva (x, y) je rexeǌe jednaqine |x2 − dy2| = 1 ako i samo
ako je, za neko n ∈ N, razlomak x

y n-ti konvergent za
√
d = [a0, a1, . . . ] i an+1 = 2[

√
d].

Pri tom je x2 − dy2 = (−1)n−1. 2
Posledica 2. Jednaqina x2 − dy2 = −1 ima celobrojnih rexeǌa ako i samo ako veri�ni

razlomak za
√
d ima period neparne du�ine. 2
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Primer. Prona�imo minimalno rexeǌe Pelove jednaqine x2 − 61y2 = 1 (ovaj sluqaj je
postao poznat zbog izuzetne veliqine svog minimalnog rexeǌa).

Uz malo raquna nalazimo
√
61 = [7, ⟨1, 4, 3, 1, 2, 2, 1, 3, 4, 1, 14⟩]. Period veri�nog ra-

zlomka je 11, pa nam x
y = [7, 1, 4, 3, 1, 2, 2, 1, 3, 4, 1] odre�uje minimalno rexeǌe (x, y)

jednaqine x2 − 61y2 = −1, dakle (x, y) = (29718, 3805). Najzad, najmaǌe rexeǌe (x0, y0)
odgovaraju�e Pelove jednaqine dobijamo ako period napixemo dvaput, dakle x0

y0
=

[7, 1, 4, 3, 1, 2, 2, 1, 3, 4, 1, 14, 1, 4, 3, 1, 2, 2, 1, 3, 4, 1]: to je (x0, y0) = (1766319049, 226153980).

4◦ Zadaci

1. Postoji li funkcija f : Q → {−1, 1} koja zadovoǉava f(x)f(y) = −1 za sve razliqite
x, y za koje je xy = 1 ili x+ y ∈ {0, 1}?
Rexeǌe. Postoji. Neka je 0 < x = [a0, a1, . . . , an], an > 1. Broj n = n(x) je dobro
definisan za svako x ∈ Q+. Definiximo f(x) = (−1)n, f(−x) = −f(x) i f(0) = 1.
Pokaza�emo da ova funkcija f zadovoǉava sve uslove.

Ako je x+ y = 0, f(x)f(y) = −1 trivijalno va�i.

Neka je xy = 1; pretpostavimo bez smaǌeǌa opxtosti da je x > y > 0. Tada je 1 < x =
[a0, . . . , an] sa a0 ≥ 1 i y = 0+1/x = [0, a0, . . . , an], pa sledi f(x)f(y) = (−1)n(−1)n+1 = −1.

Neka je sada x + y = 1. Ako je x ≥ 1, imamo f(y) = −f(x − 1) = f(x) i odatle
f(x)f(y) = −1. Pretpostavimo sada bez smaǌeǌa opxtosti da je 1

2 < x < 1. Tada je
x = [0, 1, a2, . . . , an] =

1
1+1/t , gde je t = [a2, . . . , an], i y = 1−x = 1

1+t = [0, a2, . . . , an] i opet
f(x)f(y) = (−1)n(−1)n−1 = −1.

2. Neka je x = [a0, a1, . . . ] iracionalan broj i an ≤ a za svako n. Ako je c > 0 takvo da
|x− p

q | <
1

cq2 va�i za beskonaqno mnogo razlomaka p
q , dokazati da je c ≤

√
a2 + 4a.

3. Ka�emo da su brojevi x i y ekvivalentni, x ∼ y, ako je y = ax+b
cx+d za neke cele brojeve

a, b, c, d sa |ad− bc| = 1.

(a) Pokazati da je ∼ relacija ekvivalencije.

(b) Dokazati da su svaka dva racionalna broja ekvivalentna.

(c) Dokazati da su brojevi x = [a0, . . . , ak, c0, c1, c2, . . . ] i y = [b0, . . . , bl, c0, c1, c2, . . . ]
ekvivalentni.

(d) Neka je x = [a0, . . . , ak, a
′
k+1] i y ∼ x. Dokazati da postoje celi brojevi P,Q,R, S

za koje je y =
Pa′

k+R
Qa′

k+S .

(e) Dokazati da je Q > S > 0 za dovoǉno veliko k.

(f) Ako su x i y ekvivalentni brojevi, dokazati da ǌihovi veri�ni razvoji imaju
oblik x = [a0, . . . , ak, c0, c1, c2, . . . ] i y = [b0, . . . , bl, c0, c1, c2, . . . ].

4. Ako d | 2n, dokazati da je
√
n2 + d = [n, ⟨ 2nd , 2n⟩].

Tako�e, ako d | 2n, d < n, dokazati da je
√
n2 − d = [n, ⟨1, 2n

d − 2, 1, 2n− 2⟩].

5. (a) Ako d | 2n i d > 1, dokazati da jednaqina x2 + 1 = y2(n2 + d) nema celobrojnih
rexeǌa (x, y).

(b) Dokazati da ne postoje prirodni brojevi x, y, z, z > 1, za koje je x2 − y2z + 1
pozitivno i deǉivo sa 2xyz.

6. Neka su pn

qn
konvergenti opxteg veri�nog razlomka a0+

b1
a1+

b2
a2+···

. Definiximo p−1 = 1,

p0 = a0, q−1 = 0, q0 = 1. Dokazati jednakosti

pn = anpn−1 + bnpn−2

qn = anqn−1 + bnqn−2
i pnqn−1 − pn−1qn = (−1)n−1b1b2 · · · bn.
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7. Dokazati Ojlerovu formulu: ako je x = c0 + c0c1 + c0c1c2 + · · · konvergentan red, onda
je

x =
c0

1− c1
1+c1− c2

1−c2− c3
1+c3−···

.

8. Koriste�i Ojlerovu formulu, dokazati slede�e identitete:

ex =
1

1− x
1+x− x

2+x− 2x
3+x− 3x

4+x−···

, ln
1 + x

1− x
=

2x

1− x2

x2+3− (3x)2

3x2+5− (5x)2

5x2+7−···

,
4

π
= 1 +

12

2 + 32

2+ 52

2+···

9. (a) Nizovi an i bn su zadati rekurentno: a0 = b1 = 1, a1 = b0 = 0, an+1 = (2n− 1)an +

an−1, bn+1 = (2n− 1)bn + bn−1. Dokazati da redovi A(x) =
∞∑

n=0

anx
n

n!
i B(x) =

∞∑
n=0

bnx
n

n!

konvergiraju za |x| < 1
2 i divergiraju za |x| > 1

2 . To isto va�i i za A′(x) i B′(x).

(b) Dokazati da funkcije A(x) i B(x) zadovoǉavaju diferencijalnu jednaqinu f(x)+
f ′(x) = (1− 2x)f ′′(x).

(c) Dokazati da su funkcije A(x) i B(x) oblika Ce
√
1−2x+De−

√
1−2x za neke konstante

C,D.

(d) Pokazati da je A(x) = ch
(
1−

√
1− 2x

)
i B(x) = sh

(
1−

√
1− 2x

)
.

(e) Pretpostavimo da redovi S(x) = s0 + s1x+ · · · i T (x) = t0 + t1x+ · · · konvergiraju
za |x| < r, ali divergiraju za x = r. Ako postoji limn→∞

sn
tn

= L, dokazati da je

limx→r
S(x)
T (x) = L.

(f) Ispitati da li redovi A(x), B(x), A′(x), B′(x) konvergiraju u x = 1
2 .

(g) Dokazati da je lim
n→∞

bn
an

= [1, 3, 5, 7, 9, . . . ] =
e2 + 1

e2 − 1
.

Beograd, 2011

8


