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[IPUMJEHA CKAJIAPHOI' [IPOM3BOJIA
BEKTOPA ¥ AJI'EBPU

Hono JlaGynosul, llonropuna; Hukena Muxamenuh, Kotop

CranapHy Npon3Bojl BEKTOpa YecTo NpUMjelyjeMo Y FeOMeTPUjH [P pjet-
aBaiby 3a/laTaKa KOjU cy MoBesaly ¢ oapehubameM beJduuHe yria mamely
npasux. MebyruM, cKalapHW NPpOMIBOJL Ce MOXMKE BPJIO YCIJOUIHO NPUMjCHUTH 1
y anrebpu 3a AoKA3IHBAILE HEKHX 00JIMKA HejeIHAKOCTH, PjellaBaha je/IHAYMHA,
cucTeMa jeIHaYMHA W HAJIaHembYy EKCTPEMHNX npmamrc:c’m Kako ckanapuum
npouano/ioM BeKTopa & 1 b nasunamo peadan 6poj @b = |@| - [b] - cos a, raje je
o yrao namehy nexkropa d u b H KaKo je cosar < 1, 1o je

|@- 5| < |a - |b] (1)

u Taxole . .

d-b = |d-|b] (2)

TpuMjeTrmo fa amax jepsaxoeru y (1) paxu axo ¢y BEKTOPU & ¥ b Konui-

GApHM, & 3HAK jenHakocTH y (2) Baxkm ako cy sekTopu @ M b ucTor cMjepa (y
osaamm a [T E)

Heka nextopy @ v b uMajy KOOpMHATE: i = (z1,1,%), b= (m;,yg,zg),

y opTonopMupanoj Gasu B = {1,3,!0} Tana nejennakoctu (1) u (2) umajy

0BJIHK:

ler2z + 192 + sr2a] € ol + 4P + 2o \Jod + 0d + 23 (3)
1123+ Yiya + 7 € \fod +9F + 2 fad 4 g 4 A (4)

W3 nejemmaxoctu (1) u (2), y eayvajy kaJ Bpujesiy 3Hak jeZHAKOCTH, CIU-
jenu na je @ = Ab, raje je A # 0, TO je EKBUBANEHTHO CUCTEMY

gy =Arz, W =Aye, & =Aa;. (5)

3anasuMo Zia ce y HaBeleHo] JebWHUIMM pujed mpoMInoa He YKJama y
nojam onepauuje, jep y anreSapckoM cMuclly Gumapua onepaija 3HaAUM 14
¢ CBAKOM Napy ofjexara, ofpeheHUM HOCTYNKOM, NPHAPYKYje jefHHCTBEHH
ofijexat Te BpeTe. MeljyTHM, peayiTar cKagapHOr nponssoia je ckanap (6poj),
a ne pekTop. 3600 Tora, MaKo TEPMUHOJIOUKY CKATAPHN [IPOM3BOI a.cnuupaﬁ Ha
ajrebapcky onepanujy, To je unak $yHKUMja Ha CKYOY BeKTOpa, KOjd CBAKOM
apy BexTopa NpUApYHYje peanaH Bpoj ca onropapajyhuv caojcTeHMA.

¥ orom paxy My hemMo Kpo3 mpyMjepe NOKA3aTH IPHM]eRy CKaJapHOr [po-
W3BO0JIA BeKTOpa ¥y ajrebpu.
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[Ipumjep 1. Pujeummty jennauuny +17/27 + 97 = 2 + dy - 1,

Pjememwe. Ilocmarpajmo Bektope @ = (z,y) u b = (1,4). Tama je |@] =
VIt + y% a bl = V17. Ckanapuu npoussoa osux BexTopa je @b = 2 + 4dy.
ITpumjernyjyhu mejemmakocr (2) us opora cvjeny na je V17/z0 4 4% > z 4
dy = ¢ + 4y — 1, na jelHAYMHA HEMa pjelleiba,

Ipumjep 2. Pujemnty cucreM jeasauuua

r+y+r=2 (a)

4
¢Q+y“+ﬁ=§ (&)

Pjememe. Ha npeu nmornes naM ce Hamehe TBpAwmA o NaTH cUCTeM MMA
GecKOHAMHO MHOIO pjelietha (Tpu Helosznate, a Asuje jesnauvne). MebyTum,
TaKkap 3aKdmydak je norpemad. Ioxazahemo ma cuerem (a)-(b) mma jemmu-
CTREHO pieliemne,

[loemaTpajmo pektope: & = (z,9,2) U b= (1,1,1). Tana je d-b= (z,9,2)-
(1,1,1) = 2 + y + 2, na Ha ocHOBY jeAHauMHE (a) UMAMO

a.bh=2 (e)
ﬂ.auheje|&f|=\/:z:5-}-y5+ﬂﬂ|3|=x/§,na,je
- 2
d-bl=—=-v3=2 d
|] - [b] 73 (d)

C obaupom ma (¢) u (d) nvamo & - b= |d| - |ZT| 3uaum pexTopn @ u b cy

KOJIMHeApHM, [Ia €Y MM KOOpPAHHATE NpONopHUOHAINE, T]. i= % = '}, na €
obaupom Ha (a) fobujamo na je z = y = z = §. Jlakne pjememe cucreMa

(a)-(b) je (3,4, 2).

O6jacanliemo reomerp..,wsi 36or wera cucrem (a)-(b) uma jeauncrneno
pjeee. Jemnauuna (@) je jenHaumHa papHM KOja cHjevde KOOPIMHATHE Oce
y taukama (2,0,0), (0,2,0) u (0,0,2). Jemmauwwmma (b) je jemmauuna cdepe ¢
HEHTPOM Y KOOPIMHATHOM NOYeTKY M palmjycom 2/+/3.

Ako nocMaTpaMo chepe pagrjyca r < 2/ /3 tana chepa nelie cujelin panan
(), na y Tom cayuajy cucrem (a)-(b) nehe umaru pjemema. 3ar = 2/v/3 (mro
je xon Hac y jemmauvem (b)) chepa he moympunaru panan (a). llaxne, chepa
¥ paBaH MMajy jelly 3ajeflHMYKY TauKy, YHjé cy KOODAMHATE pjelléH.a JaTor
cucrema. Ipu r > 2/4/3 chepa he cujelin panan no Hexoj Kpy:xumm. Y ToM
cnyuajy cucred he mmary GecKoHaAYHO MHOTO pjellieHa.
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I[MpumMjep 3. PujeumT cucTeM jeiHAMMHA
2leyl+si=1 (e)

222 + 42 + 22 = V10 (f)

Pjememe. 3agxanu cucreM (e)-(f), na npeu noraes je neonpelier (Tpu nenos-
HaTe, a ABuje jelHauunHe). 3a pa.:-:mﬂcy o npuMjepa 1, o HeMa pjelliema.

Mocmarpajmo sektope & = (22,9%,2%) u b = (2,1,1). Tana je & - b- =
(:."2 y?, 2%)-(2,1,1) = 22% + y* + 2*, na ¢ oBaupom Ha Je,r:ma.qﬁﬂy (fljed: b=
V10, a |d@] = u’mﬁ +yi4zi=1 |b[ V6. HNakne nobujamo @ - b= |d] - |b| Hro
uuje moryhe. Cnujenn na cuorem (e)=(f) Hema pjememsa.

O6jacaumo reomerpujckn 3amro cucrem (e)=(f) Hema pjemema. Ysenumo
HoBe mpoMjensmuse; ¢ = p, y? = q u 2 = 3, Tazxa cucrem (e)=(f) mMa obauk:

By (e1)
2?+Q+8=\/ﬁ (fl)

Cnyunum pacybupamem xao y npumjepy 1 zonasumo no 3akisyuxa aa cpepa
(e1) v pasan (fi) Hemajy 3ajemaM<Kmx Tadaka, na 36or Tora cuctem (ey)-( /),
a TuMe M cucrem (e)-(f) rema pjemema. CTBapHO, KOOPAMHATHM HOYETRK Y
cucremy Opgs je ynasmen on pasuu (f) 3a r = 1;' > 1. Tlpema Tome chepa
(e1) momynpevnuka 1 Hema 3ajenEMUKMX Tavaka ¢ pasEm (f1), na cucrem (e)-
(f) meMa pjemema.

Ipumjep 4. PujemTu cucreMm jennasmma

T+y+z=6 (g)
z? + i + 2% =12 (k)
log, 4% = =z (1)

Pjemreme. [locmarpajMo BekTOpe & = (1 1,1) s b= (z,y,2). Tana je & b=
(11151)'(353!5) t+y+z=06 flsl E-I"y +r3 —2’\/_
36or Tora je - b = 6, a | - |5 = \/% 2f =6, 1. d-b=|d-|b. dakae
BeKTOPY & M b ¢y KonuAeapHy, 0a je 7 = y = 2, a ¢ ob3upoM Ha jexHawmmy (g)
je ¢ =y =z =2 Jlaxne pjememse jeqmaqwne (g) u (h) je (2,2,2). liposjepom
YCTAHOB/BABAMO I3 je To pjememe W jexnaumue (1), Jakne, pjememe cucrema
jemmaumna je (2,2,2).
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IIpumjep 5. Pujemmry cucrem jesmayuna

0y°2? + 42°2° + 252%% = 1627y 4" (7)
:c“+4y"‘+z’=9 U}
2+ yV3- VB = (1)

Pjememe. Jlako ce ypjepuTH Ja 3aJali CHCTEM HeMa pjewersa ¥y Kome 6u
Gap jenna Henosuarta Guia jeanaka Hysu. 3601 oBe UMIeHMIM jenHauuny (7)
noaujesumo ca ziy?z?. Tama }IUESPI_]&-MO jeNHAMMHY

9 25 ,
7 y_a - ™6 (3"

ekpubajenTry ca (7) u cuereM (J°), (k), (1) je exsupanenran AatoM cucTeMy,
IlocmaTpajmo pekTope: d = (‘3, ‘Ea E) ub=(z,2y,z). Tanajed-b= (Q,E: E‘)
(z,2y,2) = 3+4+5=12,ald = /I + S+ B =dub=VaTr a4+ =
3. 36or Tora je

a-b=|a-|b (m)
W3 (m) caujemm aa cy nekTopu @ u b xonvmeapuu, ma je & = ;1'; = &.
Onasme caujerm y* = 2 m 2?2 = §2° Tama ua jeamasvme (k) ce nobuja
i+ dn? =90, 1.2=23,ay= :l:ﬂéi Mz= :l:il.ﬁ. On nobujennx
BPHJEIHOCTH 3a T, ¥ ¥ z hopMupaMo ocaM ypelieHMX napoBa:

i*_)éirlﬁﬁ)* E?'@i‘@)* §‘§*—%§‘=ip)1
5o ), (BRF), (308 -F),
—gv’@r“’qj)r —ga%ir

Ceaka o/ OBMX TpojKHM je pjememe jemnauwma (k) u (I) naror eucrema. Cana
YCTAHOBILADAMO KOja Ol OBHUX 'I‘pGjHH je u pjemweme jeauavuue (1). Iposjepom
HAJIASHMO JIa €Y T TPOjKe (;—., : mséf) (—%, ,-3@-5- . Jaxne pjeiueme

JATOI' CUCTeMA je (%,—%:,—ip) (_z' 3 ,-léﬁ).

YHecro cycpehieMo HejefHaKOCTH KOje je TEIIKO JOKA3ATH TPaIWIMOHAJHHM
meTofama. IIpumjesiom Hapenmemor meroma Moryhe je amaTho onakmwaT u
yBp3aT HMUXOBO [I0KAIMBAE,

IMpumjep 8. Axo je z+ y+ 2z = 1, nokasatv na je +2x + 1 + /2y + 1 +
V2:+1< /15

Hoxas. Oanauumo Koopaumarte pexTopa @ W b Ha caenehm mawmm: & =
(V2z + 1,2y +1,v2z +1), b = (1,1,1). Carnacro dopmyms (4) umamo
\/ﬁwr + VIFIL + V%F]1 € VEFIFFI+2241 V3 =
= /3+2(z+y+z): V3= v/15, urro je u Tpebasio TOKAIATH.
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IMpumjep 7. JokaszaTn oa je HejeaHaxocT vVa + 1++/2a — 3++/50 = 3a < 12
MCTTYILeHA 33 CBAKO @ 3& KOjé je Ae¢HMHMCaHA HmeHa JHjepa CTpaHA.
Ioxas. llocmarpajmo sektope ¥ = (1,1,1), 7 = (va + 1,v2a = 3, /50 = 3a).
Ha ocrony napesene Gpypumye y npumjepy 6 je v/a + 1+4++/2a — 34++/50 = 3a <
«/ﬁ /a4 14 2a— 3+ 50— 3a =12, wro je ¥ Tpebaslo NOKAZATH.

ITpuMmjep 8. AKo cy a M @ KaTere, A ¢ XMIOTEHY3a IIPABOYIJIOI TPOYIJIA
ABC ranma je a + b < ¢/2, JlokasaTu, . .
Hoxkas. Pasmorpumo pexrope & = (1,1,0), b = (a,b,0). Carnacuo popmy.u

(4) umamo a + b < V2 va? + b7 = ¢v/2,

IIpumjep 9. Jlokazaru na je \/__-I— Vbe + vac<a+bte a,bec>0.
Ioxas. Ilocmarpajmo sextope £ = (v/a,vh,e) u 77 = (VB, 1/_: va). Ca-
FIIACHO HaBe/IeHo] hopMymu y npumiepy 6 umamo vab+v/bet/ae € Va + b + ¢
Vh¥c+a=a+b+ e mro je u Tpebaso NOKA3ATH,

Ipumjep 10. Jlokasaty aa je 7':3 + jE s \—,lﬂ <lil+ia,be>0.
Hoxas. llocmarpajmo pektope & = (j,;, JI’E' 31’3) M= (:};, UI’E?\_}E) Name

3aKIhyuyjeMo Kao y npusMjepy 9.

Ha kpajy hemo kpoa npuMjepe MOKa3aTH KAKO C& CKANAPHM NPOHU3BOJ BEKTOPA
MOYKE TIPUMHJCHUTH HA NPOHATAXKCHE eKCTPEMHMX BpHjeanocTy (riobasaumx)
HEKHMX (YHKIIMja.

Ilpumjep 11. Halnnajaehy spujeanoct pynkuuje f(z) = va + 54+v/11 - z.
Pjememe. Jlara dyuxumja je nedunucana 3a =5 < ¢ < 11. Iocmarpajmo
petope @ = (v/z + 5,v/11 - ) nb=(1,1). Tanajed b=z +5+/11 -1,
aldl=vVeFoFil—z=4d, bl =2uld |8 = 4v/2. U3 ose penammje cimjenm
Ha je Er[n?gx f(z) = 4v/2, w0 sHAMM Ja je Ta BPUjOAHOCT JOCTHTHYTA, AKO CY

BEKTOPH @ W b kosuneapuun. Ilpu ToMe je vz + 5 = /11 = z, OJlaK e cJHjeIn
z = 3. Jakie, uMaMo fmax = f(3) = 4V/2.

ITpumjep 12. Hahw najeehy spujemnoct mapaza y = 3cosz 4+ 4sinz 3a
cpako & € P.

Pjewene. Ilncmmp&_]mo nmcmpe = (cos z,s8in x), b= (3,4). Tana je y =
Bcosk +4sing =ad-b=d |bJ cosip, a |d@) = 1, |b| = 5, ma je y = 5cos 2(d,b).
Hajseha npujemoct ¢ je ako je yrao wsmely Bextopa @ W b jeXHAK HYIH, Tj.
L(&,b) = 0. Tana je cos £(,b) = 1 na je najseha npujemoct y = 5.

Kao mTo BUIMMO, pjellaBame OBAKBMX 3aJJaTaKa ce JocTa ynpourhaba y ofiHocy
Ha FUXOBO PJELIABAIE TPAJAUIMOHATHAM METONAMA,
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SAIALIA

1. Pujenmry jegpavmny zv/1+ z + /3 — z = 2v/z2 + 1.
2. PujenmTy cucreme jeqHaYMHA

(a)
= (b) (¢)
:-85_'_33:5_'_35;3 $2+y2+z2=16 $+y2+23=2/3
3. Pujenmtu cucreM jenHaAYMHA:

m‘Zﬂ. +y2ﬂ _l_ z2n. = 3
m‘Zn-l-l % y‘zn-{-l £ z2n+1 =9
$2n+2 + y211.+2 1 32n+2 =x

(¥YoyrcrBo: mocmarparu BekTope & = (2™, y",2") u b = [ e
y, )

4. Jloxazaru:

(a) Vab + Ved < fla+ c)(b+ d)

(8) 1+ ab < V/1+a? -1+ b2, raje cy a u b peassn 6pojesn.

5. JloxazaTy na BaxKuy HejegHakocT |3sinz — 4 cosz| < 5 3a cBaky BpHjen-
HOCT Bpoja .

6. Jloxa3aTH HejeTHAKOCT sin 2 sin ysin z 4+ cosz cosycosz < 1.

7. Hoxasatu mejemmakocT a’be + ab’c + abc? < a* + b* + ¢4
(Ymyrcro: ITocmaTpaT; BekTOpe & = (ac,ab,bc) m § = (be,ac,ab), a
Iocje Tora Ha HecHO] CTPaHM HejeHAKOCTH IIOHOBO NPVIMUJEHWTH OBAaj
MeTon y3umajyhu 3a & = (a2,4%,¢?), a 3a ¥ = (c?,d?,4%).)

8. Iokasatu ma je z2 + y2 4+ 22 > 1 ako je zy + yz + zz = 1.

9. Hahwu majBehy BpujemsOCcT PyHKIMjE y = \/% — cos 2z + \/% + cos 2z

CtartujaTa nps nart e ob6jaBeHa Bo cnucaHneT TAHIMEHTA Ha
AM Ha Cpbuja Bo 1997/98



