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N3OINEPYMETPNJCKHN ITPOBJIEM

ap Buragumup Jankosuh, Maremaruuku daxynrer, Beorpan

YBOI

Hox vizoneprMeTpyjcKUM TIPODIEMOM ¥ yIKeM CMUCIY ToJpa3yMeBa ce IpobieM oipe-
bBusarba TpocTe, 3aTBOpeHe, PaBHe KPUBe 3ajlate AYXMHe Koja oByxBara obBmact HajBehie
noppummHe. o U30MEpUMeTPH]CKUM POBIEMOM ¥ UIMPEM CMUCIY ITopa3yMeRa ce podliem
onpebnpama ¢purype majsehe nospumbe y 3agaroj damuiamjyn QHUIypa Koje MMa]y jeAHaKe
o6yme. CroMeHuMOo HEKOMMKO KapaK TePHCTHIHMK TIpobaema TOT THUITA:

~ Mehy n-ToyriioBMMa 3alaTUX AYXXMHa CTPaHMLA OJpEeIMTH OHAj KOJA MMa HajBehy
TOBPUIMHY;

— mehy n-ToyIyoBHUMA 3aaTOr OBUMa 1 3a/iaTUX YTHOBa OJPENnTH OHAaj KOJU UMa HalBe-
hy nospnmsy;

~ meBhy n-royrioBumMa 3aMaTor ofumMa OApeaMIM OHa] KOJU MMa HajBehy MOBPIIMHY.

Huje Temko HacHyTUTH [a je pellerbe OCHOBHOT M30IePUMETPH]CKOT 1pobiema Kpyr. ¥
caBpeMeHO] MaTeMaTHIR TOCTOJM BUIIe JOKa3a oBe unibekmie. HeKU of mUX ¢y emeMeHTAPHM,
a HEKM He, aau HUJedaH HHje TPUBMJalaH U CBAKM OJ IbHX TIPEACTaBIha HPABY MaTeMaTHIKH
Bricep. Y oBoM unaHky Ouhe M3A0KEHO TIPBO €MEMEHTAPHO pellieihe M30TIEPUMETPH]CKOr
npoBieMa.

WsorepymeTpujckum npobiaemMomM cy ce GaBMIM MaTeMaTwdapu aHTHuYKe [puke. U3
MHOTHX CAYyBaHUX 3allMCa BUAM ce, TIOCPEIHO MM HETIOCpeJHO, Ma ce JOI Tada Hackyhn-
BaJo ga Kpyr ofyxeara Behy moBpummHY 04 IPOCTHX 3aTBOPEHUX KPWUBUX HCTE JYXKWHe,
Heku mctopryapy MaremMaTvke Gaui y oM cmuciy tymaue Hwuraropun (llvfayépa ) cras
Ha je "Hajmerune oX CBUX TeNa JIOTMTa, HAJNENIa OJf CBHX pabHmX durypa xkpyr”. Hajswaua-
jHM]e JIeJI0 aHTHYKE MAaTEMATHKE NOCBeNeHO M30TIepUMETPH] CKOM ITpobiemy 610 je 3eHoiopon
tpaktar (Znuvddwpoo, 2. Bek Ipe XpHcTa) Koju, HaXajgoct, HAje cauyBaH. O 0BOM Hemy
llaHac ¢e 3Ha TocpefHo, mpeko TekcroBa llama anexcamnpujekor (ldnmoo dAeyovépeio,
3. pex) u Teona (Ocbr, 4. Bek). 3eHONOP je NPBO PelIaBao M30MEPUMETPHjCKK HpobieM
3a N-TOYIJIOBe, a TIOTOM € OHIITH H30TIEPHMETPH]CKM TIpobiieM pPellaBao alfpOKCUMUDAhEM
NpoOM3BOJbHe KpUBe MMOJMIOHOM. (CHOBHM HejgocTaTakK 3eHOMIOPOBOr MOCTYNKA je Taj IITo
IoNa3|M Off HeJOKA3aHe MPETIIOCTaBKe M3 ¥ HaMUIWjH 7n-TOYTIOBA 3a1aTOr 0BuMa TIOCTOJM
¢urypa MakcuMMalHe IOBpIIMHE. 3aT0 ce 3eHOIOPOBO Pelliere N30IIepUMeTPU] CKOT 1Ipobiema
3a m~TOYTIOBE He MOXe cMaTpaTH KomrmietHuM. TaroDe ce He MOXe cMATPATH KOMITIE THUM
3eH0H0POB J0OKa3 A2 J& KPYT pPelllehe M30IIEpHMETPH]CKOr IpobiieMa.

Ilpse cnenehe 3nauajue noxymaje na pemm oBaj npo6mem yumamo je IllTajuep (Steiner)
y npourioM Bexky. OH je mao mer jJoka3a Aa je KpyD pellehe M30IepHUMeTPH]cKoT I1pobiema.
Meby M, cBU ¥-erOBH JIOKA3W MMa])y MCTH HEJZOCTATaK Kao M OHa) 3eHOAOPOB: HHJE JOKA3aHa
ersucTeHIMja petrerba. Bes 063upa Ha 1o, [llTajHepoBY MOKyIIaju ¢y BaXKaH KOPakK Ka TMIBY
jep ce y 1HUMA TIOjaBUIO HEKOIWKO BeoMa MoBpUX Hieja Koje CY KACHW]e NoHele BaXKHe
pesynrare. Mameby ocramor Ha ocmory IllTajHepoBux wmiegja HACTAJO je TPBO KOMILIETHO
eJeMEHTAPHO pelllerhe U30MepuMeTpyjckor IIpobuema koje je xao Exnep (Edler) 1882. ronmme.
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Wzomepimerpujcku npobireM chajfa y NPy KJIacy MaTeMaTHUYKMX rpoflema Koje Hasu-
BaMo eKcTpemanuu npobaemu. To cy mpobaemu onpebuBama objekara U3 3aate amunuje
Koju cy Hajbomsu y 3amatoM cMucay. TaksBu npobileMu ¢y ce II0jaBJBMBANU Y MaTeMaTu-
HM OJf IheHUX HajpaHMjuX NodveTaka. Takobe ce MojaBipyjy y ApyrMM HayKaMma, TEXHMIF
u exoHomuju. Torkom XVII Bexka pacio je mHTepecoBame 3a eKcTpemaiHe mpobiaeme miTo
je noBeno g0 mojaBe AMdepeHIMjalHOr padyHa, 4yuje cy Temesse nocrasuum byt (New-
ton) u Jiajbmmu (Letbnitz). ¥ XVIII Bexy Hactanma je jomr jenHa MaTeMaTHdUKa [VICLHA-
IUIMHa KOja pa3Buja alfapaT 3a pPellaBame eKcTpeMalHux npobiema. To je BapujalmioHu
pauyn. Tememe cy my moctaswimi Ojnep (Euler) u Jlarpanx (Lagrange). ¥ BapujarmioHom
pauyHy ce U3yuaBa aHAMTHUKY allapaT 3a pelliaBalbe eKCTPeMAallHUX NpobeMa ¥ KOjuMa Ccy
NpOMEH/bUBE KPUBE U [TOBPIIH, KaKaB je HIp. U3onepuMeTpu]cky npobiem. IIpBo xommnetHo
pelierse U30HepUMeTpY)cKor TpobieMa TI0jaBUN0 ce YIIPABC Y OKBHPY BapU]allMOHOr PavyHa.
Iao ra je Bajepmrpac (Welerstrass) y Kypcy BapjalliOHOr pauyHa KOjer je ApIKao CBOJUM
crymenthva. WnrepecanTho je ma Bajepiurpac Hyje 06jaBuo ¢BOj pe3yiTaT Beh je oH ocTao
cauyyBaH 3axXBaiby]y Ny cTYIeHTCKUM OelleliKama.

[[IrajEepoBo (HEMOTIYHO) pelnerhe
Pesynrat npsor Irajueposor mokymaja dopmymucahiemo y obnmky Teopeme.

TEOPEMA 1 Axc npocma 2ameopend pagra xpued Huje Kpyz, ROCMOJU NPocma 34meo-
pena pasna Kpuea ucme Qyscune xoja obyreama obaacm selie nospuune.

Ioxas. Heka xpusa k o6yxsara oBnact kKoja HMje KouBekcHa. Tama Ha KpuBo) k mocToje
nBe Tauke A v B, TakBe a cBe yHyTpaumme Tadke nyxu AB nexe y crosmaniso) obaactu
kpuse k (cmuka 1). Ako ce jemaH meo Kpuse k 3amenm orceukom AB, mobuhe ce xpusa
k' umja je nykwvHa mMama Of AyXWHe KpuBe k M Koja obyxsarta obmact Behe nospumme ox
nospumie obnacri obyxsaherne kpuBoM k. Heka je k" xpusa koja je cimuna xpusoj k',
uMja je AyxXuHa jedAHaka IyxumM Kpmse k. Kako je nyxwuma kpuse k" seha on ayxune
xpuBe k', Koebmmjent wuxoBe cimyHOCTH Behu je on 1. Crnemu ma je mospumsa ofmacTu
obyxpahiene kpuBoM k" Beha ox mospumne ofnactu obyxsahiene xpusom k', a UM Tipe je
Beha o nospunmie obmacty obyxsahere kpuBom k.

Cmixa 1 Cauxa 2

Hanasme Hemo npermocraBibaty 1a je obmact oByxpaliema kpusom k KompekcHa. Hexa
cy A m B IBe TauKe Koje KpMBY k pasnaKy Ha ABa Jyka [; u [y uMje cy ayxuHe jeqHaKe.
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Hexa mospumna obmacty Kojy orpaHM4aBajy Jayk [; v nyx AB wHuje jeqHaka NOBDHIMHW
obnacTy Kojy orpaHWJyaBajy NyK Iy u nyx AB; Heka mHnp. mpsBa of oBe gBe 0oBIacTy MMa
sehy nospumny. Kpusa k' cacraBisena ox nyka [y u nyka l] cumerpudHor ayky [; y ommocy
Ha ipaBy AB wmMa McTY QYXKWHY Kao ¥ KpUBa k, a TOBpIHMHA 00IACTH KOJY OHA OrpaHudaBa
seha je ox roBpuruie 0BxacTH KOjy orpaHudaBa kpusa k (cimka 2).

Hapame heMo npeTnocTaBBaTi a ¢y TIOBpHIMHe o6NaCTH OrpaHideHe NyKoM [; M gyxu
AB w obiactu orpaHWdede IyKoMm [y m nyxu AB jenuake meby cobom. Kaxo mo mper-
TOCTaBIM TEOpeMe XKpWBa & Hifje KpYT, Ha 0] Nocroju Tauka C M3 Koje ce ayx AB Buom
o yriiom Koju Huje npas (cavka 3). Heka je A'B'C’ tpoyrao umju je yrao kon remena C’
npas v umje cy crpanmie A'C' u B'C” jemnaxe nysxuma AC u BC (cnmka 4). Ilabe, Heka cy
aykoBu I u I} Hag karerama B'C' u A'C' nogynapsw nykosuma l, v Iy koje crpannue BC
u AC tpoyrna ABC oncenajy Ha KpnBoj k v Heka cy nykosu [ v [} cUMeTpyuHK JyKOBUMaA
! ul y omsocy ua npasy A'B’'. Kpusa k' cacrabmsena on nykosa [, Iy, [ v I wva ucry
LyxuHy Kao v kpusa k: myxoswm [, u [} nogynapau cy nyxkoswma l, u [,; 36up ayxuHa
aykosa Ii, u [} jefHak je moNOBMHM JyxwHe KpuBe k', noK je 36up ayxuma nykosa [, u [
JeaHax monosuHM AyXKWHe KpuBe k. Kako je nospumnua tpoyrima A’ B'C’ Beha ox nospumre
tpoyria ABC, 1o je obnact orpamruena nykoBuma I u I} u qyxu A'B’ seha ox moBpumze
obnacTu orpanuvene nykosuma l, ¥ [ v ayxu AB. TloBpumne oBux asejy obnacru jesi-
HaKe cy TIOJOBMHAMA NoBpimHa obnact Koje obyxsarajy kpuse k' u k. Crora je nosprmma
obmactu ofyxpahene kpusom &’ Belia on noBpuwme obnactu o6yxsaherne KpuBom k.

e *’/'( 57
Cinuxa 3 Cmmka 4

Y nmokasy mperxoliHe TeopeMe KopuitheHo je jeano nomohuo tBpheme koje hemo dop-
MYyJIMCaTH ¥ oBIMKy 3agarka:l
3anarak 1. Meby rpoyrioBuMa urje cy ABe cTpaHuIle jeHaKe JaTUM JyKuUMa Hajsehy

TIOBpIIMHY MMa OHaj KOJ KoTa je yrac 3axBaheH TumM ¢TpaHMiiamMa Hpas.

[IITajaepoBa crMeTpu3amyja

Passujajyhur metone 3a pemraBame usonepuMerpujckor 1pobaema, [ rajuep je cmmenuo
TparchopMaIm}y KOJOM ce OJf je[THe KOHBeKcHe durype no6Hja HoBa KOHBEKCHa QUI'ypa Kojoj
NaTa TpaBa IPelCTaBIba OCY CMMeTpH)e, UM]a j& MOBPUIMHA jefHAKa MOBPIIMHU OPUIMHAJA
v unju o6uM Huje Behu of o0MMa OpWTMHANA, TIPU UeMy Cy OOMMM CIMKe WM OpUruHala

IHPEHJ'I&Z(EMO UAT20O¥Ma 3 3allaTKe M3 OBOI YiaHKa CaMM peule.
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jelHaK¥ caMoO y caydajy [a OpUrMHal MMa Oocy cMMeTpuje MapalielHy Jaro] npapoj. Ta
TpaHchOpMaIlMja ce Ha3MBa CUMETpH3alMja. Y HAcTaBKy OBOr Iaparpaba mahemo medunu-
UM}y cuMeTpu3almje W gokasahemo oHa BmeHa CBOjCTBa KOja heMO KOPMCTHTH y HACTaBKY
unadka. llogpasymeBahieMo fa ce cBa pasmarparba O[HOCE Ha QUI'YPe KOje JexkKe y jeiHo]
paBHH.

Heka je mata npasa s (cmarpahiemo fa je oma xopmusoxTanHa). CuMmerpusammja y oaHocy
Ha [IpaBy § jJe TpaHchOpMalMja KOja IIPOU3BOJBHY KOHBEKCHY (HIYpPY w IIpecHuKaBa y Gurypy
w’ Koja 3amgoBokaBa ciejleha aBa ycnoBa:

- ¢urypa w’ je cMMeTpHYHa Yy OJHOCY Ha IIpaBy s,

~ cBaKa npaBa ylIpaBHa Ha s (BepTHKala) npeceria GUrype w U w’ 10 AYXKHUMA jeJHAKUX
ayxusa (cnmka 5).

Jlokaxkumo Ja je durypa w', nobujeHa cUMeTpU3AIM]OM KOHBEKCHe QUIYpe w, Takohe
xonpekcHa. Hexa cy A’ m B’ nse tauke durype w’ v neka je '/ yuyrpauiba Tauka nyKH
A'B’. Hpernocrapuhiemo aa rauka C' genu pgyx A'B’ y omnocy p:gq (p,g >0, p+g=1).
Tpeba jmokasaru ga tauxa (' npunmaga durypu «'. Cnyuaj xaga tauke A’ u B’ nexe na
jeaHo] BepTHKamy je TpuBMjanan. 3aro Hemo npernocrasiary fa Tauke A’ u B’ ne nexe
Ha jenuo] seprrkann. Hexa pepruxane kpo3 tauke A’ B’ u C’ npeceuajy purype w u w’ o
ayxuma Ay Ag, B1Bo, C1Cs, AL AL, BiB,Y u C{CY, nexa nyxu A1 By u AsBy ceky npasy
C1Cy y raukama D; u Dy, v veka ayxu A} B] n ALB) cexy npasy C[C} y taukama D} u
DY, (cmyka 6). 360r KoHBEKCHOCTH QUIype w, Tauke [y u Dy npunanajy ¢urypu w a camMmm
v 1 gyxu CC5. Amamo ja je

DEDIE = qA‘i Bll —}-pﬁ"g é =qA1B1 +pAs3 By = D1 Dy < CiCy = C{Cé

A G,
1 C?
i Npc—

Cauxka b Cnuka 6

Wmajyhu y suny na ayxu D)D) u C{Ch nexe Ha McTOj IpaBoj M MMaJy 3ajeJHMYKO
cpeaMUITe M [a IpBa Ol IUX HUje AyXXa oJ ApyTe, 3aKibydyjemo aa je nyx D] D) canpxarna y
nyxu C!Ch. Kako rauka C’ ipymana nyxu D} DY (36or konsekcHocy Tpanesa A] Ay B5 By ),
oHa TUM npe npunaga ayxu C1Ch, a caMuM THM U urypu w’.

Hagame hemo ce 6aBUTH cUMETPHM3AIWM]OM TIONMIOHCKMX ToBpuu. OCHOBHM alaT y pas-
MaTpamMMa Koja ciiefle buhe TBpheta caapxaHa y crefeha aBa 3alaTKa:
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3anarax 2. a) Heka je [ npaBa napasenta ctpamviu AB tpoyria ABC koja BUCHMHY
CD nemay omuocy p: ¢ (p,q >0, p+¢ = 1). Ilokasatu ia je ayxuHa npeceyde ayxu M N
npase | u Tpoyrina ABC nara ca MN = pAB.

6) Heka je | npasa napanensa ocuosuniama AB u CD tpanesa ABCD xoja HBerosy
pucuny DE menu y oanocy p: g (p,g > 0, p+ ¢ = 1). lokasaty na je Qy>KuHa IpeceuHe
nyxu M N npase [ u rpanesa ABC'D mata ca MN = pAB + qCD.

3anmarak 3. a) [lokasaru xa Mehy TpoyrioBima unje cy jefHa cTpaHuia ¥ ojroBapajyha
BUCHHA JeHAKe JaTUM JIYKUMa, Ha]Marby 0BUM MMa TPOYTao uKje cy NpeocTalle ABe CTPAHMUIIE
jenHaxe.

6) Jlokasatu ma Mely TpamezuMa uMje ¢y OCHOBUWIE Y BUCHHA Je[HAKe TATHM OyXKuMa,
HajMary 00MM ¥Ma je/IHAKOKPAKHW Tpares.

Henocpenua mocnenviia oBUX TBphema cy ciefiehie uMmenmile:

—CHMETPM3aIM)OM TPOYIHia ¥ OJHOCY Ha IIPaBy HapalielHy Je/HO] 1heroBo) BUCHHY 1061ja
ce JeHAKOKPaKM TPOYrao 4uja je TOBDLIMHA Je/lHaKa MOBPUIMHM MONa3HOT TPOYIa a obuM
Huje sehur o 06MMa TIONA3HOT TPOYTIA, TIpU YeMy jelHakocT ofuma BakKW caMmo Yy clydajy
KaJia je MONa3Hu TPOYrao jeAHakoKpak (cimka 7);

—CHMETPH3AIM]OM TPariesa ¥ OMHOCY Ha MPaBy Koja je NapalieliHa HeroBo] BMCHHY A06H]a
ce jeJHAKOKDaKH{ TPalie3 UMja je NOBPIIMHA je{HAKA NOBPIIMHM TIOXA3HOL Tpare3a a 00KuM Huje
sehu ot 06¥MMa AoONA3HOT Tpamnes3a, TIpY YeMy je/IHakoCT ofyMa BaXH caMo ¥ clIydajy Kala
je ToNa3Hu Tpares jeHaKOKpaK (camka 8).

[\
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Cmmxa 7 Covxa 8 Cnuxa 9

Heka je w TIpou3sBosbHa MOJTUIOHCKA TIOBPTI K HEKa je § XOPU30OHTaJHa IpaBa y OJHOCY Ha
KO]y Ce BpUM cuMeTpM3aliMja PUTrype w. BepTuxane koje mponase Kpo3 TeMeHa MOJMTOHCKE
TIOBPUIM W PAa3NaiKy OBY TMOBPII HA TPOYTIIOBE ¥ Tharle3e KOjU MMa]y XOPM30HTATHe BUCHHE.
CyiMeTpu3aryvjoM NMONVTOHCKE TOBPUM w Kobuja ce ¢urypa w’' Koja je jefHaKa YHUJU TPOY-
T7I0Ba ¥ Tpane3a NOOMjeHNX cMMeTDM3allMjoM TPOYIIoBa M Tpaliesa IOMEeHYTOr pa3llararba.
Huje Tenxo 3akipyuuTH fa Je MOBPUIMHA CHMKE jJe[HAKA NOBPUIMHM OPHMTMHAA W fa 00MM
cmuke Huje Behu onl ofyMa opWIMHana, TP YeMy jeHaKOCT obMMa BaiKy caMo y cIIydajy
KaJia TIONMT'OHCKa TIOBPII W MMa XOPH30HTANHY OCY CUMETpH]e.

Cana hemo ce mo3abaBuTy MporleHOM 6poja TeMeHa TONWIOHCKe MOBPUM w' goBujeHe
CYMETPHU3aIM]OM TIONUTOHCKe TOBPIM w. Heka MONMroHCKa MOBPUI w MMa n TeMeHa. Pas-
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MaTpajMo BepTMKalle Ha KOjUMa ce Halase Ta TemeHa (camka 9). Wzmsajajy ce ase Kpajme
Beprukanie. (CBe 3ajeqHMUKe TadKe KPajbMX BePTHKAla ca TIOJMIOHCKOM IIOBPUIM w JeXe
Ha pyby on w. Ocrane Beprukaie (3BalieMo ¥X yHyTpaumbe) IIpoiase Kpo3 yHYTpalliby
obnacT moiuroHcke moppiu w. IlocToje yeTpu MoryhiHOCTHM OJHOCA BepTHKAla W TEeMEHa
MOJVMTOHCKE TIOBPIIM w: BEPTUKANA MOXe DUTU Kpajiba VM YHYTpautha M Ha 0] MOXe Ja
JIeXKH JeJIHO WJIM JIBa TeMeHa ITOJMIOHCKE TIOBPIIM w. AKO Ha Kpajiho] BepTUKAIM JIEXK U jeIHO
TeMe TIOAWTOHCKe IOBPINW W, OHMIa Ha b0} JIEKU JeJHO TeMe TIOJIMIOHCKE TOBPIM w' 1 oHO
ce HaJla3d Ha NpaBo] s. AKO Ha KPajih0] BEepTHKAIM JieXe JBA TEMeHa IONUTOHCKE I0BpIy
W, OHJa Ha Fb0] liee [Ba TeMEeHA IONWIOHCKE TIOBPUM w’ W OHA Cy CMMeTpPUYHA ¥ OJHOCY
Ha mpaBy s. Ha cBakoj yHYTpalmbo] BepTMKalM JieXXe [Ba TeMcHA [I0JWIOHCKE IIOBPHIA W’
M OHa Cy CMMETpPMYHa y ONHOCY Ha rpaBy §. M3 oBux pasMarparba caeiu ja 6poj TemeHa
HOJNMIOHCKe TOBPIIM w’ KOja JieXe ca jejiHe cTpaHe npase s nuje Behu on n — 2. Taj 6poj je
Mamu o1 n— 2 3a Opoj BepTHKalia Koje cajpiKe Iap TeMeHA HOIUTOHCKe TIOBPIN W ¥ IIpOJIase
KPO3 IeHy YHYTpalnsy o0HacT.

Enneposo pememe npobiema

IIpe nero mwro npebemo Ha m3narame EnmepoBor mokasa wibeHulle Ha je KpYyL pelierse
M30TEpUMETPH]CKOT Tipobaema QOPMyAMIIMMO jefaH 3ajaTak uuje he HaM TBpheme Guru
KOPMCHO y pasMaTpamhiMa Koja clefe.

3amarak 4. llokazaru ma Mehy TpoyrmoBuMa uuja je jelHa CTpaHMIA jefHAKa [ATO]
NYKHK a HaclpaMHM yrao jJe[Hak JaToM YIIIy HajBehy NOBpIIMHY MMa TpOyrao uMje cy Iipe-
ocTalle JBe CTPAHULE jelHAKE.

Hajpaxxuuju ¥ yjelHO Ha]TeXU 1e0 EANepoBOT pellera W30MEPMMETPH]CKOT TTpobiema
calapxaH Je y crenehoj nemu.

Jlema 1 3a ceaxy noauzoncky nospul NOCMOJU NPABUAND NOAUZONCKA NOSPUL jedHaKoz
00UME U He MaABE NOBPUIUNE.

Hoxaa. Heka je w MpoM3BORHA TIONMTOHCKA TIOBPLI ¥ HEKA J€ W HheH KOHBEKCAH OMOTay
{cmvma 10). Kao mro je mo3HaTo, wy je MONMIOHCKa MOBPIH uMji obumM Hije Behu o obuma
TONUTOHCKE TIOBPIIM W 2 TIOBPUIMHA HUje Makha OJ IOBPUIVHE TICHMIOHCKE TIOBPIIH W.
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Cmmka 10 Cmxa 11
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Wzabepumo ase npousBosbHe MehycoOHO HOpMalHe TIPABe M U3BPLIMMO CUMETPM3AlM]y
HoJMPOHCKe TIOBPUIA wq HAJIIpe y OMHOCY Ha JeAHY OJ WX a MOTOM W Yy OJHOCY Ha JPYry.
IlobuheMo KOHBEKCHY MOMMIOHCKY TOBPIUI Wi YMja je NOBPLIMHA jeAHaxa [OBPUIMHM TIOJH-
TOHCKE TIOBPUIM Wwq M yMji 06uM uuje Behu on ofuMa TIONMMIoHCKe TIOBpIM wo. lIpw ToMm
MOJMI'CHCKa TIOBPIT Wwq WMA JBe OCE CUMeTpPHje KOoje pa3iiaiXXy paBaH Ha YeTUDPH je/[HAKA YTIIa.
YHyTap ¢BaKor OJ THX YIOBa HANA3W ce He BUIE Of n — 3 PeMeHA TONMIOHCKE TIOBPUIM Wy
(cmmka 11.).

YKOMMKO ¢Ba TeMeHa IIONMI'OHCKE TOBPIIM W] HE JEXKe Ha HeroBe [BE 0Ce CUMETPU)E
BPIIMMO TparchopMarjy Yuju omuc citemu. Hajnpe ce, yHyTap cBakOr o YIioBa Ha Koje
oce cumMeTpuie pasfiaXkKy paBaH, Ae0 pyba TMOMUTOHCKE TIOBPMW W) KOJU JEKW Y TOM YIiy
TIOMEPU ¥ TION0¥Ka] ¥ KoMe Ne 1eroB KpajeBu ¥ aashe OMTHU Ha KpalluMa yria alu he wmu-
XOBa pacrojarba 0J IpeceYHe TadKe Oca CMMeTpHje BurH jeanaka. Horom ce menosu yraoHMx
[IOBDIIY OTPAHMUEHM TAKO TOMEpPEHMM AeNoBMMa py6a [ONUTOHCKE TIOBPUIM CUMETPU3Y]Y ¥
0JIHOCY Ha oce cuMeTpuje oaropapajyhinx yrnosa (cauxa 12). Ynuja tako noGujenx urypa
J€ KOHBEKCHA TIONIUINOHCKA ITOBPIT Wy KOja WMa YeTUPU 0ce CUMETpHje Koje pasiaiky paBaH Ha,
ocaM je}IHaKY[X. yrjaoga. YHyTap CBAaKOI Olf BYX JICKI1 He BULIEe O 1T — 4 remena [IOJIMATOHCKEe
MOBpUIM wo. Ha ocHOBY cBOjcTaBa cuMeTpUsaiMje 1 TBpDerba IpeTxo(Hor 3a1aTka 3aK by uy-
jeMO [(a MOBPLIMHA TOJUIOHCKE TIOBPIIH Wy HUje MaIba OJ1 TIOBPIIMHE TICHUNOHCKS TIOBPIIN (W1,
a 0BMM IIONUIOHCKE [IOBPIM wy HUje Behn 01 0BMMa HOIMIOHCKe NIOBPIM W1 .

YKOIWKO ¢Ba TeMeHa MONUIOHCKe TTOBPIIN Wy He NeXKe HA ILer0BE YeTHPH OCE CHMeTpHje
TpaHCPOPMALIM]OM Koja je ClIMUHa Iope ONMUCAHO] H06MjaMO KOHBEKCHY IIOJMLOHCKY TIOBPIX
w3 KOja ¥Ma OCaM oca CUMeTpUle KOje Pasmaxky pasaH Ha MIeCHASCT JelHaKWx yrioBa. Y-
HyTAp CBaKOr O] IhHX JeXM He BUlle O n — b TeMeHa TIONUroHcKe TIOBPIM (3. 1loBpuiiia
MOJIMIOHCK e MOBPIIN w3 HEje Marha O [TOBPIIHE TIONMIOHCKE HOBPIIM Wy, a 0OMM IOJIMIOHCKE
IOBPIIMU W3 HUje Belim o1 0o6uMa 10JMUIOHCKe HOBPUIM Wa.

Cianka 12

Axo moBomaH 6poj nyTa (k < n — 3) roHoBMMO omucaHy TpaHchopmamujy mohu hemo
O KOHBEKCHE TIOJIMPOHCKe TIOBPUM Wr4+i Koja uMa 2512 oce cumerpuje xoje campxe ca
TeMeHa TTONUTOHCKe TIOBPIIM Wy 1 U pasiaxy pasan Ha 283 jennaka yrua. IIpu Tom rosp-
HIMHA [TOMUTOHCKE IOBPIIM W41 HHUJE Marka O IOBPIIMHE MOIMIOHCKE ITOBPUIM Wy, a 0bMM
ITOJIUTOHCKE MOBPIIM Wg4+1 HUje Behu o o6MMa TTONMIOHCKE TIOBPIIH W,

YHyTap cBakoI' 0J YIJoBa Ha KOje Oce CMMETDMj€ IOJNMIOHCKE IIOBPUIM Wit PAa3NaxXy
paBaH OMepMMO eo pyba IONUIOHCKE IIOBPHIM Wy KOJU JeXK y ToM yriy (1o je AyXK)y
T0JIOXK ] Y KoMe Ne IheroBH KpajeBH M aihe BUTH HA KPaIMa Yrila ajv hie IUXoBa PacTojarha
O]l TIpeceuHe TauyKe oca CUMeTpuje OUTH jennaka. Tako moBujamo TpaBUIHY IIONWATOCHCKY
ITOBPHI & KOJa ¥IMa, UCTU OOKM U He Matby TIOBPHIMHY O OAr0Bapajyhnx BeaudnHa NoAUTOHCKe

TIOBPUIM Wk 41 -
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HpaBunua MOAUIOHCKA TMOBPHI W' MMa NMOBPUIMHY HE Makby OJ TIOBDIUIMHE TIOJUTOHCKE
noppum w U obum ve Behu ox o6uma monuroncke nospum w. Heka je w' npaBuiHa, oMUroH-
CKa TOBPII KOJa je CIMYHA ca w' U ¥Ma obum jemHak oBuMy MOJMIOHCKe TIOBpHM w. Kako
OBUM MONUIOHCKE TIOBPIM W'’ Hije MarM off 0BuMa [ONUTOHCKE MOBPIM W', KOeDUIM)eHT HH-
XoBe camdHOCTH HUje Mamy on 1. Crenu na MOBpUIMHA MOAWMIOHCKE TTOBPIM w'' HUje Marba
OJl IOBPIIMHE TIONMATOHCKE TIOBPIIY W', a caMWUM THM HKje Makha HU O MIOBPUIMHE ITOJUIOHCKE
TIOBPIIM W.

IIpe nero n1ro npeheMo Ha TTaBHY TeopeMy ¥ OBOM TEKCTY MOKAXKMMO JOII je o0 rloMohiHo
TBpheme.

Jema 2 Axo npasusan noauzon U xpyz uMajy jednare obume, NOSPUUNGE NOAUZOHD MADE
je 00 nospwune xkpyza.

Hoxaz. Hexa mpaBuman OmUroH p v Kpyr k umajy jegHaxe obume. Iame mexa je k'
Kpyr yrucan y nonuron p. O6um kpyra k' mMaibm je ofi 0BMMa TI0JIMIOHA P, & caMMM THM U O
obuma kpyra k. Cnenu na je nonynpeunux 7' xpyra k' mMamu on monynpedynuka r xpyra k.
Axo 3ajeHUUKY BenmuuHy ODMMa HOMMIOHA p U Kpyra k o3Haummo ca P, iKX0Be MOBPIIMHE
Gutie jeanake Pr'/2 u Pr/2. Crenu na je nmospumM#a ofiacTv orpaHudeHe TIONUTOHOM P
Marba 0Jf TIOBpIMHe 0BIacTH orpaHuyere Kpyrom k.

Homro cmo nprnpemunyt arapaT MOXKeMO IIpelin Ha TeopeMy Koja y ceBu caipKu pemerhe
W30MIEPUMETPU]CKOT TIpoBiemMa.

TEOPEMA 2 Mehy npocmum 3ameopenum pasnuM xpuaum dame dyxcune, xpyz obyz-
sama obaacm najeekie nospuiune,

Hoxas. Heka je k npocra 3aTrBopeHa paBHa KpuBa Koja Huje xpyr. IIpema Teopemm 1
TOCTOJM 1pocTa 3aTBOPEHa PaBHa KPWBa kq Koja MMA MCTYy AYXKHHY Kao M KpHBa k U Koja
orpanu4asa obiact Behe mospumte on noBpmmae obmactu Koja je oB6yxpahena kpusom k.
3a cBaky TIPOCTY 3aTBOPEHY PaBHY KPMBY YIOCTO]U TIONMTIOH Ykja TeMeHa JieX e Ha T0) KpHUBO],
TaKaB [la ce eroBa IOBPIMHA Pa3lIVKyje o TIoBpIHHe 0BIacTH Kojy o6yXBaTa Ta KpUBa 3a
IIPOM3BOJEHO MalM Bpoj. 3aTo TIOCTOJU IONKTOH p; YUja TeMEHa lleXe Ha KPUBO] k1 M umja je
rospurHa Beha o1 IoBpIMHe 061acTi Kojy obyxsarta KpuBa k. O6um nomurona p; Huje Behu
ol ofuma KpuBe k1 a caMuM THM ¥ oJ obuma kpuse k. Heka je p, monuron xoju je camaan
TIONUTOHY p1 ¥ “Mju je obuM jeanak obmmy kpuse k. Kako ofbmm momwmrona p; HMje Mambu
o1 00¥Ma MONKUIoHa P1, KoehUIM]eHT HUXOBe CIMYHOCTH HUje MambH of 1. 3aTo nosBpumHa
[OJMIOHA Py HUJe Maiba O IIOBpIUMHE IOAMIOHA p; Ma TUM IIpe HUje Marba O/ IOBpLIMHE
ofmacti KoJy oOyxBara KpuBa k. Heka je p3 paBuitan oNWroH 4yuja je o6MM jeqHaK oBHMYy
HOJIMIOHA Py & YMja TOBPUMMHA HUje Marba O HOBPUIMHE IIOJMIOHA Py (€3MCTEHHM]Y TaKBOD
noaurona norephyje Jlema 1). Heka je k' kpyr umju je ofum jennak oBuMy TOJUIOHA p3.
Hpema Jlemu 2, nospumna kpyra k' Beha je ox mopumHe roaurona ps, ma Kpyr k' uma obum
jemHak obumy KpvBe k, v oBpumMHy Behy on noBpumHe o6racty o0yxBahiene kpusoM k.

3aKLYYHU KOMEHTapU

PemaBame excTpeMaiHMX pobieMa YeCcTo ce M3BOAM y ABe da3ze. Y NpBOj pasm pemia-
Batba TOKANU3Yje ce YKM cKyT ofjekara, Hajuenifie JeJHOYIAHM CKYIT, Mehy KoJUMa ce Halla3u
penterse IpoGaeMa, YKOIVKO OHO YOIINTE IocToju. laj feo rmocia ce Hajueinhe obaBiba
noMohy Hekor HEOMXOJHOr YCIOBA 3a eKCTpeMyM. Y Hamem ciydaly OyHKImjy ose gaze
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oBapuna je IllrajuepoBa Tteopema. lpyra ¢asza pemabama npobieMa cacToju ce ¥y HOKa3u-
Bamby Ha objeKaT Ko Je JOKAJM30BaH Yy IIPBO) ha3u peliaBabha 3aMcTa MpeicTaBlba pellerhe
npobnema. Taj moxas ce YecTo M3BOAM TIOMONY HEKOT NOBOJEHOT YCIOBA 3a €KCTPeMyM. Y
HauleM cayJajy Taj peo nocna obaBuia je EanepoBa TeopeMa.

HocToju jout jejHa nieMa 10O KO0jO] ce pellaBajy excTpeManHu npobieMu. Y 10j ce pelra-
Barbe IpobiemMa Takohe obasipa ¥y ase dase. Jemma of THX ABe]y dasa HMIeHTHUHA je NPBO)
a3y U3 MpeTXolHe IIEME: Yy B0} ce Jokauusyje objexkar Koju 6u morao ma Oyle pemerse
npobrema. Y apyro] $asm ce HoKasyje ersUcTeHITMja pellieiba, T). ersucreHnvja objexTa
Koju je pemierbe npobiieMa. Y IPBO) TONOBMHU OBOT BeKa HEMAUKWA MaTeMaTwudap Biamke
(Blaschke) je pa3ssuo amapaT oMohy Kojer ce Moxe HOKa3aT¥l €r3MCTEHIMja Pelliciba HEKUX
eKCTpeMadHuX ITpobiieMa KOjU ce OJHOCe Ha KoHBeKcHe ckynose. IlomoRy Tor anapara Moxe
ce mokaszaTw Ja meDy KOHBEKCHMM uTypamMa 3a1aTtor obymMa MOCToju QUrypa MakCUMAalTHe
nospuniae. Omatae ce Nako KoOHUja ersucTeHii]a pelilema U3oIepUMeTpujckor npobirema,
AKO ce MIMa ¥ BHIY Aa KOHBEKCAH OMOTAY HeKe pUrype wma Behy Wiy Je/lHaky TIOBDIDAHY W
MaFbi MM jeiHAK oBuM oX ofroBapajyhux Bemrunba nonaste purype.

OBaj TeKcT 3aBpUIaBaMO GOPMYIIALMjOM HEKOJWKO 3ajaTaka KOjU ¢y y Be3M ca pa3Ma-
TpaHOM TIpOGIeMATHKOM.

3anarax 5. Meby paBuum ¢purypama narte MOBPIUIMHEE OAPEANTH OHY KOja MMa HajMAKmU
oBIM.

Bamarax 6. OnpeauTu XpUBY HaTe [YXKUHE UMM Ce KPAjeBM MOKJIAINA]Y Ca KpajeBrMa
IaTe MYXKM M KOja 3ajef[HO ca TOM JIYIKM orpaHudasa o6iacT Hajsehe nospimine.

3amarax 7. OnpeluTH KpUBY HaTe HYXKMHe Koja O HaTe IIOJYPaBHM ofcella obnmact
sajsehe nospumHe (Jumorms nmpoGrem).

3amarak 8. Onpenuru rajkpahy xpuBy Koja ZaTH jeIHAKOCTPaNUHKM TPOYIao pasiaxkKe
Ha J(Ba fella jeIHaKUX OBPIIMHA.

3anaraxk 9. OnpeluTyt XpUBY HaTe KYXHWHe KOja O JATOT Yrila ofcelia feo HajBehe
TIOBPIHMHE.

CratujarTa npB nart e o0jaBeHa Bo cnucanuero Tanrenra na JIM
Ha CpoOuja Bo 1995/96 ronuna




