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Sazetak: U radu se, nakon razmatranja osnovnih osobina logaritma i logaritamske funkcije, detaljnije
razmatraju logaritamske jednadzbe i nejednadzbe, s i bez parametara. Uz osnovne teorijske napomene
kompleksnost ovih jednadzbi i nejednadzbi ilustrirana je nekim karakteristicnim primjerima.

1. Uvod

Pojam logaritma i sve $to je vezano za njega predstavlja vrlo kompleksnu problematiku u nastavi
matematike srednjih skola, kako za ucenike, tako i za njihove nastavnike. Nastavnici obi¢no nemaju
odgovarajuéu literaturu za pripremu predavanja, a uCenicima se to prezentira skromno i s posveéivanjem
nedovoljno vremena za dobro razumijevanje te problematike. I, kako to najcesce biva, izostane prijeko
neophodna motivacija, kojom bi trebalo opravdati izu¢avanje logaritama. Prije svega, potrebno je napraviti
historijski osvrt razvoja logaritama (zbog ¢ega su se pojavili i kako se razvijala teorija koja je zadovoljavala
potrebe prakse, posebno u pomorstvu pri navigaciji). Naravno, pri tome, ne treba stedjeti previse vrijeme na
ovim uvodnim ¢injenicama buduéi da ¢e to rezultirati boljim razumijevanjem logaritama i njihove primjene.
Samom pojmu logaritma treba pristupiti lagano, bez zurbe, s dosta primjera, a tek onda i¢i na njihovu
primjenu u rjesavanju logaritamskih jednadzbi s i bez parametara.

Sliéno kako je to pokazano u [5, 6], u slucaju iracionalnih jednadzbi i nejednadzbi, kao i u slucaju
eksponencijalnih jednadzbi i nejednadzbi, i logaritamske jednadzbe i nejednadzbe su takoder poprilicno
nezgodne za ispitivanje. Logaritamske jednadzbe spadaju u tzv. transcedentne jednadzbe i bitno se
razlikuju od algebarskih jednadzbi. No, uvijek se svode na neku algebarsku jednadzbu. I za njih naravno
ne postoji opéi postupak rjesavanja. Tako smo u moguénosti rijesiti samo neke relativno jednostavne tipove
logaritamskih jednadzbi i nejednadzbi. U ovom radu bit ¢e date osnovne teorijske postavke koje ¢e omoguditi
njihovu ilustraciju na nekoliko karakteristicnih primjera s pazljivo odabranim jednadzbama i nejednadzbama
s 1 bez parametara. Bududéi da se i logaritamske jednadzbe i nejednadzbe vrlo ¢esto pojavljuju na raznim
nivoima takmicenja iz matematike za ucenike srednjih skola, to nam daje razlog viSe za motivaciju pri
pisanju ovog rada. Poseban problem je, kao i kod drugih jednadzbi elementarne matematike, kad se zahtijeva
diskusija rjeSenja logaritamske jednadzbe ili nejednadzbe u ovisnosti o nekom realnom parametru.

Kako bi kvalitetno mogao pratiti naredno izlaganje, ¢itatelj treba dobro da poznaje teoriju i primjene
kvadratnih, eksponencijalnih i iracionalnih jednadzbi i nejednadzbi (v. [1-7]). Prije nego pristupimo
detaljnijem proucavanju ovih jednadzbi i nejednazbi, upoznajmo se prvo s pojmom logaritma i logaritamskom
funkcijom i njenim osobinama, koje ¢e nam biti od velike koristi kasnije.

Ciljna skupina: srednja skola

Kljucéne rijeci: logaritam, funkcija, jednadzba, nejednadzba
Kategorizacija: Struéno-metodicki rad

Rad preuzet: april 2021.
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2. Pojam logaritma
Promatrajmo jednadzbu
b =a, a,beR. (1)

Iz praktiénih razloga zanimaju nas samo one vrijednosti za a i b za koje jednadzba (1) ima jedinstveno
rjeSenje. Naime, vrijedi sljedeci teorem.

Teorem 2.1. Jednadzba (1) ima jedinstveno rjesenje samo kad je a >0 i 0 < b # 1.

Proof. Tmamo nekoliko kvalitativno razlicitih slucajeva.

1° Za a = b = 0 jednadzba (1) je oblika 0% = 0, ¢ije je rjesenje skup svih pozitivnih realnih brojeva.

2° Za a = 0,b # 0 jednadzba (1) ima oblik b* = 0, a ona o¢ito nema rjeSenja.

3° Za a # 0,b = 0 jednadzba (1) je oblika 0% = a, i ona nema rjeSenja.

4° Za a < 01ili b < 0 jednadzba (1) nekad ima rjeSenje, a nekad nema, tj. nema uvijek rjesenja (npr.
jednadzba (—2)* = 8, kao ni jednadzba 2% = —8 nemaju rjeSenja).

5° Pretpostavimo da je sada b = 1. Ukoliko je a = 1, tada jednadzba (1) ima oblik 1* = 1 i skup njenih
rjesenja je cijeli skup realnih brojeva. Ako je, pak, a # 1, tada ocito jednadzba (1) nema rjesenja.

Odbacujudéi sve navedene slucajeve slijedi zakljucak teorema. Naime, u slucaju kada jea > 010 < b # 1,
znamo da je y = b* eksponencijalna funkcija i da svakom realnom broju x odgovara ta¢no jedna pozitivna
realna vrijednost b* koju mozemo oznaciti s a. [

Jedinstveno rjesenje jednadzbe (1) éemo nazvati logaritmom broja a za bazu b i pisati z = log, a.
Preciznije se to moze iskazati sljedecom definicijom.

Definicija 2.2. Neka su a,b € R takvi da je a > 0 10 < b # 1. Logaritmom broja a za bazu b nazivamo
broj x kojim treba stepenovati broj b da bi se dobio broj a, tj. za koji vrijedi b* = a. Taj broj oznacavamo s
z = log, a. Dakle, simbolicki zapisano

r=logpa <= b"=a (a>0, 0<b#1). (2)

Primjedba 2.3. Napomenimo da je u slucaju b = 10 uobicajeno izostaviti pisanje baze u logaritmu. Tako
jelogx =log,yx, x > 0. Logaritmi ¢ija je baza 10 zovu se dekadski logaritmi.

1
Primjer 2.4. Naéi: a) log, 33 b) log, 81.

Rjesenje: Oznacimo li trazeni logaritam s x, prema definiciji (2), imamo:

1
a)log23—2:;r = 2= = 2°=270 &= =5,

32
1 xr
b)log%81:x<:> <§) =8l < z=-4. o
1
Primjer 2.5. Odrediti x ako je: a) log z = -3, b) log,, 77 = 3.
1\ 3
Rjesenje: a) log% T=-3 < <§> =z <— x=28,
1

b)log, — =3 3= _ =, 0
) log,, 7 == = =g

Vazno je istaknuti neke bitne osobine logaritama. Tako iz (2) o¢igledno slijede jednakosti
log, b° =z, b8 =g, (3)
Sljedece osobine su poznate kao logaritamska pravila.

1°  Provo logaritamsko pravilo mozemo iskazati u obliku sljedec¢eg teorema.
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Teorem 2.6. Neka je 0 <b# 1. Tada za sve x > 0, y > 0 vrijedi

log, vy = log,  + log;, y. (4)
Proof. Zbog pretpostavki 0 < b# 1, x > 0,1y > 0, postoje realni brojevi

A=log,z, B =log,y,

§to prema definiciji (2) znaci da je b4 = z, b® = y. Kako je xy > 0, zakljuc¢ujemo da postoji log, zy i da
vrijedi

plogy zy 3 2y = b . B = pA+B — plog, otlog,
odakle slijedi (4). O
2°  Sljede¢im teoremom iskazuje se tzv. drugo logaritamsko pravilo.
Teorem 2.7. Neka je0<b#1,t€R. Za sve x > 0 vrijedi
log, ' = tlog, x. (5)

Proof. Zbog pretpostavki 0 < b # 1, z > 0, i t € R, postoji realan broj A = log;, z, a zbog =’ > 0 postoji
log,, z*. Imamo

ploss = @ ! @ (blogbz)t =ptlos® — Jog, ot = tlog, z.
O

Kao neposrednu posljedicu prethodna dva pravila dobijamo i dva nova pravila iskazana u obliku sljedeca
dva teorema.

Teorem 2.8. Neka je 0 <b#1,t € R. Tada za sve x > 0, y > 0 vrijedi

x
log,, 5 = log, x —log, y. (6)

x
Proof. Kako je = = 2y~ !, prema prva dva pravila imamo
Yy

log, g = log, xy~! @ log, = + log, y © log, x — log, .
O
Teorem 2.9. Ako je 0 <b# 1, n € N, tada za sve x > 0, vrijedi
1
log, {/x = - log;, x. (7)

Proof. log, {/z = log, z= 2

3=

logy, z. O

Primjer 2.10. Odrediti x ako je:
a) logsz =logs 9+ logs 2 —logs 3,

1 1
b) logz = 3 [logz—i— i(logy—logz)
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Rjesenje: Primjenom logaritamskih pravila imamo:

-2
a) loggx:loggTzlog?)G = z =06,

b) glogx: élog% = logz = ilog% = logz = log (%)% == =4 % O
Navedimo jo$ nekoliko vaznih osobina logaritama.

1. Za0<b#1,vrijedi b = 1 <= log, 1 = 0. Dakle,

logy1=0, 0<b#1. (8)
2. Za0<b#1,vrijedi b' = b <= log, b = 1. Dakle,

logyb=1, 0<b#1. (9)
3. Vrijedi

logy a =logyna”™, a>0,0<b#1 neN (10)

Zaista, oznacimo li s A = log;» a™, tada je (b”)A = a", odakle slijedi b4 = a, a odavde je A = log; a.

4. Nekaje0O < a # 1,0 < b # 1. Logaritmiranjem jednakosti b'°®% = g za bazu a, dobijamo
log,, b'°8»* = log, a = 1, odnosno primjenom drugog logaritamskog pravila i formule (9): log, a - log, b = 1.
Dakle,

1
logbazlogib7 O<a§é170<b%1 (11)

a

Ova se osobina moze smatrati i specijalnim slu¢ajem naredne osobine.

5 NekajeO<b#1,0<c#1,a>0. Oznacimo s log, a = x, odakle je b* = a. Nakon logaritmiranja
posljednje jednakosti (koristeé¢i bazu c¢), dobijamo xlog.b = log,a, odnosno log, alog,.b = log,a. Prema
tome, vrijedi osobina

log.a
log,.b’

log, a = 0<b#1,0<c#1, a>0. (12)

Osobina (12) je od velike prakti¢ne koristi kada je potrebno preéi na logaritam s novom bazom.

6. Vrijedi osobina
1
logy: x = Elogbx, 0<b#1, teR\{0}, z>0.

Zaista, primjenom osobine 4. dvaput i drugog logaritamskog pravila, dobijamo

1 1 1 11
gy T = ——— = —— = —log; x.
8o log, bt  tlog,b t 8o

Primjer 2.11. Ako je logsy 3 = x, logs, b = vy, izracunati logs, 8.
RjeSenje: Primjenom gornjih osobina logaritama, imamo
30
logs, 8 = logs, 2° = 3logs, 2 = 3logs, 3.5
= 3 (logs 30 —logsy 3 —loggy 5) =3 (1 —x —y).
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Primjer 2.12. Odrediti x ako je logs x +log sz + log% z =6.

RjeSenje: Primjenom logaritamskih pravila, dobijamo

1 1 1 1 2 1

6 = = -
log,, 3 * log, V3 * log 1 log,3 + log,3 log, 3’
xr
3

odakle slijedi

=6 < log, 3=
log,. 3 %8s

Primjer 2.13. Dokazati jednakost

! 1 1 n(n+ 1)
log, A + log,» A + .+ log,. A log, A2 (0<A#1,0<a#1, neN)

Rjesenje: Koristedi formulu (11), lijeva strana gornje jednakosti ima oblik

1
logAa+logAa2+...+logAa”:(1+2+~-~+n)logAa:%

n(n+1) 1 n(n+1)

2 ‘log, A log, A%

logy a

3. Logaritamska funkcija
Definicija 3.1. Eksponencijalna funkcija
fR=RY f(z)=a" 0<a#l, (z€R)
je bijektivna, pa postoji njoj inverzna funkcija
TR SR, fN (@) =log,z, 0<a#1, (zeRY)

koju zovemo logaritamskom funkcijom.

Na osnovu definicije logaritma vrijedi ekvivalencija
log,z=y <= z=a", >0, 0<a#l
Logaritamska funkcija ima sljedeée osobine (v. grafike na Slici 1):
1. Funkcija y = log, = definirana je za svako = > 0, a uvjet za bazu je 0 < a # 1.

2. Logaritamska funkcija je bijektivna, pa jednakim brojevima (numerusima) pripadaju jednaki logaritmi
za istu bazu i obrnuto, tj.

x] =29 < log,x1 = log, x2 (13)
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7/
7 y=X
7/
7/
X LIRS
y=a (a>1) ,
/
/ S
s0 1 X
/7
7/
7/
d y=log,(x), a>1
’ / y=log_(x), (O<a<1)
Ve 7 a

(a) (b)

Slika 1: Grafici logaritamskih funkcija: (a) a > 1, (b) 0 < a < 1.

3. Znak logaritamske funkcije

log, z <0 0<z<1),

<
za a>1 imamo:
log,z >0 <= z>1,
<~

log, x>0 0<z<1),

za 0<a<1l imamo:
log,z <0 <= = > 1.

4. Logaritamska funkcija ima jednu jedinu nulu (vidjeti (8)), a to je broj 1, za bilo koju bazu 0 < a # 1,
tj.

log,z=0 < z=1 (14)
5. Za a > 1 funkcija je strogo rastuca, tj. za

a>1: z <zy < log,z1 <log, zs. (15)
6. Za 0 < a < 1 funkcija je strogo opadajula, tj. za

0<a<l: x<z9 < log,x1 > log, xa. (16)

[¢] (¢} [e]

Zadaci za samostalan rad

1. Izracunati vrijednosti logaritama:
1
a) log,y 128’ b) log. /3 8; c) log% 8; d) log, v/512; e) log; v/243.
2. Odrediti z iz jednadzbi:

2
a)log z0="6; b)logzz=-8 c)loggzz=-2 d) 10g4\/5x:f§.
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3. Izracunati vrijednost izraza:

5 1 1
a) Zlog381 + 3log1 16 — 2log, 32 + log% 77
b) log, log, 16 + logs log, 27; c) 537108525 4 32-logy 3 _ 9d—2logss 5,

4. Odrediti oblast definicije (definiciono podruéje) funkcija:
a) y=logs(1 —x?); b) y = log(22? + 5z — 3).

5. Logaritmirati sljedece izraze:

bt/ ay?

6. Odrediti z iz jednadzbi:

a) logz =log3 4 4logn —log5 — 5logm — log p;

1 2
b) logz = log5 + i(loga—i—Zlogb) —2logd — 5logc.

7. Bez upotrebe logaritamskih tablica ili kalkulatora ispitati Sta je vece: log, 3 ili logs 4.
8. Dokazati da je
logy,.a+1log. ,a=2log,,  .a-log. ,a

ako su a i b duzine kateta, a ¢ duzina hipotenuze pravouglog trougla.

4. Logaritamske jednadzbe

Definicija 4.1. Logaritamske jednadzbe su jednadibe u kojima se mepoznanica javlja i pod znakom
logaritma.

Kod ovih jednadzbi vrlo vazna karakteristika je njeno definiciono podrucje. Kao §to smo vidjeli u
prethodnoj sekciji, izraz

logy, () a ()

je definiran ako i samo ako je 0 < b(x) # 1, a(x) > 0.
Slicno kao kod iracionalnih jednadzbi, mogu se rijesiti samo neki relativno jednostavniji primjeri logaritamskih
jednadzbi. Logaritamsku jednadzbu treba, koristeé¢i se osobinama logaritama, pokusati dovesti na oblik

log, f(x) = log, g(z).

Ova se jednadzba zatim rjesava koristeéi se definicijom logaritma i osobinom logaritamske funkcije (13).
Naime, logaritamska jednadzba

log, f() = log, g(x) (17)
ekvivalentna je sistemu
f@)>0 A g(x) >0 A fz) =g(z). (18)

Zajednicka rjeSenja prve dvije nejednadzbe sistema odreduju domenu jednadzbe (17), a jednadzba f(z) =
g(x) slijedi iz formule (13). Pri tome se podrazumijeva ukljucivanje i definicionih podruéja funkcija f i g.
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Ako umjesto jednadzbe (17) imamo jednadzbu
log,, f(.’E) =k, (19)

mozemo je svesti na oblik (17), stavljajuéi log, a* umjesto k, ili, koristedi definiciju logaritma (v. formulu
(3)), mozemo je odmah svesti na ekvivalentnu jednadzbu

f(z) =d.

Ukoliko svi logaritmi u datoj jednadzbi nemaju istu bazu, prvo ih treba svesti na istu bazu, koristeéi
neku od formula (11) ili (12).
Istaknimo sada jednu vrlo vaznu ¢injenicu:

Primjedba 4.2. Logaritam log, a?, za a < 0, 0 < b # 1 i p paran broj, ne smijemo zamijeniti s plog, a,
nego s plogy, |a|. Dakle, vrijedi

log, a? = plogylal, a <0, 0<b#1ip paran broj. (20)
Primjer 4.3. Rijesiti jednadzbu

3

§logi (z+2)°-3= log1 (4 — z)® +log: (z + 6)°.

Rjesenje: DP: (z+2)2#0,4—2>0,2+6 >0, tj. z € (—6,—2) U (—2,4).
Prema gornjoj napomeni, odnosno prema (20), data jednadzba, uz uvjet za DP, je ekvivalentna sa

3 1

5-210g% |95+2\—3~10g%12310g% (4 =)+ 3log: (z +6)
< log1 (lz+2]-4) =log1 (4 —z) ( +6)
<~ 4jz+2/=(4—-2z)(r+6)

1° z e (-6,-2)
U ovom slucaju imamo

—A(z+2)=(A-2)(x+6) <= z=1-33,
jer x =1++/33¢ (—6,-2).
2° z € (-2,4), kada imamo
4(z+2)=4d—2)(z+6) <= z=2,

jer x = —8¢ (—2,4).
R:z=2Vz=1-—+/33. O

Primjedba 4.4. Nekada je definiciono podrucje vrlo tesko odrediti. U takvim slucajevima se ne treba
iscrpljivati na tom problemu, veé je mnogo zgodnije pronaéi sve kandidate za rjesenje i neposrednim vvrstvanjem
u polaznu jednadzbu odrediti koje je od njih zaista rjesenje te jednadzbe.

Primjer 4.5. Rijesiti jednadzbu
108,54 9025045 (2° + 32° + 20 — 1) = log,, © + log,, 2.
Rjesenje: Skup dozvoljenih vrijednosti za = (def. podrucje) je rjeSenje sistema nejednadzbi
23 4+3274+22-1>0, 0<2®+22> -3z +5#1, 0< 2z # 1. (21)

Ovo definiciono podruéje se ne moze tako jednostavno odrediti (osim, eventualno graficki). Zbog toga ¢emo
postupiti prema preporuci u prethodnoj napomeni. Naime, uz uvjet (21), data jednadzba je ekvivalentna sa

logzs+212_3z+5($3+3x2—|—2m—1):1 — 224+52-6=0 < z=1, z=—6.

Posto uvjet (21) zadovoljava samo x = 1, zaklju¢ujemo da je rjesenje jednadzbe z = 1. a
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Primjer 4.6. Rijesiti jednadzbu
2

2 3
l,log z+log z°+3 _

i i
Vatl-1  Jotitl
Rjesenje: DP : z > 0. Kako je
2

:.r7

T 1
Vati—1  Vatitl

data jednadzba je ekvivalentna sa

($10g2x+310gx+3:l,) — [logxlogszrSlongrS:lng A x>0}

= [(10g2m+3logm+3) logx =logz A m>0]
[(10g2x+3logx+3fl)logx:0 A J:>O]
[(z=1V logz+3logz+2=0) A z>0]

1 1
r=1Vzrz=— V .

<
<
— =10 ~ 100

O
Treba istaknuti da su posebno komplicirane logaritamske jednadzbe s parametrima. Ilustrira¢éemo
to sljededim primjerima.

Primjer 4.7. U ovisnosti o realnom parametru a diskutirati rjesenje jednadzbe
2log, a +log,, a+ 3log,2, a = 0.

Rjesenje: DP:0<z#1,0<azx #1,0<a?zx#1; UP:a >0 (UP - znadi uvjet za parametre).
Uoc¢imo odmah da je za a = 1 rjeSenje svako x € DP, tj. svako x € (0,1) U (1,+00). Razmotrimo sada
slucaj a # 1. Svodenjem na istu bazu data jednadzba ekvivalentna je s jednadzbom

2 n 1 n 3
log,z 1+log,xz 2+log,z

Uvodenjem smjene log, x = ¢, posljednja jednadzba se svodi na kvadratnu jednadzbu

6t + 11t +4 = 0,

4 1 1 1
odakle je t; = ——,ty = ——. Vracanjem smjene dobijamo 1 = —=,r2 = ——=. Neposredno provjeravajuci
3 2 a aa
1 1
u DP, zaklju¢ujemo da data jednadzba ima dva rjeSenja r1 = —, x9 = —= za a # 1.
a aa
Rezime: ) .
i) za 0 < a#1 jednadzba ima dva rjeSenja: z1 = %, ZTo = aa
ii) za a = 1 rjeSenje jednadzbe je svako x € (0,1) U (1, +00),
i11) za a < 0 jednadzba nema rjesenja. ]

Primjer 4.8. U ovisnosti o realnom parametru a diskutirati jeSenje jednadzbe

log, = +|a +log, x| - log 5 a = alog, a.
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RjeSenje: DP: 0 < z # 1, a uvjet za parametre je UP : 0 < a # 1.
Pod navedenim uvjetima, koristeéi relaciju (11), data jednadzba se moZze transformirati na sljedeéi nacin

1 _a
log, /x log, =

Zbog apsolutne vrijednosti razlikujemo dva slucaja.

log, « + |a + log, z| - — logZz +2a+log, x| —a=0.

i) a-+log,x >0, odnosno t > —a, za t =log,
U ovom slucaju se data jednadzba svodi na kvadratnu jednadzbu

P 42A+ta=0 < tio=-1+V1—a.

Ocito za a > 1 ova kvadratna jednadzba nema realnih rjesenja. S obzirom na UP, mora biti a € (0,1).
Preostaje provjeriti da li t; it2 zadovoljavaju uvjet ¢t > —a, za a € (0,1). Neposredno se provjerava da taj
uvjet zadovoljava samo ¢t = —1 + /1 — a, odakle, nakon vrac¢anja smjene, dobijamo rjesenje date jednadzbe
u obliku z = = "tV1=4 za ¢ € (0,1).

ii) a+log,x <0, odnosno ¢t < —a, za t = log, x
Sada se data jednadzba svodi na kvadratnu jednadzbu

t? =2t —3a=0 < t;o=1++1+3a.

Zbog U P slijedi da su rjeSenja ove kvadratne jednadzbe realna. Preostaje provjeriti dalit; its zadovoljavaju

uvjet ¢ < —a. Neposredno se provjerava da taj uvjet zadovoljava samo ¢t = 1 — /1 + 3a, ali za a € (0,1),
odakle, nakon vrac¢anja smjene, dobijamo rjesenje date jednadzbe u obliku x = al=VI3a 4 g € (0,1).
Rezime:
1° zaa € (—o00,0] U[l,400) jednadzba nema rjesenja,
2° za a € (0,1) jednadzba ima dva rjefenja: x; = a~ V170 gy = g1~ VIF3e

o o o

Zadaci za samostalan rad

Rijesiti jednadzbe 1-8.

1. a) logz +log(z +3) =1, b) log vbx — 4 +log+/z +1=2+1og0, 18.

2 —4log52 logg (8 — x)
2. a) I 2420 -8)2=log1(10+3z—2?)—1, b 22 _1=_=6 .
a) logy (¢ + 22 —8) 0g (10 + 3z —2%) — 1, )log12 (z+2) logg (z + 2)
log, (2% + 322 + 2z — 1) 1+ 2logg 2
3. =1 1 2 b) ——————— —1=21 3-1 12 —z).
10g2 ((L’3 +2{L’2 _31._'_5) OngZE-‘r O089q 25 ) loggx 08, Og9( I)
1 2
4. a) + =1.  b)logs,y7 (52 +3) +logs, 3 3z +7) =2.

5—logx 1+logzx
5. a) log g2 +logyzx +loggzx+ ... +log gz = 36.

3

6. a) log;gz +log 57 + log yrga + ... +log gz = 5.5, b) log, x + log,2 « + log,s . = T
1

7. a) 58 _3logz—1 _ gloga+l_gloga—1 1) ]og (3v4r+1 - 24—v4z+1) ~2 = 2 log 16—z + 0,25 log 4.

logz+7

8. a) o _ 1010gx+17 b) ({L' + 1)10g3(1—2) +2 (.’E o 2)log3(m+1) _ 31.2 + 62 + 3.
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9. Nadi sve vrijednosti k € R za koju jednadzba

log (kx)
log (z + 1)

ima tacno jedno rjesenje.

U ovisnosti o realnom parametru a rijesiti jednadzbe 10-12.

10. a) log,2 z +log,2a =1, b) logg a — log, a = logs a.

3
11. a) log, z —log,2 « + log,a x =

1
7 P glog, (1+a) +3loge (1—2) = log, (1-2%)" +2.

a?—4
12. 1 -1 — =1
0g./z @ Og“22afx

5. Logaritamske nejednadzbe

Definicija 5.1. Logaritamske nejednadzbe su nejednadzbe u kojima se nepoznanica javlja i pod znakom
logaritma.

Razmatrat ¢emo logaritamske nejednadzbe koje se primjenom definicije logaritma i logaritamskih osobina
mogu svesti na nejednadzbu oblika

log, f(z) <log, g(z) (22)
ili oblika
log, f(z) < k. (23)

Nejednadzbe koje se svode na nejednadzbe, a koje se od posljednjih dviju razlikuju samo po prirodi
nejednakosti, analogno se razmatraju.

Na osnovu formula (15) i (16) vrijedi slijedece:

i) ako je a > 1, nejednadzba (22) je ekvivalentna sistemu nejednadzbi
f@)>0 A g(x) >0 A fz) <g(),
11) ako je 0 < a < 1, ona je ekvivalentna sistemu nejednadzbi
f@)>0 A g(x) >0 A f(z) > g(2)
Nejednadzba (23) se, uz uvjet f(z) > 0, svodi na nejednadzbu
fx)<ad® za a>1,
odnosno na nejednadzbu
f(z)>a* za 0<a<l.
Pri tome, naravno, mora se voditi racuna i o definicionim podrué¢jima funkcija f i g.
Primjer 5.2. Rijesiti nejednadzbu

logs (x2 — Hx + 7) <0.
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Rjesenje: Buduéi da je 22 —5x+7 > 0 za sve € R (jer je odgovarajuéa diskriminanta D = —3 < 0), to
je DP :z € R. Zbog toga i zbog ¢injenice da je baza logaritma veca od 1, data nejednadzba je ekvivalentna
nejednadzbi 22 — 5z + 7 < 1, odakle se dobija rjesenje: x € [2,3]. ]

Primjer 5.3. Rijesiti nejednadzbu

24 — 2z —
w1 > 1. (24)

6

log

Rjesenje: Odredimo prvo podruégje dozvoljenih vrijednosti za . Naime, istovremeno moraju biti ispunjeni
uvjeti:

724_?j_x2>010<251_6x27&1,
to jest
W > 0 = ze(-64),
251—6:102 > 0 <= z€(-5,5),
251_;2 4 1 =92 40 z#+3.

Dakle, podrucje dozvoljenih vrijednosti za z je
DP: ze€(-5-3)U(-3,3)U(3,4). (25)

Razlikujemo dva slucaja:

25 — z?
i) 1696 > 1, tj. € (—3,3) i tada je nejednadzba (24) ekvivalentna s
24 — 2z —a? _ 25— a?
ﬁ > 1695 =t 4160 - 17 <0 <= z € [-17,1].

Odatle se dobija sljedeéi podskup rjesenja
Ry =(-3,3)Nn[-17,1) = (-3,1].

25 — a2
16

i) 0 < < 1, 8to zajedno s DP znaci da je z € (—5,—3) U (3,4) i tada je nejednadzba (24)

ekvivalentna s
24 —2x —x? 25— x?

<

T4 <~ & x € (=00, =17 U1, +00) .

Odatle se dobija drugi podskup rjesenja

Ry = ((—5,-3) U (3,4)) N ({(—o0, —17] U [1,+00)) = (3,4) .
Rezultat: R =Ry URy = (—3,1]U (3,4). O
Primjer 5.4. Rijesiti nejednadzbu

10g|, 14/ 2 - logy (2 — 5z +4) > 1.
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Rjesenje: Svodedi sve logaritme na istu bazu, tj. |z + 4|, data se nejednadzba moze napisati u obliku

2 —br+4

— > 0.
|z + 4]

10g|z+4\

Posljednja nejednadzba je ekvivalentna disjunkciji

2 2
-5 4 -5 4
(0<|x+4|<1 A O<w<1>v(|x+4|>1 A wA)
|z + 4 |z + 4]
koja je zadovoljena ako i samo ako je x € (=00, —5) U (—3,0] U [6, +00). 0

Logaritamske nejednadzbe s parametrima su posebno komplicirane i zahtijevaju vrlo obazriv
pristup u rjeSavanju. Ilustrirajmo to sljede¢im primjerima.

Primjer 5.5. U ovisnosti o realnom parametru a diskutirati rjesenje nejednadzbe
log,(q41) (|7] +4) > 1.

Rjesenje: DP : x € R. Zbog uvjeta za bazu logaritma razmatrat ¢emo dva odvojena slucaja.

1° a(a+1) >1,tj.

a€<oo, _1;\/5>U<_1;\/5,+oo>. (26)

Za ove vrijednosti parametra a data nejednadzba je ekvivalentna s (zbog zamjene 1 =log, 1) a(a + 1))

lz] >a(a+1)—4. (27)

Sada su moguca ova dva slucaja:

—-1-V17 —14+ V17
2 ’ 2

i) a(a+1)—4<0,tj. a€ < >, Sto zajedno s (27) daje

2 ' 2 2 2

a€<—1—\/ﬁ —1—\/5>U<—1+x/5 —1+ﬁ>.

Tada je nejednadnadzba (27) zadovoljena za svako z € R, a time je, u ovom slucaju, rjesenje polazne

Ile‘]ednadzbe S\/ako T € R

it) ala+1)—4>0,tj. a€<—oo7

a€<oo,_1_\/ﬁ}u

oo>7 Sto zajedno s (26) daje

2 2

14T
+ﬁ7+oo>_

Tada je —a(a+1) + 4 < a(a+ 1) — 4, pa vrijedi
@27 <=z € (—o00,—a(a+1)+4)U(a(a+1) —4,+0c0).
~1-+5 1+\/5>

2° 0<a(a+1)<1,tj. ae 5 ,—1)Yu (0, 5
Za ove vrijednosti parametra a data nejednadzba je ekvivalentna s nejednadzbom

lz] <a(a+1)—4(<1—-4=-3),
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Sto je nemoguce za bilo koje z € R, tj. u ovom sluc¢aju nejednadzba nema rjesenja. Ovome treba pridodati

—-1++5
i preostali slucaj, tj. za a € [-1,0] i a = — nejednadzba nema rjeSenja, jer tada baza logaritma ne

zadovoljava uvjet pozitivnosti i razlicitosti od 1.

Rezime

1+ /17
+\f7+

2

2

-1-+v1
1. Zaa € <oo, \/77} U

oo> rjeSenje je
x € (—o0,—a(a+1)+4)U(a(a+1) —4,+0c0).
-1-V17 -1-+/5 —1+vV6 1417
2. Zaa € 7 , 3 U 5 , 5

—-1-v5 —-1++5
2 0 2

> rjesenje je svako x € R.

3. Zaa € [ nejednadzba nema rjesenja.

Primjer 5.6. Naéi sve vrigednosti realnog parametra a za koje nejednakost
2
log#l (x + 2) >1
vrijedi za sve realne vrijednosti x.
RjeSenje: DP : x € R. Zbog uvjeta za bazu logaritma razmatrat ¢emo dva slucaja.
-1
>1,t, —>0<=a< -1

a+1 a+1

Tada je data nejednadzba ekvivalentna s

10

9 a 9 a 9 —a—2
2> —— &= z° > -2 = > —
+ a+1 a+1 a+1’
Sto je zadovoljeno za sve z € R samo ako je —a+—1 < 0, to jest (uzimajuéi i da je a < —1) ako je
a € (—oo,—2).
a .
2° 0< P <1, tj. a €(0,400)
Tada imamo
9 a 9 a+2
x 2 < —— = r<—<0
+ a+1 a+1 ’
§to je nemoguée, tj. x € 0.
R : Samo za a € (—oo, —2), data nejednakost vrijedi za sve realne vrijednosti . O
[¢] (¢} [¢]

Zadaci za samostalan rad

Rijesiti nejednadzbe 1-8.

1. a) log(x +2) —logz > 1, b) log (z —4) —log (z +1) < 1.
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1 1 6
2. - 1 b) log — >1 5).
logoz  log 2m—1< ’ ) ogx>og(x+ )
3. a) logg (#? — 52+ 6) <0, b) logg, (22 + 1) <logy, (22 +9).

10.

. a) logy, (22 =5z +6) <1,  b)logy; 3z +4) - log sz v25 > 1.

3

7
. a) 2log, 3 -logs, 3 <logy /7 3, b) loglJrg%2 (E + 5) <1

5z

. a) log;_,» (2 -3 ) >1, b) (42% — 8z —5)logs (z + 1) < 0.
. a) (42 — 16z + 7)logy (r —3) >0,  b) log 1_ (571 —257) > —2.

. log% (371 —97) > —2.

U ovisnosti o realnom parametru a diskutirati rjeSenja nejednadzbi 9-10.

5

- logl x —log? =5 — 20log, « + 148 < 0.
aa

logﬁ(\/x+afm+\/§) > 1.
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