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Sažetak: U radu se razmatraju Karamatine nejednakosti koje su neposredne posljedice Jensenove ne-
jednakosti. Zatim je pomoću tih nejednakosti dokazan veći broj nejednakosti koje su zadavane na mate-
matičkim takmičenjima.

1. Uvod

Nejednakosti su neizostavan dio rada matematičara, posebno onih čiji je uži interes matematička analiza,
pa je njihovo detaljno proučavanje neophodno. Većina učenika, učesnika matematikičkih takmičenja, je
upoznata s nejednakostima izmedu sredina, Nesbittovom nejednakošću, nejednakostima preraspodjele, Jen-
senovom nejednakošću i nizom drugih nejednakosti. Jedna od manje poznatih nejednakosti je Karamatina
nejednakost, koja se u literaturi često povezuje s imenima poznatijih matematičara, medu kojima su Schur,
Hardy, Littlewood, Pojaa i Weyl, a može se naći i kao nejednakost za majorizaciju.

2. Konveksne funkcije. Jensenova nejednakost

Definicija 2.1. Za funkciju f reći ćemo da je konveksna na intervalu (a, b) ako za bilo koje x1, x2 ∈ (a, b)
i za svako α ∈ [0, 1] vrijedi nejednakost

f (αx1 + (1− α)x2) ≤ αf (x1) + (1− α) f (x2) .

Za funkciju f kažemo da je konkavna na (a, b) ako je funkcija −f konveksna na (a, b).

Definicija 2.2. Funkciju f nazivamo strogo konveksnom na (a, b) ako za bilo koje x1, x2 ∈ (a, b), x1 ̸= x2

i za svako α ∈ (0, 1) vrijedi nejednakost

f (αx1 + (1− α)x2) < αf (x1) + (1− α) f (x2) .

Funkciju f nazivamo strogo konkavnom na (a, b) ako je funkcija −f strogo konveksna na (a, b).

Primjer 2.3. [4] Funkcija f (x) = x2 je strogo konveksna na intervalu (−∞,+∞). Zaista, ako je x1, x2 ∈
(−∞,+∞), x1 ̸= x2 i α ∈ (0, 1), tada vrijedi

(αx1 + (1− α)x2)
2
= α2x2

1 + 2α (1− α)x1x2 + (1− α)
2
x2
2

< α2x2
1 + α (1− α)

(
x2
1 + x2

2

)
+ (1− α)

2
x2
2 = αx2

1 + (1− α)x2
2,

što znači da je funkcija f (x) = x2 strogo konveksna na (−∞,+∞).
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Primjedba 2.4. Prethodni primjer pokazuje da je postupak neposredne provjere konveksnosti prilično složen
čak i za najjednostavnije funkcije. Postavlja se pitanje postoji li jednostavniji način za provjeru konveksnosti
funkcije, pomoću npr. neprekidnosti, diferencijabilnosti i slično. U nastavku ćemo se detaljnije zadržati na
prethodnim pitanjima, ali ćemo prvo razmotriti nekoliko osnovnih svojstava konveksnih funkcija. Pretpostavit
ćemo da je čitatelj upoznat s neprekidnošću i diferencijabilnošću realnih funkcija definiranih na intervalu
(otvorenom ili zatvorenom).

Lema 2.5. [4] Konveksna funkcija f : (a, b) → R, f ̸= const ne dostǐze svoj maksimum ni u jednoj tački
x0 ∈ (a, b).

Dokaz: Pretpostavimo suprotno tvrdnji leme, to jest da funkcija f dostiže svoju maksimalnu vrijednost u
bar jednoj tački x0 ∈ (a, b). Budući da je f ̸= const, postoji interval (x1, x2) ⊆ (a, b) tako da je x0 ∈ (x1, x2)
a na jednom od njegovih krajeva vrijednost funkcije je strogo manja od njezine vrijednosti u tački x0. Neka
je, na primjer, f (x1) < f (x0), f (x2) ≤ f (x0). Zbog toga, budući da je x0 ∈ (x1, x2), postoji α ∈ (0, 1)
takav da je x0 = αx1 + (1− α)x2. Ako posljednje dvije nejednakosti pomnožimo redom s α i 1 − α, te ih
nakon toga saberemo, dobit ćemo

αf(x1) + (1− α) f(x2) < f (x0) = f (αx1 + (1− α)x2) ,

što je u protivrječnosti s konveksnošću funkcije f . □

Posljedica 2.6. Konkavna funkcija f : (a, b) → R, f ̸= const ne dostǐze svoj minimum ni u jednoj tački
x0 ∈ (a, b).

Dokaz: Neposredno slijedi iz Leme 2.5 i Definicije 2.1. □

Teorem 2.7. [4] Ako je funkcija f : (a, b) → R konveksna (konkavna) i ograničena na (a, b), tada je ona
neprekidna na (a, b).

Dokaz: Razmatrat ćemo slučaj kad je funkcija f konveksna. Analogno se izvodi dokaz i u slučaju konkav-
nosti. Pošto je f ograničena na (a, b), postoji konstanta M > 0 takva da je |f (x)| ≤ M za sve x ∈ (a, b).
Neka su x0 ∈ (a, b) i h > 0 tako da je x0 ± h ∈ (a, b). Iz osobine konveksnosti funkcije f slijedi nejednakost

2f (x0) ≤ f (x0 − h) + f (x0 + h) ,

što je ekvivalentno s nejednakošću

f (x0)− f (x0 − h) ≤ f (x0 + h)− f (x0) . (1)

Ako je x0 ± (k + 1)h ∈ (a, b) za k = 1, 2, ..., n− 1, tada iz nejednakosti (1) dobijamo sistem nejednakosti

f (x0 − kh)− f (x0 − (k + 1)h) ≤ f (x0 + h)− f (x0) ≤ f (x0 + (k + 1)h)− f (x0 + kh) (2)

za k = 0, 1, ..., n− 1. Sabiranjem svih nejednakosti iz (2), dobijamo nejednakosti

f (x0)− f (x0 − nh)

n
≤ f (x0 + h)− f (x0) ≤

f (x0 + nh)− f (x0)

n
,

odakle se, zbog ograničenosti funkcije f , dobije da vrijedi

|f (x0 + h)− f (x0)| ≤
2M

n
. (3)

Neka je zadano ε > 0. Uzmimo da je

n =

⌊
2M

ε

⌋
+ 1 i δ = min

{
b− x0

n
,
x0 − a

n

}
.

Konačno, iz (3) slijedi da za ovako odabrano δ > 0 vrijedi |f (x)− f (x0)| < ε, čim je |x− x0| < δ, to jest
funkcija f je neprekidna u proizvoljnoj tački x0 ∈ (a, b). □
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Teorem 2.8. [3] Funkcija f : (a, b) → R je konveksna (strogo konveksna) ako i samo ako za svaku tačku
x0 ∈ (a, b) funkcija

g (x) =
f (x)− f (x0)

x− x0
, x ∈ (a, b) \ {x0}

monotono raste (strogo monotono raste) na (a, b).

Dokaz: Razmatrat ćemo samo slučaj stroge konveksnosti. Neka je a < x0 < x1 < x2 < b i

α =
x2 − x1

x2 − x0
, 1− α =

x1 − x0

x2 − x0
.

Tada je α ∈ (0, 1) i x1 = αx0+(1− α)x2. Sada tvrdnja za ovaj slučaj proizilazi iz sljedećeg niza ekvivalentnih
nejednakosti

f (αx0 + (1− α)x2) < αf (x0) + (1− α) f (x2)

⇐⇒ f (x1) <
x2 − x1

x2 − x0
f (x0) +

x1 − x0

x2 − x0
f (x2)

⇐⇒ (x2 − x0) f (x1) < (x2 − x1) f (x0) + (x1 − x0) f (x2)

⇐⇒ (x2 − x0) [f (x1)− f (x0)] < (x1 − x0) [f (x2)− f (x0)]

⇐⇒ g (x1) =
f (x1)− f (x0)

x1 − x0
<

f (x2)− f (x0)

x2 − x0
= g (x2) .

Dokazi za slučajeve a < x1 < x0 < x2 < b i a < x1 < x2 < x0 < b izvode se analogno. U sluačaju
konveksnosti funkcije treba samo u gornjem nizu ekvivalentnih nejdnakosti znak ”<” zamijeniti s ”≤”. □

Teorem 2.9. [4] Neka je f : (a, b) → R i neka za svako x ∈ (a, b) postoji f ′ (x). Funkcija f je konveksna
(strogo konveksna) na (a, b) ako i samo ako funkcija f ′ monotono raste (strogo monotono rste) na (a, b).

Dokaz: Neka je f konveksna na (a, b) i a < x1 < x2 < b. Prema Teoremu 2.8, za tačke a < u < x1 < x2 <
v < b, imamo

f (u)− f (x1)

u− x1
≤ f (x2)− f (x1)

x2 − x1
=

f (x1)− f (x2)

x1 − x2
≤ f (v)− f (x2)

v − x2
,

odakle slijedi

f
′

− (x1) ≤
f (x2)− f (x1)

x2 − x1
≤ f ′

+ (x2) ,

odnosno

f
′
(x1) = f

′

− (x1) ≤ f ′
+ (x2) = f ′ (x2) ,

to jest f ′ monotono raste na (a, b).

Pretpostavimo sada da f ′ monotono raste na (a, b) i za x0 ∈ (a, b) razmatrajmo funkciju g (x) = f(x)−f(x0)
x−x0

,
x ∈ (a, b) \ {x0}. Prema Lagrangeovom teoremu slijedi da postoji tačka c izmedu x i x0 tako da je f (x)−
f (x0) = f ′ (c) (x− x0). Sada imamo

g′ (x) =
f ′ (x) (x− x0)− (f (x)− f (x0))

(x− x0)
2 =

f ′ (x)− f ′ (c)

x− x0
≥ 0, x ∈ (a, b) \ {x0} ,

to jest funkcija g monotono raste na intervalima (a, x0) i (x0, b). Osim toga,

g (x0 − 0) = f ′
− (x0) = f ′ (x0) = f ′

+ (x0) = g (x0 + 0) .

Iz svega ovog i na osnovu Teorema 2.8 slijedi da je funkcija f konveksna na (a, b). □
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Teorem 2.10. [3] Neka je f : (a, b) → R i neka za svako x ∈ (a, b) postoji f ′′ (x). Funkcija f jekonveksna
na (a, b) ako i samo ako za svako x ∈ (a, b) vrijedi f ′′ (x) ≥ 0. Funkcija f je strogo konveksna na (a, b) ako
i samo ako je f ′′ (x) ≥ 0 za svako x ∈ (a, b) i ne postoji interval (α, β) ⊂ (a, b) takav da za svako x ∈ (α, β)
vrijedi f ′′ (x) = 0.

Dokaz: Prema Teoremu 2.9 funkcija f je konveksna na (a, b) ako i samo ako f ′ monotono raste na (a, b).
No, f ′ monotono raste na (a, b) ako i samo ako je f ′′ (x) ≥ 0, za svako x ∈ (a, b).
S druge strane, prema Teoremu 2.9, funkcija f je strogo konveksna na (a, b) ako i samo ako f ′ strogo
monotono raste na (a, b). No, funkcija f ′ strogo monotono raste na (a, b) ako i samo ako je f ′′ (x) ≥ 0 za
svako x ∈ (a, b) i ne postoji interval (α, β) ⊂ (a, b) takav da za svako x ∈ (α, β) vrijedi f ′′ (x) = 0. □

Teorem 2.11. (Jensenova nejednakost)[1],[2] Ako je f konveksna funkcija na (a, b), tada je za svaki
prirodni broj n ≥ 2, za koji je x1, x2, ..., xn ∈ (a, b) i za koji je α1, α2, ..., αn ∈ [0, 1], takvi da je α1 + α2 +
...+ αn = 1, zadovoljena nejednakost

f (α1x1 + α2x2 + ...+ αnxn) ≤ α1f (x1) + α2f (x2) + ...+ αnf (xn) . (4)

Ako je funkcija f strogo konveksna, tada u (4) vrijedi stroga nejednakost, pri čemu su brojevi x1, x2, ..., xn ∈
(a, b) takvi da nisu svi medusobno jednaki, a brojevi α1, α2, ..., αn ∈ [0, 1] su pozitivni.

Dokaz: Dokaz ćemo izvesti principom potpune matematičke indukcije u slučaju konveksnosti. Za n = 2
nejednakost (4) se poklapa s nejednakošću u definiciji konveksne funkcije.
Pretpostavimo da je nejednakost (4) tačna za proizvoljan izbor od n − 1 tačaka intervala (a, b) i za n − 1
nenegativnih brojeva čiji je zbir jednak 1. Neka je n ≥ 3 i neka su dati x1, x2, ..., xn ∈ (a, b) i α1, α2, ..., αn ∈
[0, 1], takvi da je α1 + α2 + ... + αn = 1. Od brojeva α1, α2, ..., αn najmanje jedan je različit od 1. Bez
ograničenja općenitosti možemo smatrati da je α1 < 1. Tada, prema induktivnoj pretpostavci, imamo

f

(
n∑

k=1

αkxk

)
= f

(
α1x1 + (1− α1)

n∑
k=2

αk

1− α1
xk

)
≤ α1f (x1) + (1− α1) f

(
n∑

k=2

αk

1− α1
xk

)

≤ α1f (x1) + (1− α1)

n∑
k=2

αk

1− α1
f (xk) =

n∑
k=1

αkf (xk) .

Prema tome, nejednakost (4) vrijedi i za n tačaka, pa prema principu potpune matematičke indukcije slijedi
da vrijedi i za svaki prirodni broj n. □

3. Karamatine nejednakosti

Definicija 3.1. Neka su a = (a1, a2, ..., an) i b = (b, b2, ..., bn) dva konačna niza realnih brojeva. Kažemo
da niz a majorira niz b, što ćemo označavati s a ≻ b ili s b ≺ a, ako, uz eventualno prenumeriranje nizova,
vrijede sljedeći uvjeti:
1) a1 ≥ a2 ≥ ... ≥ an i b1 ≥ b2 ≥ ... ≥ bn,
2) a1 + a2 + ...+ ak ≥ b1 + b2 + ...+ bk, za svako k ∈ {1, 2, ..., n− 1} i
3) a1 + a2 + ...+ an = b1 + b2 + ...+ bn.

Pri tome ćemo za niz a reći da je majoranta, a za niz b da je majoriran.

Primjedba 3.2. a) Jasno je da prvi uvjet u Definicije 3.1 nema nikakvih ograničenja, budući da se nizovi
uvijek mogu prenumerirati tako da on bude zadovoljen. Ključni su drugi i treći uvjet.
b) Za svaki niz a = (a1, a2, ..., an) vrijedi a ≻ a.

Primjer 3.3. a) Ako je a = (a1, a2, ..., an) proizvoljan niz nenegativnih realnih brojeva, čiji je zbir jednak
n, tada vrijedi

(n, 0, ..., 0) ≻ (a1, a2, ..., an) ≻ (1, 1, ..., 1) .

b) Nizovi (4, 4, 1) i (5, 2, 2) su neuporedivi u smislu Definicije 3.1, ni jedna od njih ne majorira drugu.
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Teorem 3.4. (Prva Karamatina nejednakost)[3],[4],[5] Neka nizovi a = (ai)
n
i=1 i b = (bi)

n
i=1 pripa-

daju intervalu (x, y). Ako je a ≻ b i ako je f : (x, y) → R konveksna funkcija, tada vrijedi nejednakost

n∑
i=1

f (ai) ≥
n∑

i=1

f (bi) . (5)

Dokaz: Uvedimo oznake ci =
f(bi)−f(ai)

bi−ai
, i = 1, 2, ..., n. Funkcija f je konveksna, pa prema Teoremu 2.8

funkcija

g (t) =
f (t)− f (t0)

t− t0
, t ∈ (x, y) \ {t0} ,

monotono raste na (x, y). Zbog uvjeta 1) Definicije 3.1 niz c = (ci)
n
i=1 monotono opada. Dalje, neka je

Ak =

k∑
i=1

ai, Bk =

k∑
i=1

bi, k = 1, 2, ..., n, A0 = B0.

Iz uvjeta 2) i 3) Definicije 3.1 slijedi

Ak ≥ Bk, za k = 1, 2, ..., n i An = Bn.

Zato je

n∑
i=1

f (ai)−
n∑

i=1

f (bi) =

n∑
i=1

[f (ai)− f (bi)] =

n∑
i=1

ci (ai − bi)

=

n∑
i=1

ci (Ai −Ai−1 −Bi +Bi−1)

=

n∑
i=1

ci (Ai −Bi)−
n∑

i=1

ci (Ai−1 −Bi−1)

=

n−1∑
i=1

ci (Ai −Bi)−
n−1∑
i=0

ci+1 (Ai −Bi)

=

n−1∑
i=1

(ci − ci+1) (Ai −Bi) .

No, kako je ci ≥ ci+1 i Ai ≥ Bi, za i = 1, 2, ..., n− 1, vrijedi

n∑
i=1

f (ai)−
n∑

i=1

f (bi) =

n−1∑
i=1

(ci − ci+1) (Ai −Bi) ≥ 0,

što je upravo nejednakost (5).
Jasno je da u Karamatinoj nejednakosti (5) znak jednakosti vrijedi ako i samo ako za svako i ∈ {1, 2, ..., n− 1}
vrijedi ci = ci+1 ili Ai = Bi. □

Definicija 3.5. Ako su za nizove a = (a1, a2, ..., an) i b = (b, b2, ..., bn) ispunjeni uvjeti:
1) a1 ≥ a2 ≥ ... ≥ an i b1 ≥ b2 ≥ ... ≥ bn,
2) a1 + a2 + ...+ ak ≥ b1 + b2 + ...+ bk, za svako k ∈ {1, 2, ..., n− 1},
tada kažemo da niz a slabo majorira niz b.
Jasno je, ako niz a majorira niz b, tada on i slabo majorira niz b.
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Teorem 3.6. (Druga Karamatina nejednakost)[4],[5] Neka niz a = (ai)
n
i=1 slabo majorira niz b =

(bi)
n
i=1. Ako je f : R → R monotono rastuća konveksna funkcija, tada vrijedi nejednakost (5).

Dokaz: Koristit ćemo iste oznake kao i u dokazu Teorema 3.4. Na potpuno isti način zaključujemo da je

n∑
i=1

f (ai)−
n∑

i=1

f (bi) =

n∑
i=1

ci (Ai −Bi)−
n∑

i=1

ci (Ai−1 −Bi−1)

= cn (An −Bn) +

n−1∑
i=1

(ci − ci+1) (Ai −Bi) .

No, ci ≥ ci+1, za i = 1, 2, ..., n− 1 i Ai ≥ Bi, za i = 1, 2, ..., n i kako je f monotono rastuća funkcija, imamo
da je cn ≥ 0, pa zato je desna strana u posljednjoj jednakosti nenegativna, što znači da je tačna nejednakost
(5). □

4. Jensen-konveksne funkcije

Primjedba 4.1. U Sekciji 1 razmatrali smo konveksne funkcije i dokazali Jensenovu nejednakost. Ovdje
ćemo spomenuti da osim konveksnih funkcija postoje i tzv. Jensen-konveksne funkcije.

Za funkciju f : (a, b) → R reći ćemo da je Jensen-konveksna ako za sve x, y ∈ (a, b) vrijedi

f

(
x+ y

2

)
≤ f (x) + f (y)

2
. (6)

Funkcija f je strogo Jensen-konveksna ako u (6) vrijedi stroga nejednakost.
Za Jensen-konveksne funkcije vrijedi sljedeći teorem.

Teorem 4.2. [3],[4] Ako je f : (a, b) → R Jensen-konveksna funkcija, tada za sve xi ∈ (a, b), i = 1, 2, ..., n
vrijedi nejdnakost

f

(
x1 + x2 + ...+ xn

n

)
≤ f (x1) + f (x2) + ...+ f (xn)

n
. (7)

Ako je f strogo Jensen-konveksna, tada znak jednakosti u (7) vrijedi ako i samo ako je x1 = x2 = ... = xn.

Dokaz: Prvi način. Bez ograničenja općenitosti možemo pretpostaviti da je x1 ≥ x2 ≥ ... ≥ xn. Za niz

y1 = y2 = ... = yn =
x1 + x2 + ...+ xn

n

vrijedi x ≻ y, pa iz druge Karamatine nejednakosti slijedi

n∑
i=1

f (xi) ≥
n∑

i=1

f (yi) ,

to jest

n∑
i=1

f (xi) ≥
n∑

i=1

f

(
x1 + x2 + ...+ xn

n

)
,

odakle slijedi nejednakost (7). Jasno je da, u slučaju kada je f strogo Jensen-konveksna, u (7) vrijedi znak
jednakosti ako u (6) vrijedi znak jednakosti, to jest ako i samo ako je x1 = x2 = ... = xn.
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Drugi način. Za n = 2, nejednakost (7) je u suštini nejednakost iz definicije Jensen-konveksne funkcije.
Pretpostavimo da (7) vrijedi za prirodni broj n ≥ 2 i neka su xi ∈ (a, b), i = 1, 2, ..., n, n + 1. Uvedimo

oznaku x = 1
n+1

n+1∑
i=1

xi. Tada iz induktivne pretpostavke slijedi

f (x) = f


1
n

n∑
i=1

xi +
xn+1+(n−1)x

n

2

 ≤
f

(
1
n

n∑
i=1

xi

)
+ f

(
xn+1+(n−1)x

n

)
2

≤

n∑
i=1

f (xi) + f (xn+1) + (n− 1) f (x)

2n
,

odakle, nakon sredivanja, dobijemo

f (x) = f

(
x1 + x2 + ...+ xn + xn+1

n+ 1

)
≤ f (x1) + f (x2) + ...+ f (xn) + f (xn+1)

n+ 1
,

to jest nejednakost (7) vrijedi za n+1. Prema principu potpune matematičke indukcije slijedi da (7) vrijedi
za svaki prirodni broj. □

5. Primjeri riješenih problema

Problem 5.1. [3] Dokazati da za proizvoljne pozitivne brojeve a, b i c vrijedi nejednakost

1

a+ b
+

1

b+ c
+

1

c+ a
≤ 1

2a
+

1

2b
+

1

2c
. (8)

Rješenje. Bez ograničenja općenitosti možemo pretpostaviti da je a ≥ b ≥ c. Tada je jasno da je
(2a, 2b, 2c) ≻ (a+ b, b+ c, c+ a). Kako je funkcija f (x) = 1

x konveksna na intervalu (0,+∞), to iz prve
Karamatine nejdnakosti slijedi nejednakost

f (2a) + f (2b) + f (2c) ≥ f (a+ b) + f (b+ c) + f (c+ a) ,

što je ekvivalentno s nejednakošću (8).

Problem 5.2. [4] Dokazati da za sve a, b ≥ 0 vrijedi

3

√
a+ 3

√
a+

3

√
b+

3
√
b ≤ 3

√
b+ 3

√
a+

3

√
a+

3
√
b. (9)

Rješenje. Bez ograničenja općenitosti možemo pretpostaviti da je b ≥ a ≥ 0. Za brojeve

y = b+
3
√
b, z = a+ 3

√
a, u = b+ 3

√
a, v = a+

3
√
b

vrijedi y ≥ z, pa je zato (y, z) ≻ (u, v) ili (y, z) ≻ (v, u) u zavisnosti od toga da li je u ≥ v ili je v ≥ u,
respektivno. Nadalje, funkcija f (x) = − 3

√
x je konveksna na intervalu (0,+∞), pa prema prvoj Karamatinoj

nejednakosti vrijedi nejednakost

f (y) + f (z) ≥ f (u) + f (v) ,

što je ekvivalentno nejednakosti (9).

Problem 5.3. [4] Neka su a, b i c dužine stranica trougla. Dokazati da je

√
a+ b− c+

√
b+ c− a+

√
c+ a− b ≤

√
a+

√
b+

√
c. (10)
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Rješenje. Budući da su a, b i c dužine stranica trougla vrijedi a > 0, b > 0, c > 0, a+b−c > 0, b+c−a > 0,
c+ b− a > 0. Bez ograničenja općenitosti možemo smatrati da je a ≥ b ≥ c. Lahko se pokaže da vrijedi

(a+ b− c, c+ a− b, b+ c− a) ≻ (a, b, c) .

Kako je funkcija f (x) = −
√
x konveksna na intervalu (0,+∞), prema prvoj Karamatinoj nejednakosti slijedi

nejednakost

f (a+ b− c) + f (c+ a− b) + f (b+ c− a) ≥ f (a) + f (b) + f (c) .,

koja je ekvivalentna nejednakosti (10).

Problem 5.4. [3] Dokazati da za sve pozitivne realne brojeve a, b i c vrijedi nejednakost

(a+ b− c) (b+ c− a) (a+ c− b) ≤ abc. (11)

Rješenje. Bez ograničenja općenitosti možemo smatrati da je a ≥ b ≥ c. Očito je da od brojeva a + b − c,
b + c − a i c + a − b najmanje jedan može biti negativan i ako je jedan od tih brojeva negativan, tada je
nejednakost (11) trivijalna. Zato pretpostavimo da su sva tri ta broja nenegativni. Tada je

(a+ b− c, c+ a− b, b+ c− a) ≻ (a, b, c)

i kako je funkcija f (x) = − lnx, x ∈ (0,+∞) konveksna, iz prve Karamatine nejednakosti slijedi nejednakost

− ln (a+ b− c)− ln (b+ c− a)− ln (c+ a− b) ≥ − ln a− ln b− ln c,

što je ekvivalentno nejednakosti (11).

Problem 5.5. Neka su a, b, c > 0 takvi da je abc = 1. Dokazati da je(
a− 1 +

1

b

)(
b− 1 +

1

c

)(
c− 1 +

1

a

)
≤ 1.

Rješenje. Iz a, b, c > 0 i abc = 1 slijedi da postoje x, y, z > 0 takvi da je a = x
y , b = y

z i c = z
x . Sada,

zamjenom i sredivanjem dobijamo nejednakost

(x+ y − z) (y + z − x) (z + x− y) ≤ xyz,

koja je već dokazana u Problemu 5.4.

Problem 5.6. [3] Dokazati da za pozitivne brojeve a1,a2, ..., an vrijedi nejednakost

a31
a2

+
a32
a3

+ ...+
a3n−1

an
+

a3n
a1

≥ a21 + a22 + ...+ a2n. (12)

Rješenje. Neka su xi = ln ai, i = 1, 2, ..., n i razmotrimo nizove

3x1 − x2, 3x2 − x3, ..., 3xn − x1 i 2x1, 2x2, ..., 2xn. (13)

Dokažimo da nizovi (13), koji su poredani u opadajućem redoslijedu svojih članova, zadovoljavaju Teorem
3.4. Neka su indeksi m1,m2, ...,mn i k1, k2, ..., kn takvi da je

{m1,m2, ...,mn} = {k1, k2, ..., kn} = {1, 2, ..., n} , (14)

3xm1
− xm1+1 ≥ 3xm2

− xm2+1 ≥ ... ≥ 3xmn
− xmn+1, (15)

2xk1
≥ 2xk2

≥ ... ≥ 2xkn
. (16)
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Tada, prvo iz (15), a zatim iz (16) slijede nejednakosti:

3xm1
− xm1+1 ≥ 3xk1

− xk1+1 ≥ 2xk1
,

(3xm1
− xm1+1) + (3xm2

− xm2+1) ≥ (3xk1
− xk1+1) + (3xk2

− xk2+1) ≥ 2xk1
+ 2xk2

,

i općenito, za p = 1, 2, ..., n− 1 zbir prvih p članova u (15) nije manji od zbira prvih p članova u (16). Jasno
je da za p = n vrijedi znak jednakosti, što znači da su svi uvjeti Teorema 3.4 zadovoljeni. No, funkcija
f (x) = ex, x ∈ R, je konveksna, pa je zbog toga

e3x1−x2 + e3x2−x3 + ...+ e3xn−x1 ≥ e2x1 + e2x2 + ...+ e2xn

te ako u zadnjoj nejednakosti stavimo xi = ln ai, i = 1, 2, ..., n i iskoristimo da je eln t = t, za svako t > 0,
direktno ćemo dobiti nejednakost (12).

Primjedba 5.7. Na potpuno analogan način, za pozizivne realne brojeve može se dokazati da vrijedi nejed-
nakost

an+k
1

an2
+

an+k
2

an3
+ ...+

an+k
t−1

ant
+

an+k
t

an1
≥ ak1 + ak2 + ...+ akt .

Pri tome treba uvesti smjenu xi = ln ai, i = 1, 2, ..., n i razmatrati nizove

(n+ k)xi − nxi+1, i = 1, 2, ..., t i kxi, i = 1, 2, ..., t (kad je xt+1 = x1).

Problem 5.8. [3] Ako su xi ∈
[
−π

6 ,
π
6

]
, i = 1, 2, ..., n, tada je

cos (2x1 − x2) + cos (2x2 − x3) + ...+ cos (2xn − x1) ≤ cosx1 + cosx2 + ...+ cosxn. (17)

Dokazati.

Rješenje. Očito brojevi 2x1 − x2, 2x2 − x3, ..., 2xn − x1 i x1, x2, ..., xn pripadaju intervalu
[
−π

2 ,
π
2

]
. Na

ovom intervalu funkcija f (t) = − cos t je konveksna. Analogno kao u Problemu 5.6 se dokazuje da nizovi
2x1 − x2, 2x2 − x3, ..., 2xn − x1 i x1, x2, ..., xn, kada su rasporedeni da budu opadajući, zadovoljavaju uvjete
Teorema 3.4. Konačno, nejednakost (17) slijedi iz prve Karamatine nejednakosti.

Problem 5.9. Neka su a1, a2, ..., an ∈ R+, n ≥ 2. Dokazati da je

(1 + a1) (1 + a2) ... (1 + an) ≤
(
1 +

a21
a2

)(
1 +

a22
a3

)
...

(
1 +

a2n
a1

)
.

Rješenje. Postoje x1, x2, ..., xn ∈ R takvi da je a1 = ex1 , a2 = ex2 , ..., an = exn . Jasno je da su brojevi
2x1 − x2, 2x2 − x3, ..., 2xn − x1 i x1, x2, ..., xn realni, a funkcija f (x) = ln (1 + ex), x ∈ R je konveksna.
Sada, analogno kao u Problemu 5.6 se dokaže da nizovi 2x1 − x2, 2x2 − x3, ..., 2xn − x1 i x1, x2, ..., xn,
kada su rasporedeni da budu opadajući, zadovoljavaju uvjete Teorema 3.4. Konačno, iz prve Karamatine
nejednakosti i osobina funkcije ln, dobijemo

ln (1 + ex1) + ln
(
1 + ex2

)
+ ...+ ln (1 + exn) ≤ ln

(
1 +

e2x1

ex2

)
+ ln

(
1 +

e2x2

ex3

)
+ ...+ ln

(
1 +

e2xn

ex1

)
,

odnosno

ln (1 + ex1)
(
1 + ex2

)
... (1 + exn) ≤ ln

(
1 +

e2x1

ex2

)(
1 +

e2x2

ex3

)
...

(
1 +

e2xn

ex1

)
,

odakle je

(1 + ex1)
(
1 + ex2

)
... (1 + exn) ≤

(
1 +

e2x1

ex2

)(
1 +

e2x2

ex3

)
...

(
1 +

e2xn

ex1

)
,
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to jest

(1 + a1) (1 + a2) ... (1 + an) ≤
(
1 +

a21
a2

)(
1 +

a22
a3

)
...

(
1 +

a2n
a1

)
,

a što je i trebalo da se dokaže.

Problem 5.10. Neka su a1, a2, ..., an ∈ R+, n ≥ 2. Dokazati da za sve p, k ≥ 1 vrijedi(
a1 + a2 + ...+ an
ap1 + ap2 + ...+ apn

)k

≥ ak1 + ak2 + ...+ akn

apk1 + apk2 + ...+ apkn
. (18)

Rješenje. Uočimo da vrijede sljedeće ekvivalencije

(18) ⇐⇒ (a1 + a2 + ...+ an)
k

ak1 + ak2 + ...+ akn
≥ (ap1 + ap2 + ...+ apn)

k

apk1 + apk2 + ...+ apkn

⇐⇒ a1 + a2 + ...+ an
k
√
ak1 + ak2 + ...+ akn

≥ ap1 + ap2 + ...+ apn
k

√
apk1 + apk2 + ...+ apkn

⇐⇒
n∑

i=1

k

√
aki

ak1 + ak2 + ...+ akn
≥

n∑
i=1

k

√
apki

apk1 + apk2 + ...+ apkn
. (19)

Bez ograničenja općenitosti možemo pretpostaviti da je a1 ≥ a2 ≥ ... ≥ an. Neka je 0 < q ≤ p i

Ai =
api

ap1 + ap2 + ...+ apn
i Bi =

aqi
aq1 + aq2 + ...+ aqn

, i = 1, 2, ..., n.

Imamo da je

A1 ≥ A2 ≥ ... ≥ An, B1 ≥ B2 ≥ ... ≥ Bn i

n∑
i=1

Ai =

n∑
i=1

Bi.

Takoder, za svako m < n vrijedi

m∑
i=1

Ai ≥
m∑
i=1

Bi ⇐⇒ (ap1 + ...+ apm) (aq1 + ...+ aqn) ≥ (aq1 + ...+ aqm) (ap1...+ apn)

⇐⇒ (ap1 + ...+ apm)
(
aqm+1 + ...+ aqn

)
≥ (aq1 + ...+ aqm)

(
apm+1...+ apn

)
⇐⇒

∑
1≤i≤m<j≤n

(
api a

q
j − aqi a

p
j

)
≥ 0,

a posljednja nejednakost je tačna budući da za i < j i p − q > 0 vrijedi ap−q
i ≥ ap−q

j . Prema tome, niz
A1, A2, ..., An majorira niz B1, B2, ..., Bn. Dalje, p, k ≥ 1, pa je zato pk ≥ k, što znači da niz

Si =
apki

apk1 + apk2 + ...+ apkn
, i = 1, 2, ..., n

majorira niz

Ti =
aki

ak1 + ak2 + ...+ akn
i = 1, 2, ..., n

i kako je funkcija f (t) = − k
√
t, k ≥ 1, konveksna na (0,+∞), iz prve Karamatine nejednakosti slijedi

nejednakost (19).
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Problem 5.11. (IMO 69.1) Dati su realni brojevi ai, bi, i = 1, 2, ..., n takvi da je

a1 ≥ a2 ≥ ... ≥ an > 0,

b1 ≥ a1, b1b2 ≥ a1a2, ... , b1b2...bn ≥ a1a2...an.

Dokazati da je

b1 + b2 + ...+ bn ≥ a1 + a2 + ...+ an. (20)

Rješenje. Neka je ai = exi , bi = eyi , i = 1, 2, ..., n. Jasno je da niz (yi)
n
i=1 slabo majorira niz (xi)

n
i=1 i kako

je funkcija f (t) = et, t ∈ R, monotono rastuća i konveksna funkcija, iz Teorema 3.6 slijedi nejednakost

n∑
i=1

eyi ≥
n∑

i=1

exi ,

koja je ekvivalentna nejednakosti (20).

Problem 5.12. Odrediti maksimum izraza a8 + b8 + c8, ako a, b, c ∈ [−1, 1] i a+ b+ c = − 1
2 .

Rješenje. Bez ograničenja općenitosti možemo smatrati da je 1 ≥ a ≥ b ≥ c ≥ −1. Lahko se pokaže da
vrijedi

(
1,− 1

2 , 1
)
≻ (a, b, c). Kako je funkcija f (x) = x8 konveksna na intervalu [−1, 1], iz prve Karamatine

nejednakosti slijedi

a8 + b8 + c8 = f (a) + f (b) + f (c) ≤ f (1) + f

(
−1

2

)
+ f (−1) = 18 +

(
−1

2

)8

+ (−1)
8
= 2

1

256
.

Prema tome, traženi maksimum je jednak 2 1
256 i dostiže se za a = 1, b = − 1

2 , c = −1.

Literatura

[1] V. Ĉırtoaje: Algebraic Inequalities, GIL Publishing house, Zalau, 2006.
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НЕРАВЕНСТВА НА КАРАМАТА

Неравенствата се неодминлив дел во работата на математичарите, особено на
оние чиј потесен интерес е математичката нализа, па затоа е неопходно нивно
детално изучување. На повеќето ученици, натпреварувачи по математика, им се
познати неравенствата меѓу средините, неравенството на Несбит, неравенствата за
преуредување, неравенството на Јенсен и низа други неравенства. Едно од по-
малку познатите неравенства е неравенството на Карамата, кое во литературата
често пати се поврзува со имиња на повеќе познати математичари, меѓу кои се
Шур, Харди, Литлвуд, Појаа и Вејл, а може да се сретне и како неравенство за
мајоризација.

1. КОНВЕКСНИ ФУНКЦИИ, НЕРАВЕНСТВО НА ЈЕНСЕН

Дефиниција 1. За функцијата f ќе велиме дека е конвексна на интервалот

( , )a b ако за секои 1 2, ( , )x x a b и за секој [0,1]  е исполнето неравенството

1 2 1 2( (1 ) ) ( ) (1 ) ( )f x x f x f x        .

За функцијата f ќе велиме дека е конкавна на ( , )a b ако функцијата f е кон-

вексна на ( , )a b .

Дефиниција 2. Функцијата f ја нарекуваме строго конвексна на ( , )a b ако за

секои 1 2, ( , )x x a b , 1 2x x и за секој (0,1)  важи

1 2 1 2( (1 ) ) ( ) (1 ) ( )f x x f x f x        .

Функцијата f ја нарекуваме строго конкавна на ( , )a b ако функцијата f е

строго конвексна на ( , )a b .

Пример 1. Ќе докажеме дека функцијата 2( )f x x е строго конвексна на

( , )  . Навистина, ако 1 2x x и (0,1)  , тогаш
2 2 2 2 2

1 2 1 1 2 2
2 2 2 2 2 2 2 2

1 1 2 2 1 2

( (1 ) ) 2 (1 ) (1 )

(1 )( ) (1 ) (1 )

x x x x x x

x x x x x x

     

     

      

        

што значи дека функцијата 2( )f x x е строго конвексна на ( , )  . ■
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Забелешка 1. Претходниот пример покажува дека постапката за непосредна
проверка на конвексноста е доста сложена дури и кај наједноставните функции.
Се поставува прашање, дали постои поедноставен начин да се провери конвекс-
носта на една функција, користејќи ги на пример непрекинатоста, диференција-
билноста и слично. Понатаму подетално ќе се задржиме на претходните прашања,
но прво ќе разгледаме неколку основни својства на конвексните функции. Притоа
ќе сметаме дека читателот е запознаен со непрекинатоста и диференцијабилноста
на реалните функции определени на интервал (отворен или затворен).

Лема 1. Конвексната функција : ( , )f a b   , constf  не достигнува макси-

мумот во точка 0 ( , )x a b .

Доказ. Нека претпоставиме дека функцијата f го достигнува својот максимум

во точката 0 ( , )x a b . Бидејќи constf  , постои интервал 1 2( , ) ( , )x x a b таков

што 0 1 2( , )x x x и на еден од неговите краеви вредноста на функцијата f е

строго помала од нејзината вредност во точката 0x . Нека, на пример,

1 0( ) ( )f x f x , 2 0( ) ( )f x f x . Понатаму, бидејќи 0 1 2( , )x x x добиваме дека по-

стои (0,1)  таков што 0 1 2(1 )x x x    . Ако последните две неравенства ги
помножиме со  и 1  , соодветно и ги собереме, добиваме

1 2 0 1 2( ) (1 ) ( ) ( ) ( (1 ) )f x f x f x f x x         ,

што противречи на конвексноста на функцијата f . ■

Последица 1. Конкавната функција : ( , )f a b   , constf  не достигнува

минимумот во точка 0 ( , )x a b .

Доказ. Непосредно следува од лема 1 и дефиниција 1. ■

Теорема 1. Ако функцијата : ( , )f a b   е конвексна (конкавна) и огра-

ничена, тогаш таа е непрекината на ( , )a b .

Доказ. Ќе го разгледаме случајот кога функцијата е конвексна. Бидејќи f е

ограничена, постои 0M  таков што | ( ) |f x M , за секој ( , )x a b . Нека

0 ( , )x a b и нека 0h  е таков што 0 ( , )x h a b  . Од конвексноста на f следува
неравенството

0 0 02 ( ) ( ) ( )f x f x h f x h   

кое е еквивалентно на неравенството

0 0 0 0( ) ( ) ( ) ( )f x f x h f x h f x     . (1)

Ако 0 ( 1) ( , )x k h a b   , за 1,2,..., 1k n  , тогаш од неравенството (1) го добива-

ме системот неравенства
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0 0 0 0

0 0

( ) ( ( 1) ) ( ) ( )

( ( 1) ) ( )

f x kh f x k h f x h f x

f x k h f x kh

      

    
(2)

за 0,1,2,..., 1k n  . Со собирање на неравенствата (2) го добиваме неравенството
0 0 0 0( ) ( ) ( ) ( )

0 0( ) ( )
f x f x nh f x nh f x

n n
f x h f x

       ,

од кое, ако се има предвид ограниченоста на функцијата f , добиваме
2

0 0| ( ) ( ) | M
n

f x h f x   . (3)

Сега, нека 0  е дадено. Земаме
2[ ] 1Mn   и 0 0min{ , }

b x x a
n n

   .

Конечно, од (3) следува дека за вака најденото 0  важи 0| ( ) ( ) |f x f x   , кога

0| |x x   , т.е. функцијата f е непрекината во произволната точка 0 ( , )x a b . ■

Теорема 2. Функцијата : ( , )f a b   е конвексна (строго конвексна) ако и

само ако за секоја точка 0 ( , )x a b функцијата

0

0

( ) ( )
0( ) , ( , ) \{ }

f x f x
x x

g x x a b x

 

монотоно расте (строго монотоно расте) на ( , )a b .

Доказ. Ќе го разгледаме само случајот на строга конвексност. Нека

0 1 2a x x x b    . Ставаме

1 02 1

2 0 2 0
, 1

x xx x
x x x x

  
    .

Тогаш (0,1)  и 1 0 2(1 )x x x    . Сега тврдењето во овој случај следува од
еквивалентноста на следнава низа равенства:

0 2 0 2( (1 ) ) ( ) (1 ) ( )f x x f x f x       

1 02 1

2 0 2 0
1 0 2( ) ( ) ( )

x xx x
x x x x

f x f x f x


  

2 0 1 2 1 0 1 0 2( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )x x f x x x f x x x f x    

2 0 1 0 1 0 2 0( )[ ( ) ( )] ( )[ ( ) ( )]x x f x f x x x f x f x    

1 0 2 0

1 0 2 0

( ) ( ) ( ) ( )
1 2( ) ( )

f x f x f x f x
x x x x

g x g x
 
    .

Доказите кога 1 0 2a x x x b    и 1 2 0a x x x b    се аналогни.
За конвексна функција во еквивалентните неравенства знакот " " го заме-

нуваме со знакот " " . ■

Теорема 3. Нека : ( , )f a b   и за секој ( , )x a b постои '( )f x . Функцијата

f е конвексна (строго конвексна) на ( , )a b ако и само ако функцијата 'f

монотоно расте (строго монотоно расте) на ( , )a b .
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Доказ. Нека f е конвексна на ( , )a b и 1 2a x x b   . Според теорема 2 за

точките 1 2a u x x v b     , имаме

1 2 1 1 2 2

1 2 1 1 2 2

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )f u f x f x f x f x f x f v f x
u x x x x x v x
   
      ,

од што следува
2 1

2 1

( ) ( )' '
1 2( ) ( )

f x f x
x x

f x f x


   ,

односно
' '

1 1 2 2'( ) ( ) ( ) '( )f x f x f x f x    .

Нека 'f монотоно расте на ( , )a b и нека за 0 ( , )x a b ја разгледаме функ-

цијата 0

0

( ) ( )
0( ) , ( , ) \{ }

f x f x
x x

g x x a b x

  . Од теоремата на Лагранж следува дека

постои точка c меѓу x и 0x таков што 0 0( ) ( ) '( )( )f x f x f c x x   . Сега имаме

0 0
2

00

'( )( ) ( ( ) ( )) '( ) '( )

( )
'( ) 0

f x x x f x f x f x f c
x xx x

g x
   


   , 0( , ) \{ }x a b x ,

т.е. функцијата ( )g x монотоно расте на интервалите 0( , )a x и 0( , )x b . Освен тоа,
' '

0 0 0 0 0( ) ( ) '( ) ( ) ( )g x f x f x f x g x 
     .

Од досега изнесеното и од теорема 2 следува дека функцијата f е конвексна на

( , )a b . ■

Теорема 4. Нека : ( , )f a b   и за секој ( , )x a b постои ''( )f x . Функцијата

f е конвексна на ( , )a b ако и само ако за секој ( , )x a b важи ''( ) 0f x  . Функ-

цијата f е строго конвексна на ( , )a b ако и само ако ''( ) 0f x  , за секој ( , )x a b

и не постои интервал ( , ) ( , )a b   таков што за секој ( , )x   важи ''( ) 0f x  .

Доказ. Според теорема 3 функцијата f е конвексна на ( , )a b ако и само ако

'f монотоно расте на ( , )a b . Но, 'f монотоно расте на ( , )a b ако и само ако

''( ) 0f x  , за секој ( , )x a b .

Според теорема 3, функцијата f е строго конвексна на ( , )a b ако и само ако

'f строго монотоно расте на ( , )a b .  Но, функцијата 'f строго монотоно расте на

( , )a b ако и само ако ''( ) 0f x  , за секој ( , )x a b и не постои интервал

( , ) ( , )a b   таков што за секој ( , )x   важи ''( ) 0f x  . ■

Теорема 5 (неравенство на Јенсен). Ако f е конвексна функција на ( , )a b ,

тогаш за секој 2n  , за секои 1 2, ,..., ( , )nx x x a b и за секои 1 2, ,..., [0,1]n   

такви да 1 2 ... 1n      е исполнето неравенството

1 1 2 2 1 1 2 2( ... ) ( ) ( ) ... ( )n n n nf x x x f x f x f x            . (4)
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Ако функцијата f е строго конвексна, тогаш во (4) важи знак за строго нера-

венство при што броевите 1 2, ,..., ( , )nx x x a b не се сите меѓусебно еднакви, а бро-

евите 1 2, ,..., [0,1]n    се позитивни.
Доказ. За 2n  неравенството (4) се совпаѓа со неравенството од дефини-

цијата на конвексна функција.
Нека претпоставиме дека неравенството (4) е точно за произволен избор на
1n  точка од интервалот ( , )a b и за 1n  ненегативни броеви чиј збир е еднаков

на еден. Нека 3n  и нека се дадени 1,..., ( , )nx x a b и 1,..., [0,1]n   , такви што

1 ... 1n    . Од броевите 1 2, ,..., n   , најмалку еден е различен од 1. Без огра-

ничување на општоста, можеме да земеме дека 1 1  . Тогаш, од индуктивната
претпоставка, имаме

 
1 1

1

1 1 1 1 1 11 1
1 2 2

1 1 1 1
2 1

( ) ( (1 ) ) (1 ) ( )

( ) (1 ) ( ) ( ).

k k

k

n n n

k k k k
k k k

n n

k k k
k k

f x f x x f x f x

f x f x f x

 
  


 

     

   

  

 

 
 




    

  

Според тоа, неравенството (4) важи и за n точки, па од принципот на мате-

матичка индукција следува дека важи за секој природен број n . ■

2. НЕРАВЕНСТВА НА КАРАМАТА

Дефиниција 3. Нека се 1 2( , ,..., )na a a a и 1 2( , ,..., )nb b b b две низи реални
броеви. Ќе велиме дека низата a ја мајорира низата b и ќе пишуваме a b или
b a ако, по евентуално пермутирање на низите, се исполнети условите

1) 1 2 ... na a a   и 1 2 ... nb b b   ,

2) 1 2 1 2... ...k ka a a b b b       , за секој {1,2,..., 1}k n  и

3) 1 2 1 2... ...n na a a b b b       .

Притоа, за низата ќе a велиме дека е мајорирачка, а за низата b дека е мајори-

рана.

Забелешка 2. а) Јасно, првиот услов од дефиниција 3 не е никакво огра-
ничување, бидејќи секогаш можеме да ги преуредиме низите. Клучни се вториот и
третиот услов.

б) За секоја низа 1 2( , ,..., )na a a a важи a a .

Пример 2. а) Ако 1 2( , ,..., )na a a a е произволна низа ненегативни реални
броеви, чиј збир е еднаков на n , тогаш важи

1 2( ,0,...,0) ( , ,..., ) (1,1,1,...,1)nn a a a  .
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б) Низите (4,4,1) и (5,2,2) не се споредливи во смисла на дефиниција 1, т.е.
ниту една од низите не ја мајорира другата. ■

Теорема 6 (прво неравенство на Карамата). Нека низите 1( )n
i ia a  и

1( )n
i ib b  припаѓаат на интервалот ( , )x y . Ако a b и ако : ( , )f x y   е кон-

вексна функција, тогаш важи неравенството

1 1
( ) ( )

n n

i i
i i

f a f b
 

  . (1)

Доказ. Да означиме ( ) ( )i i

i i

f b f a
i b a

c

 , 1,2,...,i n . Функцијата f е конвексна, па

според теорема 2 функцијата
0

0

( ) ( )
0( ) , ( , ) \{ }f t f t

t t
g t t x y t


  ,

монотоно расте на ( , )x y , па од условот 1) следува дека низата 1( )n
i ic c  моното-

но опаѓа. Понатаму, нека

0 0
1 1

, , 1,2,..., ,
k k

k i k i
i i

A a B b k n A B
 

     .

Од условите 2) и 3) на дефиниција 3 следува

k kA B , за 1,2,..., 1k n  и n nA B .

Затоа

1 1 1 1

1 1
1

1 1
1 1

1 1

1
1 0

1

1
1

( ) ( ) [ ( ) ( )] ( )

( )

( ) ( )

( ) ( )

( )( ).

n n n n

i i i i i i i
i i i i

n

i i i i i
i

n n

i i i i i i
i i

n n

i i i i i i
i i

n

i i i i
i

f a f b f a f b c a b

c A A B B

c A B c A B

c A B c A B

c c A B

   

 


 
 
 


 





    

   

   

   

  

   



 

 



Но, 1i ic c  и i iA B , за 1,2,..., 1i n  , па затоа
1

1
1 1 1

( ) ( ) ( )( ) 0
n n n

i i i i i i
i i i

f a f b c c A B



  

       ,

т.е. точно е неравенството (1).
Јасно, во неравенството на Карамата знак за равенство важи ако и само ако за

секои {1,2,..., 1}i n  важи 1i ic c  или i iA B . ■
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Дефиниција 4. Ако за низите 1 2( , ,..., )na a a a и 1 2( , ,..., )nb b b b се испол-

нети условите
1) 1 2 ... na a a   и 1 2 ... nb b b   и

2) 1 2 1 2... ...k ka a a b b b       , за секој {1,2,..., }k n .

тогаш ќе велиме дека низата a слабо ја мајорира низата b . Јасно, ако низата a
ја мајорира низата b , тогаш таа слабо ја мајорира низата b .

Теорема 7 (второ неравенство на Карамата). Нека низата 1( )n
i ia a  слабо ја

мајорира низата 1( )n
i ib b  . Ако :f   е монотоно растечка конвексна функ-

ција, тогаш важи неравенството (1).
Доказ. Ги користиме истите ознаки како во доказот на теорема 6. На потполно

ист начин заклучуваме дека

1 1
1 1 1 1

1

1
1

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )( ).

n n n n

i i i i i i i i
i i i i

n

n n n i i i i
i

f a f b c A B c A B

c A B c c A B

 
   






    

    

   



Но, 1i ic c  , за 1,2,..., 1i n  и i iA B , за 1,2,...,i n како f монотоно расте

имаме 0nc  , па затоа десната страна на последното неравенство е ненегативна,
што значи дека е точно неравенството (1). ■

3. ЈЕНСЕН-КОНВЕКСНИ ФУНКЦИИ

Забелешка 3. Во точка 1 ги разгледавме конвексните функции и го докажавме
неравенството на Јенсен. Овде ќе споменеме дека покрај конвексните функции,
постојат и таканаречени Јенсен-конвексни функции.

За функцијата : ( , )f a b   ќе велиме дека е Јенсен-конвексна ако за секои
, ( , )x y a b важи

( ) ( )
2 2

( )x y f x f yf   . (1)

Функцијата f е строго Јенсен-конвексна ако во (1) важи строго неравенство. За
Јенсен-конвексните функции точна е следнава теорема.

Теорема 8. Ако : ( , )f a b R е Јенсен-конвексна функција, тогаш за секои

( , )ix a b , 1,2,...,i n важи

1 2 1 2... ( ) ( ) ... ( )( )n nx x x f x f x f x
n n

f
      . (2)
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Ако притоа f е строго Јенсен-конвексна, тогаш знак за равенство важи ако и са-

мо ако 1 2 ... nx x x   .

Доказ. Прв начин. Без ограничување на општоста можеме да претпоставиме
дека 1 2 ... nx x x   . За низата

1 2 ...
1 2 ... nx x x

n n
y y y

     

важи x y , па од второто неравенство на Карамата следува дека

1 1
( ) ( )

n n

i i
i i

f x f y
 

  ,

т.е.

1 2 ...

1 1
( ) ( )n

n n x x x
i n

i i
f x f

  

 
  ,

од каде следува неравенството (2). Јасно, во случај кога f е строго Јенсен-кон-

вексна, тогаш во (2) знак за равенство важи ако во (1) важи знак за равенство, т.е.
ако и само ако 1 2 ... nx x x   .

Втор начин. За 2n  , неравенството (2) всушност е неравенството од дефи-
ницијата на Јенсен-конвексните функции. Нека претпоставиме дека (2) важи за

некој 2n  и нека ( , )ix a b , 1,2,..., , 1i n n  . Да означиме
1

1
1

1

n

in
i

x x





  . Тогаш,

од индуктивната претпоставка и од фактот дека неравенството важи за 2n 
следува неравенството

( 1) ( 1)1 11 1
1

1 1 1
( ) ( ) ( ) ( ) ( 1) ( )

2 2 2
( ) ( )

n n nx n x x n xn n
i i i nn n n n

i i i
x f x f f x f x n f x

n
f x f

    


  
      

   ,

од каде после средувањето добиваме
1 2 1 1 2 1... ( ) ( ) ... ( ) ( )

1 1
( ) ( ) ,n n n nx x x x f x f x f x f x

n n
f x f         

  

т.е. неравенството (2) важи за 1n  . Конечно, од принципот на математичка ин-
дукција следува дека (2) важи за секој природен број. ■

4. РЕШЕНИ ЗАДАЧИ

Задача 1. Докажи дека за произволни позитивни броеви , ,a b c важи нера-

венството
1 1 1 1 1 1

2 2 2a b b c c a a b c       . (1)

Решение. Без ограничување на општоста можеме да претпоставиме дека
a b c  . Тогаш е јасно дека (2 ,2 ,2 ) ( , , )a b c a b b c c a   . Но, функцијата
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1( )
x

f x  е конвексна на интервалот (0, ) , па од првото неравенство на Кара-

мата следува неравенството
(2 ) (2 ) (2 ) ( ) ( ) ( )f a f b f c f a b f b c f c a        ,

кое е еквивалентно со неравенството (1). ■

Задача 2. Докажи дека за секои , 0a b  важи
3 3 3 33 3 3 3a a b b b a a b       .

Решение. Без ограничување на општоста можеме да претпоставиме дека
0b a  . За броевите

3 3 3 3, , ,y b b z a a u b a v a b       

важи y z , па затоа ( , ) ( , )y z u v или ( , ) ( , )y z v u во зависност од тоа дали

u v или v u , соодветно. Понатаму, функцијата 3( )f x x  е конвексна на ин-

тервалот (0, ) , па затоа од првото неравенство на Карамата следува неравен-

ството
( ) ( ) ( ) ( )f y f z f u f v   ,

кое е еквивалентно со бараното неравенство. ■

Задача 3. Нека , ,a b c се должини на страни на триаголник. Докажи дека

a b c b c a c a b a b c           .

Решение. Бидејќи , ,a b c се должини на страни на триаголник важи 0a  ,

0, 0b c  , 0, 0, 0a b c b c a c a b         . Без ограничување на општоста

можеме да препоставиме дека a b c  . Лесно се покажува дека
( , , ) ( , , )a b c c a b b c a a b c       .

Понатаму, функцијата ( )f x x  е конвексна на интервалот (0, ) , па затоа
од првото неравенство на Карамата следува неравенството

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )f a b c f c a b f b c a f a f b f c           ,

кое е еквивалентно со бараното неравенство. ■

Задача 4. Докажи дека за секои позитивни реални броеви , ,a b c важи неравен-

ството
( )( )( )a b c b c a c a b abc       .

Решение. Без ограничување на општоста можеме да претпоставиме дека
a b c  . Јасно, меѓу броевите , ,a b c b c a    c a b  најмногу еден може да
биде негативен и ако еден од броевите е негативен, тогаш неравенството е три-
вијално. Нека претпоставиме дека сите три броја се ненегативни. Тогаш

( , , ) ( , , )a b c c a b b c a a b c      



Објавено на 31.03.2023

10

и како функцијата ( ) lnf x x  , (0, )x  е конвексна, од првото неравенство на
Карамата следува неравенството

ln( ) ln( ) ln( ) ln ln lna b c b c a c a b a b c             ,

кое е еквивалентно со бараното неравенство. ■

Задача 5. Нека , , 0a b c  се такви што 1abc  . Докажи дека
1 1 1( 1 )( 1 )( 1 ) 1
b c a

a b c       .

Решение. Од , , 0a b c  и 1abc  следува дека постојат , , 0x y z  такви што

, ,yx z
y z x

a b c   . Сега, заменуваме и по средувањето го добиваме неравенство-

то
( )( )( )x y z y z x z x y xyz       ,

кое го докажавме во задача 4. ■

Задача 6. Докажи дека за позитивни броеви 1 2, ,..., na a a важи неравенството
3 33 3

11 2

2 3 1

2 2 2
1 2... ...n n

n

a aa a
na a a a

a a a        . (2)

Решение. Нека ln , 1,2,...,i ix a i n  и да ги разгледаме низите

1 2 2 3 13 ,3 ,...,3 nx x x x x x   и 1 22 ,2 ,..., 2 nx x x .

Ќе докажеме дека низите 1 2 2 3 13 ,3 ,...,3 nx x x x x x   и 1 22 ,2 ,..., 2 nx x x , кога се
подредат да се опаѓачки, ги задоволуваат условите на теорема 6. Нека индексите

1 2, ,..., nm m m и 1 2, ,..., nk k k се такви да

1 2 1 2{ , ,..., } { , ,..., } {1,2,..., }n nm m m k k k n  , (3)

1 1 2 21 1 13 3 ... 3
n nm m m m m mx x x x x x        , (4)

1 2
2 2 ... 2

nk k kx x x   . (5)

Тогаш, прво од (4), а потоа од (5) следуваат неравенствата:

1 1 1 1 11 13 3 2m m k k kx x x x x    

1 1 2 2 1 1 2 2 1 21 1 1 1(3 ) (3 ) (3 ) (3 ) 2 2m m m m k k k k k kx x x x x x x x x x            ,

и воопшто, за 1,2,..., 1p n  збирот на првите p членови во (4) не е помал од
збирот на првите p членови на (5). Јасно, за p n важи знак за равенство, што

значи дека сите услови од теорема 6 се исполнети. Но, функцијата ( ) xf x e ,

x е конвексна, па затоа
2 3 11 2 1 23 3 23 2 2... ...n nx x x x xx x x xe e e e e e        

и ако во последното неравенство замениме ln , 1,2,...,i ix a i n  и искористиме

дека ln te t , за секој 0t  го добиваме неравенството (2). ■



https://matematickitalent.mk/

11

Коментар 1. На потполно аналоген начин, за позитивни реални броеви  може
да се докаже неравенството

11 2

2 3 1
1 2... ...

n k n kn k n k
t t

n n n n
t

a aa a k k k
ta a a a

a a a
  
        . (2’)

Притоа се воведува смената ln , 1,2,...,i ix a i t  и се разгледуваат низите

1( ) , 1,2,...,i in k x nx i t   и , 1,2,...,ikx i t (каде 1 1tx x  ). ■

Задача 7. Ако
6 6

[ , ]ix    , 1,2,...,i n , тогаш

1 2 2 3 1 1 2cos(2 ) cos(2 ) ...cos(2 ) cos cos ... cosn nx x x x x x x x x         .

Докажи!
Решение. Јасно, броевите 1 2 2 3 12 ,2 ,...,2 nx x x x x x   и 1 2, ,..., nx x x припаѓаат

на интервалот
2 2

[ , ]  . На овој интервал функцијата ( ) cosf t t  е конвексна.

Сега, аналогно како во задача 6, се докажува дека низите 1 2 2 32 ,2 ,...,x x x x 

12 nx x и 1 2, ,..., nx x x , кога ќе се подредат да бидат опаѓачки, го задоволуваат ус-

ловот од теоремата 6. Конечно, бараното неравенство следува од првото неравен-
ството на Карамата. ■

Задача 8. Нека 1 2, ,..., , 2na a a n  . Докажи дека
22 2

1 2

2 3 1
1 2(1 )(1 )...(1 ) (1 )(1 )...(1 )naa a

n a a a
a a a       .

Решение. Постојат 1 2, ,..., nx x x  , такви што 1 2
1 2, ,..., nxx x

na e a e a e   .

Јасно, броевите 1 2 2 3 12 ,2 ,...,2 nx x x x x x   и 1 2, ,..., nx x x се реални, а функцијата

( ) ln(1 ),xf x e x   е конвексна. Сега, аналогно како во задача 6, се докажува

дека низите 1 2 2 3 12 ,2 ,...,2 nx x x x x x   и 1 2, ,..., nx x x , кога ќе се подредат да би-

дат опаѓачки, го задоволуваат условот од теорема 6. Конечно, од првото неравен-
ство на Карамата и својствата на функцијата ln последователно добиваме

22 21 21 2
2 3 1

22 21 21 2
2 1 1

22 21 21 2
2 1

ln(1 ) ln(1 ) ... ln(1 ) ln(1 ) ln(1 ) ... ln(1 )

ln(1 )(1 )...(1 ) ln(1 )(1 )...(1 ),

(1 )(1 )...(1 ) (1 )(1 )...(1

xx x n
n

x x x

xx x n
n

x x x

x x
n

x x

xx x e e e
e ee

xx x e e e
e e e

xx x e e e
e e

e e e

e e e

e e e

            

      

      
1

22 2
1 2

2 3 1
1 2

),

(1 )(1 )...(1 ) (1 )(1 )...(1 ),

xn

x

n

e

aa a
n a a a

a a a      

што и требаше да се докаже. ■

Задача 9. Нека 1 2, ,..., , 2na a a n  . Докажи за секои , 1p k  важи
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1 2 1 2

1 2 1 2

... ...

... ...
( )

k k k
n n

p p p pk pk pk
n n

a a a a a ak

a a a a a a

     
     

 .

Решение. Ако од двете страни на неравенството најдеме k  ти корен, тогаш
лесно се гледа дека тоа е еквивалентно со неравенството

21 1 2... ...1 1

pkk
i i

kk k pk pk pk
n n

n n aak k
a a a a a ai i      

  . (8)

Без ограничување на општоста можеме да претпоставиме дека 1 2 ... na a a   .

Нека 0 q p  и

21 ...

p
i

pp p
n

a
i a a a

A
  

 и
21 ...

q
i

qq q
n

a
i a a a

B
  

 , за 1,2,...,i n .

Имаме,

1 2 ... nA A A   , 1 2 ... nB B B   и
1 1

n n

i i
i i

A B
 
  .

Понатаму, за секој m n важи

1 1

m m

i i
i i

A B
 
  

1 1 1 1( ... )( ... ) ( ... )( ... )p q q pp q q p
m n m na a a a a a a a         

1 1 1 1( ... )( ... ) ( ... )( ... )p q q pp q q p
m n m nm ma a a a a a a a          

1
( ) 0p q q p

i j i j
i m j n

a a a a
   

  ,

и последното неравенство е точно, бидејќи за i j и 0p q  важи p q p q
i ja a  .

Според тоа, низата 1 2, ,..., nA A A ја мајорира низата 1 2, ,..., nB B B .

Понатаму, , 1p k  , па затоа pk k , што значи дека низата

1 2 ...

pk
i

pk pk pk
n

a
i a a a

S
  

 , 1,2,...,i n

ја мајорира низата

21 ...

k
i

kk k
n

a
i a a a

T
  

 , 1,2,...,i n

и како функцијата ( ) kf t t  , 1k  е конвексна на (0, ) , од првото неравен-

ство на Карамата следува неравенството (8). ■

Задача 10. Дадени се реални броеви , , 1,2,...,i ia b i n такви да

1 2

1 1 1 2 1 2 1 2 1 2

... 0,

, ,..., ... ... .
n

n n

a a a

b a b b a a b b b a a a

   

  

Докажи дека
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1 2 1 2... ...n nb b b a a a       .

Решение. Нека , , 1,2,...,i ix y
i ia e b e i n   . Јасно, низата 1( )n

i iy  слабо ја мајо-

рира низата 1( )n
i ix  и како ( ) tf t e , t е монотоно растечка и конвексна функ-

ција, од теорема 7 следува неравенството
1 1

i i
n n

y x

i i
e e

 
  , кое е еквивалентно со

бараното неравенство. ■

Задача 11. Определи го максимумот на изразот 8 8 8a b c  , кога , , [ 1,1]a b c 

и 1
2

a b c    .

Решение. Без ограничување на општоста можеме да претпоставиме дека
1 1a b c     . Лесно се покажува дека 1

2
(1, , 1) ( , , )a b c   . Понатаму, функ-

цијата 8( )f x x е конвексна на интервалот [ 1,1] , па од првото неравенство на
Карамата следува

8 8 8 8 8 81 1 1
2 2 256

( ) ( ) ( ) (1) ( ) ( 1) 1 ( ) ( 1) 2a b c f a f b f c f f f                .

Според тоа, бараниот максимум е еднаков на 1
256

2 и истиот се достигнува за

1
2

1, , 1a b c     . ■
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