
Математички талент

17

Џајкоска Лилјана, Прилеп

ТЕОРЕМА ЗА СИМПСОНОВА ПРАВА И НЕЈЗИНА ПРИМЕНА

Во наставните планови и програми по геометрија за средно училиште не се
застапени голем број значајни теореми кои имаат голема примена при решавањето на
некои посложени задачи од геометрија. Меѓу тие теореми спаѓаат секако теоремите на
Чева, Менелај, Аполониј, Стјуарт, Штајнер, Хамилтон, Лајбниц и уште некои други.

Во оваа статија ќе стане збор за една од тие теореми, која е позната како теорема за
Симсонова права. (Robert Simpson ,1687-1768).

Теорема. Подножјата на нормалите спуштени од било која точка на кружницата
опишана околу даден триаголник, на страните на тој триаголник, лежат на една права.

( Таа права се нарекува Симпсонова права)
Доказ. Нека M е било која точка од

кружницата k опишана околу триагол-
никот ABC , различна од темињата на
триаголникот. (Ако M е едно од темињата
на триаголникот, тогаш ортогоналните
проекции на точката M врз страните на
триаголникот кои се составуваат во тоа
теме е темето на триаголникот, па правата
низ M и ортогоналната проекција на
точката M врз третата страна, ги содржи
ортогоналните проекции на точката M
врз сите три страни на триаголникот).

Ги означуваме со QPN ,, ортого-
налните проекции на точката M врз
страните CABCAB ,, (или на нивните
продолженија) соодветно.

Секогаш барем една од тие проекции лежи внатре во страната на триаголникот.
Нека тоа е точката P . Притоа важи:

180 ACMABM .
Ако ACMABM  , тогаш BN  , CQ  , што значи дека точките QPN ,,

лежат на правата BC .
Нека ACMABM  и нека на пример ACM е остар, а агол ABM е тап.

Точката Q лежи на страната CA , а N лежи на продолжението на страната AB преку
B и точките N и Q лежат на различни страни на правата BC .

Доволно е да се докаже дека
BPNCPQ  (1)

Поради 90 MQCMPC , точките P и Q лежат на кружница со дијаметар

MC . Заради 90 MPBMNB , точките N и P лежат на кружница со дијаметар
MB . Затоа

CPQCMQ  (2)
односно

BMNBPN  (3)
Од (1), (2) и (3) доволно е да се покаже дека

BMNCMQ  (4)
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Равенството (4) е очигледно, затоа што за тетивниот четириаголник ACMB важи:
MBNABMACM  180

Одовде, заради CMQACM  90 и BMNMBN  90 , добиваме

BMNCMQ   9090
т.е. BMNCMQ  , што значи равенството (4) е исполнето, односно точките

QPN ,, се колинеарни.
Забелешка. Може да се докаже дека важи и обратната теорема :
”Точка припаѓа на кружницата опишана околу триаголник, ако ор-

тогоналните проекции на точката врз правите одредени со страните на
триаголникот, припаѓаат на една права.”

Задача. Нека p е Симсоновата права за точката P која лежи на кружницата k

опишана околу триаголникот ABC , и нека 'P е точка на пресек на нормалата по-
влечена од точката P на правата BC и кружницата k .

Да се докаже дека правите 'AP и p се паралелни.
Решение. Нека TRS ,, се точки од Симсоновата права за точката P , т.е. ABPS ,

BCPR , CAPT . Бидејќи
90 PRBPSB ,

точките S и R лежат на кружница

1k со радиус
2

PBr  и PB е нејзин

дијаметар. Заради тоа
BPRBSR  (1)

како перифериски агли над ист кружен
лак во конструираната кружницата 1k .
Исто така

'' BAPBPP  (2)
како перифериски агли над ист кружен
лак во почетната кружница k . Според
(1) и (2), добиваме дека

'BAPBPR  (2*)
Од (1) и (2*) добиваме дека

'BAPBSR  (3)
Бидејќи BABS || (припаѓаат на иста права)  и заради (3) добиваме дека и другите два
краци се паралелни меѓу себе, т.е. '|| APSR . Значи '|| APp , што и требаше да се
докаже.

Задача. Ако P и Q се дијаметрално спротивни точки на кружницата опишана
околу триаголникот ABC , тогаш Симпсоновите прави 1p и 2p за тие точки
соодветно се заемно нормални.

Решение. Нека P и Q се дијаметрално спротивни точки од кружницата k и

111 ,, TRS и 222 ,, TRS се точки од правите AB , BC и CA соодветно така што
ABPS 1 , BCPR 1 , CAPT 1 и ABPS 2 , BCPR 2 , CAPT 2 .
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Заради равенството 9011  BPSBPR , точките 1S и 1R лежат на една

кружница PBk , со дијаметар PB . Аналогно, од 9022  BQRBQS , точките 2S

и 2R лежат на кружница QBk со дијаметар QB .  Затоа,

111 SPRPBS  (1)
како перифериски агли над ист кружен
лак во PBk . Бидејќи BQPB ( PQ е
дијаметар, и ABQS 2 имаме

21 BQSPBS  (2)
како агли со заемно нормални краци.

Од друга страна

222 BQSBRS  (3)
како перифериски агли над ист кружен
лак во кружницата QBk . Од (2) и (3)
следува

BRSSPR 2211 

Бидејќи 21 BRPR  , взаемно нормални
се и другите два краци на претходните
агли, т.е. 2211 RSRS  , односно 21 pp  .

Со помош на теоремата за Симсонова права ќе решиме една конструктивна задача
за триаголник.

Задача. Да се конструира триаголник, ако
се дадени  , cb  , ah .

Решение. Нека ABC е бараниот триаголник
и k е опишаната кружница околу него. Нека D
е средина на лакот BC на кружницата k што не
го содржи темето A . Нека GFE ,, се
нормалните проекции на точката D врз правите

CABCAB ,, соодветно и K е пресек на
правите AD и BC а L е пресек на правите AD
и EG .

Очигледно, полуправата AD е симетрала на
BAC и затоа DGDE  .
Точките FE , и G се колинеарни

(Симпсонова права), а бидејќи F е средина на страната BC , правата EG сече точно една
од правите AB и AC , на пример AC .

Бидејќи 180 DBEDBA , важи )( DCGDCADBE  . Освен тоа, исполнето

е 90 DGCDEB и DGDE  , па според тоа DGCDEB  . Значи, CGBE , и
заради тоа )()(

2
1

2
1 cbACABAGAE  . Бидејќи 2

 DAGDAE и

90 GE , триаголниците ADE и ADG можат да се конструираат.
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Нека ahAA 1 . Бидејќи EGAD , имаме EGKL , па според тоа FLKAKA  1 .
Заради тоа што DFLFLK  и претходното, имаме DFLAKA  1 .  Значи,

DKAD
DF

AK
DF

AA
DL




1
(5)

Од сличноста на триаголниците DFK и DFL добиваме

DKDLDF 
2

(6)
а од сличноста на триаголниците ADG и  добиваме

DADLDG 
2

(7)
Од (5), (6) и (7) добиваме

01  DKDLDADLAADF

односно

0
2

1
2

 DGAADFDF .
Бидејќи должините на отсечките 1AA и DG се познати, задачата се сведува на
конструкција на решенијата на равенката

022  qpxx (8)

каде ahp  и DGq  .
Конструкцијата може да се изведе на следниот начин:
Се конструира отсечка MN ( pMN  ) и произволна кружница 1k која минува низ

точките M и N . Потоа се конструира точката P на правата MN , така да
тангентната отсечка од точката P на кружницата 1k има должина q . Ако распоредот

на точките е PNM  , тогаш xPN  . Навистина, од 2qPMPN  , добиваме
2)( qpPNPN  , односно

022
 qPNpPN ,

т.е. xPN  .
Според претходната дискусија, лесно можеме да го конструираме бараниот

триаголник. Конструираме четириаголник AEDG , во кој

)(2
1 cbAGAE  , EAG и 90 AGDAED .

Потоа конструираме отсечка со должина x која е решение на равенката (8) и
кружница 2k со центар во точката D и радиус x . Ја означуваме со F пресечната
точка на кружницата 2k со правата EG . Во точката F конструираме нормала на
правата DF , која ги сече правите AE и AG во точките B и C , соодветно. Тогаш
ABC е триаголникот кој ги има бараните својства. Јасно,

)i ако
22

1 sin)( cbha  постојат две решенија.

)ii ако
22

1 sin)( cbha  постои едно решение

)iii ако
22

1 sin)( cbha  задачата нема решенија.
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Статијата прв пат е објавена во списанието СИГМА на
Сојузот на математичарите на Македонија


