
https://matematickitalent.mk/

1

Јожеф Б.Варга
Темерин, Србија

ПОВЕЌЕ НАЧИНИ ЗА РЕШАВАЊЕ НА ИСТА ЗАДАЧА

На државниот натпревар во 2016 година во Р. Србија за осмо одделение
третата задача гласеше:

Дадена е коцка 1 1 1 1ABCDA B C D со волумен 31000cm . Нека , , , ,E F G H

,I J се редоследно средините на рабовите 1 1 1 1 1 1, , , , ,BC CD DD D A A B B B .

Докажи дека точките , , , , ,E F G H I J припаѓаат на една рамнина и пре-

сметај ги плоштината и волуменот на пирамидата AEFGHIJ .
Решение. Оваа задача се состои од три дела:
1. Доказ дека точките , , , , ,E F G H I J припаѓаат на една рамнина.

2. Пресметување на плоштината на пирамидата AEFGHIJ .

3. Пресметување на волуменот на пирамидата AEFGHIJ

За првиот дел ќе дадеме девет докази, пет од кои се целосни или попра-
вени докази на учениците и уште четири други докази.

Прв начин. Отсечките , , , , ,AE AF AG AH AI

AJ како и отсечките 1 1 1 1 1, , , , ,C E C F C G C H C I

1C J се хипотенузи на правоаголни триаголни-

ци чии катети се еднакви на работ, односно
половина од работ на коцката. Тоа значи дека
точките , , , , ,E F G H I J се еднакво оддалечени
од точките A и 1C , односно дека се наоѓаат во
рамнина која е нормална на дијагоналата 1AC и ја полови истата, т.е. на
рамнината на симетрија на отсечката 1AC , па затоа се компланарни.

Последното тврдење не се докажува во редовната настава во основното
образование, па затоа ќе докажеме дека рамнината на симетрија на от-
сечка (симетрална рамнина) се состои од точките кои се еднакво одда-
лечени од двата краја на отсечката. Нека T е точка од рамнината која ја
полови отсечката 1AC и е нормална на неа, а S е средината на истата от-

сечка. Тогаш триаголни-ците AST и 1C ST се складни бидејќи 1AS C S , (

S е средина на отсечката 1AC ), ST е заедничка страна, а аглите кај те-

мето S се прави кај двата триаголника, па според признакот САС тие се
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складни, односно 1AT C T . Според тоа, ако точка се наоѓа на рамнината
на симетрија на отсечката, тогаш таа е еднакво оддалечена од крајните
точки на таа отсечка. Од друга страна, ако точката П не се наоѓа на
рамнината на симетрија на отсечката 1AC , тогаш или отсечката AP или
отсечката 1C P има заедничка точка со рамнината на симетрија. Нека е тоа

отсечката AP и нека заедничката точка е Q . Имамо 1AQ C Q (бидејќи

Q е на рамнината на симетрија) и 1 1AP AQ QP C Q QP C P     (заради

неравенството на триаголник), тј 1AP C P , што и требаше да се докаже.
Втор начин. EF е средна линија на триаголникот BCD , па значи
||EF BD . Слично е 1 1||HI B D . Бидејќи 1 1||BD B D , добиваме ||EF HI . На

ист начин добиваме дека ||FG IJ и ||GH JE . Бидејќи HE е средна линија
на правоаголникот 1 1BCD A важи 1||HE CD , па затоа ||HE FG . Бидејќи

||HE FG добиавме дека , ,H E F и G припаѓаат на една рамнина. На ис-

тата рамнина припаѓаат и правите GH и EF , но заради ||GH JE на оваа
рамнина припаѓа и точката J и заради ||EF HI припаѓа и точката I . Со
тоа е докажеано дека точките , , , , ,E F G H I J припаѓаат на една рамнина.

Трет начин. Аналогно како во вториот начин на решавање се докажува
дека ||HE FG и дека ||HE IJ . Од ||HE FG следува дека точките , ,H E F и
G припаѓаат на една рамнина. Аналогно се докажува дека ||EF HI , т.е.
точките , ,E F H и I припаѓаат на една рамнина. Овие две рамнини се
совпаѓаат бидејќи имаат заеднички три неколинеарни тачки ,E F и H .

Значи точките , , , ,E F G H I припаѓаат на една рамнина. Аналогно се дока-

жува дека точката J припаѓа на истата рамнина.
Четврт начин. Ја проектираме коцката ортогонално на рамнината

1 1ABC D . Ќе докажеме дека проекциите на точките се дадени во табелата:

Точка A B C D 1A 1B 1C 1D E F G H I J

Проекција A B 'C 'D 'D 'C 1C 1D 'E 'F 'G 'G 'F 'E

т.е. ќе докажеме дека точките C и 1B , и
точките D и 1A , како и точките E и J ,

потоа точките F и G , како и точките H
и I се проектираат во исти точки, и дека
точките ', 'E F и 'G припаѓаат на иста пра-

ва, од што ќе следува тврдењето на зада-



https://matematickitalent.mk/

3

чата дека точките , , , , ,E F G H I J припаѓаат на една рамнина..
Дијагоналите на квадратот се заемно нормални, па правата 1CB е нор-

мална на правата 1BC . Правата AB е нормална на рамнината 1 1BCC B , па е
нормална и на правата 1BC . Правата која ги поврзува средините на отсеч-

ките 1BC и 1AD е паралелна со AB па затоа е нормална на рамнината

1 1BCC B , па и на правата 1CB . Затоа правата 1CB е нормална на рамнината

1 1ABC D , што значи дека правата 1CB , (односно точките C и 1B ) се про-

ектираат во една точка. Заради паралелноста 1||EJ CB правата EJ исто
така е нормална на рамнината 1 1ABC D , па и точките E и J се проекти-

раат во иста точка. Аналогно се докажува за останатите спомнати парови
точки. Бидејќи точките , , , , ,E F G H I J се средини на рабовите на коцката,

и нивните проекции се средини на соодветните проекции, т.е. ' ' 'BE E C ,

' ' ' 'C F F D и 1' ' 'D G G D . Бидејќи 1 1AD BC (страни на  правоагол-

ник) и 'D и 'C ги половат отсечките 1AD и 1BC важи ' ' ' 'E C D G . Пона-

таму ' 'D C како средна линија на правоаголник е нормална на 1AD и 1BC .

Но, според признакот САС од овде следува дека триаголниците ' ' 'E C F и
' ' 'G D F се складни. Затоа ' ' ' ' ' 'E C F G F D  , т.е. точките ', 'E F и 'G

лежат на една права, односно точките , , , , ,E F G H I J лежат на една рам-

нина.
Петти начин. Секоја од отсечките , , , ,EF FG GH HI IJ и JE е хипоте-

нуза на правоаголен триаголник со катети со должина
2
а , па значи е долга

2
2

a . Отсечките , , , ,EG FH GI HJ IE и JF исто така имаат еднакви должи-

ни и тоа
2

6а . Имено, ED е хипотенуза во правоаголниот триаголник

ECD , со катети со должини a и
2
а , па е 2 2

2 2
( ) 5а аED a   . Бидејќи

отсечката GD е нормална на рамнината ABC , таа е нормална и на
отсечката ED , која лежи во неа, па EDG е правоаголен траголник и важи

2 25
2 2 2

( ) ( ) 6а а аEG    . За останатите отсечки должините се пресме-

туваат аналогно. Според тоа, за односот на страните во триаголникот
EFG имаме је

2 2 2
: : 2 : 2 : 6 1:1: 3а а аEF FG EG    , што значи дека

триаголникот EFG е рамнокрак со агол од 120 кај темето F . Ово важи и
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за триаголниците , , ,FGH GHI HIJ IJE и JEF , што значи дека EFGHIJE е
искршена линија кај која било кои две соседни отсечки зафаќаат агол од
120 . Бидејќи овие отсечки се и еднакви, ако докажеме дека линијата е
рамнинска, тогаш сме докажале дека EFGHIJ е правилен рамнински
шестаголник, па значи точките , , , , ,E F G H I J припаѓаат на една рамнина.

Значи, треба да докажеме дека ако во затворена искршена линија од
шест отсечки соседните отсечки зафаќаат агли чиј збир е 720 , тогаш таа
линија е рамнински  шестаголник. Ќе докажеме поопшто тврдење. Имено,
како што знаеме збирот на внатрешните агли на рамнински n  аголник е

( 2) 180nS n    . Тврдењето во обратната насока гласи.
Теорема 1. Ако затворена искршена линија од n отсечки не е рамнин-

ска, тогаш збирот на аглите кои ги зафаќаат соседните отсечки на таа
линија е помал од ( 2) 180n    .

Доказ. Нека је 1 2 3 nA A A A е рамнински конвексен n-аголник. Нека

1 2 3 nB B B B е нерамнински n-аголник добиен од 1 2 3 nA A A A со свитку-

вање по дијагоналата 1 kA A за некој k n , т.е. таков што многуаголниците

1 2 3 kA A A A и 1 2 3 kB B B B , како и многуаголниците 1 2 1k k k nA A A A A  

и 1 2 1k k k nB B B B B   се складни. Аглите кои ги зафаќаат соседните
отсечки кои се спојуваат во точките 2 3 1, , kB B B  , како и во тачките

1 2, ,  ,k k nB B B   се еднакви на соодветните агли од многуаголникот

1 2 3 nA A A A . Аголот кој го зафаќаат отсечките кои се спојуваат во точката

1А , т.е. 2 1 nA A A е еднаков на збирот на аглите 2 1 kA A A и 1k nA A A
односно на збирот 2 1 1k k nB B B B B B  . Но тој збир е поголем од

2 1 nB B B бидејќи тие три агли формираат еден триедар, а било кој агол на
триедарот е помал од збирот на другите два.

Со ова ја докажавме теорема 1, а со тоа и првиот дел од задачатаа.
Шести начин. Правата EF ја сече пра-

вата AB бидејќи се наоѓаат во една рамнина
и не се паралелни. Пресекот да го означиме
со K . Правата IJ исто така ја сече правата
AB и нека е тоа тачката L (види цртеж).
Имаме:

90FCE EBK    ,
CEF BEK  (накрсни агли) и

CE EB ( E ја полови BC )
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па од признакот АСА следува дека триаголниците FCE и EBK се склад-

ни. Следува
2
аBK FC  . Аналогно се докажува дека

2
аBL IJ  , т.е. де-

ка BK BL , односно дека K L . Значи правите EF и IJ се сечат на про-
должението на работ AB . Аналогно се докажува дека правите EF и GH

се сечат на продолжението на работ AD , а правите IJ и GH на продол-
жението на работ 1AA . Според тоа, овие точки се внатрешни точки на
страните на еден триаголник, т.е. припаѓаат на една рамнина.

Седми начин. Рамнината 1 1AB C D е рамнина на симетрија на отсечката
FG , бидејќи оваа рамнина е рамнина на симетрија на рамнокракиот три-
аголник 1CDD , а FG е средна линија на овој триаголник. Тоа значи дека
аголот меѓу правите FG и 1AC е прав. Аналогно може да се докаже дека
аголот меѓу правите 1AC и било која од правите , , ,FG GH HI IJ и JE е
прав агол. Бидејќи постои само една рамнина која е нормална на дадена
права 1AC и ја содржи дадената точка E , оваа рамнина ги содржи и точ-

ките F и J , но од исти причини ги содржи и точките ,G H и I , т.е.  точ-

ките , , , , ,E F G H I J припаѓаат на една рамнина.
Следните два начини на решавање се базираат на теорија која не се учи

во основното образование, но тоа не значи дека некој ученик ги нема по-
требните предзнаења за да задачата ја реши на некој од овие два начина.

Осми начин. Да ја поставиме коцката во тридимензионален координа-
тен систем, тако што точката A има координати (0,0,0) , B е на x  оска-

та и има координати (1,0,0) , 1A е на z  оската и има координати (0,0,1) ,

а D е на y  оската и има координати (0,1,0) . Во тој случај координатите
на точките , , , , ,E F G H I J се дадени во следната табела:

E F G H I J
x 1 0,5 0 0 0,5 1
y 0,5 1 1 0,5 0 0

z 0 0 0,5 1 1 0,5

Секоја од овие точки ја задоволува равенката 1,5x y z   , што значи
дека припаѓаат на една рамнина.

Деветти начин. Воведуваме ознаки a AB
 

, 1b AA
 

и c AD
 

и доби-

ваме:
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1 1
2 2

AE AB BE AB AD a c     
      

1 1
2 2

AF AD DF AD AB c a     
      

1 1
12 2

AG AD DG AD AA c b     
      

1 1
1 1 1 2 2

AH AA A H AA AD b c     
      

1 1
1 1 1 2 2

AI AA A I AA AB b a     
      

1 1
12 2

AJ AB BJ AB AA a b     
      

Понатаму, бидејќи c a d 
  

и b a e 
  

имаме
1 1 1 1
2 2 2 2

( ) ( )EF AF AE c a a c c a d        
         

,

1 1 1 1 1 1
2 2 2 2 2 2

( ) ( ) ( )EG AG AE c b a c c a b a d e           
            

,

1 1
2 2

( )EH AH AE b c a c b a e        
         

,

1 1
2 2

( )EH AH AE b c a c b a e        
         

,

1 1 1 1 1 1
2 2 2 2 2 2

( ) ( ) ( )EI AI AE b a a c b a c b a c a e d              
               

,

1 1 1 1 1 1
2 2 2 2 2 2

( ) ( ) ( )EI AI AE b a a c b a c b a c a e d              
               

,

1 1 1 1 1 1 1 1
2 2 2 2 2 2 2 2

( ) ( ) ( )EJ AJ AE a b a c b c b a c a e d             
              

.

Бидејќи векторите EF


, EG


, EH


, EI


и EJ


ги поврзуваат сите точки
, , , ,E F G H I и J , и сите може да се прикажат со помош на два вектора

(како линеарна комбинација на два вектора), тие се наоѓаат во една рамни-
на.

За вториот дел нема многу различни можности. Се користат стан-
дардните формули

2 3

4 2
6 6p pa a h

P B M


     

каде со pa е означен основниот раб на пирамидата, а со h нејзината

апотема. Лесно се добива дека 2
2

5 2a
pa cm  (петтиот начин на реша-

вање на првиот делод задачата). За апотемата постојат два начина на
пресметување.

Прв начин. Бочниот раб е

2
5ab AE ED  

(петтиот начин од првиот дел). Според Питагоровата теорема имаме
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2 2 2 2 22 3 218
2 2 4 16 4

( ) ( 5) ( ) 7,5 2pa aah b a a cm      

Плоштината е
2(5 2) 3 5 2 7,5 2 2 2

4 2
6 6 (75 3 225) 75 ( 3 3)P cm cm        

Втор начин. Да го поделиме ѕидот ABCD на коцката на четири склад-
ни квадрати. Основниот раб EF е дијагонала на еден од тие квадрати и ја
полови другата дијагонала на тој квадрат. Едната половина припаѓа на
апотемата на пирамидата, а другата не, значи апотемата на пирамидата е
три четвртини од дијагоналата на ѕидот на коцката, т.е. 3

4
2h a .

Плоштината е
2 5 2 7,5 2(5 2) 3 2

4 2
6 6 75 ( 3 3)P cm      

За третиот дел, за волуменот, постојат три начина на пресметување.

Првите два се по формулата 1
3

V B H  , а третиот е со помош на расеку-

вање на коцката.

Прв начин. Имаме
2(5 2) 3 2

4
6 75 3B cm   , а висина се пресметува

со помош на Питагоровата теорема теорема од бочниот раб и радиусот на
опишаната кружница на основата, па затоа

2 2 2 25 32
2 2 2

( ) ( ) 5 3a aa
pH b a cm      и

2(5 2) 3 31
3 4

6 5 3 375V cm    

Втор начин. Основата се пресметува како во првиот начин, а висината е
половина од просторната дијагонала на коцката,т.е. 1

2
3 5 3H a cm  ,

па затоа
2(5 2) 3 31

3 4
6 5 3 375V cm     .

Трет начин. Рамнината на основата на пирамидата ја полови коцката.
Пирамидата се наоѓа само во едната од тие две половини. Од половината
во која се наоѓа, пирамидата AEFGHIJ се добива со отсекување на три
складни тристрани пирамиди: ,ABEJ ADFH и 1AA IH . Бидејќи плоштината
на триаголникот BEJ е еднаква на осмини од плоштината на ѕидот на
коцката, а соодветната висина AB е раб на коцката, вкупниот волумен на
овие три тристрани пирамиди е еднаков на осмина од волуменот на коцка-

та, т.е. 331 1
2 8 8

375p k k kV V V V cm    .


