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Predgovor

Ova knjiga napisana je prema nastavnom planu 1 programu za predmet
geometrija, za prvi razred Matematicke gimnazije u Beogradu.

Formalno, gradivo je izloZeno tako da se ne oslanja na prethodno
znanje iz geometrije.

Prva dva poglavlja vezana su za aksiomatsko uvodenje geometrije.
Detaljno se izucavaju posledice aksioma incidencije 1 paralelnosti, dok se
kod preostalih grupa aksioma posledice uglavnom ne dokazuju.

Trece 1 peto poglavlje odnose se na podudarnost a Sesto na njenu
primenu u konstruktivnim zadacima.

U cetvrtom poglavlju uvede se vektori i dokazuje se Talesova
teorema.

U sedmom poglavlju razmatraju se izometrijske transformacije, i
izvrSena je njihova klasifikacija.

Osmo 1 deveto poglavlje odnose se na slicnost 1 inverziju, a deseto
predstavlja uvod u trigonometriju, i to samo pravouglog trougla.

Na kraju vec¢ine poglavlja dat je izvestan broj zadataka za veZbu.
Medu njima ima i zadataka sa takmicenja mladih matematicara, kao i
tvrdenja koja imaju i svoj istorijski znaca;.

Grupa raznih zadataka nalazi se na kraju knjige. U tom poglavlju
zadaci namerno nisu poredani po oblastima, ali ¢esto teZim zadacima
prethode pomo¢ni.

Kod odredenih poznatih teorema i problema, date su i kratke
istorijske napomene, $to €ini nam se, pomaze ucenicima da sagledaju
razvoj geometrije kroz vekove.

Posebno se zahvaljujemo recenzentima dr Dragoslavu Ljubicu i dr
Radetu Doroslovackom. Takode se zahvaljujemo 1 svima koji su, na bilo
koji nacin doprineli izgledu udzbenika, a narocito dr Zoranu Luciéu 1 mr
Predragu Janici¢u koji su procitali delove rukopisa, 1 pomogli sa nizom
korisnih primedbi 1 sugestija.

Autori



Predgovor drugom izdanju

Drugo izdanje dopunjeno je sa dve nove glave: Resenja zadataka i
Dodatak.

Prva od tih glava sadrzi reSenja i1 uputstva odredenog broja
karakteristi¢nih zadataka. Napominjemo da ti zadaci nisu po pravilu
najtezi u knjizi.

Glava Dodatak sadrzi teoreme 1 dokaze teorema, koje svojim
sadrzajem 1ili tezinom opterecuju osnovni deo knjige. Na taj nacin
rastereCen je redovni deo udzbenika, a ostavljena je mogucnost da se
procitaju izostavljeni delovi.

Oznaka * u redovnom delu udzbenika ukazuje na Dodatak.

Na kraju je dat i1 Indeks, koji moZe c¢itaocu pomoc¢i u lakSem
nalazenju uvedenih pojmova.

Takode, ispravljene su uocene greske iz prethodnog izdanja.

Zahvaljujemo se recenzentima dr Dragoslavu Ljubicu 1 dr Radetu
Doroslovackom, kao 1 svima koji su doprineli poboljSanju ovog
udzbenika u odnosu na prvo izdanje.

Autori
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Glava I

Uvod u geometriju

1.1 Deduktivni i induktivni metod zakljucivanja

U nizim razredima osnovne S$kole upoznali smo se sa mnogim
geometrijskim pojmovima kao §to su npr. trougao, krug, prav ugao, itd.
Kasnije smo naucili i mnoga tvrdenja: stavove o podudarnosti trouglova,
Pitagorinu i Talesovu teoremu. U pocetku, tvrdenja nismo dokazivali, ve¢
smo zakljucke izvodili na osnovu niza pojedinacnih primera. Taj nacin
zaklju€ivanja naziva se induktivni metod. Induktivni metod (lat. inductio -
uvodenje) je dakle, nacin rasudivanja kod koga od pojedina¢nih dolazimo
do opstih zakljucaka. U vi§im razredima sve veci broj tvrdenja smo poceli
dokazivati. Kroz te dokaze prvi put smo se sreli sa tzv. deduktivnim
na¢inom zakljuc¢ivanja ili dedukcijom. Dedukcija (lat. deductio -
izvodenje) je nacin rasudivanja u kojem se od opstih dolazi do
pojedinacnih zakljucaka. Dakle, ideja kod ove metode je da dokazivanjem
izvedemo opsti zakljucak, pa ga zatim primenjujemo u pojedina¢nim
slucajevima.

Kako kod induktivnog metoda ne mozemo proveriti sve slucajeve,
jer ih obi¢no ima beskona¢no mnogo, on moZe dovesti 1 do pogresnih
zaklju€aka. Deduktivhom metodom dolazimo do uvek ta¢nih zakljucaka,
ukoliko su pretpostavke koje koristimo u dokazu tacne.

Na slede¢em primeru analizirajmo oba pomenuta metoda. Zelimo da
dodemo do zakljucka:

o Svaki ugao nad precnikom kruga je prav.



2 I Uvod u geometriju

Ako bismo primenjivali induktivni metod, proveravali bismo da li
ova tvrdnja vazi u nekim pojedinacnim slucajevima, kao §to je npr. slucaj
kada je teme ugla srediSte polukruga, itd. Naravno, ako bismo na osnovu
tih pojedinacnih primera izveli opsti zakljucak, ne bismo mogli biti
sigurni da ipak, u nekom slucaju koji nismo proverili, ovo tvrdenje ne
vazi.

Primenimo sada deduktivni metod: L

Nekg je AB .precr‘nk kn{ga sa centrom ‘\J

O, 1 L proizvoljna tatka tog kruga

razlicita od 4 1 B. Dokazimo da je ugao

ALB prav. Kako je O4=0B=0OL sledi 4 B
da su trouglovi AOL i BOL

jednakokraki pa je LZALO=/LAO=a i

/BLO=/ZLBO=B.Tada je ZALB=o+p.

Zbir uglova u trouglu ALB je 180° pa je

20+2=180°. Iz toga sledi da je LZALB=a+p =90°.

Razmotrimo prethodni dokaz. U njemu smo koristili slede¢a dva
tvrdenja:

e Naspram podudarnih stranica u trouglu su podudarni uglovi.
e Zbir uglova u trouglu je 180°.

Takode, koristili smo pojmove kao $to su jednakokraki trougao,
podudarnost uglova itd., a u samom iskazu tvrdenja, 1 pojmove
periferijski ugao, prav ugao, krug i pre¢nik kruga. Da bismo bili sigurni
da je tvrdenje koje smo dokazivali tano moramo znati 1 da su tvrdenja
koja koristimo u dokazu ta¢na. Dakle, u ovom slu¢aju pretpostavljamo da
smo ve¢ dokazali pomenuta dva tvrdenja 1 da smo uveli sve pomenute
pojmove. Jasno je da se ovakav problem moze postaviti i1 kod svakog
drugog tvrdenja, pa 1 kod ovih navedenih. To =zahteva odredenu
sistematizaciju cele geometrije. Postavlja se, medutim, pitanje od Cega
poceti, ako se u dokazu svakog tvrdenja, moraju opet koristiti ranije
dokazana. Tako dolazimo do potrebe za polaznim tvrdenjima, Sto ¢emo
razmotriti u narednom odeljku.

Na osnovu svega iznetog, jasno je da ¢emo se u daljem izlaganju
geometrije koristiti isklju¢ivo deduktivnim metodom. Induktivni metod
nam eventualno moZze posluZiti samo da naslutimo neke ¢injenice. Aliiu
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tom slucaju je neophodno da ih dokazemo tj. da primenimo deduktivni
metod.

1.2 Osnovni pojmovi i osnovna tvrdenja u geometriji

U nekoj teoriji, kao $to je geometrija, pri svakom uvodenju novog pojma,
Sto ¢inimo definicijom, taj pojam opisujemo nekim ve¢ poznatim
pojmovima. Ali i te poznate pojmove opet smo morali uvesti preko nekih
ranije poznatih. Dakle, neke od njih moramo prihvatiti kao osnovne ili
polazne i pri tome ih ne definiSemo.

Veze medu pojmovima, kao 1 njihova odgovarajuca svojstva, dati su
iskazima koje zovemo tvrdenja teorije. U Zzelji da ispitamo da li neko
tvrdenje vazi pozivamo se na neka druga tvrdenja, za koja je takode
potrebno dokazati da vaze. Jasno je da se, ukoliko bismo ovako nastavili,
proces dokazivanja nikada ne bi zavrSio. Zbog toga smo prinudeni da
neka od tih trvrdenja proglasimo za polazna (osnovna) 1 da ih ne
dokazujemo. Ta polazna tvrdenja zovemo aksiome a ona iz njih izvedena
teoreme te teorije. Formalno, dokaz nekog tvrdenja t je niz tvrdenja koja
logicki slede jedna iz drugih, od kojih je svako ili aksioma ili iz aksioma
izvedeno tvrdenje, a poslednje bas t. lako nije jednoznac¢no odreden,
izbor aksioma ne moZe biti proizvoljan. Pri tom izboru narocito treba
voditi racuna da te aksiome ne dovode do protivre¢nih tvrdenja. To znaci
da izbor aksioma treba da bude takav, da u tako zasnovanoj teoriji ne
postoji neko tvrdenje za koje su 1 ono i njegova negacija teoreme u toj
teoriji. Takode, potrebno je imati dovoljan broj aksioma da bi se za svako
tvrdenje, koje se moze formulisati u datoj teoriji, moglo utvrditi da li vazi
ili ne vazi; tj. da je za svako tvrdenje ili ono ili njegova negacija teorema
u toj teoriji. Za sistem aksioma koji zadovoljava prvi zahtev kaze se da je
neprotivrecan, a za onaj koji zadovoljava drugi zahtev kaze se da je
potpun. Pri izboru aksioma treba se rukovoditi 1 tre¢im zahtevom da je
sistem aksioma minimalan, tj da se nijedna aksioma ne moze izvesti 1z
ostalih, ali on za nas nece biti obavezujuci.

U narednoj glavi poCe¢emo sa strogim deduktivnim zasnivanjem
euklidske geometrije; polaze¢i od osnovnih pojmova 1 aksioma
izvodi¢emo nove pojmove i teoreme. Naravno, zbog teZine i obima, taj
posao ne¢emo uvek dosledno do kraja sprovoditi. To, uostalom, i nije cilj
ove knjige. Na§ zadatak je da, osim proSirivanja znanja iz geometrije,
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¢itaoca upoznamo sa osnovnim idejama o aksiomatskom zasnivanju neke
deduktivne teorije. Takode, veoma je vazno da kroz razmatranje
aksiomatskog zasnivanja geometrije, Citalac stekne naviku strogosti u
dokazivanju.

Potrebno je joS ista¢i da euklidsku geometriju ne¢emo zasnivati
nezavisno od algebre i logike. Dakle, koristi¢emo pojmove kao Sto su npr.
skup, funkcija, relacija sa svojstvima koja za njih vaze; takode 1 tzv.
pravila izvodenja kao npr. metod svodenja na protivreCnost. Za te
matematiCke discipline, pri zasnivanju geometrije, kazemo da su
pretpostavljene teorije.

1.3 Kratak istorijski pregled razvoja geometrije.
Peti Euklidov postulat

Istorijski gledano, razvoj geometrije u dobroj je meri povezan sa
prethodnim razmatranjem o induktivnoj 1 deduktivhoj metodi i
aksiomatskom zasnivanju geometrije.

Geometrijom su se ljudi poceli baviti jo§ u najranijoj istoriji. U
pocetku je to bilo uocavanje karakteristicnih oblika kao S§to su krug ili
kvadrat. Na crteZima u pecinama nailazimo na interesovanje ljudi iz
prvobitnih zajednica za simetriju likova.

U daljem svom razvoju covek dolazi i do raznih svojstava
geometrijskih figura. Uglavnom je to bilo zbog prakti¢nih potreba kao
npr. merenje povrSine zemljiSta - od Cega 1 potiCe naziv geometrije. U
tom periodu geometrija se razvijala kao induktivha nauka. Do
geometrijskih tvrdenja dolazilo se merenjem i proverom na pojedina¢nim
primerima. U tom smislu razvijena je bila geometrija kod mnogih starih
civilizacija kao $to su kineska, indijska 1 narocito egipatska.

Preokret u daljem razvoju geometrije 1 nauke uopste dogodio se u
staroj Grckoj. Tada se po prvi put u istoriji poceo primenjivati deduktivni
metod u geometriji. Prvi geometrijski dokazi vezani su za ime
starogrckog filozofa Talesa iz Mileta (VII-VI v. pre n. e.). Ovaj nacin
razvoja geometrije nastavili su i drugi starogrcki filozofi, medu kojima je
jedan od najznacajnijih Pitagora sa ostrva Samosa (VI v. pre n. e.). U
takvom izgradivanju geometrije, posle mnoStva dokazanih teorema,
pojavila se potreba za sistematizacijom, a kasnije 1 za uvodenjem
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aksioma. Jedan od prvih pokuSaja aksiomatskog zasnivanja geometrije, i
iz tog vremena jedini sauvan, dao je starogrcki matematiar Euklid iz
Aleksandrije (III v. pre n. e.) u svom poznatom delu "Elementi” koje se
sastoji od 13 knjiga. Polazna tvrdenja on je podelio na aksiome i postulate
od kojih su ovi poslednji Cisto geometrijskog sadrzaja. Neki od njih,
doduSe u izmenjenom obliku, zadrzali su se i do danas$njih dana. Ipak,
sistem aksioma koji je Euklid dao nije bio potpun, i on sam je u dokazima
nekih teorema neke delove previdao kao ocigledne i nije ih dokazivao.

Navedimo postulate u obliku u kom ih je Euklid dao:

1 Pretpostavlja se da je moguce od svake tacke do svake druge
tacke konstruisati pravu liniju.

Il Pretpostavlja se da se svaka prava, sledujuci njen pravac, moze
neograniceno produzavati.

11l Pretpostavlja se da se u nekoj ravni oko svake njene tacke moze
opisati krug bilo kojeg poluprecnika.

IV Pretpostavija se da su svi pravi uglovi medu sobom podudarni.

Za dalji razvoj geometrije veoma veliki znacaj imao je peti Euklidov
postulat koji u svom originalu glasi:

V' Ako neka prava presecajuci druge dve
komplanarne prave obrazuje sa njima b
sa iste strane dva unutrasnja ugla
kojima je zbir manji od zbira dva prava
ugla, tada se te dve prave,
neograniceno produzene seku sa one strane secice sa koje je taj
zbir uglova manji od zbira dva prava ugla.

a

7

Zbog svoje slozenosti u iskazu a i u znacenju, mnogi matematicari u
kasnijem periodu smatrali su da ovo poslednje tvrdenje ne treba uzimati
kao polazno, ve¢ da se ono moze iz ostalih aksioma i postulata dokazati
kao teorema. Zaista, u poredenju sa drugim Euklidovim polaznim
tvrdenjima peti postulat je bio znatno sloZeniji 1 ovo pitanje zaokupilo je
mnoge matematicare u narednih dvadeset vekova, a sve do XIX veka taj
problem nije bio reSen. U mnogim takvim pokuSajima, u dokazu petog
postulata kori$¢ena su neka tvrdenja ¢iji je dokaz izostavljan. Kasnije se
pokazalo da se ta tvrdenja ne mogu dokazati iz ostalih aksioma i postulata
ako se iz njithovog spiska izostavi peti postulat. Dakle, kao Sto iz njih
sledi peti postulat, tako i ona slede iz petog postulata. (Naravno uz
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koriS¢enje preostalih polaznih tvrdenja.) Zbog toga njih zovemo
ekvivalenti petog FEuklidovog postulata. Naves¢emo neke primere tih
ekvivalenata:

1. Ako je ABCD Ccetvorougao kod koga su uglovi pri ivici BC
pravi, a ivice AB i CD podudarne tada su uglovi kod druga dva
temena takode pravi (D. D. Sakeri 1667-1733, italijanski
matematicar).

2. Prava normalna na jedan krak ostrog ugla sece drugi krak.

(O8]

Oko svakog trougla moze se opisati krug.
4. Ako su kod nekog cetvorougla tri ugla prava tada je i Cetvrti
ugao prav (J. H. Lambert 1728-1777, francuski matematicar).

5. Zbir uglova u trouglu jednak je opruzenom uglu (A. M. LeZandr
1752-1833, francuski matematicar).

6. Za svaku pravu i tacku van nje u ravni njima odredenoj postoji
najvise jedna prava koja sadrzi tu tacku i disjunktna je sa tom
pravom (Dz. Plejfer 1748-1819, engleski matematicar).

Dakle, koriste¢i svako od ovih tvrdenja moze se dokazati peti
postulat, ali vremenom se pokazalo da se ni ona ne mogu dokazati bez
petog postulata. Za nas ¢e kasnije od velikog znacaja biti Plejferov
ekvivalent.

Slede¢i prelomni trenutak u razvoju geometrije bio je pojava
neeuklidskih geometrija u XIX veku. Njihovo otkri¢e vezuje se za ruskog
matematiCara Nikolaja Ivanovica Lobacevskog (1792-1856). On je takode
razmatrao problem petog Euklidovog postulata. Polaze¢i od njegove
negacije, odnosno negacije Plejferovog ekvivalentnog tvrdenja,
Lobacevski je krenuo od pretpostavke da kroz tacku van neke prave
postoje bar dve prave koje su sa njom disjunktne 1 komplanarne. U zelji
da dode do kontradikcije, ¢ime bi peti postulat bio dokazan, izgradio je
¢itav niz novih tvrdenja. Jedno od njih je npr. da je zbir uglova u trouglu
uvek manji od opruzenog. Ali ni jedno od njih nije bilo u kontradikeiji sa
ostalim aksiomama ako se iz spiska iskljuci peti postulat. To ga je navelo
na ideju da je moguce izgraditi jednu potpuno novu geometriju koja je
neprotivrecna 1 koja se bazira na svim Euklidovim aksiomama osim S§to je
peti postulat zamenjen njegovom negacijom. Po njemu danas tu
geometriju nazivamo geometrija Lobacdevskog. Nezavisno od njega do
istih rezultata doSao je 1 madarski matematicar Janos Boljaj (1802-1860).
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Potpunu potvrdu ove ideje o neprotivre¢nosti te nove geometrije dao je
krajem prosSlog veka francuski matematicar Anri Poenkare (1854-1912),
tek posle smrti Lobacevskog. On je izgradio model na osnovu koga je
pokazao da bi eventualna protivrecnost geometrije Lobacevskog znacila 1
protivre¢nost euklidske geometrije. Kasnije dolazi do otkri¢a i drugih
neeuklidskih geometrija.

MoZe nam se uciniti ¢udnim da se u matematici izucavaju dve
teorije, euklidska geometrija 1 geometrija Lobaclevskog koje su u
suprotnosti jedna sa drugom. Za modernu matematiku je medutim od
najvee vaznosti da su obe odredene sistemima aksioma koji su
neprotivrecni 1 potpuni. Na pitanje: koja od te dve geometrije vazi, nema
smisla traziti odgovor u okviru matematike. Naime, to bi se svodilo na
pitanje koje aksiome vaze, ali njih prihvatamo bez dokaza. Naravno,
pitanje moze glasiti kakva je geometrija prostora u fizickom smislu 1 kako
nju mozemo $to bolje opisati aksiomama. Radi odgovora na to pitanje
potrebna je fizicka interpretacija osnovnih geometrijskih pojmova. Npr.
pravu je najprirodnije interpretirati kao svetlosni zrak. U tom smislu
pokazuje se da fizicki prostor nije euklidski. On nije odreden ni
geometrijom Lobacevskog. Pojavom AjnStajnove teorije relativiteta (A.
Ajnstajn (1879-1955), nemacki fiziar) pocetkom ovog veka, pokazalo se
da je u kosmi¢kom prostoru pogodnije koristiti neeuklidsku geometriju sa
promenljivom zakrivljeno$¢u. Tako mozZemo reci, da se geometrija
vasione lokalno menja, u zavisnosti od blizine neke mase i njene koli¢ine.

Iako je sistem aksioma euklidske geometrije u to vreme, krajem XX
1 pocetkom XX veka, bio skoro potpuno izgraden, prvi korektan potpun
sistem dao je nemacki matematicar David Hilbert (1862-1943) u svojoj
cuvenoj knjizi "Osnovi geometrije” objavljenoj 1899. godine. Veoma
slican sistem aksioma i mi ¢emo koristiti u daljnjem izlaganju.

Moramo na kraju ista¢i da razvoj geometrije ovim nikako nije
zavrSen. Naprotiv, nasuprot uobiCajenoj predstavi, geometrija 1
matematika uopSte se u ovom veku razvijaju u jo§ brzem tempu nego
ranije. [ danas su mnogi problemi u matematici, a u geometriji posebno iz
oblasti neeuklidskih geometrija, jo§ uvek otvoreni za reSavanje.
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Euklidska geometrija

U ovoj glavi poCetemo sa aksiomatskim zasnivanjem euklidske
geometrije. Kako smo ve¢ ranije ustanovili, potrebno je najpre uvesti
polazne pojmove i polazna tvrdenja - aksiome.

Neka je S neprazan skup cije ¢emo elemente zvati tackama i
oznacavati sa A, B, C, ... Odredene podskupove skupa § zvacemo
pravama 1 oznacavati sa a, b, c, ... a odredene podskupove zvacemo
ravnima 1 oznacavati sa a, B, v, ... Osim ovih, polazni pojmovi bice i dve
relacije na skupu S. Prva je troelementna i1 naziva se relacija izmedu. Da
su tacke 4, B, C u toj relaciji oznacavacemo sa &(4,B,C) i Citati: tacka B
je izmedu tacaka 4 1 C. Druga relacija je Cetvoroelementna 1 naziva se
relacija podudarnosti parova tacaka; Cinjenicu da su tacke 4, B, C, D u
toj relaciji oznaCavacemo sa (4,B)=(C,D) i Citati: par tacaka (4,B) je
podudaran sa parom (C,D).

Pomocu ovih polaznih pojmova uvodimo i1 naredne izvedene
pojmove:

Definicija. Za tri ili viSe tacaka kaZe se da su kolinearne ako postoji
prava koja ih sadrzi. Inace su one nekolinearne. Analogno za cetiri 1 viSe
taCaka kaze se da su komplanarne ako postoji ravan koja ih sadrzi. Inace
su one nekomplanarne. Za dve ili vise pravih kaze se da su komplanarne
ako postoji ravan koja ih sadrzi. Inace su one nekomplanarne.

Definicija. Dve prave se seku ako je njihov presek jedna tacka. Prava i
ravan se seku ako je njihov presek jedna tacka. Dve razne ravni se seku
ako njihov presek nije prazan skup.
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Definicija. Proizvoljan neprazan podskup skupa S naziva se figura.

Figura je ravna ako postoji ravan Ciji je ona podskup. Ceo skup §
zvacemo prostor.

U svakoj od prethodnih definicija uveli smo po nekoliko pojmova,
radi kraceg zapisa. U daljem tekstu ¢emo nekad izostavljati 1 samu rec¢
"definicija" ali ¢e novi izvedeni pojmovi uvek biti pisani iskoSenim
slovima.

Sada ¢emo uvesti i osnovna tvrdenja - aksiome. Po svojoj prirodi
njih delimo u pet grupa:

I Aksiome incidencije. (osam aksioma)

11 Aksiome rasporeda. (Sest aksioma)

11T Aksiome podudarnosti. (sedam aksioma)
1V Aksioma neprekidnosti. (jedna aksioma)
V' Aksioma paralelnosti. (jedna aksioma)

2.1 Aksiome incidencije

Kako prave i1 ravni, kao polazni pojmovi predstavljaju odgovarajuce
skupove tac¢aka, medu tackama pravama i ravnima mogu se razmatrati
odgovarajuc¢e skupovne relacije: € 1 <. Te relacije zvacemo relacije
incidencije. Dakle u slucaju kada tacka pripada nekoj pravoj ili kada je
prava podskup neke ravni, re¢eCemo i da su tacka i prava, odnosno prava
1 ravan incidentne. Aksiome ove grupe opisuju osnovne karakteristike
upravo tih relacija:

I; Za svake dve razme tacke postoji tacno jedna prava koja ih
sadrzi.

I, Svaka prava sadrzi bar dve tacke.

I3 Za svake tri tacke postoji bar jedna ravan koja ih sadrzi.

14 Za svake tri nekolinearne tacke postoji tacno jedna ravan koja ih
sadrzi.

Is Svaka ravan sadrzi bar tri tacke.

15 Ako dve razne tacke neke prave pripadaju nekoj ravni tada i sve
tacke te prave pripadaju toj ravni.
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I, Ako su dve ravni incidentne sa nekom tackom, tada su one
incidentne sa bar jos jednom tackom.

I Postoje cetiri nekomplanarne tacke.

Na osnovu aksiome /;, svaka prava odredena je sa dve svoje razne
tacke. Tako ¢emo pravu p odredenu tackama 4 i B zvati 1 prava 4B, a
oznaCavati sa p(4,B). Analogno, ravan o odredenu nekolinearnim
tackama A4, B, C zvac¢emo i1 ravan ABC, a oznacavati sa o(4,B,C).

U slucaju kad za pravu p 1 ravan a vazi pca, re¢icemo takode, da
prava p pripada ravni a ili da ravan o sadrzi pravu p, iako je p skup pa
bismo morali koristiti re¢ "podskup" umesto reci "pripada". Ali ovaj
nacin izrazavanja je standardan u geometriji, pa ga zato i ovde koristimo.

Izvedimo neka tvrdenja kao prve posledice aksioma incidencije:

Teorema I;. Ako tacka 4 ne pripada pravoj p tada postoji jedinstvena
ravan koja sadrzi tacku A4 i pravu p.

Dokaz: Prema aksiomi [, prava p sadrzi
bar dve tacke, oznac¢imo ih sa B i C. Ako bi
tacke A4, B, C bile kolinearne one bi
pripadale jednoj pravoj. Medutim, na M
osnovu aksiome [;, tacke B i C odreduju p a
jedinstvenu pravu i to je dakle prava p. Ali
tada bi tacka 4 pripadala pravoj p Sto je
iskljuc¢eno u iskazu teoreme. Dakle, tacke 4, B, C su nekolinearne pa, na
osnovu aksiome /y, postoji taéno jedna ravan koja ih sadrzi, ozna¢imo je
sa o. Kako tacke B i C prave p pripadaju ravni o to, na osnovu aksiome /s,
1 sve tacke prave p pripadaju toj ravni. Dakle, ravan o sadrzi tacku 4 1
pravu p. Dokazimo jo§ da je takva ravan jedinstvena. Ako neka ravan
sadrzi tacku A i pravu p, tada ona sadrzi tacke 4, B, C pa se, na osnovu
aksiome /,, ne moze razlikovati od a. 4

°A4

Teorema I,. Ako dve razne ravni imaju zajednic¢ku tacku tada je njihov
presek prava.
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Dokaz: Neka dve razne ravni o 1 B imaju
zajednicku tacku K. Tada one, prema aksiomi
I7, imaju bar jo§ jednu zajedni¢ku tacku,
oznacimo je sa L. Prema aksiomi /;, tacke K i
L odreduju pravu KL, Cije sve tacke, na
osnovu /g, pripadaju ravnima o i p pa time i
njihovom preseku. Dokazimo jo§ da van prave
KL nema drugih prese¢nih tacaka ravni o 1 B.
Zaista ako bi zajednicka tacka M ravni a 1 B bila van prave KL, tada bi na
osnovu prethodne teoreme postojala jedinstvena ravan koja sadrzi tacku
M 1 pravu KL. To, medutim, nije moguce, jer su po pretpostavci o 1 B
razne ravni. Dakle, presek ravni o i B je prava KL. U

Definicija. Prave p 1 g su mimoilazne ako ne postoji ravan koja ih sadrzi
tj. ako su nekomplanarne. *

Navedimo sada jedan jednostavan model u kome su ispunjene sve
aksiome incidencije. Skup § sastoji se od samo Cetiri elementa, tj. Cetiri
tacke: $={4,B8,C,D}. Svi moguci troclani podskupovi predstavljaju ravni
u ovom modelu, a svi dvoc¢lani podskupovi prave. Lako je proveriti da su
sve aksiome u ovakvoj interpretaciji zadovoljene. Tako, na primer, svake
dve ravni imaju tatno dve zajednicke tacke pa je time aksioma I
ispunjena. Jasno je, medutim, da u ovakvoj geometriji postoje samo cetiri
ravni, svaka prava ima samo po dve tacke itd., Sto ne odgovara nasoj ideji
prostora, u kome ima beskonacno mnogo tacaka. Ali ovaj model pokazuje
da samo na osnovu aksioma incidencije i ne mozemo dokazati da postoji
viSe od cetiri tacke. Takode, jo§ nismo u moguénosti da uvedemo
pojmove kao §to su: poluprava, trougao, kvadrat, krug, itd. Za to su
potrebne nove aksiome.

Zadaci

1. Ako su 4, B, C tri nekolinearne tacke, dokazati da su svake dve od te
tri tacke razlicite.

2. Dokazati da postoje bar tri nekolinearne tacke.
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3. Ako su p, g, r tri razne prave od kojih se svake dve prave seku, ali ne
postoji tacka koja pripada svim trima pravama, dokazati da su p, ¢,
komplanarne.

4. Dokazati da za svake dve prave koje se seku postoji jedinstvena ravan
koja ih sadrzi.

5. Dokazati da mimoilazne prave nemaju zajednickih tacaka.

6. Ako su p i ¢ mimoilazne prave i A tacka van njih, dokazati da ne
postoji vise od jedne prave koja sadrzi tacku 4 i sece prave p i q.

7. Dokazati da postoje prava i ravan koje se seku.

2.2 Aksiome rasporeda

Ove aksiome opisuju osnovne karakteristike relacije "izmedu" koju smo
ve¢ uveli kao osnovni pojam.

11} Ako je 8(A,B,C) tada su A, B, C tri razne kolinearne tacke.

A B C

11, Ako je 8(A4,B,C) tada je i 8(C,B,A).
11; Ako je B(4,B,C) tada nije 8(A,C,B).

114 Za svake dve tacke A, B na pravoj AB postoji tacka C takva da je
8(4,B,C).

1I5 Ako su A, B, C tri razne kolinearne tacke tada vazi bar jedna od
relacija: 8(A,B,C), 8(A,C,B), &, A,B).

14 (Paioval aksioma) Ako su A, B, C tri nekolinearne tacke i |
prava ravni ABC koja ne sadrzi tacku A i sece pravu BC u tacki
P takvoj da je &(B,P,C), tada prava [ sece ili pravu AC u tacki Q

"' M. Pas (1843-1930), nemacki matemati¢ar, uveo je raspored tataka aksiomatski u
svojim "Predavanjima o novijoj geometriji” iz 1882. g. Kasnije su to upotpunili
italijanski matematicar D. Peano (1858-1932), u "Nacelima geometrije”, a zatim
nemacki matematicar D. Hilbert (1862-1943) u svojoj cuvenoj knizi "Osnovi
geometrije” 1z 1899 g.
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takvoj da je 8(A,0,C) ili pravu AB u tacki R takvoj da je
8(A,R,B).

Cilj naSeg izlaganja nece biti da detaljno izvedemo sve posledice
aksioma rasporeda. Za razliku od posledica prethodne grupe aksioma
ovde bi njihovo izvodenje bilo veoma slozeno. Tako ¢emo se zadrzati
samo na jednostavnijim posledicama, dok ¢emo neke sloZenije samo
navesti bez dokaza. *

Teorema I1;. Za svake dve razne tacke 4 i B postoji tacka C takva da je:
&8(4,C.B).

Dokaz: Na osnovu posledice prve grupe
aksioma postoje nekolinearne tacke.
Postoji dakle bar jedna tacka van prave
AB, oznaCimo je sa D. Sada, prema
aksiomi 7/, postoji tatka E takva da je
&B,D,E) 1 zatim tacka F takva da je
&(A,EF). A, B, E su nekolinearne tacke,
jer bi inace tatka D bila na pravoj AB.
Takode, prava FD ne sadrzi tacku 4, jer bi u suprotnom tacke F, D, A, E
bile kolinearne, pa time i tatka B sa njima. To nije moguce jer opet vodi
zakljucku da tacka D pripada pravoj 4AB. Dalje, tacke D 1 F pripadaju
ravni ABE pa i1 prava FD. Sada moZemo primeniti PaSovu aksiomu na
tacke 4, B, E 1 pravu FD. Naime prava F'D sece pravu EB u tacki D takvoj
da je &B,D,E) pa ona sece pravu AE u tacki F takvoj da je &(4,F,E) ili
pravu 4B u nekoj tacki C takvoj da je &(4,C,B). Ali na osnovu prethodne
teoreme kako je &(4,E,F) ne moze biti i &(4,F,E). Dakle, prava FD sece
pravu AB u nekoj tacki C takvoj da je 8(4,C,B). U

Sada smo u moguénosti da uvedemo niz novih pojmova:

Definicija. Neka su 4 1 B dve razne tacke. Skup svih tacaka X takvih da je
&(A4,X,B) naziva se otvorena duz AB u oznaci (4B).
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Definicija. Unija otvorene duzi AB i taaka A i1 B naziva se zatvorena duz
u oznaci [4B]. Tacke A4 i B su njene krajnje tacke.

A X B

Kako ¢emo od sada koristiti uglavnom pojam zatvorene duzi, nadalje
¢emo zatvorenu duz nazivati krace duz.

Definicija. Neka su A4, B, S tacke neke prave p 1 4, B razlicite od S.
Kazemo da su tacke 4 1 B sa raznih strana tacke S u oznaci 4,B+S ako je
&(4,S,B) a da su inace sa iste strane tacke C u oznaci 4,8+ S.

A S B p A B S p

U vezi sa prethodnom relacijom, iskazimo jednu teoremu koju
ne¢emo dokazivati.

| Teorema II,. Relacija "sa iste strane tacke" je relacija ekvivalencije.

Citaocu preporucujemo da dokaze refleksivnost 1 simetri¢nost.
Tranzitivnost je nesSto slozenija za dokazivanje.

Definicija. Neka su A 1 B dve razne tacke. Skup svih tacaka X takvih da
su B, X= A ukljucujuéi 1 tacku 4 naziva se poluprava AB sa pocetnom
tackom A 1 oznaCava se sa (4B.

A B X

Na osnovu definicija poluprave i relacije sa iste strane tacke jasno je
da je poluprava podskup prave. Naime tacka X iz prethodne definicije
mora biti kolinearna sa 4 1 B. Dalje bismo mogli dokazati da je svaka
tatka neke prave pocetna za tacno dve poluprave na toj pravoj; zatim, da
je unija te dve poluprave prava, itd. To sve, medutim, ne¢emo ovde Ciniti.
Napomenimo samo da bismo u dokazima koristili prethodnu teoremu.
Pokazuje se naime, da su odgovarajuc¢e dve poluprave bez pocetne tacke
dve klase ekvivalencije relacije sa iste strane tacke na nekoj pravoj.

Definicija. Unija dve razlicite poluprave p 1 g sa zajednickim pocetkom O
naziva se ugaona linija, sa temenom O u oznaci pq.
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0 P B C

Definicija. Ako su A, B, C tri nekolinearne tacke unija [AB]U[BC]U[CA]
naziva se trougao ABC 1 oznaCava sa AABC. Tacke A4, B, C su temena, a
duzi AB, BC, CA ivice ili stranice tog trougla.

Sada pomocu pojma trougla Pasovu aksiomu mozemo iskazati u
zgodnijem obliku:

Teorema II; . Ako prava koja je u ravni trougla ABC ne sadrzi ni jedno
od temena A, B, C i seCe jednu njegovu ivicu, tada ona sece
tacno jos jednu njegovu ivicu.

Dokaz: Direktno na osnovu Pasove aksiome i definicije trougla. U

Definicija. Ako su 4, A,, ... , A, tacke neke 4 A3
ravni, od kojih nikoje tri susedne u nizu nisu

kolinearne, unija [A4;42]U[A243]0... U[A4,.14,] 4

naziva se poligonalna linija ili ravna izlomljena A, As
linija A\A4;...A,. Tacke 4, Aa, ... , A, su temena

a duzi A14,, A24s, ... , 4,14, njene ivice ili stranice. A 1 A, su njene
krajnje tacke.

Dve ivice poligonalne linije sa zajedniC¢kim temenom zovu se
susedne ivice. Ako ivice poligonalne linije nemaju drugih zajednickih
taCaka, sem Sto susedne imaju zajedni¢ko teme, za poligonalnu liniju
kazemo da je prosta.

Definicija. Poligonalna linija 414,...4,+1 (n=3) kod koje susedne ivice ne
pripadaju istoj pravoj i kod koje se krajnje tacke poklapaju (tj. 41=4,+1)
naziva se mnogougao ili poligon. Mnogougao sa n temena A, A, ... , A,

koja su sva razli€ita naziva se n-fougao A A4,...A,. Duzi Cije su krajnje
tatke Ay, A, ..., Ay, a nisu 1vice, zovu se dijagonale tog n-tougla.
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Jasno je da se pojam trougla uklapa u ovu opstu definiciju za n=3.
Inace mnogougao je prost ako je odgovarajuca poligonalna linija prosta.

Definicija. Neka su A, B dve tacke i p prava neke ravni pri cemu 4,B¢p.
Kazemo da su tacke A4 i B sa raznih strana prave p u oznaci A,B+p ako

duz AB sece pravu p. Inace su 4 i B sa iste strane prave p u oznaci
A,B=p.

Xo 4

. p

Definicija. Neka je p prava neke ravni n 1 4 tacka te ravni van prave p.
Skup svih tacaka X ravni takvih da je 4,X= p, zajedno sa taCkama prave p
naziva se poluravan sa granicnom (pocetnom ili rubnom) pravom p u
oznaci (pA. Ako je prava p odredena tackama B 1 C, tu poluravan
oznaCavacemo 1 sa (BCA.

Pomoc¢u pojmova duzi i poligonalne linije, moZemo uvesti jo§ neke
pojmove:

Definicija. Figura @ je konveksna ako za svake dve tacke 4 1 B te figure
vazi: [AB]c ®. Inace je figura nekonveksna.
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Lako se dokazuje da su ravan, prava, poluravan konveksne figure.

Definicija. Podskup @ prostora S je povezan skup ili oblast ako za svake
dve tacke skupa @ postoji poligonalna linija ¢ije su one krajnje tacke, a
koja je podskup skupa @.

A B

O]

0] p K \ q 1
0
B q ¢
Kb O/ |
0 ; )
p 0 p
Na osnovu definicije jasno je da je svaki konveksan skup ujedno

povezan. Zaista poligonalna linije iz definicije je u tom slucaju uvek duz.
Obratno naravno ne vazi; povezan skup ne mora biti konveksan.

Moze se dokazati, ali ne tako jednostavno, da ugaona linija u ravni
kojoj pripada odreduje dve oblasti. Uniju svake od tih oblasti sa ugaonom
linijom zovemo ugao. Ako je pg ugaona linija sa temenom O, ugao njom
odreden zva¢emo ugao pq i ozna¢avamo sa ZpQOq ili Zpq. Ako poluprave
p 1 g ne pripadaju istoj pravoj konveksni ugao pg oznacava¢emo i sa
ZAOB; gde su 4 1 B proizvoljne tacke na polupravama p i ¢ redom,
razli¢ite od tacke O. Poluprave p i ¢ zovu se kraci a tacka O teme tog
ugla. Ako poluprave p 1 g pripadaju jednoj pravoj i p#q, ugao je opruzen.
Ukoliko se ne radi o opruZzenom uglu ugaona linija odreduje dva ugla od
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kojih je jedan konveksan a drugi nekonveksan. Dva ugla su susedna ako
imaju jedan zajednicki krak. Susedni uglovi ¢ija druga dva kraka
odreduju opruzeni ugao nazivaju se naporedni uglovi. Uglovi ZpOq 1
Zp'0Oq' su unakrsni ako im po dva kraka odreduju dva opruzena ugla i
presek im je tacka O.

Sli¢no kao za ugaonu liniju, moze se dokazati da trougao u ravni
kojoj pripada odreduje dve oblasti. Jedna je konveksna a druga
nekonveksna. Konveksnu oblast zovemo unutrasnja oblast trougla a onu
drugu spoljasnja oblast trougla. Trougaona povrs je unija trougla i
njegove unutraSnje oblasti. Trougaona povr§ moze se definisati 1 kao
presek poluravni: (BCA , (ACB , (ABC. Uglovi £BAC, ZCBA, ZACB
zovu se unutrasnji uglovi trougla ABC.

A4 A,
A3

Ay

B ¢ A() A5

Moze se dalje dokazati da mnogougao, ukoliko je prost, odreduje u
ravni kojoj pripada dve oblasti. Unutrasnja oblast mnogougla je ona koja
ne sadrzi nijednu pravu. Uniju mnogougla i njegove unutrasnje oblasti
ZOVemo mnogougaona povrs.

Ve¢ na ovom mestu mogucée je uvesti orijentaciju ravni. Najpre,
trougao ABC kod koga su temena uredena trojka (4,B,C) zvaéemo
orijentisanim. Re¢iCemo da su orijentisani trouglovi ABC 1 BCA' jedne
ravni iste orijentacije ako je A,A' =BC 1 suprotne orijentacije ako je
A,A'+BC. Ubuduc¢e kada budemo razmatrali orijentaciju nekih trouglova
podrazumevacemo da su to orijentisani trouglovi. Trouglovi ABC 1 A'B'C’
neke ravni su isto orijentisani ako postoji niz trouglova: AABC=APP,Ps,
AP,P3Py, ... , AP 2P, P,=AA'B'C' te ravni, u kome je, medu susednim

¢lanovima, paran broj puta promenjena orijentacija.
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Moze se dokazati da je relacija iste orijentacije trouglova u ravni
relacija ekvivalencije sa dve klase. Za dva trougla koji nisu u istoj klasi
kazemo da su suprotno orijentisani. Svaka od te dve klase ekvivalencije
odreduje orijentaciju ravni. Intuitivno, jedna je "u smeru kazaljke na satu"
- nju éemo zvati megativna orijentacija ravni a onu drugu pozitivna
orijentacija ravni.

MozZe se uvesti 1 orijentacija medu uglovima neke ravni. Dva ugla
pOq 1 p'O'q' neke ravni (Aep, Beq, A'ep', B'eq"), od kojih nijedan nije
opruzen, su isto orijentisani ako su:

* oba konveksna ili oba nekonveksna 1 AAOB, AA'O'B' isto orijentisani;
* jedan konveksan i jedan nekonveksan i AAOB, AA'O'B' suprotno
orijentisani;

Ako je ZpOq opruzen, on je isto orijentisan kao Zp'O'q' ako postoji

tacka C u uglu pOgq tako da su LA40OC 1 £p'O'q' isto orijentisani. Slicno
mozemo postupiti i kada su oba ugla opruZena.

Zadaci

1. Ako prava neke ravni, sece dijagonalu nekog cetvorougla te ravni i ne
sadrZi ni jedno njegovo teme, dokazati da ona sece ta¢no dve ivice tog
cetvorougla.

2. Ako su P, O, R unutrasnje tacke ivica BC, AC, AB nekog trougla,
dokazati da su one nekolinearne.
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3. Akosu 4, B, C, D cetiri kolinearne tacke i ako je &4,B,C) i &B,C,D)
dokazati da je tada i &(4,8,D).

4. Dokazati da je poluravan konveksna figura.
5. Dokazati da u prostoru postoji vise od Cetiri tacke.

6. Definisati unutra$nje uglove mnogougla.

2.3 Aksiome podudarnosti

Aksiome podudarnosti opisuju osnovne karakteristike relacije
podudarnosti parova taCaka. Prisetimo se, tu relaciju smo takode uveli
kao polazni pojam. Napomenimo da se ovde jo$ ne radi o podudarnosti
duzi, iako nas na to intuitivho podseca. Podudarnost duzi kao i
podudarnost figura uopste uveséemo tek kasnije, u narednoj glavi.

111, Ako je (A,B)=(C,D) i A=B, tada je i C=D.

111, Za svake dve tacke A i B je (A,B)=(B,A).

1115 Ako je (A,B)=(C,D) i (A,B)=(E,F) tada je i (C,D)=(E,F).

11y Ako su C i C' tacke otvorenih duzi AB i A'B', takve da je
(A,C)=(A4"C") i (B,C)=(B",C'), tada je i (A,B)=(A"B’).

C c’
A B A’ B’

IIl5s Ako su A i B dve tacke i CX poluprava tada na toj polupravoj
postoji tacka D takva da je (A,B)=(C,D).

A B A B M

15 Ako su A, B, C tri nekolinearne tacke i A'B' tacke ruba neke
poluravni r, takve da je (A,B)=(A'B'), tada u toj poluravni
postoji jedinstvena tacka C' takva da je (4,C)=(A'C") i
(B,C)=(B",C").
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A B A B’

11I; Ako su A, B, C i A', B', C' dve trojke nekolinearnih tacaka i D i
D' tacke polupravih BC i B'C' takve da je (A,B)=(A'B'),
(B,C)=(B'C'), (4,C)=(A'C") i (B,D)=(B'D'), tada je i
(A,D)=(A".D").

A Al

B C D B’ c’ D’

Navedimo neke posledice aksioma podudarnosti:

Teorema III; . Relacija podudarnosti parova tacaka je relacija
ekvivalencije.

Dokaz: Na osnovu aksiome /11, za svake dve tacke B 1 4 je (B,4)=(4,B).
Kako je sada: (B,4)=(4,B) 1 (B,4)=(4,B) to je, na osnovu IIl;,
(4,B)=(4,B). Dakle, relacija je refleksivna.

Neka je (4,B)=(C,D). Na osnovu prethodnog je 1 (4,B)=(4,B). Sada,
primenom ///3, dobijamo (C,D)=(4,B), pa je relacija 1 simetri¢na.
Dokazimo jo§ tranzitivnost. Neka je (4,8)=(C,D) 1 (C,D)=(E.F),
potrebno je dokazati da je (4,B)=(E,F). Ali na osnovu dokazane
simetri¢nosti je (C,D)=(4,B), pa trazena relacija sledi na osnovu aksiome
111;. 4

Kao $to smo ve¢ napomenuli, relaciju podudarnosti figura uves¢emo
kasnije 1 ona ¢e biti predmet prouc¢avanja u narednoj glavi. Prirodno je da
¢emo se tom prilikom pozivati upravo na ovu grupu aksioma i njene
posledice; izmedu ostalog 1 na dve naredne teoreme koje ¢emo ovde dati
bez dokaza.

Teorema III, . Ako su A 1 B dve tacke i CX poluprava tada na toj
polupravoj postoji jedinstvena tacka D takva da je (4,B)=(C,D).
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Teorema III; . Ako su A4, B, C tri razne tacke prave p i A4',B' dve tacke
prave p' takve da je (4,B)=(4',B"), tada postoji jedinstvena tacka C' takva
daje (4,0)=(4',C") 1 (B,C)=(B',C"). Pri tome, tacka C" pripada pravoj p' i:

(7) ako je &(4,C,B), tada je &(A4',C',B").

(if) ako je &(4,B,(), tada je &(A4",B',C").

(iii) ako je &(C,A4,B), tada je &C",4',B").

Navescemo jos i dve definicije:

Definicija. Kazemo da je uredena n-torka tacaka (4,4»,...,4,) podudarna
sa

n-torkom (A4',4",...,A"y) u oznaci (4,42,...,4,)=(A4",4%,...,4";) ako je za
svako i,ke{1,2,....n} (4;,A)=(A";,A').

Definicija. Neka su 4 1 B dve razne tacke neke ravni a. Skup svih tacaka
X te ravni takvih da je (4,B)=(4,X), naziva se krug, u oznaci k(A4,4B), sa
centrom A 1 Ciji je poluprecnik duz AB.

Iz same definicije, na osnovu tranzitivnosti
relacije podudarnosti parova tacaka, jasno je da
proizvoljna tacka kruga sa njegovim centrom
odreduje poluprecnik tog kruga.

Ve¢ na ovom mestu, mogu se na
jednostavan nacin uvesti pojmovi kao Sto su
tangenta, secica 1 tetiva kruga, unutrasnja oblast
kruga 1 sli€no, ali njih ¢emo definisati tek u trecoj 1 u petoj glavi.

Moze nam se u€initi da su dosada$nje tri grupe aksioma dovoljne za
izvodenje svih teorema u euklidskoj geometriji. To, medutim, nije tako.
Prisetimo se na primer problema petog Euklidovog postulata. Takode, za
sada nismo u mogucnosti da dokazemo sledece tvrdenje koje nam na prvi
pogled moze izgledati jednostavno: ako je p prava a k krug neke ravni i
ako je bar jedna tacka prave p u unutrasnjosti kruga & tada p 1 k imaju bar
jednu zajednicku tacku. Ali upravo je ta "ocCiglednost" razlog Sto su
mnogi u istoriji geometrije previdali potrebu dokazivanja ovog i slicnih
tvrdenja.
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2.4 Aksioma neprekidnosti

1V, (Dedekindova’ aksioma) Neka je otvorena duz AB razloZena na
uniju dva disjunktna neprazna podskupa % i 7. Ako nijedna tacka
iz skupa % nije izmedu neke dve dve tacke skupa i nijedna tacka
iz skupa 7 nije izmedu neke dve tacke skupa %, tada postoji
jedinstvena tacka C otvorene duzi AB takva da je 8(A',C,B’) za
svako
A'en\{C}isvako B'ev \{C.

Necemo se zadrZavati na posledicama ove aksiome. Napominjemo
da su dokazi tih posledica veoma sloZeni’. Nave§¢emo samo dve teoreme
bez dokaza. U iskazima tih teorema pominju se pojmovi unutrasnjih 1
spoljaSnjih tacaka kruga koje ¢emo, kao S§to smo vec istakli, uvesti
kasnije.

Teorema IV;. Ako su p prava i k krug neke ravni 1 ako je bar jedna tacka
prave p u unutrasnjosti kruga k tada p 1 k£ imaju bar jednu
zajednicku tacku.

Teorema IV, . Ako su k i [/ dva kruga neke ravni takvi da / ima i
unutrasnjih 1 spoljaSnjih tacaka kruga k, tada krugovi k 1/
imaju bar jednu zajednic¢ku tacku.

* R. Dedekind (1831-1916), nemacki matemati&ar.

? Sve do XIX veka matematiGari nisu osetili potrebu dokazivanja ovih tvrdenja, kao ni
potrebu uvodenja aksioma neprekidnosti. Sam Euklid iz Aleksandrije (III v. pre n. e.) u
svojim "Elementima", navodi konstrukciju pravilnog trougla, u kojoj ne dokazuje da se
odgovarajuci krugovi seku.
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Inace, Dedekindova aksioma se koristi, u neSto drugacijem obliku,
kod zasnivanja skupa realnih brojeva. To ukazuje da je moguce izvrSiti
poznatu obostrano jednozna¢nu korespondenciju izmedu skupa tacaka
neke prave 1 skupa realnih brojeva.

2.5 Aksioma paralelnosti (Plejferova aksioma)

Postavimo sada sledece pitanje: ako prava p i tacka 4 van te prave
odreduju ravan a, koliki je broj pravih te ravni koje sadrze tacku 4 a
disjunktne su sa pravom p? Intuitivno, naravno jedna. Nas, medutim,
zanima Sta moZemo dokazati na osnovu dosadasnjih aksioma. Na osnovu
samo prve Cetiri grupe aksioma moze se dokazati da postoji bar jedna
takva prava, ali da ih nema viSe nije moguce dokazati. Prirodan je
zakljucak da moramo uvesti aksiomu na osnovu koje bismo se "odlucili"
da li je taj broj jedan ili mozZda veci. Postoje dve mogucnosti:

V,. (Plejferova’ aksioma)

Ako tacka A ne pripada pravoj
p, tada u ravni njima
odredenoj postoji tacno jedna
prava koja sadrzi tacku A i
disjunktna je sa pravom p.

* Dz. Plejfer (1748-1819), engleski matematicar.
> N. I. Lobacevski (1792-1856), ruski matematicar.

V' (Aksioma Lobacevskog’)

Ako tacka A ne pripada pravoj
p, tada u ravni njima
odredenoj postoje bar dve
prave koje sadrze tacku A i
disjunktne su sa pravom p.
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p p

Tako dolazimo do dve geometrije od kojih je svaka neprotivrecna.
Prvu, odredenu sa aksiomama prve Cetiri grupe i aksiomom ¥, zovemo
euklidska® geometrija. Drugu odredenu sa aksiomama prve &etiri grupe i
aksiomom V;'. zovemo geometrija Lobacevskog ili hiperbolicka
geometrija. lako su ocigledno razliCite ove dve geometrije imaju dosta
zajednickog. To je, naravno, zbog toga Sto obe sadrze iste prve Cetiri
grupe aksioma, a razlikuju se samo u petoj. Dakle, posledice prve Cetiri
grupe aksioma, a samo njih smo do sada razmatrali, vaze kako u
euklidskoj geometriji, tako 1 u geometriji Lobacevskog. Medutim, u
geometriji LobaCevskog, a to je posledica aksiome V', zbir uglova u
trouglu uvek je manji od zbira dva prava ugla 1 nije konstantan; zatim ne
moze se oko svakog trougla opisati krug, itd. Naravno ovi iskazi nam se
mogu uciniti kontradiktorni, ali se oni ne mogu opovrgnuti bez uvodenja
aksiome V7, tj. oni ne vaze tek u euklidskoj geometriji. Inace, geometrija
zasnovana samo na aksioma prve cCetiri grupe naziva se apsolutna
geometrija. Ona odreduje zajednicka svojstva dve pomenute geometrije.
Osim ovih postoji 1 geometrija u kojoj se svake dve prave neke ravni
seku. To je tzv. Rimanova' ili elipticka geometrija. Ali ona se, §to je
jasno iz prethodnog razmatranja, ne moze zasnivati na aksioma prve Cetiri
grupe, pa se u tom smislu razlikuje od euklidske geometrije 1 geometrije
Lobacevskog.

Mi ¢emo se baviti samo euklidskom geometrijom. Stoga predimo na
razmatranje posledica aksiome V;. Inace, ceo skup § (skup svih tacaka)
zvacemo sada euklidski prostor i oznadavati sa E°; sve ravni zvaéemo
euklidske ravni i oznacavati E°, a sve prave euklidske prave u oznaci E'.
Uvedimo sada relaciju paralelnosti pravih:

Definicija. Prave p 1 q su paralelne u oznaci p||g ako su komplanarne 1
disjunktne ili je p=¢.

® Euklid iz Aleksandrije (III v. pre n. e.), starogréki matematicar.
" B. Riman (1826-1866), nemacki matematiar.
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Sada Plejferovu aksiomu mozemo iskazati i u slede¢em obliku:

Teorema V;. Za svaku tacku A4 i svaku pravu p postoji jedinstvena prava
q takva da je ¢g|jp 1 ¢24.

Dokaz: Ako tacka A4 pripada pravoj p, tada je p jedina takva prava. Ako
tacka 4 ne pripada pravoj p, tada na osnovu Plejferove aksiome postoji
jedinstvena prava u ravni njima odredenoj koja sadrzi tacku A4 i
disjunktna je sa pravom p. Tj. jedinstvena prava koja sadrzi tacku A4 i
paralelna je sa p. 1

| Teorema V. Relacija paralelnosti pravih je relacija ekvivalencije.

Dokaz: Relacija je refleksivna i simetricna direktno na osnovu definicije.
Ostaje da se dokaze tranzitivnost. Neka za neke tri prave p, ¢, r vazi pllq i
q|lr. Potrebno je dokazati da je p|jr. Kako je pllg 1 ¢|[r to su osnovu
definicije prave p i ¢ komplanarne i takode prave ¢ i » komplanarne.
Oznadimo sa o ravan odredenu pravama p i ¢ i sa B ravan odredenu
pravama g ir.

Razmotrimo najpre slucaj kad je o=B. Ako je p=q ili g=r, tada je jasno
pllr. Neka je p#q 1 g#r. Prave p 1 r ne mogu se seci jer bi tada u ravni o
postojale dve prave koje se seku i disjunktne su sa pravom ¢ a to je u
suprotnosti sa Plejferovom aksiomom.

Neka je sada ozB.U tom slucaju je r
naravno p#q i g#r pa je png=3J i g~ w=. Da q
dokazemo da je p||r dovoljno je dokazati da pp1_—
su p 1 r disjunktne 1 komplanarne. Ako bi se

prave p i r sekle u nekoj tacki S, ona bi s P
pravom ¢ odredivala jedinstvenu ravan pa bi p
bilo o=p. Dakle, prr=. Dokazimo jos da su
prave p i r komplanarne. Neka je P 7 ( M
proizvoljna tacka prave p. Tada tacka P i1

prava r odreduju neku ravan, oznacimo je sa y. Ravni o 1 y imaju
zajednicku tacku P pa je njihov presek prava. Ako je to prava p dokaz je
zavrSen jer je tada p,rcy. Neka je arw=p' 1 p#p'. Sada su p, p', q prave
ravni a, prave p i p'se seku u tacki P, pa prema Plejferovoj aksiomi ne
mogu biti 1 p 1 p' disjunktne sa g. Dakle, prave p' i g se seku u nekoj tacki
ozna¢imo je sa X. Tacka X sada pripada svim trima ravnima, a, B, v tj.
XeanBy=(anB)N(By)=gr. To nije moguce jer je g~ r=L. Dakle, p i
r su komplanarne. 4
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Klase ekvivalencije relacije paralelnosti zva¢emo pravcima. Tako je
pravac prave p kolekcija svih pravih paralelnih pravoj p.

Uvedimo jo$ dva nova pojma:

Definicija. Prava p je paralelna sa ravni o u oznaci p|lo ako je pca ili
pNo=D.

7

7

p /

o o=p

Ako je pllore¢icemo 1 da su prava p i ravan a paralelne ili da je
ravan o paralelna pravoj p, a oznacavati i sa ofp.

Definicija. Ravni a i B su paralelne u oznaci o/|p ako je o= ili anp=LJ.

Teorema V3. Prava p je paralelna sa ravni = akko u toj ravni postoji prava
paralelna sa pravom p; tj:

plln=>(3g)(gcn i qllp)

Dokaz: Ako prava p pripada ravni = tada su obe strane ekvivalencije
tatne. Razmotrimo sada slucaj pzn.
Dokaziva¢emo ekvivalenciju u dva smera.

=. Neka je p|jr. DokaZzimo da u ravni =
postoji prava paralelna sa pravom p. Neka
je A proizvoljna tacka u ravni na koja ne
pripada pravoj p. Tada tatka 4 i1 prava p
odreduju neku ravan, oznacimo je sa a.
Ravni o in imaju zajednic¢ku tacku 4 pa je njihov presek neka prava gq.
Naravno, ne moze biti a=n jer je pco a pzn. Sada su prave p i g
komplanarne 1 ne mogu se seci, jer bi njihova presecna tacka pripadala i
ravni n. Ovo poslednje nije moguce buduéi da je p|ln 1 pzn pa prava p i
ravan © ne mogu imati zajednickih tacaka. Dakle, mora biti g||p.
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<. Pretpostavimo sada da u ravni n postoji prava ¢ koja je paralelna sa
pravom p. Ne moze biti p=gq jer je pzn a gcn. Dakle, prave p 1 ¢ ne mogu
imati zajednickih tac¢aka i one odreduju neku ravan o. Odatle sledi da su i
prava p i ravan = disjunktne. Ako bi se naime p i = sekle njihova presecna
taCka pripadala bi i1 ravni o odnosno preseku o i = tj pravoj g. To nije
moguce jer se p i g ne seku. Dakle, p i = su paralelne. U

| Teorema V. Relacija paralelnosti ravni je relacija ekvivalencije.

Dokaz: Relacija je refleksivna i simetri¢na direktno na osnovu definicije.
Ostaje da dokazemo da je tranzitivna. Neka su a, B, y tri ravni takve da je
o|piBlly, dokazimo da je ally.
Slucaj kada je o=p 1ili B=y je
trivijalan.

Razmotrimo zato slucaj: o=B 1 B=y.
Tada je naravno anp=4 1 pry=L.
Pretpostavimo suprotno da nije oly
tj. neka se aiy seku po nekoj
pravoj p. Sa K ozna¢imo
proizvoljnu tacku prave p, sa L
tacku ravni o koja nije na pravoj p i sa M proizvoljnu tacku ravni p. Na
osnovu aksioma incidencije postoji neka ravan o koja sadrzi te tri tacke.
Sa svakom od ravni a, B, yravan ¢ ima zajednickih tacaka a kako se sa
svakom od njih razlikuje se¢i¢e ih po trima pravama ozna¢imo ih redom
sa a, b, c. Ne moze biti a=c jer u suprotnom tacka L pripadala bi i ravni y
a prava p i tatka L odreduju tacno jednu ravan o. Dakle, prave a i ¢ seku
se u tacki K. Takode, one su disjunktne sa pravom b, jer bi u suprotnom
jedna od ravni o 1y sekla ravan B. Ali na osnovu Plejferove aksiome u
ravni ¢ ne mogu postojati dve prave koje se seku i disjunktne su sa
trecom. Prema tome, mora biti olfy. 4

Teorema Vs. Za svaku ravan o 1 svaku ta¢ku tacku B postoji tacno jedna
ravan koja sadrZi tu tacku i paralelna je sa tom ravni; tj:

(Vo)(VB)(31B)(BEBAB||0r).
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Dokaz: Ako tacka B pripada ravni

a, onda je o traZzena ravan. p
Razmotrimo sada slucaj kada je >j§<
Béa. Neka je A4 proizvoljna tacka 9
ravni o 1 p 1 g proizvoljne prave te
ravni koje se seku u toj tacki. Na >j1<ID

osnovu teoreme V;, postoje a 4

jedinstvene prave p' 1 ¢' koje

sadrze taCku B i paralelne su redom sa pravama p i ¢q. Ako bi bilo p'=¢'
tada bi na osnovu tranzitivnosti paralelnosti bilo 1 pllg §to na osnovu
izbora tih pravih nije moguce. Dakle, prave p' i ¢' seku se u tacki B pa
odreduju neku ravan, ozna¢imo je sa . Dokazimo da je B traZena ravan.
Najpre trivijalno Bep. Pretpostavimo da nije B|je. U tom slucaju ravni a i
B seku se po nekoj pravoj . Na osnovu Plejferove aksiome u ravni B
jedna od pravih p' i ¢' mora se¢i pravu . Ne umanjujuci opStost neka je
npr. p'mr=X. Prave p i p' su dve razne paralelne prave pa odreduju neku
ravan v. Tacka X je u ravnima a 1 v dakle i na njithovom preseku tj. pravoj
p. Tada bi se prave p i p' sekle u tacki X §to nije moguce pa je zaista Bl|o.

Ostaje nam da dokazemo jedinstvenost takve ravni. Neka je B; ravan
koja sadrzi taCku B i paralelna je sa ravni o. Na osnovu prethodne
teoreme, zbog tranzitivnosti relacije paralelnosti ravni, kako je B|lo1B;|jo
mora biti 1 B||3;. Ravni B 1 B; imaju zajednicku tacku B pa je zbog toga
p=p1. 0

Zadaci

1. Neka prava p seCe ravan a. Ako je g prava koja pripada ravni o 1
komlanarna je sa pravom p, dokazati da se prave p 1 ¢ seku.

2. Neka je A4 tacka van pravih p 1 g. Ako postoje dve razne prave koje
sadrze tacku A 1 seku prave p 1 g , tada su p 1 ¢ komplanarne prave.
Dokazati.

3. Dokazati da za svaku pravu p postoji prava koja je sa njom
mimoilazna.

4. Dokazati da postoje bar Cetiri razne ravni 1 bar Sest raznih pravih.
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10.

11

15.
16.

17.

18.

19.

20.
21.

Dokazati da se svake dve razne prave neke ravni ili seku ili nemaju
zajednickih tacaka.

Dokazati da za svaku ravan postoji prava koja joj ne pripada.

Ako se svake dve prave nekog skupa pravih seku, dokazati da su one
komplanarne ili se sve seku u jednoj tacki.

Neka su 4, B, C, D, E, F, G razliCite tacke takve da su 4, B, C, D
nekomplanarne i E€AB, FeAC, GeCD. Dokazati da su E, F, G
nekolinearne tacke.

Ako su P 1 Q tacke ivica BC 1 AC trougla ABC, razli¢ite od njegovih
temena, dokazati da se duzi AP 1 BQ seku u jednoj tacki.

Ako su P, O, R tacke ivica BC, AC, AB trougla ABC, razlicite od
njegovih temena, dokazati da se duzi AP i OR seku u jednoj tacki.

. Dokazati da je presek dva konveksna skupa konveksan skup.
12.
13.
14.

Dokazati da je trougaona povr§ konveksan skup.
Ako je 8(4,B,C) 1 &D,A,C), dokazati da je tada 1 &(B,4,D)

Neka su 4, B, C, D kolinearne tacke i neka 1&B,4,C), 18(B,4,D).
Dokazati da 1&(C,4,D).

Svake dve prave neke ravni se ili seku ili su paralelne. Dokazati.

Ako neka prava sece jednu od dve paralelne ravni, dokazati da ona
tada seCe 1 drugu ravan.

Ako neka ravan se€e jednu od dve paralelne prave, dokazati da ona
tada seCe 1 drugu pravu.

Ako neka ravan sece jednu od dve paralelne ravni, dokazati da ona
tada seCe 1 drugu ravan.

Ako ravan ¢ seCe dve paralelne ravni o 1 B po pravama p 1 g dokazati
da je tada p||g.

Ako su a1 f ravni i p prava pri ¢emu je p|la.1 of|p dokazati da je p||B.

Ako su p 1 g dve mimoilazne prave dokazati da postoji jedinstvena
ravan koja sadrzi pravu p 1 paralelna je sa pravom q.
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22.

23.

24.

25.

26.

27.

28

29.

30.

Neka su p 1 g dve mimoilazne prave i S tacka van njih. Dokazati da
postoji jedinstvena ravan koja sadrzi tacku S i paralelna je sa pravama

pigq.
Neka se ravni o 1 B seku po pravoj ¢. Ako je p proizvoljna prava,
dokazati ekvivalenciju:

plit < plle 1 plip
Dokazati da u prostoru postoje bar dve razne paralelne ravni.
Ako su sve tacke neke prave p sa iste strane ravni o, dokazati da je
Pllo

Neka su p 1 ¢ dve mimoilazne prave 1 4 tacka van njih. Dokazati da
postoji prava koja sadrzi tacku A, secCe jednu od pravih p 1 ¢ a drugu
sece 1li je sa njom paralelna.

Ako su svake dve od pravih a, b, ¢ komplanarne 1 nisu sve tri u istoj
ravni, tada se one seku u istoj tacki, ili su paralelne.

. Neka su 4, B, C, D, S tacke od kojih nikoje Cetiri nisu komplanarne.

Ako prava AB seCe ravan CSD u tacki M, prava BC sece ravan ASD u
tatki N; prava CD seCe ravan BSA u tacki K; prava DA seCe ravan
BSC u tacki L, dokazati da su tacke M, N, K, L komplanarne.

Ako su @, @, ... , ®, (n>4) konveksne figure neke ravni od kojih
svake tri imaju bar jednu zajednicku tacku, dokazati da tada svih »
figura imaju bar jednu zajednicku tacku. (Helijeva teorema®)

Neka su aj,00,...,0, (7>3) poluravni koje prekrivaju neku ravan o.
Dokazati da postoje tri od tih poluravni, koje prekrivaju ravan a.

'F.

Heli (1884-1943), austrijski matematicar, dokazao je ovo tvrdenje 1913. godine.



Glava 111

Podudarnost

U ovoj glavi razmatra¢emo daljnje posledice aksioma podudarnosti. Ove
aksiome omogucuju nam da definiSemo relaciju podudarnosti mefu
figurama. Ali pre toga, uves¢emo posebnu vrstu preslikavanja prostora,
koja imaju veliku primenu u geometriji. Za vec¢inu stavova u ovoj glavi
nece se u dokazu koristiti Plejferova aksioma, pa ¢e stoga oni vaziti kako
u euklidskoj, tako 1 u geometriji Lobacevskog.

3.1 Izometrijske transformacije

Citalac je ve¢ od ranije upoznat sa pojmovima funkcije, domena,
kodomena 1 oznakom f:A—B (gde su 4 i B skupovi, koje zovemo domen
1 kodomen). Funkciju smo takole zvali i preslikavanje. U slucaju kad je
A=B funkcija se naziva transformacija.

Intuitivno dve figure su podudarne ako ih nekim “kretanjem”
mozemo dovesti do poklapanja. Naravno, ova definicija ne moZze biti
zadovoljavaju¢a, pa ¢emo zato pokuSati da formalizujemo pojam
“kretanje”. Njega ¢emo uvesti kao neko preslikavanje celog prostora ili
ravni. Dakle, ideja se sastoji u tome da vr§imo "kretanje" cele ravni ili
prostora a ne samo figure. Prirodno, zahteva¢emo da takvo preslikavanje
cuva relaciju podudarnosti parova tacaka tj:

Definicija. Preslikavanje 77-E" —E"; ne{1,2,3}, koje je bijekcija i koje

svake dve tacke 4 i B prostora E" preslikava u tacke 4' i B' takve da je
(4,B)=(A4',B") naziva se izometrijska transformacija ili izometrija prostora

A/B 7 A'Q/@B’

32
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| £".

Na osnovu definicije, domen i kodomen izometrijskih transformacija
mogu biti euklidska prava, ravan i prostor. To znac¢i da mozemo govoriti
o izometrijskim transformacijama euklidske prave, ravni i prostora. Na
primer u slu€aju izometrije ravni cela se ravan preslikava u istu tu ravan.
Zahtev da je takva transformacija bijektivna garantuje da se cela ravan
slika u celu ravan, a ne neki njen deo.

Odmah ¢emo se setiti nekih primera izometrijskih transformacija
ravni kao §to su: osna simetrija, rotacija 1 translacija. Ali njih ¢emo
definisati 1 izuCavati detaljnije, kada budemo izvrsili klasifikaciju
izometrija, u jednoj od narednih glava. Da bismo ih sada uveli, bio bi nam
potreban pojam podudarnosti duZi, uglova i figura uopste. Medutim, te
pojmove ¢emo tek kasnije definisati, koriste¢i se opStim pojmom
izometrije. Medu izometrijama najjednostavniji je primer transformacije
koja svaku tacku ostavlja na svom mestu:

Definicija. Preslikavanje £:E" —E" koje svaku tacku A preslikava u
samu sebe tj. (VA€ E")E(A)=A naziva se koincidencija.

Koincidencija je dakle transformacija kod koje svaka tacka "miruje".
lako je intuitivno jasno, potrebno je dokazati da je takvo preslikavanje
zaista izometrija. Uz to, naveS¢emo 1 dva vazna svojstva izometrijskih
transformacija:

Teorema 1.* (i) Koincidencija prostora E” je izometrijska transformacija
tog
prostora.

(i1) Kompozicija dve izometrije prostora E” je takode
izometrija tog prostora.

(7ii) Ako je 77 izometrija prostora E" tada je njena inverzna
transformacija %~ takode izometrija tog prostora.

Na osnovu prethodne teoreme mozemo zakljuciti da sve izometrije
prostora E" &ne tzv. strukturu grupe’ u odnosu na operaciju slaganja
preslikavanja. Naime, osim tri svojstva iz te teoreme (kompozicija dve
izometrije je izometrija, postojanje neutralnog i inverznog elementa), za

? Teoriju grupa otkrio je genijalni mladi francuski matemati¢ar E. Galoa (1811-1832).
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strukturu grupe potrebno je da data operacija bude asocijativna, $to je za
slaganje preslikavanja inace ispunjeno.

Iako za sada joS ne uvodimo konkretne primere izometrija (rotaciju,
translaciju, osnu simetriju), sa kojima je Citalac upoznat od ranije, nije
loSe da kroz te primere ponekad utvrdimo neki uvedeni pojam ili
svojstvo. Tako ¢emo, na primer, lako zakljuciti da inverzna
transformacija rotacije predstavlja takode rotaciju sa istim centrom ali
suprotnim uglom. Takode, kompozicija dve translacije sa vektorima i,V
je translacija za vektor # + v. Naravno, ovi primeri nam za sada samo
pomazu u razumevanju, ali ih nigde ne pominjemo u formalnom
izlaganju.

Sada ¢emo dokazati oCekivano svojstvo, da se kolinearne taCke
izometrijom preslikavaju u kolinearne tacke, tj. da izometrijske
transformacije "Cuvaju" kolinearnost. Dokaza¢emo 1 opstije tvrdenje: da
1zometrije Cuvaju relaciju rasporeda tacaka.

Teorema 2. Ako izometrija prostora E" preslikava neke tri tacke 4, B, C
u tacke 4', B', C' 1 ako je &4,B,C), tada je 1 &(A4',B',C").

Dokaz: Neka se tri tatke 4, B, C izometrijom 77 preslikavaju u tacke A4',
B', C' i1 neka je &A4,B,C). Na osnovu definicije izometrije je tada:
(4,C0)=4',C"), (4,B)=(4"'B"), (B,O)=(B',C"). Ali sada na osnovu teoreme
1113, kako je (4,C)=(A',C"), postoji jedinstvena tacka B" takva da je
(4,B)=(4'.B") 1 (B,O)=(B",("), pri Cemu je &A',B",C'). Na osnovu
prethodnog, mora biti B'=B", pa je zaista &(4',5',C"). U

Kao direktnu posledicu prethodnog, imamo sledece tvrdenje:

Posledica. (i) Izometrija preslikava kolinearne tacke u kolinearne tacke.
(if) Izometrijska transformacija preslikava: pravu u pravu; duz
u duz; polupravu u polupravu; poluravan u poluravan; ugao u
ugao; n-tougao u n-tougao.

Naves¢emo neka svojstva izometrijskih transformacija pravih, tj.
izometrija 7:E' > E'.

Sledec¢u teoremu dajemo bez dokaza:
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Teorema 3. Neka su A, B, A', B' tatke euklidske prave E' takve da je
(4,B)=(A',B"). Tada postoji jedinstvena izometrija 7:E' >E'
koja tacke 4 1 B preslikava redom u tacke 4'1 B'.

Napomena: Dokaz ove teoreme zasniva se opet na teoremi ///3.
Od narocitog znacaja su taCke koje se pri nekoj izometriji
preslikavaju u sebe. Razmatra¢emo broj takvih tacaka koji ¢e biti
karakteristika odredenih izometrija.

Definicija. Tacka A je fiksna ili invarijantna tacka neke izometrije
T:E">E" ;ne{1,2,3}, ako je 7(4)=A.

Znacajna je sledeca posledica teoreme 3:

Posledica.* Izometrija prave 77:E'— E' sa bar dve razne fiksne tacke je
koincidencija.

U iskazu ove posledice tvrdi se da izometrija prave koja nije
koincidencija ne moZze imati viSe od jedne fiksne tacke. Intuitivno je sada
jasno da na pravoj, osim koincidencije, postoje samo dve vrste izometrija.
One koje imaju tacno jednu fiksnu tacku predstavljale bi centralne
simetrije na pravoj, gde bi centar simetrije bio ta fiksna tacka. One koje
nemaju fiksnu tacku bile bi translacije na pravoj.

Sto se ti¢e izometrija ravni, tj. izometrija 77: E*— E”, stvar je znatno
sloZenija. Translacija ravni, na primer, nema fiksnih tacaka; rotacija ima
samo jednu. Postavlja se pitanje koliko najvise fiksnih tacaka moZze imati
izometrija, koja nije koincidencija. Osna simetrija ih ima beskonacno
mnogo, ali su sve kolinearne. Zamislimo sada da neka izometrija ima
tacno jednu fiksnu tacku. Intuitivno, jedino "kretanje" ravni koje tada
mozemo izvrsiti je rotacija oko te tacke. Ako izometrija, koja nije
koincidencija, ima bar dve fiksne tacke, slutimo, opet intuitivno, da je
jedino moguce "kretanje" te ravni, "prevrtanje" oko prave odredene
fiksnim tackama - a to je osna simetrija. U slucaju da izometrija ima tri
fiksne nekolinearne tacke, ravan bi njima bila cela fiksirana i ne bi bilo
moguce nikakvo "kretanje". Slutimo, dakle, da bi takva izometrija morala
biti koincidencija. Postavlja se medutim pitanje, postoje li osim
translacija jo§ neke izometrije bez fiksnih tacaka, 1 uopste, ima 1i joS$
izometrija osim ovih pomenutih. Odgovor na oba ova pitanja je potvrdan,
ali ¢emo se time baviti tek u jednoj od narednih glava, kada ¢emo izvrSiti
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potpunu klasifikaciju izometrija. Napomenimo samo da je pojam fiksnih
tacaka veoma znacajan i da ¢e on u toj klasifikaciji odigrati glavnu ulogu.
Taj posao zapocinjemo, ustvari, ve¢ narednom teoremom:

Teorema 4. Izometrijska transformacija ravni 57: £°— E* koja ima bar tri
fiksne nekolinearne tacke je koincidencija.

Dokaz: Neka su A, B, C € E’ tri
nekolinearne fiksne tacke izometrije 77
tj. neka je T7(4)=4, 7(B)=B, 7(C)=C.
Ozna¢imo sa 77 izometriju prave AB
(dakle <7:E'>E') takvu da je
T1(X)=7(X), za svaku tacku X prave 4B.
Tada je 1 771(4)=A4, 71(B)=B, pa je na
osnovu prve posledice teoreme 5, izometrija 27 koincidencija na pravoj
AB. Tada je za svaku tacku X prave AB: 77(X)=771(X)=X. Dakle, svaka
tacka prave 4B je fiksna u izometriji 77. Analogno su i sve tacke pravih

BC i AC fiksne u izometriji 57. Neka je M proizvoljna tatka ravni E* koja
nije na pravama 4B, BC, AC. Sa K ozna¢imo proizvoljnu ta¢ku otvorene
duzi BC. Na osnovu PaSove aksiome prava KM ili sadrzi tacku 4 ili sece
jednu od ivica AB 1 AC u nekoj tacki L. Tako na pravoj KM postoje bar
dve razne fiksne tacke izometrije 77 (K 1 L ili K i 4). Sada na isti nacin
kao za pravu 4B dokazujemo da su na pravoj KM sve tacke fiksne pa tako
itacka M. 1

Navesc¢emo jos jednu vaznu teoremu bez dokaza:

Teorema 5. Neka su A, B, C 1 A', B', C' dve trojke nekolinearnih ta¢aka
ravni E° takve da je (4,B,C)=(4'.B'C). Tada postoji
jedinstvena izometrija ravni 77:E*—E* koja tacke 4, B, C
preslikava redom u tacke 4', B', C'.

Na osnovu ove teoreme je dakle, svaka izometrija ravni 77 odredena
sa tri odgovaraju¢a para A'=7(A4), B'=7(B), C=77(C) pri cemu su 4, B, C
nekolinearne tacke.

3.2 Relacija podudarnosti figura
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Kao Sto smo ve¢ nagovestili, sada ¢emo uvesti nov pojam: relaciju
podudarnosti figura.

Definicija. Dve figure ®; 1 ®, su podudarne u, oznaci ®,=®,, ako postoji
izometrija 77 koja preslikava @, u @, tj. 7(®)=,.

1

Napominjemo da uopste, za neko preslikavanje f, f{®) predstavlja
skup slika svih tacaka figure ® u preslikavanju f. Dakle:

A@)={fAX)|Xed}

Lako se dokazuje ocekivano svojstvo ove relacije:

| Teorema 1.* Relacija podudarnosti figura je relacija ekvivalencije.

Zadaci

1. Ako neka izometrija 77 preslikava figure @, 1 @, u figure ®'; 1 @',
dokazati da se tada presek ®;N®, tom izometrijom preslikava u
presek ®'1Nd'; .

2. Dokazati da su svake dve poluprave neke ravni medu sobom

podudarne.

3. Dokazati da su svake dve prave neke ravni medu sobom podudarne.

4. Dokazati da su svake dve tacke prostora medu sobom podudarne.

5. Neka su k 1 k' dva kruga neke ravni sa centrima O 1 O' 1
polupre€nicima 4B 1 A'B' redom. Dokazati ekvivalenciju: ki=k' &
(4,B)=(4',B").

6. Neka je 77 neidenti¢na izometrija ravni sa dve fiksne tacke 4 1 B. Ako

je p prava te ravni koja je paralelna sa pravom 4B 1 od nje razlicita,
dokazati da na njoj nema fiksnih tac¢aka izometrije 7.
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3.3 Podudarnost duZi

Nema potrebe da posebno definiSemo podudarnost duzi, jer su duzi
figure, pa se to uklapa u prethodnu definiciju. Kako se lako dokazuje da
su svake dve prave podudarne, ubuduc¢e ¢emo pod oznakom AB=CD
podrazumevati da su duzi AB 1 CD podudarne.

Kada smo u poglavlju aksiomatike razmatrali pojam podudarnosti
parova tacaka, imali smo intuitivnu predstavu da se radi o podudarnosti
duzi. Kako smo ovaj poslednji pojam tek sada uveli, iskazacemo sledecu
teoremu:

Teorema 1. (A,B)=(A"',B')<>AB=A'B'.

Nec¢emo navoditi strogi dokaz ove teoreme. Napomenimo, da se u
dokazu koristi teorema 7, o postojanju izometrije, kao 1 teorema 4, na
osnovu koje izometrije ¢uvaju raspored (obe teoreme su iz odeljka 3.1).

Na osnovu prethodne teoreme, sada smo u moguénosti da umesto
podudarnosti parova taaka govorimo o podudarnosti duzi.

|| Definicija. Tacka S je srediste duzi AB ako pripada toj duzi i vazi AS=SB.

Dokazimo slede¢u znacajnu teoremu:

| Teorema 2. Za svaku duz postoji jedinstveno srediste.

Dokaz: Neka je AB proizvoljna duz. DokaZimo da ona ima jedinstveno
srediSte. Neka je C proizvoljna tacka
van prave AB. Tada tacke 4, B, C
odreduju jednu ravan o 1 dve
poluravni sa pocetnom pravom AB. 4 g B
Sa m; ozna¢imo onu koja sadrzi tatku
C, a sa m, onu drugu. Na osnovu
aksiome IIls u poluravni n, postoji
jedinstvena tacka C' takva da je C

AC=BC"1 BC=AC'. Kako je 1 AB=AB,

prema teoremi 7, iz odeljka 3.1, postoji jedinstvena izometrija 77 koja
preslikava tacke 4, B, C redom u tacke B, 4, C'. Zbog cuvanja
podudarnosti ona preslikava i tacku C' u tacku C. Tacke C i C' su sa
raznih strana prave AB, pa duz CC' sefe pravu 4B u nekoj tacki S.
[zometrija 77 preslikava prave AB 1 CC' u sebe same, pa je S kao njihova

Cc

T

U]
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preseCna tacka fiksna tacka te izometrije. Tada je zbog 77:4,5—B.,S i
AS=SB. Dokazimo da tacka S pripada duzi 4B. Tacke A 1 B nisu fiksne
taCke 1zometrije 77, pa se S od njih razlikuje. Ako bi bilo npr. &4,B,S),
tada bi na polupravoj S4 postojale dve razne tatke 4 1 B takve da je
SA=SB, §to je u kontradikciji sa teoremom //1,. Dakle, tacka S je srediSte
duzi 4B.

Dokazimo da je to srediSte jedinstveno. Pretpostavimo da je S
takode srediSte duzi AB. U tom sluaju je AS;=S:B, pa restrikcija
izometrije 77 na pravoj AB ima dve fiksne tacke S i S;. Tada bi ona
predstavljala koincidenciju na pravoj AB, §to nije moguce jer tacke 4 1 B
nisu fiksne. Dakle, mora biti $=S;. U4

Uves¢emo sada jos neke pojmove:

Definicija. Duz AB je manja od duzi CD u oznaci AB<CD ako unutar
duzi CD postoji tacka E takva da je AB=CE. Takode u tom slucaju
kazemo 1 da je duz CD veca od duzi AB u oznaci CD>AB.
C
\X\D
F

B
B O/
A//;O/“/OJE/OD oy G

Definicija. Duz EF jednaka je zbiru duzi AB 1 CD u oznaci EF=AB+CD
ako unutar duzi EF postoji tacka G takva da je AB=EG 1 CD=GF.

Citaocu prepustamo da uvede pojmove kao §to su razlika duZi i
mnozenje duzi prirodnim brojem (tj. kada je AB=nCD; neN) kao i
racionalnim pozitivnim brojem. Napomenimo da je definicija mnozenja
duzi realnim pozitivnim brojem sloZenija, 1 ovde je ne¢emo navoditi. Ona
je u vezi sa pojmom mere duZzi, koji ¢emo razmatrati u osmoj glavi.

3.4 Podudarnost uglova, pravi uglovi, relacija normalnosti
pravih

U ovom odeljku ne¢emo dokazivati veéinu teorema. Detaljno izlaganje
ove teme oduzelo bi nam dosta vremena. Inace, u njihovom dokazivanju
zna€ajnu ulogu ima teorema 7, iz odeljka 3.1, kao i njena naredna
posledica:
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Teorema 1. Dva konveksna (ili konkavna) ugla pOgq i p'O'q' su podudarna
ako 1 samo ako na kracima p, ¢, p', ¢' redom postoje tacke P,
0, P, Q' takve da je: (P,0,0)=(P',0',0".

Napomenimo, da sada relaciju (P,0,0)=(P',0',Q') mozemo iskazati i
u obliku: PO=P'O'i 0OQ=0'Q'1 POQ=P'('".

Teorema 2. Unakrsni uglovi su medusobno podudarni.

Teorema 3. Za svaki Zpq i svaku polupravu p' neke ravni, postoji u
poluravni odredenoj pravom koja sadrzi p', jedinstvena
poluprava ¢' takva da je Lpg=2p'q'.

Sada ¢emo uvesti pojam koji je analogan

pojmu srediSta duzi: 1

S
Definicija. Poluprava s, sa pocetnom
tackom O koja pripada uglu pOgq i takvada — »

je Zps=Zsq naziva se bisektrisa ugla pOq.
Prava koja sadrzi polupravu s naziva se simetrala tog ugla.

Iskazimo teoremu koja se odnosi na pojam bisektrise. Ona je, opet,
analogna teoremi o jedinstvenosti sredista duzi.

| Teorema 4. Svaki ugao ima jedinstvenu bisektrisu.

Sli¢no kao kod duzi, sada mozemo uvesti relacije poredenja medu
uglovima kao 1 pojam zbira dva ugla:

Definicija. Ugao AOB je manji od ugla CSD u oznaci LAOB<ZCSD ako
unutar ugla CSD postoji poluprava SE takva da je LZAOB=ZCSE. U tom
slu¢aju kazemo 1 da je ugao CSD veéi od ugla AOB u oznaci
£CSD>/A0B.

Definicija. Ugao pOq je zbir uglova aSh i a'S'b' u oznaci:
£Zp0Oq =ZaSb+Za'S'h', ako unutar ugla pOgq postoji poluprava r sa
pocetnom tackom O tako da je ZpOr=/ZaSh 1 £LrOq=Za'S'h'.
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Citaocu prepustamo da uvede pojmove razlike dva ugla i mnoZenja
ugla prirodnim 1 racionalnim pozitivnim brojem. Uvedene relacije
poredenja medu uglovima nam omogucuju da definiSemo slede¢e vazne
pojmove:

Definicija. Za konveksni ugao kaze se da je prav, ostar ili tup u
zavisnosti od toga da li je on podudaran, manji od ili veéi od svog

A Py

| naporednog ugla.

Definicija. Uglovi o 1 B su suplementni ako im je zbir opruzeni ugao.
Definicija. Uglovi a 1 B su komplementni ako im je zbir prav ugao.

< LT

Iako izgledaju ocigledna slede¢a dva svojstva pravih uglova moraju
se iskazati kao teoreme. Ovde ih medutim ne¢emo dokazivati.

Teorema 5. Ugao podudaran nekom pravom uglu takode je prav.

Teorema 6. Pravi uglovi su medu sobom podudarni.

Kako su svi pravi uglovi medu sobom podudarni, moguée je uvesti
pojam mere ugla (koji ovde uvodimo neformalno). Mi ¢emo Kkoristiti
meru u stepenima, u kojoj pravom uglu odgovara mera od 90 stepeni u
oznaci 90°. Naravno, u tom slu¢aju mera opruzenog ugla bila bi 180°.
Napomenimo da inace problem uvodenja mere ugla, kao uostalom i mere
duZi, nije nimalo jednostavan.

Sada, pomocu pojma pravog ugla, mozemo uvesti znacajnu relaciju
medu pravama. Radi se o relaciji normalnosti pravih.

Definicija. Ako prave p 1 g sadrze redom krake OP i OQ nekog pravog
ugla POQ, tada kazemo da je prava p normalna (upravna, ortogonalna)
na pravoj g u oznaci p_Lq.
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Iz same definicije je jasno da je relacija normalnosti pravih
simetri¢na. Tako, ako je plg, mozemo reci i da su prave p i ¢ medusobno
normalne.

Dokazimo sada jednu znacajnu teoremu:

Teorema 7. Za svaku pravu p 1 svaku tacku 4 neke ravni postoji
jedinstvena prava n u toj ravni koja sadrzi tacku 4 1 upravna je
na pravoj p.

Dokaz: Razmotrimo dva slucaja:

1) A¢p. Neka su M 1 N dve razne tacke prave p. Tada na osnovu
aksiome /1l u poluravni odredenoj pravom p, u kojoj nije tacka 4, postoji
jedinstvena tacka B, takva da je (M,4A,N)=(M,B,N). Tatke 4 i B su sa
raznih strana prave p pa prava AB se€e pravu p u nekoj tacki O. Bar jedna
od tacaka M 1 N je razli¢ita od tacke O, neka je to tacka M. Tada je
(M,0)=(M,0), pa je na osnovu aksiome /117 i (0,4)=(0,B). Prema tome
(M,0,4) 1 (M,0,B) su dve trojke podudarnih tacaka, pa su na osnovu
teoreme 1, naporedni uglovi MOA 1 MOB podudarni i kao takvi pravi.
Stoga je ABLp.

Dokazimo jedinstvenost ovakve prave. Pretpostavimo suprotno, da
osim nje postoji jos neka prava koja sadrzi tacku 4 1 upravna je na pravoj
p. Ako je O' presecna tacka te prave sa pravom p i B' tacka te prave, takva
da je AO'=0'B' 1 8(4,0',B"), tada postoji izometrija koja preslikava ugao
AO'M u ugao B'O'M. Ta izometrija tacke 4, O', M preslikava u tacke B',
0, M, pa je AM=B'M. Analogno se dokazuje da je i AN=B'N. U tom
slu¢aju sa iste strane prave p postoje dve tacke B i1 B', takve da je
(M,A,N)=(M,B,N) i (M,A,N)=(M,B',N), sto protivre¢i aksiomi ///.

A
B

(L] (30 N p
> B

2) Aep. Ako su K 1 L dve tacke prave p takve da je &K,4,L), tada na
osnovu teoreme 4, postoji jedinstvena bisektrisa B4 opruzenog ugla KAL,
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koja taj ugao razlaze na dva podudarna naporedna ugla. Stoga je prava AB
upravna na pravoj p. Jedinstvenost ove normale dokazujemo na sli¢an
nacin kao u prethodnom slucaju. 4

A Al

\ p p \

Vazno je pomenuti da ni u jednom od dokaza ovih teorema nije
potrebno koristiti Plejferovu aksiomu. Sada je jasno zasto je kod
Plejferove aksiome dovoljno ista¢i jedinstvenost disjunktne prave.
Naime, samo na osnovu prve cetiri grupe aksioma, moguce je dokazati da
za pravu p 1 tacku 4 van nje, u ravni njima odredenoj, postoji prava koja
sadrzi tu tacku 1 disjunktna je sa tom pravom. Zaista, koriste¢i prethodnu
teoremu, zaklju¢ujemo da postoji prava n koja sadrzi tatku A4 i normalna
je na pravoj p. Takode, postoji prava g koja sadrzi tacku 4 1 normalna je
na pravoj n. Prave p 1 ¢ moraju biti disjunktne, jer ako bi se sekle, npr. u
tatki B, postojale bi dve normale iz te tacke na pravoj n, a to je u
suprotnosti sa prethodnom teoremom. Naravno, bez Plejferove aksiome
nismo u moguénosti da dokazemo da je ovakva disjunktna prava
jedinstvena.

Na kraju uvedimo jo$ jedan vaZan pojam:

Definicija. Neka je tacka S srediSte duzi AB.
Prava koja je u tacki S normalna na pravoj AB
naziva se medijatrisa ili simetrala duzi AB.

Na osnovu prethodne teoreme i teoreme o
jedinstvenosti srediSta duzi, zaklju€ujemo da svaka duz ima jedinstvenu
medijatrisu. Kasnije, u jednom od zadataka, Citalac ¢e dokazati da
medijatrisa duzi 4B predstavlja skup svih tacaka X ravni takvih da je
AX=XB.

3.5 Podudarnost trouglova

Na osnovu opste definicije o podudarnosti figura mozemo zakljuciti da su
dva trougla podudarna akko postoji izometrija koja jedan trougao
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preslikava u drugi. Cesto, medutim, nije lako direktno, na ovaj na¢in,
dokazivati tu podudarnost. Zato ¢emo sada uvesti jo§ neke potrebne i
dovoljne uslove za podudarnost dva trougla. Oni su poznati kao Cetiri
stava o podudarnosti trouglova.

Kako izometrije ¢uvaju raspored, jasno je da ako su dva trougla
podudarna tada su podudarne 1 odgovarajuce ivice i odgovarajuci uglovi
ta dva trougla. Sada ¢emo razmotriti obrnut problem: koji su od uslova
podudarnosti odgovarajucih ivica i uglova dovoljni da dva trougla budu
podudarna. Te uslove daju ve¢ pomenuti stavovi o podudarnosti
trouglova'®. U svim tim stavovima pretpostavljamo da trouglovi
pripadaju istoj ravni. Naravno, oni vaze 1 u slucaju kad trouglovi nisu
komplanarni, ali bismo tada u dokazu koristili svojstva izometrija
prostora. Zbog lakSeg dokazivanja, stavove navodimo drugim
redosledom.

Stav 3. (S$8S5) Dva trougla su podudarna ako su im odgovarajuce ivice
podudarne, tj.:

AB=A'B', BC=B'C', AC=A4'C' = AABC=AA'B'C'

Dokaz: Neka su ABC, A'B'C' dva trougla takva da je AB=A'B', BC=B'C,
AC=A'C'. Na osnovu teoreme 2, iz odeljka 3.3, tada su i odgovarajuci

A Al

B C B’ c’
parovi tacaka podudarni, pa je i (4,8,C)=(4",B',C"). Tada, prema poznatoj
teoremi postoji izometrija 77 te ravni, koja tacke 4, B, C preslikava redom
u tacke A', B', C'. Ali izometrije Cuvaju raspored, pa se odgovarajuce ivice
jednog trougla preslikavaju u odgovarajuce ivice drugog trougla. Na
osnovu toga izometrija 77 preslikava trougao ABC u trougao A'B'C', pa je
onda AABC=AA'B'C'. 1

1% Prvi, treci i etvrti stav o podudarnosti trouglova pripisuju se starogrékom filozofu i
matematiaru Pitagori sa ostrva Samosa, (VI v. pre n. e.), dok se za drugi stav
pretpostavlja da je bio poznat jo§ Talesu iz Mileta (VII-VI v. pre n. e.).
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Stav 1. (SUS) Dva trougla su podudarna ako su dve ivice i njima
zahvaceni ugao jednog trougla podudarni sa odgovarajuéim
ivicama i uglovima drugog trougla, tj:

AB=A'B', AC=A'C', LZBAC=/B'A'C' = AABC=AA'B'C’

A A’

NN

B C Bl Cl

Dokaz: Neka su ABC, A'B'C' dva trougla takva da je AB=A'B', AC=A'C',
/ZBAC=/B'A'C'. Tada postoji neka izometrija 77 koja ugao BAC
preslikava u ugao B'A'C'. Zbog cuvanja rasporeda teme A prvog ugla
preslikava se tom izometrijom u teme A' drugog ugla. Tacke B i C
preslikavaju se u tacke B, C| na kracima A'B' 1 A'C' takve da je AB=A'B,;
1 AC=A'C;. Na osnovu teoreme /I, (kod aksioma podudarnosti) takve
tatke B; 1 C; su jedinstvene tj. mora bitt B;=B' i C;=C'. Dakle
7:A,B,C—A"B',C pa su trouglovi ABC i A'B'C' podudarni. 4

Stav 2. (USU) Dva trougla su podudarna ako su jedna ivica i na njoj
nalegli uglovi jednog trougla podudarni sa odgovaraju¢om
ivicom 1 odgovaraju¢im uglovima drugog trougla, tj:

BC=B'C', LABC=/A'B'C', LZACB=/A'C'B' = AABC=AA'B'C'

Dokaz: Neka su ABC, A'B'C' dva trougla takva da je BC=B'C,
LABC=/ZA'B'C', ZACB=/A'C'B'. Dokazimo da mora biti AB=A'B'.
Pretpostavimo suprotno, neka je npr. ne umanjujuc¢i opstost, AB<A'B'.
Tada postoji tacka A" na ivici A'B' takva da AB=A"B'. Na osnovu
prethodnog stava zakljucujemo da su trouglovi ABC 1 A"B'C' podudarni,
pa su onda i uglovi ACB 1 A"C'B' takode podudarni. Dakle, uglovi 4"C'B'
1 A'C'B' su oba podudarna sa uglom ACB. Na osnovu jedne od ranijih
teorema, postoji jedinstvena takva poluprava C'A', §to znai da se
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poluprave C'4' i C'4A" poklapaju. Onda mora biti i 4'=A4", pa su trouglovi
ABC 1 A'B'C' zaista podudarni. U

Lema 1. Naspram podudarnih ivica nekog trougla su podudarni uglovi,
1 obratno, naspram podudarnih uglova trougla su podudarne
ivice.

Dokaz: Neka je ABC trougao takav da je A
AB=AC. Tada, kako je AB=AC, AC=AB,

BC=CB, zaklju¢ujemo na osnovu stava SSS

da je AABC=AACB. Na osnovu toga je

ZABC=/ACB. Na isti nacin dokazujemo

obratno tvrdenje. Tada bismo koristili stav B C
usu. Q

Trouglovi, kao iz prethodne leme, kod kojih su dve ivice podudarne
zovu se jednakokraki trouglovi. Podudarne ivice su kraci, a tre¢a ivica je
osnovica tog trougla.

Stav 4. (SSU) Dva trougla su podudarna ako su dve ivice i ugao naspram
jedne od njih jednog trougla podudarni sa odgovaraju¢im
ivicama 1 odgovaraju¢im uglom drugog trougla, a uglovi
naspram drugih dveju pomenutih ivica su oba oStra oba prava
ili oba tupa.

Dokaz: Neka su ABC 1 A'B'C' dva trougla takva da je AB=A'B', BC=B'C,
/BAC=/B'A'C'ya ZACB i ZA'C'B' oba ostra, oba prava ili oba tupa.

A A’

CH

B n c B n C'

Dokazimo da je tada AC=A'C'. Pretpostavimo suprotno. Ne umanjujuci
opstost neka, je npr. AC<A'C'. Tada postoji tatka C", izmedu tacaka A' i
(', takva da je AC=A'C". Na osnovu stava SUS, trouglovi ABC 1 A'B'C"
su podudarni. Prema tome 1 uglovi ACB i1 A'C"B' su takode podudarni.
Ako iskoristimo pretpostavku, zakljucujemo da su uglovi A'C"B' 1 A'C'B'
oba oStra oba prava ili oba tupa. Iz podudarnosti trouglova ABC 1 A'B'C"
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mozemo jo§ zakljuciti da je BC=B'C". Na osnovu tranzitivnosti su sada i
duzi B'C' i B'C" takode podudarne. Trougao B'C'C" je jednakokraki, pa su
prema prethodnoj lemi uglovi B'C'C" i B'C"C" podudarni. Sada su i uglovi
A'C"B' i B'C"C' oba ostra, oba prava ili oba tupa. Kako su naporedni
ostaje jedina moguénost da su oba prava. Ali tada bi iz tacke B' postojale
dve normale na pravoj A'C', §to nije moguce. Dakle, pretpostavka da ivice
AC 1 A'C' nisu podudarne vodi u kontradikciju, pa je moramo odbaciti.
Kako je sada AB=A'B', AC=A'C', ZBAC=/B'A'C' na osnovu stava SUS
trouglovi ABC 1 A'B'C' su podudarni. 1

Zadaci

1. Dokazati obratno tvrdenje iz leme 1.

2. Medijatrisa duzi AB neke ravni je skup tacaka X te ravni takvih da je
AX=BX. Dokazati.

3. Neka je ABC pravilan trougao (kod koga su sve ivice podudarne).
Ako su P, O, R tacke takve da je &B,C,P), &C,4,0), &4,B,R) 1 CP,
AQ, BR tr1 podudarne duzi, dokazati da je trougao PQOR takode
pravilan.

3.6 Uglovi na transverzali. Zbir uglova u trouglu

Sada ¢emo razmatrati neke daljnje posledice Plejferove aksiome. Naime,
za sve §to smo do sada proucavali, u poglavlju podudarnosti, ova aksioma
nam nije bila potrebna. To znac¢i da sve do sada navedeno vazi, kako u
euklidskoj, tako 1 u geometriji Lobacevskog.

Teorema 1. Neka su A, B, P, Q Cetiri tacke jedne ravni takve da je P,Q
= AB 1 o opruzeni ugao. Tada vazi ekvivalencija:

AP|BQ < /PAB+/QBA= o.
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o’ 0 o’
Dokaz: OznaCimo sa P’ 1 Q' proizvoljne tacke takve da je &P,4,P') 1
&(0,B,0"). Uvedimo oznake:

a=/PAB, p=Z0BA, o'=ZP'AB, B'=ZQ'BA.

&. Pretpostavimo da vazi a+f=w. Tada iz ata'=0 sledi p=a'. Neka je S
srediSte duzi 4B, S’ podnozje normale iz S na pravoj PA, 1 S” tacka takva
da je §"S=SS"1 &S",S,S"). Na osnovu stava SUS trouglovi S§'4 1 S§"B su
podudarni, pa je i ugao BS"S prav, a LSBS"=/SAS"=o'=p=2£SBQ. Dakle,
tacka S" pripada pravoj BQ, pa je S'S” zajednicka normala pravih PA i
OB. Prema tome je AP||BQ, jer ako bi se prave AP i BQ sekle u nekoj
tacki X, iz te taCke postojale bi dve razne normale na pravoj S'S”, §to je u
suprotnosti sa teoremom 7, iz odeljka 3.4.

=. Neka je AP||BQ. Dokazimo da je at+p=w. Neka je AP; prava takva da
je O,P1=AB 1 ZP1AB=0-B. Na osnovu dokazanog u prvom delu teoreme
(<.), je AP1||BQ. Prema posledici Plejferove aksiome, prave AP i AP; se
poklapaju, pa je o=~/P1AB=w-p, odnosno at+p=wm. 1

Razmotrimo sada tzv. uglove na transverzali. To su uglovi koje
obrazuje prava koja seCe dve razne prave neke ravni. Tu njihovu
zajedniCku secicu nazivamo fransverzala. Da bismo precizirali o kakvim
se uglovima radi, uvedimo slede¢e oznake, sliéne onima iz prethodne
teoreme: neka prava ¢ see dve prave PP'1 QQ' u tatkama 4 1 B takvim da
je &P.A,P"), &Q.B,0") 1 P,O= AB. Sa A' 1 B' ozna¢imo tacke prave ¢ takve
da je &(4',4,B,B"). Tada:
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(i) Zauglove A'AP i1 ABQ kaze se da
su saglasni.

(ii) Za uglove PAB 1 (QBA kao i za
uglove PAA'1 QBB' kaze se da su
suprotni.
(iii) Za uglove PAB 1 O'BA kao i za
uglove PAA' 1 Q'BB' kaZze se da su
naizmenicni.

Inace uglovi na transverzali €iji kraci sadrze duz AB zovu se
unutrasnji a oni drugi spoljasnji. Dakle, prethodne pojmove mozemo
uvesti i na slede¢i nacin:

(7) Jedan spoljasnji i jedan unutrasnji ugao sa iste strane transverzale su
saglasni uglovi.

(i) Dva spoljasnja ili dva unutra$nja ugla sa iste strane transverzale su
suprotni uglovi.

(iii) Dva spoljasnja ili dva unutrasnja nesusedna ugla sa raznih strana
transverzale su naizmeni¢ni uglovi.

Za nas ¢e od interesa biti slucaj kad su 4
prave PP' i QQ' paralelne'":

Na osnovu prethodne teoreme (smer
=.) zaklju¢ujemo da su suprotni uglovi, na 3
transverzali paralelnih pravih, suplementni.
Direktna posledica te teoreme je 1 da su saglasni uglovi na transverzali
paralelnih pravih kao 1 naizmeni¢ni uglovi medu sobom podudarni.
Moguce je iskazati i teoreme slicne prethodnoj u kojima se umesto o
suprotnim govori o saglasnim ili naizmeni¢nim uglovima. DokaZimo sada
slede¢u znacajnu teoremu:

Teorema 2. (O uglovima sa paralelnim kracima.) Neka su pOg 1 p'Oq'
dva konveksna ugla neke ravni sa kracima takvim da je p||p' 1 g||l¢'. Tada:

(i) Ako su oba ugla ostra ili oba tupa tada su oni podudarni.
(i) Ako je jedan ugao oStar a jedan tup tada su oni suplementni.

Dokaz: Neka su py, q1, p'1, q¢'1 prave odrelene kracima p, ¢, p', ¢' datih
uglova. Kako je pi||p'i, prava ¢'; mora se¢i pravu p; u nekoj tacki S. Jedan

'O uglovima na transverzali paralelnih pravih pise Euklid iz Aleksandrije (IIl v. pre n.
e.), u svom cuvenom delu "Elementi".
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od uglova koji odrefuju prave p; i ¢'; oznacimo sa a. Sada je prava ¢';
transverzala paralelnih pravih p; 1 p'1, a prava p; transverzala paralelnih
pravih g; 1 ¢';. Tako je svaki od uglova pOg i p'Oq' kao ugao na
odgovarajucoj transverzali podudaran ili suplementan uglu o. Dakle, i
uglovi pOg 1 p'Oq' su podudarni ili suplementni. Naravno, ako su oba
oStra ne mogu biti suplementni pa su podudarni. Sli¢no ako je jedan ugao
oftar a jedan tup tada moraju biti

suplementni. 4 q
Prethodna teorema moze se iskazati u q
obliku: S
0o p
* Ako su AOB, A'O'B' uglovi iste
orijentacije, tako da je AO||4'O' i BO||B'O!, o’ »

tada su oni podudarni.

Sada ¢emo razmatrati tzv. uglove trougla. Pod uglovima trougla
podrazumevamo sve konveksne uglove odredene pravama koje sadrze
ivice tog trougla a ¢iji kraci sadrze bar jednu ivicu. Uglovi trougla ¢iji
kraci sadrze po dve ivice tog trougla zovu se unutrasnji uglovi trougla.
Ostali se zovu spoljasnji uglovi trougla. Analogno se mogu definisati i
unutra$nji 1 spoljaSnji uglovi proizvoljnog n-tougla. Ranije smo
napomenuli da je bez Plejferove aksiome mogucée dokazati da zbir
unutra$njih uglova trougla nije ve¢i od opruzenog ugla tj. 180°. Sada,
koriste¢i teoreme o transverzali paralelnih pravih, koje su posledica
Plejferove aksiome, mozemo dokazati da u euklidskoj geometriji vazi
sledece tvrdenje'?:

Teorema 3. Zbir unutrasnjih uglova trougla jednak je opruzenom uglu.
Tj. ako su a, B, vy unutradnji uglovi nekog trougla, tada je:
at+pty=180°.

Dokaz: Neka su o, B, vy unutra$nji uglovi

trougla ABC koji odgovaraju temenima 4, 4 L
B, C redom. Neka je p prava koja sadrzi o

teme A 1 paralelna je sa pravom BC. Sa K i

L oznaimo tacke na pravoj p takve da je B y
K,C+A4B i1 L,B+AC. Tada su uglovi K4AB 1 B ¢

12 Pretpostavlja se da je ovo tvrdenje prvi dokazao satrogréki filozof i matemeticar
Pitagora sa ostrva Samosa (VI v. pre n. e.).
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B 1 uglovi LAC i y podudarni kao naizmeni¢ni na transverzali paralelnih
pravih. Dakle:

atpty=~/BAC+/KAB+/LAC=/KAL ,a Z/KAL je opruzeni ugao. U
Ostaje nam da dokazemo jo$ dve vazne posledice prethodne teoreme.

Radi se o odnosu spoljasnjeg ugla trougla prema unutra$njim uglovima
tog trougla.

Posledica 1. Spoljasnji ugao nekog trougla jednak je zbiru dva nesusedna
unutras$nja ugla tog trougla.

Dokaz: Neka je y' spoljasnji ugao
nekog trougla, y njemu susedan
unutrasnji ugao 1 o 1 B preostala dva
unutrasnja ugla tog trougla. Tada je na B YUY
osnovu prethodne teoreme at+p+y=180°. B

Ali kako je i

y+y ' =180° sledi da je y' = atp, §to je trebalo dokazati. O

Posledica 2. Spoljasnji ugao nekog trougla veci je od svakog nesusednog
unutrasnjeg ugla tog trougla.

Dokaz: Direktno iz prethodne posledice jer je zbir dva ugla veéi od
svakog od njih. U

Dokaz sledece vazne teoreme prepusStamo citaocu:

Teorema 2. (O uglovima sa normalnim kracima.) Neka su pOg 1 p'Oq'
dva konveksna ugla neke ravni sa kracima takvim da je pLp'1 glq'. Tada:
(i) ako su oba ugla ostra ili oba tupa oni su podudarni;
(i) ako je jedan ugao oStar a jedan tup oni su suplementni.

07
Kao teorema o wuglovima sa paralelnim q
kracima 1 ova teorema se moze iskazati u
obliku:
0 q
e Ako su AOB, A'O'B' wuglovi iste ]‘) p

orijentacije, tako da je AOLA'O" 1
BO1B'0, tada su oni podudarni.
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Zadaci

1. Dokazati da je zbir unutrasnjih uglova prostog ¢etvorougla 360°.

2. Dokazati da je zbir unutra$njih uglova prostog n-tougla jednak (n-
2)180°.

3. Dokazati da je zbir spolja$njih uglova trougla 360°.
4. Ako dva ugla imaju paralelne krake njihove bisektrise su paralelne ili

normalne. Dokazati.

3.7 Nejednakost trougla

Dokazimo sada jo§ dve teoreme kao posledice stavova o podudarnosti
trouglova.

Teorema 1. Naspram vece ivice u trouglu je ve¢i ugao tog trougla;
1 obratno, naspram veceg ugla trougla je veca ivica.

Dokaz: Neka je ABC trougao kod koga je A
AC>AB. Dokazimo da je tada
ZABC>ZACB. Kako je AC>AB, postoji

tacka B' izmedu tacaka 4 1 C takva da je B’
AB=AB'. Tada je na osnovu ranije leme 7
ZABB'=Z/AB'B. Poluprava BB' je unutar 3 c

ugla ABC, pa je LABC>ZABB'. Dalje,

ugao AB'B je spoljasnji ugao trougla BCB' pa je na osnovu ranije teoreme
veéi od njegovog nesusednog unutrasnjeg ugla B'CB. Koriste¢i sve
dokazano sada je LABC>ZABB'=/AB'B>/B'CB=/ACB. Dakle, zaista
je ZABC>ZACB. Na slican nac¢in dokazujemo i obratno. U

Teorema 2. (Nejednakost trougla) Zbir dve ivice trougla veci je od trece.

Dokaz: Neka je ABC proizvoljan trougao. Dokazimo da je AB+AC>BC.
Sa D oznacimo tacku takvu da je &(B,4,D) 1 AD=AC.
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Na osnovu dokazane leme je tada D

/BDC=/ACD. Poluprava CA je A

unutar ugla DCB pa je ZACD</DCB.

Tada je 1 ZBDC<ZDCB. Primenjujuci

prethodnu teoremu na trougao BCD

zakljucujemo da je:
BC<BD=AB+AD=AB+AC. 1

Primer 1. Dva jednakokraka trougla su podudarna ako su im
podudarne osnovice i uglovi naspram njih.

Resenje: Neka su ABC 1 A1B,C dva jednakokraka trougla sa podudarnim
osnovicama BC i1 BC i takva da je ZBAC=«BA,C,. Na osnovu leme 1,
je ZABC=sACB i £4,B,C\=£4,C\B,. Zbir u§lova u trouglu jg 180°, pa
je: !
/ABC=s/ACB=,A4,B,Ci=£4,C B,

1
25(180°-ABAC). Trouglovi ABC i

A1B;C, su sada podudarni na osnovu
stava UsSU (BC=B/C,,
/ABC=,41B,C}, ZACBEZA]C1B]). B ¢ B c

Primer 2. Neka je M proizvoljna tacka bisektrise spoljasnjeg
ugla kod temena C, trougla ABC. Dokazati da je: MA+MB >
CA+CB.

Resenje: Neka je D tacka poluprave BC,
takva da je AC=CD i1 &4,C,D). Tada je
BD=CA+CB. Dalje, trouglovi ACM 1 DCM
su podudarni na osnovu stava SUS
(AC=DC, CM=CM, 2£ACM=sDCM), pa je L~ )
MA=MD. Sada, primenjujué¢i nejednakost B e D
trougla zaklju¢ujemo:

MA+MB=MD+MB>BD=CA+CB.

Naravno, jednakost vazi u slucaju kad su tacke B, M, D kolinearne t;.
M=C.
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Primer 3. Ako je E preseCna tacka A
ivice BC trougla ABC sa

bisektrisom unutrasnjeg ugla tog

trougla u temenu A4, dokazati da je
AB>BE 1 AC>CE.

Resenje: Kako je &B,E,C), ugao AEB je B E ¢
spoljasnji ugao trougla AEC pa je: Z/BEA>/FEAC=sBAE. Naspram veceg
ugla u trouglu BAE je veca ivica tj. AB>BE. Na slican nac¢in dokazujemo
da vazi i druga relacija.

Zadaci

1. Neka su p 1 g dve normalne prave koje se seku u tacki 4. Ako su B, B'
1 C, C' tacke na pravama p 1 g takve da AB=AC', AB'=AC 1 &B,A,B"),
8(C,4,C"), dokazati da normala iz tacke 4 na pravoj BC sadrzi srediste
duzi B'C'.

2. Neka je S tacka koja pripada uglu pOgq. Ako su 4 i B podnozja

upravnih iz tacke S na kracima p 1 g tog ugla, dokazati da je S4=SB
ako 1 samo ako je poluprava OS bisektrisa ugla pOgq.

3. Dokazati da je zbir dijagonala konveksnog ¢etvorougla veci od zbira
dve naspramne ivice.

4. Neka su ABC 1 A'B'C' trouglovi takvi da je AB=A'B' i AC=A'C'.
Dokazati ekvivalenciju:
BC>B'C' < LBAC>/B'A'C'.

3.8 Cetvorougao, paralelogram, srednja linija trougla

Sada ¢emo detaljnije prouciti neke vrste Cetvorouglova, figure definisane
jo§ u odeljku 2.2. Napomenimo da ¢emo nadalje pod Cetvorouglom
podrazumevati prost ¢etvorougao. Dve ivice Cetvorougla sa zajednickim
temenom zvacemo susedne ivice, a one koje nemaju zajednickih tacaka

naspramne ivice. Unutra$nji uglovi ¢iji kraci sadrZe istu ivicu ¢etvorougla
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zovu se susedni uglovi a inace su oni naspramni uglovi. Uvedimo sada
specijalnu vrstu ¢etvorouglova.

Definicija. Cetvorougao ABCD je trapez ako je AB||CD. Ivice AB i CD su
osnovice, a BC 1 AD kraci tog trapeza. Trapez je jednakokraki ako je
BC=A4D i nije BC||AD, a pravougli ako je jedan njegov unutraS$nji ugao
prav.

B

Na osnovu teorema o uglovima na transverzali paralelnih pravih, dva
unutrasnja ugla koja odgovaraju kraku trapeza su suplementna. Takode,
to je dovoljan uslov da bi neki Cetvorougao bio trapez. Sada ¢emo uvesti
jos jednu vrstu Cetvorouglova, koji predstavljaju specijalnu vrstu trapeza.
Radi se o paralelogramima. Njih moZemo definisati na razne nacine, ali
mi ¢emo izabrati onaj najprirodniji, a za sve ostale ¢emo dokazati da su sa
tim ekvivalentni.

|| Definicija. Cetvorougao ABCD je paralelogram ako je AB||CD i AD||BC.

Dakle, paralelogram je ¢etvorougao sa D C
dva para paralelnih naspramnih ivica. U
samoj  definiciji  paralelograma nije
koris¢en pojam podudarnosti. Naime 4 B

paralelogrami (a takode 1 trapezi) se mogu

razmatrati 1 u tzv. afinoj geometriji. To je geometrija zasnovana na svim
grupama aksioma euklidske geometrije, osim tre¢e grupe, aksioma
podudarnosti. Pojam paralelograma ¢e biti znacajan 1 kod uvodenja
vektora, u iduc¢oj glavi. Dokazimo sada sledecu teoremu:

Teorema 1. Neka je ABCD konveksan cetvorougao. Tada su sledeci
iskazi
ekvivalentni:
(1) ¢etvorougao ABCD je paralelogram.
(2) Svaka dva susedna unutrasnja ugla ¢etvorougla, su suplementni
uglovi.
(3) Parovi naspramnih uglova ¢etvorougla su parovi podudarnih
uglova.
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(4) AB|CD i AB=CD" .

(5) AB=CD i AD=BC.

(6) Dijagonale ¢etvorougla se uzajamno polove tj. AC i BD imaju
zajednicko srediste.

Dokaz: OznaCimo sa o, B, y, & unutraSnje uglove koji odgovaraju
temenima 4, B, C, D redom, cetvorougla ABCD. Cetvorougao je
konveksan pa se njegove dijagonale seku u nekoj tacki S.

Potrebno je dokazati ekvivalentnost iskaza | (1) = (2) < (3)
(1)-(6). Da bismo izbegli dokazivanje svih 1 0
ekvivalencija (po dve implikacije) npr. sa (1), | @) = (5 < (©)
dokaz  ¢emo  pojednostaviti  dokazujuci
implikacije rukovodec¢i se slede¢om Semom:

Kao S§to vidimo to je dovoljno jer npr. implikaciju (1)=(2)
dokazujemo direktno koristeci: (1)=(4)=(5)=(3)=(2).

(2)=(1). Neka su uglovi a 1 g suplementni. Oni su suprotni uglovi na
transverzali AB pravih AD 1 BC pa je tada AD||BC. Sli¢no, na osnovu
suplementnosti uglova B 1 y, dokazujemo da je 1 AB||CD, pa je
cetvorougao ABCD paralelogram.

(3)=(2). Neka je a=yi p=5. Kako je o+p+y+6=360° (zbir unutrasnjih
uglova svakog Getvorougla je 360° jer se dijagonalom moZe podeliti na
dva trougla od kojih svaki ima zbir unutra$njih uglova 180°), sledi da je
a+p=180° i p+=180°.

(1)=(4). Neka je cetvorougao ABCD paralelogram. Tada je AB||CD 1
AD||BC. Prava AC je transverzala paralelnih pravih 4B 1 CD pa su uglovi
CAB 1 ACD podudarni kao naizmenic¢ni. Slicno i1z paralelnosti pravih 4D
1 BC sledi da su 1 uglovi ACB 1 CAD podudarni. Kako je AC=AC na
osnovu stava USU su trouglovi ACB 1 CAD podudarni pa je 1 AB=CD.

(4)=(5). Neka je ABCD cetvorougao takav da je AB||CD i1 AB=CD.
Dokazimo da je i AD=BC. Prava AC je transverzala paralelnih pravih 4B
1 CD pa su uglovi CAB 1 ACD podudarni kao naizmeni¢ni. Koristeci
¢injenicu da je AC=AC na osnovu stava SUS zakljuujemo da su
trouglovi ACB 1 CAD podudarni. Na osnovu toga je i BC=AD.

1 Ovaj ekvivalent, u nesto izmenjenom obliku, navodi Euklid iz Aleksandrije (I v. pre
n. e.), u svom ¢uvenom delu "Elementi”.
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(5)=(3). Neka je ABCD cetvorougao takav da je AB=CD i AD=BC.
Dokazimo da je p=5 i a=y. Zaista kako je AC=AC prema stavu SSS je
AACB=ACAD. Tada je 1 LZABC=/CDA tj.p=$. Slicno dokazujemo i da
je a=y.

(5)<(6). Neka je ABCD cetvorougao D C
takav da je AB=CD i AD=BC. Dokazimo
da je tacka § zajednicko srediSte
dijagonala AC 1 BD. Kako je AC=AC na
osnovu stava SSS je AACB=ACAD. Na 4 B
osnovu toga je LACB=/CAD pa je 1 LSCB=/SAD. 1z podudarnosti
unakrsnih uglova CSB 1 ASD sledi da su i uglovi SBC 1 SDA podudarni.
Koriste¢i sada da je AD=BC, na osnovu stava USU, zakljucujemo da je
ACSB=AASD. Na osnovu toga je SB=SD 1 SC=SA tj. tacka S je
zajednicko srediste dijagonala AC i1 BD.

Obratno, neka je S zajednicko srediste dijagonala AC i BD. Tada je
SB=SD 1 SC=S4. Takode, podudarni su i unakrsni uglovi CSB i ASD pa
je na osnovu stava SUS ACSB=AASD. Tada je AD=BC. Sli¢no
dokazujemo i da je AB=CD. U

Citaocu preporutujemo da dokaZe prethodnu teoremu koristeéi se
nekom sli¢nom Semom. Uvedimo sada jo§ neke vrste Cetvorouglova za
koje se pokazuje da su takode paralelogrami.

Definicija. a) cetvorougao kod koga su sve ivice podudarne naziva se
romb.
b) Cetvorougao kod koga su svi unutrasnji uglovi podudarni i
jednaki 90° naziva se pravougaonik.
¢) Cetvorougao kod koga su sve ivice podudarne i svi unutra$nji
uglovi podudarni naziva se kvadrat.

Zaista lako se dokazuje da je svaki od navedenih cetvorouglova
ujedno 1 paralelogram. To je direktna posledica prethodne teoreme. Romb
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je paralelogram na osnovu (5)=>(1), a pravougaonik na osnovu (2)=(1)
ili (3)=(1). Za kvadrat je jasno da je ujedno pravougaonik i romb pa je
samim tim i paralelogram.

Dokaz sledece teoreme prepustamo ¢itaocu:

Teorema 2. a) Paralelogram je romb ako su mu dijagonale medusobno
normalne.

b) Paralelogram je pravougaonik ako su mu dijagonale
medusobno podudarne.

c) Paralelogram je kvadrat ako su mu dijagonale medusobno
normalne 1 podudarne.

Pojam kvadrata uklapa se u opStu definiciju specijalne vrste
mnogouglova:

Definicija. Mnogougao je pravilan ako su mu sve ivice 1 svi unutrasnji
uglovi medusobno podudarni.

AL OO

Kvadrat je dakle pravilan Cetvorougao. Pravilan trougao naziva se 1
Jjednakostranican trougao. Ovo ime, opravdava ¢injenica da je za neki
trougao dovoljno da su mu sve ivice podudarne da bi bio pravilan. To je
posledica leme iz prethodnog odeljka.

Definicija. Duz ¢ije su krajnje tacke sredista dveju ivica nekog trougla
naziva se srednja linija tog trougla koja odgovara njegovoj tre¢oj ivici.

Teorema 4. (O srednjoj liniji trougla) Ako su P i Q sredista ivica AB1 AC
redom tada je:

1
PQ=_BC i BC|PQ.
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Dokaz: Oznacimo sa R tacku takvu da je y

PO=0R i1 &P,0,R). Tada duzi AC 1 PR

imaju zajednicko srediSte pa je, na » 0 R
osnovu teoreme 1, Cetvorougao APCR

paralelogram. Koristec¢i opet istu teoremu \/
zakljucujemo da su duzi AP i RC B C
podudarne i paralelne. Tacka P je srediSte

duzi AB pa su i duzi PB 1 RC podudarne 1 paralelne. Opet, na osnovu
teoreme 1, Cetvorougao PBCR je paralelogram. Tada su i duzi BC i PR

podudarne 1 paralelne prema istoj teoremi. Konacan zakljuc¢ak sada sledi
iz ¢injenice da je tacka Q srediste duzi PR. U

Zadaci

1. Dokazati da se bisektrise unutrasnjih uglova pravougaonika (koji nije
kvadrat) seku u tackama koje su temena jednog kvadrata.

2. Bisektrise unutrasnjih uglova paralelograma (koji nije romb) seku se u
tackama koje su temena jednog pravougaonika, ¢ije su dijagonale
paralelne ivicama paralelograma 1 jednake razlici susednih ivica tog
paralelograma. Dokazati.

3. Dokazati da srediSta ivica proizvoljnog cetvorougla predstavljaju
temena jednog paralelograma.

4. Ako su P 1 Q srediSta krakova AD 1 BC trapeza ABCD dokazati da je:
AB+CD=2PQ. (Duz PQ se naziva srednja linija trapeza.)

5. Ako su K 1 L presecne tacke srednje linije trapeza ABCD sa njegovim
dijagonalama; gde je AB||CD i AB>CD, dokazati da je tada:
AB-CD=2KL.

3.9 Znacajne tacke trougla

Na osnovu unutrasnjih uglova trougla mozemo razmatrati tri vrste
trouglova. Trougao je ostrougli ako su mu svi unutrasnji uglovi ostri,
tupougli je ako ima jedan unutrasnji tup ugao a pravougli je ako mu je
jedan unutrasnji ugao prav. Ivica naspram pravog ugla pravouglog trougla
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naziva se hipotenuza a ostale dve su katete, tog trougla. Na osnovu ranije
dokazane teoreme (naspram veceg ugla trougla je veca ivica) moZemo
zakljuciti da je hipotenuza pravouglog trougla veca od svake katete.
Analogno, ivica naspram tupog ugla tupouglog trougla je njegova najveca
ivica.

Iako naizgled jednostavan, trougao je figura sa neocekivano mnogo
interesantnih svojstava. Neka od njih ¢emo sada razmotriti 1 ona ¢e biti
vezana za Cetiri karakteristicne tacke koje nazivamo znacajne taCke
trougla.

Teorema 1. (O centru opisanog kruga) Medijatrise ivica nekog trougla
seku se u jednoj tacki.

Dokaz: Neka su p, g, r medijatrise ivica BC, CA, AB trougla ABC.
Dokazimo najpre da se prave p 1 g seku. Pretpostavimo suprotno tj. da su
one paralelne 1 disjunktne. Na osnovu posledica Plejferove aksiome, kako
prava AC sece pravu ¢, mora seci i1 njoj paralelnu pravu p. Prema teoremi
o uglovima na transverzali je prava AC normalna 1 na pravoj p. Iz tacke C
bi tada postojale dve normale na pravoj p S$to nije moguce. Dakle,
medijatrise p 1 ¢ seku se u nekoj tacki O. Tacka O je na medijatrisi duzi
BC pa je OA=OB (zadatak 1, odeljak 3.6.). Takode je 1 na medijatrisi
duzi AC pa je OA=0OC. Tada je 1 OA=OB tj. tatka O je 1 na medijatrisi
duzi 48.Q

Tacka O iz prethodne teoreme je, dakle, podjednako "udaljena" od
temena A4, B, C trougla ABC, pa, prema tome, predstavlja centar jednog
kruga koji sadrzi sva tri temena tog trougla. Taj krug naziva se opisani
krug trougla. Na osnovu prethodne teoreme oko svakog trougla moze se
opisati krug.
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Teorema 2. (O centru upisanog kruga) Bisektrise unutrasnjih uglova
trougla seku se u jednoj tacki.

Dokaz: Neka su u, v, w bisektrise unutra$njih uglova a, B, y kod temena 4,
B, C redom, trougla ABC. Ako bi prave odredene polupravama v i w bile
paralelne, na osnovu teoreme o transverzali paralelnih pravih bilo bi
a/2+p/2=180°. To nije mogucée, jer je ve¢ at+p<180°, pa se bisektrise viw
seku u nekoj tacki S. Neka su K, L, M podnoZja upravnih iz tacke S na
ivicama AB, BC, AC redom. Trouglovi BSK 1 BSL su podudarni na
osnovu stava USU jer su im svi uglovi podudarni, a imaju jednu
zajednicku ivicu. Tada je SK=SL. Analogno, kako je tacka S na pravoj w,
dokazujemo da je SL=SM. Koriste¢i tranzitivnost zaklju¢ujemo da je
SK=SM. Sada je SA=SA, SK=SM, ZAKS=/AMS=90°, a uglovi KAS i
MAS su oba oStra, pa su na osnovu stava SSU trouglovi AKS 1 AMS
podudarni. Sledi da je ZKAS=/MAS, pa je poluprava AS bisektrisa ugla
a. Dakle, tacka S pripada i polupravoj u. 4

Pre nego Sto utvrdimo Sta predstavlja tacka S iz prethodne teoreme,
uvedimo sledeéi pojam:

Definicija. Prava p neke ravni je tangenta kruga k te ravni u tacki T ako
je T njihova jedina zajednicka tacka. Kaze se da u tom slucaju prava p
dodiruje krug ku tacki T.

Dokazimo slede¢i potreban i dovoljan uslov da je neka prava
tangenta kruga:

Teorema 3. Neka je T tacka kruga k(O,r). Prava je PT tangenta tog kruga
u tacki T akko je PTLTO.
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Dokaz: =. Neka je PT tangenta kruga k u tacki 7. Ako ugao PTO nije
prav, jedan od uglova koji odreduju prave PT i TO je ostar. Neka je to
ugao ZOTX=w<90°. Neka je [ poluprava poluravni OTX sa po¢etkom u
tacki O, takva da je ZOT,/=180°-20. Ako je Y prese€na tacka polupravih
TX i I, trougao OTY je jednakokraki (£OTY=20YT=w), pa je OT=0OY=r.
To nije moguce jer je PT tangenta kruga k, pa sa njim ima samo jednu
zajednicku tacku. Dakle, ugao PTO je prav.

«. Neka je PTLTO. Za svaku tacku T, e€PT trougao OTT; je pravougli sa
hipotenuzom OT}, pa je OT; >OT=r. Dakle, proizvoljna tacka 7 prave
PT ne pripada krugu k, pa je PT zaista tangenta tog kruga. U

Tacka S iz teoreme 2, je dakle centar kruga koji sadrzi tacke K, L, M.
Osim toga prave odredene ivicama trougla su na osnovu prethodno
dokazanog tangente tog kruga. Zbog toga se pomenuti krug zove upisani
krug trougla, a na osnovu teoreme 2, u svaki trougao se moze upisati
krug.

Pre nego Sto predemo na razmatranje druge dve znacajne tacke
uvedimo dva pojma:

Definicija. Duz ¢ija je jedna krajnja tacka teme trougla a druga srediSte
naspramne ivice naziva se fezisna duz tog trougla.

Definicija. Duz Cija je jedna krajnja tacka teme trougla a druga podnozje
upravne iz tog temena na pravoj odredenoj naspramnom ivicom naziva se
visina tog trougla.

Teorema 4. (O tezistu) Tezisne duzi trougla seku se u jednoj tacki, koja ih
deli u odnosu 2:1, i to tako da je 47=2TA4,; gde su: 4 teme
trougla, 4; srediSte naspramne ivice i 7 ta presecna tacka.

Dokaz: Neka su Ay, B;, C; sredista ivica BC, CA, AB redom trougla ABC.
Primenom PasSove aksiome moze se dokazati da se teziSne duzi A4, i BB
seku u nekoj tacki, oznacimo je sa 7. Sa A, i B, oznatimo srediSta duzi
AT i BT. Duz A,B, je srednja linija trougla ABC koja odgovara ivici AB
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pa je sa njom paralelna i 4,8,="24B. Takode je B4, srednja linija trougla
TAB koja odgovara ivici AB pa je 1 ona sa njom paralelna i A2B,="24B.
Na osnovu ranije teoreme o paralelogramu, zakljucujemo da je
cetvorougao A4;B14,B8, paralelogram, pa mu se dijagonale polove u tacki
T. Dakle, sada je AA>=A,T=TA, 1 BB,=B,T=TB, tj. AT:TA, =BT:TB,
=2:1. Potrebno je jo$ dokazati i da teziSna duz CC, takode sadrzi tacku T’
i da je CT:TC,=2:1. Na isti na¢in kao u prethodnom sluc¢aju mozemo
dokazati i da se teziSne duzi CC; 1 A4, seku u nekoj tacki 7 tako da je
CTo:ToCi=ATy:To4,1=2:1. Ali kako je 1 AT:TA1=2:1 to je To=T
(jedinstvenost podele duzi bi¢e dokazana u odeljku 8.1), ¢ime je dokaz
zavrsen.

Tacka T iz prethodne teoreme naziva se teZiste trougla ABC.

Teorema 5. (O ortocentru) Prave odredene visinama nekog trougla seku
seu
jednoj tacki.

Dokaz: Neka su p, g, r prave koje sadrze temena 4, B, C redom trougla
ABC, normalne na njegove odgovarajuce visine A4', BB', CC'. Prava AA4'
je zajednicka normala pravih BC i p, pa je na osnovu teoreme o uglovima
na transverzali BC|p. Sli¢no dokazujemo da je AC|lg 1 AB|r. Prave p i q
ne mogu biti paralelne, jer bi tada bile paralelne 1 prave BC i AC, §to nije
moguce. Dakle, prave p i1 ¢ se seku 1 njithovu presecnu tacku oznacimo sa
R. Prese¢nu tacku pravih p i r oznaimo sa Q a pravih ¢ 1 r sa P.
Cetvorougao BCQA je paralelogram jer je BC|OA i AB||QC. Na osnovu
teoreme o paralelogramu je BC=(QA. Slicno dokazujemo da je i
cetvorougao BCAR paralelogram pa je BC=AR. Dakle, vazi 1 QA=AR tj.
tacka A je srediSte ivice RQ trougla POR a prava AA' odgovarajuca
medijatrisa. Analogno, i prave BB'i1 CC' su medijatrise ivica trougla POR.
Na osnovu teoreme 1, prave 44', BB', CC' seku se u nekoj tacki H. U
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Tacka H iz prethodne teoreme naziva se ortocentar trougla ABC.
Centri opisanog 1 upisanog kruga, teziSte i ortocentar trougla zovu se
znacajne tacke trougla.

Razmotrimo jo$ u kakvom su poloZaju znaCajne tacke u zavisnosti
od vrste trougla. TeziSne duzi su uvek u unutraS$njoj oblasti trougla. Na
osnovu toga mozemo zakljuciti da je kod svakog trougla teziSte u
njegovoj unutrasnjosti. Isti zakljucak vaZzi 1 za centar upisanog kruga. Kod
ostrouglog trougla podnoZja upravnih iz temena su na samim ivicama pa
se same visine seku. Dakle, kod oStrouglog trougla ortocentar je u
njegovoj unutrasnjosti. Kod pravouglog trougla ortocentar je teme kod
pravog ugla. Ortocentar tupouglog trougla je u njegovoj spoljasnjosti.
Centar opisanog kruga je u unutrasnjoj ili spoljasnjoj oblasti trougla u
zavisnosti da li je on ostrougli ili tupougli. To ovde ne¢emo dokazivati.
Dokazimo samo sledece tvrdenje:

B A
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Teorema 6. Centar opisanog kruga pravouglog trougla je srediste njegove
hipotenuze.

Dokaz. Oznacimo sa O srediste hipotenuze AB pravouglog trougla ABC.
Neka je P srediSte njegove katete AC. Tada je OP srednja linija tog
trougla koja odgovara kateti BC pa je sa njom paralelna. Iz toga sledi da
OP1AC. Na osnovu stava SUS trouglovi OPC 1 OPA su podudarni pa je
OC=0A. Kako je OB=04, sledi da je tacka O kao srediSte hipotenuze
centar opisanog kruga tog trougla. U

Na osnovu prethodno dokazanog mozemo izvesti jo§ dva zakljucka:

1. Tezisna duz koja odgovara hipotenuzi pravouglog trougla jednaka je
njenoj polovini.
2. Ugao nad precnikom kruga je prav.

Kod pravilnog trougla sve zna¢ajne tacke se poklapaju. Tu tacku tada
zovemo centar tog trougla. Kod jednakokrakog trougla teZiSna duz,
visina, medijatrisa osnovice i bisektrisa unutraSnjeg ugla naspram nje
pripadaju jednoj pravoj. Iz toga sledi da su i znacajne tacke tog trougla na
toj pravoj.

Primer 1. Neka je H ortocentar trougla ABC. Ako su K, L, M, N,
srediSta duzi AB, AC, HC, HB, dokazati da je cCetvorougao
KLMN pravougaonik.

Resenje: Duzi KL i MN su srednje linije trouglova ABC i HBC i
odgovaraju istoj ivici BC, pa su kao takve podudarne i paralelne
(KL=MN=%2BC;  KL,MN|BC). Dakle, cetvorougao KLMN je
paralelogram. Dovoljno je dokazati jo§ i da mu je jedan ugao prav. Alj,
duz KN je srednja linija trougla ABH, pa je paralelna sa AH tj. sa visinom
trougla iz temena 4. Dakle, KN je upravna na ivici BC, odnosno njoj
paralelnoj duzi KL, pa je paralelogram ABCD zaista pravougaonik.
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Primer 2. Dokazati da srediSta ivica, podnozja visina i srediSta
duzi odredenih ortocentrom i temenima proizvoljnog trougla
pripadaju jednom krugu. (Ojlerov'* krug trougla ili krug devet
tacaka)

Resenje: Koristicemo tvrdenje dokazano u prethodnom primeru. Ako su
dakle, oznake iste kao u tom primeru, c¢etvorougao KLMN je
pravougaonik. Sli¢no ako je P srediste ivice BC 1 Q srediSte duzi AH tada
je 1 PMQK takode pravougaonik. Kako je KM zajednicka dijagonala tih
pravougaonika oko njih se moZe opisati krug (nad KM kao precnikom).
Ostaje da dokazemo da 1 podnozja visina pripadaju tom krugu. Ali tacka
A', kao podnozje visine iz temena A, pripada tom krugu jer je ugao QA'P
prav (a PQ precnik kruga). Sli¢no se dokazuje 1 za preostale dve tacke.

Zadaci

1. Dokazati da se izometrijskom transformacijom paralelne prave
preslikavaju u paralelne prave.
2. Neka je S jedina fiksna tacka izometrije 77 : E°—E’. Ako ta

izometrija preslikava neku pravu p te ravni u samu sebe dokazati da
tada Sep.

" L. Ojler (1707-1783), $vajcarski matemati¢ar, dokazao je da trougao odreden
podnoZzjima visina, i trougao odreden srediStima ivica nekog trougla imaju zajednicki
opisani krug. Da pomenutih devet tacaka pripada jednom krugu dokazali su 1821 g.
francuski geometricari Z. V. Ponsele (1788-1867) i S. Z. Brijanson (1783-1864).
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

Ako su p, g, r prave neke ravni takve da je pllg 1 rLp, dokazati da je
tada rlqg.

Dokazati da su bisektrise dva naporedna ugla medu sobom normalne.

Ako su B'i C' podnoZja visina iz temena B i C trougla ABC dokazati
ekvivalenciju: AB=AC < BB'=C(C'

Ako su kod nekog trougla ortocentar i centar opisanog kruga ista
tacka, dokazati da je trougao pravilan. Da li sli¢no tvrdenje vazi za
bilo koje dve znacajne tacke trougla?

Dokazati da su ostrougli trouglovi ABC 1 A'B'C' podudarni ako su im
podudarne visine CD 1 C'D', ivice AB 1 A'B' i uglovi ACD 1 A'C'D'.

Ako je ABCD pravougaonik 1 ako su trouglovi AQB 1 APD pravilni 1
isto orijentisani, dokazati da je duz PQ podudarna dijagonali tog
pravougaonika.

Neka su BB', CC' visine trougla ABC (AC>AB) 1 D tacka poluprave
AB takva da je AD=AC. Ako je E presek prave BB' i prave koja je u
tacki D paralelna sa AC, dokazati da je BE=CC'-BB'".

Neka je ABCD konveksni Cetvorougao kod koga je AB=BC=CD i
ACL1BD. Dokazati da je ABCD romb.

Neka je H ortocentar trougla ABC kod koga je CH=AB. Odrediti meru
ugla ACB.

Neka je BC osnovica jednakokrakog trougla ABC. Ako su K i L tacke
takve da je &(4,K,B) 1 8(4,C,L) i1 KB=LC, dokazati da osnovica BC
sadrzi srediSte duzi KL.

Neka je S centar kruga upisanog u trougao ABC. Ako prava koja
sadrzi tacku S 1 paralelna je ivici BC tog trougla sece ivice AB 1 AC
redom u tackama M i N, dokazati da je BM+NC=NM.

Ako su P i Q sredista ivica BC i1 CD paralelograma ABCD, dokazati
da duzi AP i AQ dele dijagonalu BD paralelograma na tri podudarne
duzi.

Neka je ABCD proizvoljan ¢etvorougao i neka su P, O, K, L, M, N
sredista duzi AB, CD, BC, AD, AC, BD redom. Dokazati da duzi PQ,
KL, MN imaju zajednicko srediste.



68

111 Podudarnost

16

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

.Neka je ABCDEFG konveksan sedmougao. IzraCunati zbir
konveksnih uglova koje odreduje poligonalna linija ACEGBDFA.

Ako je CD visina nad hipotenuzom AB pravouglog trougla ABC i M i
N srediSta duzi CD 1 BD, dokazati da je AMLCN.

Dokazati da su srediSta ivica i podnoZje proizvoljne visine trougla
(kod koga nikoje dve ivice nisu podudarne), temena jednakokrakog
trapeza.

Neka je ABC pravougli trougao sa pravim uglom kod temena C. Ako
su E 1 F preseci bisektrisa unutrasnjih uglova kod temena 4 1 B sa
naspramnim katetama, a K i L podnozja upravnih iz tacaka £ i F na
hipotenuzi tog trougla, dokazati da je ZLCK=45°.

Dokazati da se bisektrise unutraSnjeg ugla kod temena A4 1 spoljasnjih
uglova kod temena B i C trougla ABC seku u jednoj tacki, koja je
centar kruga koji dodiruje ivicu BC i prave 4B 1 AC. (tzv spolja
upisani krug trougla)

Ako je M unutra$nja tacka trougla ABC, dokazati da je:
AC+BC>AM+BM.

Ako je M unutrasnja tacka trougla ABC, a s njegov poluobim,
dokazati da je:
s < AM+BM~+CM < 2s.

Dokazati da je u svakom trouglu najviSe jedna ivica manja od
odgovarajuce visine.

Ako je A4, teziSna duz trougla ABC, dokazati da je od uglova koje
ona odreduje sa ivicama AB 1 AC veci onaj koji odreduje sa manjom
vicom.

Ako su BB; i CC; teziSne duzi trougla ABC, 1 AB<AC dokazati da je
BB 1<CC 1.

Ako su a, b, c ivice; t,, tp, t. odgovarajuée teziSne duzi i s poluobim
nekog trougla, dokazati:

_b+c—a b+c

3
() ————<t, <T; (ii) s< t ittt .< 2s; (iii) t+tpt, >Z(a+b+c).

27

2

. Ako su M i1 N sredista ivica AB 1 CD proizvoljnog cetvorougla ABCD,
dokazati da je:
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28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

35.

36.

37.

1
MN < - (BC+AD)

Dokazati da je zbir dijagonala konveksnog petougla veéi od njegovog
obima.

Ako su kg, hp, h. visine koje odgovaraju ivicama a, b, ¢ nekog trougla,

dokazati da vazi:

h h, h, 3
+ + <

a c

b+c a+c a+b 2

Neka je M srediste ivice CD kvadrata ABCD 1 P tacka dijagonale AC
takva da je 34P=PC. Dokazati da je ugao BPM prav.

Neka su P, O, R sredista ivica AB, BC, CD paralelograma ABCD. Ako
2
prave DP 1 BR seku duz AQ u tatkama K 1 L dokazati da je KL=§A 0.

Neka je D srediSte hipotenuze 4B pravouglog trougla ABC (AC>BC).
Ako su E i F preseci polupravih C4 1 CB sa pravom koja je u tacki D
normalna na pravoj CD, a M srediSte duzi EF, dokazati da je CMLAB.

Neka su AKLB i ACPQ kvadrati spolja konstruisani nad ivicama 4B i
AC trougla ABC. Dokazati da se duzi BP i CL seku u tacki koja
pripada visini trougla ABC iz temena 4.

Neka su 4, 1 C; sredi$ta ivica BC 1 AB trougla ABC. Ako bisektrisa
unutrasnjeg ugla kod temena 4 sece duz 4,C; u tacki P, dokazati da je
ugao APB prav.

Ako su P i Q tacke ivica BC 1 CD kvadrata ABCD, takve da je
poluprava PA bisektrisa ugla BPQ, odrediti meru ugla PAQ.

Neka je P srediSte osnovice BC jednakokrakog trougla ABC 1 Q
podnoZje upravne iz tacke P na kraku AC tog trougla. Ako je S
srediste duzi PQ, dokazati da je ASLBQ.

(i) Dokazati da je centar opisanog kruga najbliZi najvecoj stranici
trougla.

(if) Dokazati da je centar upisanog kruga najblizi temenu najveceg ugla

38.

trougla.

Dokazati da u konveksnom petouglu postoje tri dijagonale koje su
podudarne ivicama nekog trougla.
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39.

40.

41.

42.

43.

44,

45

46.

47.

48.

49.
50.

Ako je ABCD konveksan cetvorougao, odrediti tacku P tako da zbir
AP+BP+CP+DP bude minimalan.

Dijagonale AC i1 BD jednakokrakog trapeza ABCD, osnovice 4B, seku
se u tacki O i ZAOB=60°. Ako su P, O, R sredista duzi O4, OD, BC
redom, dokazati da je trougao PQOR pravilan.

Ako su AB i A'B' dve podudarne duzi i C i D srediSta duzi A4' i BB',
takve da je CDzéAB, odrediti meru ugla koji odreduju prave AB i
A'B'.

Neka je ABC trougao kod koga je ZABC=15°i ZACB=30°. Ako je D
tacka ivice BC, takva da je ugao BAD prav, dokazati da je BD=2AC.

Ako je svaka tacka neke ravni "plava" ili "crvena", dokazati da u toj
ravni postoji pravilan trougao ¢ija su sva temena iste boje.

Ako su: a ivica 1 d, D najmanja i najveéa dijagonala pravilnog
devetougla, dokazati da je D-d=a.

. Neka je O proizvoljna tacka u unutrasnjoj oblasti trougla ABC, takva

da je ZOBA=/Z0CA. Ako su P i Q podnoZja upravnih iz te tacke na
ivicama AB 1 AC, a A, srediste ivice BC, dokazati da je 4,P=4,0.

Neka je CC' visina pravouglog trougla ABC (£LACB=90°). Ako su O i
S centri upisanih krugova trouglova ACC' 1 BCC', dokazati da je
bisektrisa unutrasnjeg ugla £4CB normalna na pravoj OS.

Ako su a, b, c ivice 1 a, B, y odgovarajuci uglovi trougla, dokazati da

je:

ao + bp + ¢y <
a+b+c

60" < 90°.

Neka je K srediste ivice CD pravougaonika ABCD i L podnozje
upravne iz temena B na dijagonali AC. Ako je S srediste duzi AL,
dokazati da je ugao KSB prav.

Dokazati da konveksan n-tougao ne moze imati vise od tri oStra ugla.

Ako su P, O, R sredista ivica BC, AC, AB trougla ABC (AB<AC) 1 D
podnozje visine iz temena A, dokazati da je:

ZDRP=/DQP=/ABC-ZACB.
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51. Ako je (n,m) mreza pravilnih n-touglova kojih se po m susti¢e u
svakom temenu prekrivajué¢i celu euklidsku ravan, odrediti sve
moguée vrednosti za nim .

52. Neka je AD odsecak bisektrise unutrasnjeg ugla kod temena A4 trougla
ABC. Ako je E tacka ivice AB takva da je ZBDE=/BAC, dokazati da
je DE=DC.

53. Ako su BB'1 CC' odsecci bisektrisa unutrasnjih uglova trougla ABC
dokazati da je: AB=AC < BB'=CC (5tajner—Lemus0va16 teorema).

54. Neka su AP, BQ, CR redom visina, teziSna duz i odseCak bisektrise
trougla ABC. Ako je trougao PQOR pravilan, dokazati da je i trougao
ABC takode pravilan.

55. Neka su ABCD, AEBK, CEFG kvadrati neke ravni istih orijentacija.
Dokazati da su B, D, F kolinearne tacke i da je tacka B srediste duzi
DF.

56. Neka je O centar kvadrata ABCD. Ako su P, O, R tacke koje dele
njegov obim na tri jednaka dela, dokazati da se minimum zbira
OP+OQ+OR dostize kada je jedna od tih tacaka srediSte ivice kojoj
pripada.

57. Neka je 2 konaCan skup tacaka neke ravni, koje nisu sve na istoj
pravoj, a £ skup svih pravih od kojih svaka sadrZi bar dve tacke skupa
2. Ako su Pye?, lyes, Pygly prava i tacka takve da:

1> Ovaj problem resio je znameniti starogréki filozof i matematidar Pitagora sa ostrva
Samosa, (VI v. pre n. e.). U zadatku se radi o tzv. pravilnim teselacijama ravni. Pod
teselacijama ravni uopSte, podrazumevamo prekrivanje ravni  proizvoljnim
mnogouglovima. Mogucée je npr. prekriti ravan proizvoljnim podudarnim
Cetvorouglovima (v. zad. 11.111). Ukoliko dopustimo da u prekrivanju ravni uéestvuje
vise (kona¢no mnogo) vrsta pravilnih mnogouglova, tada, osim tri pravilne teselacije iz
zadatka, postoji jo§ osam tzv. Arhimedovih teselacija. Dokaz tog tvrdenja izveo je
nemacki astronom, matematicar i fizicar J. Kepler (1571-1630).

D, C. L. Lemus (1780-1863), francuski matematicar, je 1840. g. poslao ovo, na prvi
pogled jednostavno, tvrdenje Guvenom $vajcarskom geometricaru J. Stajneru (1796-
1863), koji je izveo dosta slozen dokaz istog. Nakon toga, dato je viSe raznih reSenja
ovog problema, jedno od njih objavio je francuski matematicar A. Poenkare (1854-
1912), 1908 g.
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(VPeP)(Vilel)(Pel=dP,))>4(Py,ly)), gde je sa « P,l) oznaCeno rastojanje
tacke P od prave /, dokazati da prava /, sadrzi tacno dve tacke skupa
2.

58. Neka je 2 konaCan skup tacaka neke ravni, koje nisu sve na istoj
pravoj, dokazati da postoji prava koja sadrzi ta¢no dve tacke skupa 2
(Silvesterov'’ problem).

7 J. J. Silvester (1814-1897), engleski matematidar, postavio je ovaj problem 1893. g.,
koji u to vreme nije reSen i bio je zaboravljen Cetrdeset godina. Na§ matematicar J.
Karamata (1902-1967) i madarski matematicar P. Erdes (1913-1996) su ga obnovili
1933. g., a madarski matematicar 7. Galaj ga je iste godine resio. Posle toga, objavljeno
je vise resSenja istog problema, jedno od njih je sugerisano u 57. zadatku. Godine 1961.
veliki kanadski geometricar H. S. M. Kokseter (1907) je dokazao to tvrdenje bez
koris¢enja podudarnosti, kao posledicu samo aksioma incidencije i rasporeda.



Glava 1V

Vektori

4.1 Definicija vektora. Sabiranje vektora

Vektore ¢emo uvesti pomocu jedne relacije medu parovima tacaka, i to na
osnovu aksioma /, I1, IV 1 V grupe, dakle bez aksioma /I grupe (aksioma
podudarnosti). U odeljku 3.7, geometriju zasnovanu na tim grupama
aksioma nazvali smo afina geometrija. Pri definisanju pomenute relacije
koristi se pojam paralelograma, koji smo, u tom odeljku, ve¢ uveli bez
aksioma podudarnosti.

Definicija. Parovi tacaka (4,B) i (C,D) su u relaciji ~ ako vazi:
(a) ABDC je paralelogram.
ili
(b) A, B, C, D su kolinearne i ABFE i CDFE su
paralelogrami za neke tacke E, F.
ili
(¢) A=BiC=D.

73
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Pre nego Sto zaklju¢imo da je ovako uvedena relacija ~ relacija
ekvivalencije, dokazimo jednu pomo¢nu teoremu:

Lema 1. Ako su ABDC i CDFE paralelogrami i 4, B, E, F nekolinearne
tacke, tada je 1 Cetvorougao ABFE paralelogram.

Dokaz: Kako vazi AB||CD 1 CD||EF to je, zbog tranzitivnosti relacije

E F

A B o

paralelnosti pravih, ABJ|EF. Treba joS dokazati da je AE|BF.
Razlikovac¢emo dva slucaja:

1) Neka su ABDC i CDFE paralelogrami u raznim ravnima. Zbog
paralelnosti i razlicitosti pravih AC i BD odnosno CE i DF, vazi da su
ravni ACE 1 BDF disjunktne. Razne paralelne prave 4B i EF obrazuju
ravan koja te disjunktne ravni ACE 1 BDF sece po paralelnim 1 razli¢itim
pravama AE i BF.

2) Neka su ABDC 1 CDFE paralelogrami neke ravni 1neka su Gi1 H
tatke van ravni tako da je Cetvorougao ABHG paralelogram. Onda na

osnovu 1) zakljuCujemo da su paralelogrami redom: CDHG, EFHG i
ABFE.Q

Teorema 1.* Relacija ~ je relacija ekvivalencije.

Dakle, skup svih uredenih parova tacaka prostora razbijen je na klase
ekvivalencije.

Definicija. Svaku od klasa ekvivalencije na koje je skup uredenih parova,
taCaka prostora, razbijen pomocu relacije ~ nazivamo vektor.

Dakle, skup svih parova tacaka koje su u relaciji ~ sa parom (4,B)
¢ini jednu klasu ekvivalencije tj. jedan vektor, ozna¢ava¢emo ga sa AB .
To mozemo zapisati i na slede¢i nacin:

AB ={(X,Y);(X,Y) ~(4,B)}
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Vektore ¢emo oznacavati malim latiniénim slovima npr. i, v, W...
ako nije potrebno istaci o kom se predstavniku klase radi.

Skup svih klasa ekvivalencije, tj. skup svih vektora oznacava¢emo sa
A.

Ako je AB neki vektor i A4#B onda je pravac tog vektora prava AB
ili bilo koja njoj paralelna prava. Smer tog vektora je od 4 ka B. Ako je
A=B, vektor AA nazivamo nula vektor i oznatavamo 0. Vektori istog
pravca zovu se kolinearni vektori. Posebno, vektor BA je suprotan
vektor vektora AB =% i oznadava se sa -v. Vektori ¢iji su pravcei
paralelni istoj ravni zovu se komplanarni vektori.

Teorema 2. Za svaku tacku A4 i svaki vektor v, postoji jedinstvena tacka
B takvadaje AB=v.

Dokaz: Najpre ako je v nula vektor tada je B=A traZzena tacka.
Razmotrimo slucaj kada v nije nula vektor. Neka je (C,D) proizvoljan
predstavnik klase v tj. neka je CD =7. Ako tatka 4 ne pripada pravoj
CD tada je trazena tacka B teme paralelograma CDBA. Ako A€CD tada
mozemo iskoristiti pomoc¢ni paralelogram CDFE, pa je tatka B teme
paralelograma EFBA. Na osnovu definicije relacije ~, u oba slucaja je
(4,B)~(C,D). Tada je AB = CD =7 . Jedinstvenost sledi iz jedinstvenosti
Cetvrtog temena paralelograma. 4

Definicija. Neka je A proizvoljna tacka 1 u, v proizvoljni vektori. Zbir
vektora u = AB 1 v = BC je vektor u+v =CD.
c ¢

A’ B’

Definicija je korektna ako vektor ne zavisi od izbora tacke 4, a to je
tvrdenje sledece teoreme:

Teorema 3.Ako su 4, B, C, Aﬁ', C' tacke, takve da je AB=A'B i
BC=B'C'tadajei AC=A'C".
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Dakle, tvrdimo da vektori AC i AC predstavljaju istu klasu koju
smo ve¢ nazvali zbirom vektora. Dokaz izostavljamo, a izvodi se
razlikovanjem slucajeva u kojima se izmedu ostalog koristi 1 lema 1.

Na osnovu prethodne dve teoreme mozemo zakljuciti:

e (VA4,B,0) AB+BC = AC, tzv. pravilo trougla za sabiranje vektora
(tacke 4, B, C ne moraju biti kolinearne).

o (VA)VV € A)(31B) AB =7, tzv. pravilo nadovezivanja.

Pokazuje se da skup svih vektora u odnosu na operaciju sabiranja
vektora &ini strukturu tzv. komutativne grupe ili Abelove’® grupe (u
odeljku 3.1, spomenut je pojam grupe; grupa je komutativna ako je
zadovoljena 1 komutativnost). Svojstva te strukture date su u iskazu
sledece teoreme:

Teorema 4.* (i) Zbir dva vektora je vektor.
(if) Za sabiranje vektora vazi asocijativni zakon.
(iii) Postoji vektor €, tako da za svaki vektor v vazi: v +é=v.
(iv) Za svaki vektor v postoji vektor i , takav da je: v +ii =€ .
(v) Za svaka dva vektora v 1 # je: v +iu=ii+v (komutativnost).

Ovde, kao posledicu (ii), mozemo navesti tzv. pravilo poligona za
sabiranje vise vektora:

o AA+AA++A A +A4A -0.

An\/\ o
Al\Az

Takode, kao posledicu (v), mozemo navesti i1 tzv. pravilo
paralelograma za sabiranje dva vektora:

e Ako su 4,B,C nekolinearne tacke tada je ﬂ?+ﬁ=@; gde je
ABDC paralelogram.

Posebno istaknimo sledece tvrdenje:

'8 N. H. Abel (1802-1829), norveski matematicar.
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Teorema 5. Ako je E:aj,tadajei AC=BD.

Dokaz: Zaista na osnovu teoreme 2 i teoreme 4 sledi:
AC=A4AB+BC=BC+AB=BC+CD=BD.U1
Primetimo da to tvrdenje vazi nezavisno od toga da li je ABCD
paralelogram ili ne.

Definicija. (Mnozenje vektora celim brojem.) Neka je AB vektor i n
prirodan broj. Tada:

(i) 0-AB=0;

(i) n- AB = =(n-1)- AB+AB

(#ii) (—n)- AB——(n AB)

Dokaz naredne teoreme je neposredan i prepustamo ga ¢itaocu.

Teorema 6. Ako je AB proizvoljan vektor i m, n celi brojevi, tada je:
(i) 1-AB = AB;
(it) (m+n)- Al AB=m- AB+n AB
(iii) (mn)- AB = m(n- AB)

Zadaci

1. Dokazati:
(i) Za bilo koje tri tacke je AB+BC+CA=0.
(it) Zbir zatvorenog sistema nadovezanih vektora:
AA + 4,4, +-+ A4, A4, + A4 .4, je nula vektor.

2. Odrediti neke vektore @, b, ¢, d &iji je zbir jednak:
(i) jednom od njih;  (if) razhc1 neka dva.

3. Nekasu 4, B, C, D proizvoljne tacke prostora. Da li vazi:
(i) AB+BD=AD+ BC?
(7)) AB=DC= AC+BD=2-BC?
4. Neka je ABCDE petougao neke ravni. Dokazati da u toj ravni postoji

petougao, ¢ije ivice odreduju vektore, jednake redom vektorima
odredenim dijagonalama petougla ABCDE.
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5. Neka je ABCD Cetvorougao i O proizvoljna tacka prostora. U funkciji
vektora OA=a, OB=b, OC=c¢, OD =d izraziti vektore ivica i
dijagonala datog Cetvorougla.

6. Neka je O proizvoljna tacka i ABCD neki Cetvorougao. Da li vazi
ekvivalencija: ABCD je paralelogram akko je O4+OC =0OB+OD?

7. Neka je ABCD paralelogram i M proizvoljna tacka prostora. Ako je O
prese¢na tacka dijagonala tog Cetvorougla, dokazati da je:

4-MO =MA+MB+MC+MD.
8. Ako su nad ivicama trougla ABC konstruisani paralelogrami ABBA4>,

BCC,B,, CAA,C,, dokazati da vazi:
AA,+ BB, +CC,=0.

Da li rezultat vazi bez obzira da li su konstruisani paralelogrami:

() U ili van ravni trougla?

(if) U oblasti ili van oblasti trougla?

9.

Neka su 4, B, C, D cetiri nekomplanarne tacke. Da li se duzi odredene
tim tackama mogu orijentisati tako da zbir dobijenih vektora bude
nula vektor? Pod kojim uslovima se projekcije tih duzi na proizvoljnu
ravan mogu orijentisati tako da zbir dobijenih vektora bude nula
vektor?

4.2 n-ti deo vektora. MnoZenje vektora racionalnim
skalarom

Sada ¢emo proSiriti operaciju mnoZenja vektora celim brojem do

operacije mnozenja vektora racionalnim
brojem. I u ovom odeljku sva tvrdenja
mogu se dokazati bez koriS¢enja
aksioma podudarnosti. Tako se npr.
naredna teorema moze dokazati u afinoj
geometriji.* U euklidskoj geometriji, u
jednom od slucajeva, ona je direktna

O

4 B

A B

posledica teoreme o srednjoj liniji iz odeljka 3.7.
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Teorema 1.% (i) Ako je O4, = A A i OB, = BB tadaje AB=2-AB, .
(if) Ako je OTZI{ = ﬂ , 41#0 1 ako su B; 1 B tacke neke prave
koja sadrzi tacku O i razlicita je od prave OA; onda vazi:
OB, =BB < AB|||AB < AB=2-4B,.

Sada ¢emo dokazati da se tzv. paralelnim projektovanjem jednaki
vektori projektuju u jednake vektore.

Teorema 2. (i) Neka su 4, B, C, D tacke neke prave pi A', B, C', D'
tacke preseka paralelnih pravih, koje sadrze tacke 4, B, C, D, i
neke prave p'. Ako je AB =CD tada je AB=CD'.

Dokaz: (i) Neka su X1 Y tacke takve da je AX=A4B i CY =CD. Dakle
vazi A'X =C'Y odnosno, zbog teoreme 5. iz prethodnog odeljka, vazi
A'C'=XY (1). Takode jei A'A=BX i CC'=DY . Ako su tacke Xi Y
razliCite, one se, dakle, nalaze na razli¢itim paralelnim pravama kroz B
odnosno D, koje pravu p' seku u tackama B'1 D' ; s druge strane iz (1)
zakljucujemo da su prave XY 1 A'C'=B'D'=p' paralelne. Dakle, XYD'B' je
paralelogram tj. vazi B' B'D'= XY . Tada j je A'C'=B'D’ (jer su oba vektora
jednaka sa XY ), pa je, opet na osnovu pomenute teoreme, A' A'B' = C'D'
Sto je trebalo dokazati.

Ako je X=Y tada zbog (1), na osnovu definicije vektora zakljucujemo da
je A'=C" (2). Odatle sledi A=C odnosno B=D (iz AB = CD) odnosno
B'=D’(3). Trazeni zakljucak sledi iz (1) 1 (3). 4

A() Al AZ An-l An

Teorema 3. Neka paralelne prave ¢y, ci,.. ++Cn € seku pravea 1 b u taCkama
Ay, Ay,...,An 1 By, By,...,B, redom. Ako je AOA A A, =+--=4, 4, tada

BB =BB, B .

je BB, =BB,=+--=B, B,
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Ako je, uz prethodno, 1 40=B¢=0 tada vazi 4 B, =n-A4B,.

Prvi deo je jednostavno uopstenje prethodne teoreme. Drugi deo bismo
dokazivali pomocu principa matematicke indukcije. Za n=2 tvrdenje vazi

0

A B,

A, C B,

na osnovu teoreme 1(7). Dalji deo dokaza izostavljamo.

Teorema 4. Neka razne komplanarne prave ¢y, ci,...,c, seku prave a i b u
tackama A4y, Ai,...,LA, 1 By, B,..,B, redom. Ako je
M =M =+--=4,4, 1 BB =B3B, :+"':m i
ako je ci|lcp tada je c; paralelna sa svim pravama c,...,Cp.
Posebno ako je 4p=By=0 onda se iz formulacije moze izbaciti
prava ¢ 1 uslov cyl|co.

Napomenimo da se dokaz teoreme 4 svodi na teoremu 3.

[—

Teorema 5.* Za vektore i = A0 1V = O_B; 1 proizvoljan prirodan broj n
Vazi:
n(u+v y=ni+nv .

N
&
/
o
QU
S

ity A, B,
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. . s 1 — ) )
Kona¢no, mozemo definisati i vektor — 4B kao n-ti deo vektora i1
n

m-—— . m . “ .
vektor —AB (meZ, neN tj. — @), s tim §to je naredna teorema 6,
n n

neophodna za obrazlozenje korektnosti takve definicije.

l— . —= ===t
Definicija. (i) Vektor — AB (neN) je vektor CD takav da je n-CD = AB.
n

(iD) Vektor L 4B meZ, neN) je jednak vektoru m iﬂ? ;
n \n
1

y .m
pri ¢emu je — redukovan razlomak.

n

1

Vektor lTB zovemo n-ti deo vektora AB. Vektor -AB je
n n

proizvod vektora AB racionalnim brojem, ¢eS¢e kazemo racionalnim

skalarom ﬂ. Lako se dokazuje da je n-ti deo nula vektora nula vektor, pa
n

je na osnovu toga i proizvod nula vektora racionalnim skalarom takode
nula vektor.

l—; . — . — .
Posebno EAB je polovina vektora AB. Ako je AC :%AB 1 A#B

tada je, u euklidskoj geometriji, tacka C srediSte duzi AB. Sada je jasno,
da se pojam srediSta duzi moZe uvesti 1 u afinoj geometriji, bez aksioma
podudarnosti.

_—

e Cesto vezu = AB=k-CD, keQ zapisujemo u obliku gzk ili

AB:CD=k.

Teorema 6. n-ti deo vektora je jednoznac¢no odredeni vektor.
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Dokaz: Odredimo n-ti deo vektora 54; B,
O#A4. Oznaimo A=A, 1 oznacimo sa b
neku pravu koja sadrzi tacku O a ne sadrzi
tacku A4,. Neka su By, B», ....B, tacke na

. . B
pravoj b takve da je: 1
OB, =BB,=+---=B B, . ! e

Sa A4, oznaCimo presecnu tacku prave OA,

sa pravom kroz tacku B, koja je paralelna sa 4,B,. Prema prethodnoj
teoremi 1 definiciji je OA; n-ti deo vektora OA, tj. OA. Dokazimo
jedinstvenost. Ako bi vazilo 1 n@z O—A,; za neku tacku A';, tada bi
zbog prethodne teoreme vazilo A'B,||4,B,, pa po Plejferovoj aksiomi
SlediA]:A'].D

Rezultate teoreme 6, iz prethodnog odeljka, i teoreme 5, ovog
odeljka, prosirujemo na proizvod vektora racionalnim skalarom:

Teorema 7. Ako su p, g racionalni brojevii i , v, ABi)roizvoljni vektori,
tada vazi:
() (p+q)4B=pAB+qAB:
(it) (pq)AB = p(qAB);
(iii) 1- AB = AB;
(iv) p(d +v )y=pii +pv .

Dokaz je neposredan (primena mnozenja vektora i1 n-tog dela vektora...).

a

Ako uzmemo u obzir da pored rezultata prethodne teoreme (7)-(iv),
vazi i1 da skup svih vektora ¢ini komutativnu grupu u odnosu na sabiranje
vektora, onda po definiciji kazemo da taj skup €ini tzv. vektorski prostor
nad poljem Q.

Teorema 8. (Talesova'’teorema - specijalni slucaj)
(i) Ako razne komplanarne prave c, b 1 a||b seku razne prave p ip'u
tatkama C, B, A1 C', B', A' redom i ako za neko keQ vazi AB:AC =k, tada
vazi ekvivalencija:

bllc < A'B: A'C' =k

1 Starogreki filozof i matematicar Tales iz Mileta (VII-VI v. pre n. e.).
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(i) Ako j je A= A=A"tada iz bilo kojeg od ekvivalentnih iskaza b||c ili
A'B': A'C' =ksledi BB': CC' =k.

Dokaz: Neka je /’c=E redukovan razlomak; meZ, neN, i neka su:
n

Ay, Az,...,A|m| 1 odnosno C1,Cs,....Chu takve da vazi
AA = A4 dy=+--=4 B i AC =CC,=+-=C,C, (4. podelili smo
vektore AB 1 AC na |m| odnosno n delova). Tvrdenje sada sledi na osnovu

teoreme 2 (if). 4
CV

Zadaci

1. Nekaj je Al ABC ‘trougao 141, By, C) sredista ivica BC, CA, AB. Dokazati:
(@) AA +BB +CC =0;
(iM) MA+MB+MC = MA, + MB, + MC, , ako je M proizvoljna tacka;
(iii) Postoji trougao POR takav da za tacke P, Q, R vazi:
PQ=CC,, PR=BB, RO = 44,.

2. Ako suMi N sredi$ta duzi AC i BD dokazati da je: AB+CD =2MN .

3. U svakom cetvorouglu duZzi odredene srediStima naspramnih ivica i
duz odredena srediStima dijagonala seku se u jednoj tacki koja je
srediSte sve tri duzi. Da li rezultat vazi i ako je ¢etvorougao:

(i) prostorni ? (i) nije prost ?

4. AkosuM, N, P, O, R, § srediSta ivica redom, proizvoljnog Sestougla,
dokazati da je MN +PQ+RS 0.
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5. Neka su K i1 L tacke ivice AD 1 dijagonale AC paralelograma ABCD,
takve da je AK : KD =% i AL:LC =i. Dokazati da su tacke K, L, B
kolinearne.

6. Nekasu A, B, C, 2 proﬂoljrﬂaél&Ako je E srediste duzi AB1Fi
G takve da vazi EF = BC 1 EG = AD, dokazati da su tacke G, S, F
kolinearne pri ¢emu je tacka S srediSte duzi CD.

7. Tacke M, N, P, Q su sredista ivica AB, BC, CD, DE petougla ABCDE.
Dokazati da je duz XY koja je odredena srediStima duzi MP 1 NQ
paralelna sa pravom AFE 1 odrediti: XY : AE.

8. Tacka T je teziste figure {A; | iel} ako vazi: ZT—A; =0. Ako se figura

iel
sastoji od kona¢nog broja tacaka 4, 4,,...,4,, dokazati da vazi:

(7) teziste je jedinstveno;

(i7) ako je T teziste 1 O proizvoljna tacka prostora tada je:
- 1 . -
OT = —(OA1 + 04, +---+0An).

n
9. Ako su T'i T" tezista n-torki (4,,42,...,4,) 1 (4',4",...,A",), 1zraCunati:

AA'+ A4 +-+ A4 A4,

10. Cetvorke (4,B,C,D) i (4',B',C',D") imaju zajedni¢ko teziste akko je

—_— —_ e e —

AA'+ BB'+ CC'+ DD' = 0. Dokazati.

4.3 Proizvod vektora realnim skalarom

Uveli smo vektore i operacije sabiranja vektora 1 mnoZenja vektora
racionalnim skalarom. Sada ¢emo to proSiriti na mnoZenje vektora
realnim skalarom.

Koriste¢i aksiomu neprekidnosti, moze se uvesti mera vektora istog
pravca (a samim tim i mera duzi, za duzi istog pravca), na osnovu cega
uvodimo operaciju mnozenja vektora realnim skalarom.



IV Vektori 85

Definicija. Za svaku duz AB (4#B), svaki [
realan broj A>0, i svaku tacku C neke prave p, °
koja je paralelna sa AB, postoje tatno dve
tacke D; 1 D, te prave, za koje vazi Ao——>°B
ol -8 s w (D] D

AB| oznake za mere odgovarajucih vektora odnosno duzi.

AAB bice onaj od vektora C—D; 1 C—D; koji je istog smera kao E, a
—AAB je onaj preostali.

[}

Kao i u sluaju mnoZenja vektora racionalnim skalarom, vezu

-

CD=)\AB zapiasiva¢emo i u obliku %= % odnosno CD: AB = A.

Sledecu teoremu dajemo bez dokaza:

Teorema 1. Skup svih vektora ¢ini vektorski prostor nad poljem R.

Svojstva (@), (ii), (iii) (v. teoremu 7, iz odeljka 4.2) slede iz svojstava
merenja duzi na paralelnim pravcima, a (iv) tj. Talesova teorema u polju
R se izvodi iz Talesove teoreme u polju Q (teorema 8, iz odeljka 4.2) 1
aksiome neprekidnosti. Napominjemo da dokaz nije sloZen, ali zahteva
znanje o grani¢nim vrednostima.

Teorema 2. (Talesova teorema - direktna i obratna)
(/) Ako razne komplanarne prave ¢, b 1 allb seku razne prave p i p' u
tackama

C,B,41C, B', A'tada vazi ekvivalencija:

_ —

AB A'B
bHC & == ==
CcDh C'D
(if) Ako je, uz prethodno, 1 4=A4'=0 tada:
OB _OB'
bHC = ——
oc oc

% _5F

a iz oba ekvivalentna uslova sledi: — = —.
oc cc
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A=A"=

Neposredno se dokazuju slede¢a svojstva u kojima se algebarski

karakteriSu  ranije = definisani  pojmovi  (ne)kolinearnosti 1
(ne)komplanarnosti vektora:

Vektori # 1V su kolinearni akko se bar jedan od njih moze prikazati
pomoc¢u drugog. Vektori # i1 v su nekolinearni akko se nijedan od
njih ne moze prikazati pomocu drugog.

Vektori i i v su nekolinearni (kolinearni) akko jednaéina oii +gv =0
po o, B € R ima (nema) ta¢no jedno (tzv. trivijalno) reSenje a=p=0.
Ako je wvektor Vv  komplanaran sa
nekolinearnim vektorima @ i b, tada se v
moZe na jedinstven nadin izraziti: v =ad+gb,
preko vektora d i b.

[

Vektori i, v, w su komplanarni akko se bar
jedan od njih moze izraziti preko ostala dva.
Vektori i, v, w su nekomplanarni akko se
nijedan od njith ne moZe izraziti preko ostala
dva.

Vektori #u, Vv, W su nekomplanarni
(komplanarni) akko jednacina
i BV +yiw=0 po o, B, ye R ima (nema)
samo jedno resenje o=p=y=0.

Svaki vektor ¥ moze se na jedinstven nacin prikazati pomocu tri
nekomplanarna vektora @, b, ¢: Vv=ad+pb+yc.

Napomena: Za kolinearne, odnosno komplanarne vektore, kasnije ¢emo
koristiti opStiji naziv: linearno zavisni vektori u prostoru, a dva
nekolinearna odnosno tri nekomplanarna vektora nazivaéemo linearno
nezavisni vektori.
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Definicija. Ako je AC:CB=a (a€R 1 o#-1), kaze se da tacka C razlaze
ili deli duZ AB u odnosu a.

Primer. Neka su O, 4, B, C proizvoljne tacke. Tada vazi:
(i) 4, B, C su kolinearne akko OC = 204+ (1- /1)@ , zZaneko LeR,
(i) Ako tacka C razlaze duz AB u odnosu a€R (o#-1), tada je:

oC=-—' 04+ % 0B.
a+1 a+1

Resenje: (i) OC = AOA+(1- 1)OB <

< OC = A04+ OB - A0B
<0C—-0B = A(OA-O0B)
< BC=2BA.
(if) Ekvivalentno transformi§imo dobijenu
vezu BC = ABA:
BC = A(BC+CA) < ACB—-CB=-14C
AC 1-2

& (A-1)CB=-14C & = ="~
CB 4

A . .
=q sledi A= i

— — 1-
Po definicijije AC:CB=a .1z
a+1

az-1tj.
] —

ocC =—OA+—OB (a-1).
a+1 a+1

Zadaci

1. Ako je ABCD ¢&etvorougao Cije su ivice AB 1 CD paralelne, dokazati
AB+DC =2MN , gde su M i N sredista ivica AD i BC. (Stav o
srednjoj liniji trapeza.)

2. Neka su M, N, P, Q sredista ivica AB, BC, CD, DA cetvorougla
ABCD. Da li vazi da je ABCD paralelogram akko je:

(i) 2MP =BC+AD i 2NQ = BA+CD?

_— — —  ——

(ii) 2MP+2NQO = AB+BC + CD + DA?
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Neka su E, F, G sredista ivica 4B, BC, CD paralelograma ABCD i
neka prave BG 1 DE seku AF u tackama N 1 M. lzraziti AF, AM, AN u
funkciji vektora AB i AD. Dokazati zatim da tatke M i N razlazu
duz AF u odnosu 2:2:1.

Dokazati da se teziSne duzi A4, BB, CC, trougla ABC ravni seku u
jednoj tacki T za koju vazi:

(i) AT =2TA,, BT =2TB,, CT = 2TC, ;

(@0) XT = g(ﬁ + XB+ %), za proizvoljnu tacku X.
5. Neka su 4, B, C, D Cetiri nekomplanarne tacke. Ako su Az, By, Cr, Dr

10.

teziSta trouglova BCD, ACD, ABD, ABC dokazati da se duzi AAr,
BB7, CCr, DDy seku u jednoj tacki 7. U kom odnosu ta tacka razlaze
te duzi?

Neka su P, O, R, S tezista trouglova ABD, BCA, CDB, DAC. Dokazati
da se poklapaju tezista cetvorki tacaka (P,Q,R,S) 1 (4,B,C,D).

Ako su 4, B, C tezista trouglova OMN, ONP, OMP dokazati da su
teziSte trougla MNP, teziste trougla ABC 1 tacka O - tri kolinearne
tacke.

Neka je A14,A3A445A¢ Sestougao 1 By, By, B3, B4, Bs, B¢ teziSta
trouglova ¢ija su temena tri uzastopna temena Sestougla
A1A2A3A4445A4¢. (Smatra se da iza Ag sledi A;.) Dokazati da ta teziSta
odreduju Sestougao sa tri para paralelnih ivica. Da li tvrdenje vazi ako
Sestougao:

(7)) nije komplanaran;  (i7) nije prost?

Neka su O, 4, B, C, D proizvoljne tacke. Dokazati ekvivalenciju: 4,
B, C, D su komplanarne akko OD = 1-4A- ,u)OA +A0B + ,uOC za
neke A, p e R.

Neka je CC; teziSna duZ trougla ABC 1 P proizvoljna tacka na ivici
AB tog trougla. Ako je [/ prava koja sadrzi tacku P, paralelna je sa CC)
1 see prave AC i BC u tackama M 1 N, dokazati da je:
PM +PN = AC+ BC.
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11.

12.

13.

Neka je O tacka u ravni trougla ABC i D, E tacke ivica AB odnosno

BC takve da je A:D = i =" Ako je F presecna tacka duzi AF i
DB EC n

CD, izraziti OF u funkciji O4, OB, OC , m, n.

Neka su K, L, M, N tacke koje pripadaju ivicama AB, BC, CD, DA
Cetvorougla ABCD. Ako vazi:

AK :KB=BL:LC=CM :MD=DN:NA= A (A2tl) 1 ako je
Cetvorougao KLMN paralelogram, onda je 1 Cetvorougao ABCD
paralelogram. Dokazati.

Odrediti skup sredista duzi PQ ako su P 1 Q proizvoljne tacke datih
mimoilaznih pravih p igq.

4.4 Vektori u euklidskoj geometriji

Uveli smo merenje vektora odnosno duZi na medusobno paralelnim
pravcima. Ako ukljuimo 1 preostale aksiome /II grupe, prelazimo na
euklidsku geometriju. Duzi se onda, kao Sto smo videli u prethodnoj
glavi, porede bez obzira na pravac, uporeduju se uglovi, definiSe se
normalnost. U tom slucaju lako se dokazuje:

e AB=CD = AB=CD.

To tvrdenje je posledica teoreme o paralelogramu, iz odeljka 3.8.

Kao primer primene vektora u euklidskoj geometriji navodimo

sledecu teoremu:
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Teorema. Neka su O 1 H centar opisanog kruga i ortocentar trougla ABC i
Ay, Bi, Cy srediéta njegovih ivica BC, CA, AB. Vazi:
(@) 20A AH
(if) OA+O0B+0C = OH (Hamlltonova teorema)
(iii) 2(0A4 + OB + OC)= AH + BH + CH .

Dokaz: (i) Vektori OA] i AH su kolinearni, pa je O—A;Zaﬁ 1
analogno ﬁ = ﬂﬁf za neke o,B€R, koje treba odrediti. Kako je:

1 s druge strane m = ?O + 0—A; = BHB+a AH , zakljutujemo da je

(3-p )i+ (3 aari 5.
2 2

Zbog linearne nezavisnosti vektora HB i AH sledi B=2 =a t].
AH =204, .

(ii) OA+ (OB +0C) = 0A+204, = OA+ AH = OH .

(7ii) E+ﬁ+c?=2ﬂ+2@+2071
=2((OB+ B4)+(OC + CB)) + (04 + AC))
=2(@+@+@)+(FC+@+E)
=2(04+ OB+ OC)

2y R. Hamilton (1805-1865), irski matematiar.
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Primer. Dokazati da su centar opisanog kruga O, teziste 7T i
ortocentar H trougla ABC kolinearne tacke 1 da vazi HT=2TO.
(Prava koja sadrzi te tri tacke zove se Ojlerova pravazl.)

ReSenje: Sa A, oznaCimo srediste ivice BC. Kako je AT:TA;=2:1 na
osnovu primera 1z prethodnog odeljka vazi:

ot =Loi+204-L0i+2.L0B+00).
3 3 3 33

Dakle: o*r:%@@ﬁ@.

Ali na osnovu Hamiltonove teoreme je OH =04+ 0B +0C . Tada je
OH =30T , na osnovu Cega sledi tvrdenje.

Zadaci

1. Neka je tatka M srediste ivice DE pravilnog Sestougla ABCDEF'. Ako
je N srediste duzi AM 1 P srediste ivice BC, izraziti NP u funkciji
AB i AF .

2. Dve normalne prave p i g koje se seku u tacki M, seku dati krug sa
centrom O u tatkama 4, B, C, D. Dokazati da je:

—_— — —  —

OA+OB+0OC+0D = ZOM

3. Odrediti ugao izmedu vektora @i OB, OC ako tacke 4, B, C
pripadaju krugu sa centrom u tacki O 1 ako vazi OA+0B+0C =0.
4. Neka ] jeOc O centar pravﬂnog n-tougla 4,4,...4,. Dokazati:
©) OA +0A +- +0A =0,
(ii) nMO =MA, +MA4, +---+ MA,, , ako je M proizvoljna tacka
euklidskog prostora.
5. Neka je ABCDEF konveksni Sestougao kod koga je AB|DE. Ako su K

i L srediSta duzi odredenih srediStima preostalih parova naspramnih
ivica, dokazati da je K=L ako i samo ako je AB=DE.

2! Svojstvo koje je 1765. g. dokazao $vajcarski matematicar L. Ojler (1707-1783).
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6. Neka su A4,,45,...,4, tacke prave p i B},B,,...B, tacke prave g takve da
vazi: AA,:AA,:---A A =BB,:B,B;:---B B (n23). Dokazati
da sredista duzi 4,B), 42B3, ..., A,B, pripadaju jednoj pravoj.

7. Dokazati da za pr01ZV01Jne taCke A B, C vazi:

() ‘AC‘ ‘AB‘ (ii) ‘AC‘

Pod kojim uslovima Vaii "="u@)?

8.

9.

10.

11.

12.

13

14.

15.
16.

Dokazati da za proizvoljne vektore # 1 v vazi: |u+V |[<|u [+]V |.

Neka su 4, B, C, D proizvoljne tacke u prostoru i M i N tacke na
duzima AD odnosno BC takve da je A:MC_,—N =1. Dokazati da je
MD NB

tada duz MN manja ili jednaka ve¢oj od duzi AB 1 CD.

Neka je ABC trougao i Q, K, L, M, N, P tacke polupravih 4B, AC, BC,
BA, CA, CB takve da je AQ=CP=AC; AK=BL=AB; BM=CN=BC.
Dokazati da su prave MN, PQ, LK paralelne.

Neka je P srediSte teziSne duzi A4, trougla ABC. Ako je Q presecna
tacka ivice AC sa pravom BP odrediti AQ:QC i BP:PQ.

Neka su X, 1 ¥, (neN) tacke ivica AB 1 AC trougla ABC takve da je

Mﬂ=%TB 1 A_Y,;=lﬁ Dokazati da postoji tacka koja
n+ n

pripada svim pravama X, Y.

. Neka su P 1 Q tacke ivica BC i CD paralelograma ABCD, takve da je

BP:PC=2:3 1 CQ:0D=2:5. Ako je X presecna tacka duzi AP i BQ
odrediti odnose u kojima ona razlaze te duzi.

Ako su P i Q tacke ivica AB 1 AC trougla ABC, takve da je
PB| |0C
+ =1, dokazati da teziSte tog trougla pripada duzi PQ.
AP| |AQ

Odrediti teZiSte proizvoljnog Cetvorougla.

Neka su 4, B, C tacke ravni o sa iste_strane_Prave_p. Ako za neku
tku O praye p vari da je [04|=|0B=[0C|=1, wda je
‘OA+OB+OC‘21.
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17. Ako su i, Vv, w komplanarni vektori takvi da je |u ||V |=|w|=x,
ispitati u kom slucaju je |u +v +w|=x.
18. Ako su 4, B, C, D tacke kruga sa centrom O, takve da je

OA+OB+0OC+0D=0, dokazatt da je Ccetvorougao ABCD
pravougaonik.

19. Neka su H 1 O ortocentar i centar opisanog kruga trougla ABC. Ako je
AH=AO, dokazati da je ZBAC=60°.

20. Ako je E prese¢na tacka bisektrise unutrasnjeg ugla trougla ABC kod
temena A sa njegovom ivicom BC, dokazati da je:

— AC| AB|
| AB |+ | AC | | AB | +| AC |



Glava V

Daljnja primena podudarnosti

5.1 Primena podudarnosti na krug

Krug sa centrom O i polupreénikom AB, gde je AB duz, smo definisali
kao skup svih tacaka X neke ravni, koja sadrzi tatku O, takvih da je
(0,X)=(4,B). Oznacavali smo ga sa k(O,4B). Na osnovu teoreme 1, iz
odeljka 3.3, umesto pomenute relacije mozemo pisati 1 OX=AB.
Reci¢emo nekad i1 da je krug sa centrom O skup svih tacaka neke ravni
koje su na istom odstojanju od tacke O. Pri tome pod odstojanjem tacke X
od tatke O podrazumevamo pozitivan realan broj koji je duZina ili mera
duzi OX (o meri duzi bie viSe re¢i u osmoj glavi). Sada za krug moZemo
koristiti i oznaku k(O,r), gde » moze predstavljati duz ili meru te duzi.
Tacaka X u ravni kruga k(O,r), za koju je OX<r, naziva se unutrasnja
tacka kruga. Skup svih unutraSnjih tacaka kruga je wnutrasnja oblast
kruga. Unija kruga 1 njegove unutraSnje oblasti naziva se kruzna povrs.
Tacka u ravni kruga, koja ne pripada odgovarajucoj kruznoj povrsi,
naziva se spoljna tacka kruga, a skup svih takvih tacaka spoljasnja oblast
kruga.

Napomenimo da se ¢esto u literaturi umesto termina krug koristi
termin kruznica ili kruzna linija, a za kruznu
povrs termin krug.

Jedan od najvaZnijih pojmova povezanih
sa krugom je pojam tetive. Tetiva nekog kruga
je duz AB pri ¢emu su 4 1 B proizvoljne tacke
na tom krugu. Ako je C podnoZje upravne iz

94
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centra O tog kruga na tetivi 4B, tada se duzina duzi OC naziva centralno
odstojanje tetive AB. Lako se dokazuje da su dve tetive nekog kruga
podudarne ako i samo ako imaju jednaka centralna odstojanja. Najduza
tetiva nekog kruga naziva se precnik ili dijametar tog kruga. Pre¢nik
kruga sadrzi centar kruga.

U zavisnosti od odstojanja centra kruga od neke date prave moZemo
razmatrati razne poloZaje prave
prema krugu. Ako je odstojanje
manje od poluprec¢nika (OC;<r) tada
se kaze da prava sece krug i takva
prava se naziva secica kruga. Secica i
krug imaju dve zajednicke tacke.
Ako je centralno odstojanje jednako
poluprec¢niku (OC,=r), kaze se da
prava dodiruje krug. Takvu pravu
zvali smo tangentom kruga. Tangenta
kruga ima sa krugom tacno jednu zajednicku tacku. Vazno je primetiti da
je odgovaraju¢i poluprecnik normalan na tangentu. U slucaju kada je
odstojanje prave od centra kruga vece od poluprec¢nika kruga (OCs>r)
tada prava i1 krug nemaju zajednickih tacaka. Da bi se dali strogi dokazi
iznetih ¢injenica koriste se aksiome neprekidnosti.

Sli¢no razmatranje moZemo primeniti 1 kada se radi o medusobnom
odnosu dva kruga u istoj ravni. Ako su k&(O,r)) 1 I(S,r;) (r1>r;) pomenuti
krugovi, moguc¢i su slede¢i slucajevi:

‘(1) OS>r+r; ‘(2)
. ‘ (3) OS=r|-r,

4) r- (5) OS8<r-ry

1. Ako je OS>ri+r, , tada ni krugovi ni odgovaraju¢e kruzne povrsi
nemaju zajednickih tacaka.



96 IV Vektori

2. Ako je OS=r+r, , tada krugovi i odgovarajuce kruzne povrsi imaju
ta¢no jednu zajednicku tacku; u tom slucaju kazemo da se krugovi
spolja dodiruju.

3. Ako je OS=r; -r,, tada krugovi imaju ta¢no jednu zajednicku tacku, ali
je [ u kruznoj povrsi k; u tom slucaju kazemo da se krugovi iznutra
dodiruju.

4. Ako je ry -r, <OS< ri+r, , tada krugovi imaju ta¢no dve zajednicke
tacke 1 kaZzemo da se oni seku.

5. Ako je OS< r; -ry, tada krugovi nemaju zajednickih tacaka, ali je / u
unutras$njosti kruga k.

Krugovi neke ravni su koncentricni ili ekscentricni u zavisnosti od
toga da li im se centri poklapaju ili ne.

Ugao izmedu dva kruga koji se seku je ugao izmedu njegovih
tangenti u presecnoj tacki. Ako je taj ugao prav, krugovi su ortogonalni
(normalni).

5.2 Centralni i periferijski ugao kruga

Neka je k(O,r) krug. Centralni ugao kruga je svaki ugao u ravni kruga
¢ije je teme tacka O. Periferijski ugao kruga je ugao Cije je teme neka
tacka kruga, a kraci sadrze tetive kruga. Tetiva kruga ¢ije su krajnje tacke
na kracima periferijskog ili centralnog ugla je njihova odgovarajuca
tetiva. U tom slucaju kaZemo da su ti uglovi nad tom tetivom. Centralni 1

A4,0= MN A4 4 osmn

periferijski uglovi nekog kruga su jedan drugom odgovarajuci ako su nad
istom tetivom 1 iste orijentacije. Npr. ako su centar kruga i teme
periferijskog ugla sa iste strane prave odredene tetivom, odgovarajuci
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centralni ugao je konveksan. Ako su te tacke sa raznih strana te prave,
odgovarajuci centralni ugao je nekonveksan.

Veoma je znacajna relacija koja povezuje odgovarajuce centralne i
periferijske uglove jednog kruga®*:

Teorema 1. Centralni ugao je dva puta ve¢i od odgovarajuceg
periferijskog ugla kruga tj. ako su 4, M, N proizvoljne tacke
kruga k(O,r) tada je: LZMON=2/MAN.

Dokaz. Razmotrimo sledece slucajeve:

1) Centar kruga pripada kraku AN periferijskog ugla ZMAN. Tada je
trougao MOA jednakokraki (OM=0A=r) pa su uglovi OMA i MAO
podudarni. U trouglu MOA spoljasnji ugao MON jednak je zbiru
nesusednih unutra$njih uglova:
ZMON=20MA+/MAO=2 /L MAO=2 L MAN.

2) Centar kruga pripada unutrasnjosti periferijskog ugla. Neka je P
druga presecna taCka kruga sa pravom OA. Tada je (primenjujemo
rezultat slucaja 1):

LMON=£4MOP+-2ZPON=2/MAO+2 LNAO=2(LMAO+4LNAO)=2 L MAN

3) Centar kruga je van periferijskog ugla. Ponovo na isti nacin
uvedimo tacku P i primenimo rezultat prvog slucaja:

ZMON=ZPON -2ZPOM=22/PAN -2/LPAM=2(£LPAN -ZLPAM)=22/MAN.
a

Dokaz prethodne teoreme je isti bez obzira da li su tacke 4 i O sa iste
ili sa raznih strana prave MN.

22 Pretpostavlja se da je ovo tvrdenje prvi dokazao Tales iz Mileta (VII-VI v. pre n. e.).
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Najznacajnije posledice teoreme 1 su:

Posledica 1. Periferijski ugao nad pre¢nikom kruga je prav.

Dokaz: zasniva se na prethodnoj teoremi i ¢injenici da je centralni ugao
nad pre¢nikom opruzen. U4

Posledica 2. a) Periferijski uglovi kruga nad istom tetivom, ¢ija su
temena sa iste strane prave odredene tom tetivom, su
medusobno podudarni.

b) Periferijski uglovi kruga nad istom tetivom, ¢ija su temena sa
raznih strana prave odredene tom tetivom, su suplementni.

Dokaz: Ovi uglovi odgovaraju istom centralnom uglu, ili centralnim

uglovima ¢&iji je zbir jednak 360°, u zavisnosti od poloZaja temena. U oba
slu¢aja tvrdenje je direktna posledica teoreme 1. U

Posledica 3. Ugao odreden tetivom 1 tangentom u jednoj krajnjoj tacki
tetive nekog kruga podudaran je periferijskom uglu nad tom
tetivom.

Dokaz: Neka je MAN periferijski ugao
nekog kruga nad tetivom MN, LM
tangenta tog kruga u tacki M tako da je
L,A + MN i MB pre¢nik tog kruga. Tada
je BM1ML 1 BNLMN (posledica 1), pa
su uglovi LMN i1 MBN podudarni kao
uglovi sa normalnim kracima. Ali na
osnovu posledice 2 su i uglovi MAN i

MBN podudarni, iz ¢ega sledi tvrdenje.
a

Poslednji rezultati omogucuju da
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se realizuje jedna izuzetno znaCajna konstrukcija - konstrukcija
geometrijskog mesta tacaka u ravni iz kojih se data duz "vidi" pod datim
uglom (o konstrukcijama bice viSe reci u narednoj glavi). Radi se zapravo
o slede¢em problemu:

o Ako je AB duz i ¢ ugao neke ravni, odrediti skup svih tacaka M te
ravni takvih da je ZAMB=p.

Neka je p poluprava sa pocetnom tackom
B takva da je £p,BA=¢, n normala u tacki
B na polupravoj p i s medijatrisa duZi.
Prese¢nu tacku pravih n 1 s oznafimo sa
0. Ako je k krug sa centrom O 1
polupre¢nikom O4, sa £ oznacimo presek
tog kruga 1 poluravni sa rubom 4B a kojoj
ne pripada poluprava p. Skup £ inace
naziva se luk AB. U drugoj poluravni na
slican na¢in mozemo odrediti luk £
(simetrican luku ). DokaZimo da je
trazeno geometrijsko mesto taCaka
(£UL)N\{A4,B}. Da se iz svake tacke luka £ (ili .£'), razli¢ite od 4 1 B, duz
AB vidi pod uglom ¢ sledi iz posledice 3. Pretpostavimo da tacka M ne
pripada (LUZ)\{4,B}. U slucaju kada je M tacka 4 ili B, ugao AMB ne
postoji. Neka je M#A,B 1 AM/={N}. Ako je 8(A4,M,N) u trouglu NMB je
spoljaSnji ugao AMB ve¢i od nesusednog unutraSnjeg ugla MNB (Zo).
Ako je &(4,N,M) slicnim razmatranjem zaklju¢ujemo da je LAMB<o, pa
ne moze biti LAMB=¢. U

Primer 1. Dokazati da se medijatrisa ivice BC 1 medijatrisa
unutra$njeg ugla kod temena A4 trougla ABC (AB#AC) seku u
tacki koja pripada krugu opisanom oko tog trougla. Pritom je ta
tacka srediSte luka BC tog kruga, na kome nije teme 4.

Resenje: Neka je N jedna od presecnih tacaka kruga opisanog oko trougla
ABC 1 medijatrise ivice BC (takva da je A,N+=B(C). Kako je N na
medijatrisi ivice BC, mora biti NB=NC. Dakle, trougao BNC je
jednakokraki, pa su i uglovi NBC i NCB podudarni. Tada je:
BAN=/BCN (periferijski uglovi nad tetivom BN)
=/NBC=/NAC (periferijski uglovi nad tetivom CN).
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Prema tome, poluprava AN je bisektrisa ugla BAC, ¢ime je tvrdenje
dokazano.

Napomenimo da smo izostavili dokaz da je A,B=NC i A,C=NB.
Dokazivanje rasporeda u ovakvim zadacima cesto nije tako jednostavno,
pa ga zbog toga najcesce ne izvodimo. U

A

Primer 2. Neka su p, g, r prave neke ravni koje se seku u
jednoj tacki i dele tu ravan na Sest podudarnih uglova. Ako su
P, O, R podnozja upravnih iz proizvoljne tacke X te ravni
redom na tim pravama, dokazati da je trougao POR pravilan.

ResSenje: Neka je O preseCna tacka pravih p, ¢, r. Kako je
/XPO=,XQ0=/XR0O=90°, tatke O, X, P, O, R pripadaju krugu k£ nad OX
kao pre¢nikom. Tada je: ZPRQO=/POQ=60°; ~QPR=/QOR=60° (kao
periferijski uglovi kruga k nad tetivama QP 1 QOR), pa je trougao POR
pravilan.

Zadaci

1. Neka je k krug sa precnikom AB i C tacka u ravni tog kruga.
Dokazati:

(7) Ako je C unutra$nja tacka kruga £, tada je ugao ACB tup.
(if) Ako C pripada krugu &, tada je ugao ACB prav.
(iii) Ako je C spoljasnja tacka kruga tada je ugao ACB ostar.

2. Svi periferijski uglovi nad podudarnim tetivama, u jednom krugu ili u
podudarnim krugovima su podudarni. Dokazati.
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3. Ugao izmedu dve secice, koje se seku van kruga, jednak je polovini
razlike centralnih uglova nad tetivama izmedu krakova tog ugla.
Dokazati.

4. Ugao izmedu dve tangente jednog kruga jednak je polovini razlike
centralnih uglova nad lukovima izmedu krakova tog ugla. Dokazati.

5. Ako su krugovi k i1 [/ ortogonalni, tangenta ma kojeg od njih sadrzi
centar drugog. Dokazati.

5.3. Tangentni Cetvorougao

Cetvorougao ¢ije su sve ivice tangente jednog C
kruga tj. Cetvorougao u koji se moze upisati D,

krug, naziva se tangentni cetvorougao. Postoji, 1

veoma je operativan, kriterijum za utvrdivanje da

li je neki Cetvorougao tangentni. Za dokazivanje

tog kriterijuma koristi se teorema o podudarnosti 4 B
tangentnih duzi, tj. odseCaka tangente od tacke iz

koje je ona konstruisana na dati krug do tacke dodira.

Teorema 1. Tangentne duzi konstruisane iz iste tacke van datog kruga su
medusobno podudarne.

Dokaz: Neka su AT, 1 AT, tangente nekog kruga k, sa centrom O, u
dodirnim tackama 7; 1 7. Tada su pravougli trouglovi A7:0 1 AT>O
podudarni jer im je hipotenuza AO zajednicka, a katete OT, 1 OT,
podudarne sa poluprecnikom kruga. Dakle AT, =4T>. U

T,

Sada dokazujemo osnovnu teoremu o tangentnim ¢etvorouglovima:

Teorema 2. Cetvorougao ABCD je tangentni ako i samo ako je:
AB+CD=BC+AD.
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Dokaz: =. Pretpostavimo da je ¢etvorougao ABCD tangentni. Neka su P,
0O, R, S dodirne tacke ivica AB, BC, CD, DA sa upisanim krugom k. Kako
su tangentne duzi podudarne, to je: AP=AS; BP=BQ; CQ=CR; DR=DS.
Na osnovu toga je:  AP+PB+CR+RD=AS+SD+BQ+QC tj.
AB+CD=AD+BC.

&. Sada dokazujemo obratno tvrdenje. Neka su u cetvorouglu ABCD
zbirovi naspramnih ivica jednaki. Postoji krug & koji dodiruje ivice 4B,
BC, 1 DA tog cetvorougla (njegov centar je presek bisektrisa unutrasnjih
uglova kod temena 4 i B Cetvorougla).

Neka je D' presek druge tangente iz tacke C kruga k 1 prave AD.
Pretpostavimo da je D'#D. i &4,D',D). Prema ve¢ dokazanom delu
teoreme vazi AB+CD=BC+D'A, pa kako je po pretpostavci
AB+CD=BC+DA, to je CD'-CD=D'A-DA, tj. CD'=D'4-DA+CD. Ako je
tacka D izmedu tacaka D' 1 4 ova relacija postaje CD'=CD+DD' a to je
nemoguce na osnovu nejednakosti trougla. Na slican nac¢in dolazimo do
kontradikcije 1 u slu€aju kada D nije izmedu tacaka D' i 4. Dakle, D'=D,
tj. krug k dodiruje i Cetvrtu ivicu Cetvorougla ABCD. 4

Neposredna posledica ove teoreme je da se u kvadrat, romb i deltoid
(v. zad. 6.11) mogu upisati krugovi.

5.4 Tetivni Cetvorougao

Cetvorougao oko koga se moze opisati krug, tj. Gije su sve ivice tetive
nekog kruga naziva se tetivni cetvorougao. Kao §to postoji kriterijum za
utvrdivanje da li je Cetvorougao tangentni, postoji 1 vazna teorema koja
daje neophodan i dovoljan uslov da ¢etvorougao bude tetivni.
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Teorema 1. Konveksni ¢etvorougao je tetivni ako i samo ako su njegovi
naspramni uglovi suplementni.

Dokaz: =. Pretpostavimo, najpre da je cetvorougao ABCD tetivni. Kako
je cetvorougao konveksan, temena 4 i C su sa raznih strana prave
odredene dijagonalom BD. Na osnovu posledice 2, iz odeljka 5.2, uglovi
BAD i BCD cetvorougla su suplementni.

&. Pretpostavimo sada da su naspramni uglovi Cetvorougla ABCD
suplementni. Neka je & krug opisan oko trougla ABD. Tada se iz Cetvrtog
temena C tetiva BD vidi pod uglom koji je suplementan uglu kod temena
A, paitacka C pripada krugu. U

Cesto se pri dokazivanju pojedinih tvrdenja koristi i slede¢a teorema:

Teorema 2. Ako je ABCD konveksan Cetvorougao i LACB=/ADB tada
je on tetivni cetvorougao.

Dokaz ove teoreme vrlo je jednostavan - koristi se Cinjenica da je
geometrijsko mesto tacaka iz kojih se duz AB vidi pod istim uglom, u
poluravni (4BC - kruzni luk. 4

Vazi i obratno tvrdenje ali je ono od manjeg znacaja.

Primer 1. Neka su P, O, R proizvoljne tacke ivica BC, AC, AB
trougla ABC. Dokazati da se krugovi opisani oko trouglova
AOR, PBR, PQOC seku u jednoj tacki (tzv. Mikelova tacka™).

Resenje: Oznacimo krugove opisane oko trouglova AQR, PBR i POC sa
k4, ks, kc, 1 unutrasnje uglove trougla ABC redom sa a, B, y.

Neka je S druga presecna tacka krugova kg 1 k¢ (sli¢an je dokaz i u
slu¢aju S=P). Tada su cetvorouglovi BPSR 1 PCQS tetivni, pa je

3 A. Mikel dokazao je ovo tvrdenje 1838 g.
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ZRSP=180°-p i £QSP=180°y. Sledi da je ZRSQO=p+y, a zatim i
Z/RAQ+/RSQ= at+p+y=180°. Dakle i Cetvorougao ARSQ je tetivan, pa se
oko njega moze opisati krug. Ali to je bas krug k4, opisan oko trougla
AQR, pa se dati krugovi seku u tacki S. 4

Primer 2. Neka je P proizvoljna tacka na kracem luku 4B
kruga k opisanog oko pravougaonika ABCD, a L i M podnozja
upravnih iz tatke P na dijagonalama AC i BD. Dokazati da
duZzina duZzi LM ne zavisi od poloZzaja tacke P.

ReSenje: Neka je tacka O centar kruga k. Cetvorougao PMOL je tetivan
jer je ZOLP+,OMP=180°. Kako su uglovi OLP i OMP pravi, pre¢nik
kruga /, opisanog oko Cetvorougla PMOL je OP tj. poluprecnik kruga k.
Dalje, LM je tetiva kruga / koja odgovara periferijskom uglu AOB. Dakle,
bez obzira na izbor tacke P, duz LM je tetiva kruga sa pre¢nikom OA4,
koja odgovara periferijskom uglu AOB (odnosno odgovaraju¢em
konstantnom centralnom uglu). Tetive koje odgovaraju podudarnim
centralnim uglovima podudarnih krugova su medu sobom podudarne, pa
duzina duzi LM ne zavisi od polozaja tacke P. 1

Primer 3. Neka je ABCD konveksan Cetvorougao. Dokazati da
se krugovi upisani u trouglove ABC 1 ACD dodiruju ako i samo
ako je cetvorougao ABCD
tangentan.

ReSenje: U ovom zadatku
ekvivalenciju neéemo dokazivati u
dva smera ve¢ direktno. Pre toga
izvedimo neke relacije koje vaze kod
proizvoljnog konveksnog cetvorougla
ABCD. Neka su P, O, X dodirne tacke
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upisanog kruga k trougla ABC sa njegovim ivicama 4B, BC, CAiR, S, Y
dodirne tacke upisanog kruga / trougla ACD sa njegovim ivicama CD,
DA, AC. Najpre je:

1 1 1
AX=AP=—(AX+AP)=_(AC-CX+AB-BP)= (AC-CQ+4B-BOQ)
=%(AC+AB-BC). (1)

1
Na isti nac¢in dokazujemo i da je AYZE (AC+AD-DC). (2)

Sada moZemo poceti sa dokazivanjem ekvivalencije:

Krugovi k i [ se dodiruju akko je X=Y, tj. akko AX=AY. Na osnovu (1) i
(2) je: AX=AY akko AC+AB-BC=AC+AD-DC, odnosno akko
AB+DC=AD+BC. Poslednja jednakost vazi akko je cetvorougao ABCD
tangentan. 1

Zadaci

1. Dokazati da dodirne tacke upisanog kruga dele ivice trougla ABC na
odsecke duzina: s-a, s-b, s-c, (a, b, ¢ -duzine ivica; s -poluobim
trougla).

2. U pravouglom trouglu 4ABC nad katetom AC kao pre¢nikom
konstruisan je krug, koji sece hipotenuzu 4B u tacki E. Ako tangenta
kruga u tacki E sece katetu BC u tacki D, dokazati da je trougao BDE
jednakokraki.

3. U prav ugao sa temenom A upisan je krug koji dodiruje krake ugla u
tatkama B 1 C. Proizvoljna tangenta kruga sece prave 4B 1 AC, redom,
u tackama M i N (gde je &(4,M,B)). Dokazati da je:

1 1
E(AB‘FAC) <MB+NC < E(AB‘FAC).
4. Dokazati da je kod pravouglog trougla zbir kateta jednak zbiru
precnika opisanog i upisanog kruga.

5. Dokazati da cetiri od Sest tacaka, u kojima se seku bisektrise
unutrasnjih uglova konveksnog cetvorougla, ukoliko su razlicite,
predstavljaju temena tetivnog ¢etvorougla.
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6. Neka je u pravouglom trouglu ¢ duzina hipotenuze, a 1 b duZine
kateta, a r polupre¢nik upisanog kruga. Dokazati da je:

(i) 2 + ¢ > 2Jab (i))a+b+c>8

7. Ako su P 1 Q sredista krac¢ih lukova AB 1 AC kruga opisanog oko
pravilnog tougla ABC, dokazati da ivice AB 1 AC tog trougla dele
tetivu PQ na tri podudarne duzi.

8. Cetiri kruga sa centrima O, O,, Os, O4 dodiruju se spolja dva po dva.
Dokazati:
(7) da je cetvorougao O,0,0;0, tangentni,
(if) da su dodirne tacke ovih krugova temena tetivnog Cetvorougla.

9. Neka su ki, ky, k3, ka Cetiri kruga od kojih svaki spolja dodiruje jednu
ivicu 1 po dve poluprave odredene ivicama proizvoljnog konveksnog
Cetvorougla. Dokazati da su centri tih krugova konciklicne tacke
(pripadaju jednom krugu).

10. Krugovi £ 1 [ dodiruju se spolja u tacki 4. Ako su B 1 C dodirne tacke
zajednicke spoljasnje tangente ovih krugova, dokazati da je ugao BAC
prav.

11. Neka je u konveksnom cetvorouglu ABCD AB=AD 1 CB=CD (tzv.
deltoid). Dokazati:

(7) u Cetvorougao ABCD se moze upisati krug;
(if) oko cetvorougla ABCD se moze opisati krug akko je ABLBC.
12. Krugovi k 1 k; se spolja dodiruju u tacki 7. Ako su P 1 P; odnosno Q 1

0 presecne tacke pravih p 1 g koje sadrze tacku 7, sa tim krugovima
redom, dokazati da je PQ||P10.

13. Neka je MN zajednicka tangenta krugova ki [ (M i N su dodirne
tacke) koji se se seku u tackama A i1 B. IzraCunati zbir ZMAN +
ZMBN.

14. Tacke simetricne ortocentru trougla u odnosu na njegove ivice
pripadaju krugu opisanom oko tog trougla. Dokazati.

15. Krugovi odredeni sa dva temena trougla i njegovim ortocentrom
podudarni su krugu opisanom oko tog trougla. Dokazati.
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16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

Neka je ¢ tangenta kruga opisanog oko trougla ABC u temenu 4. Ako
prava koja je paralelna sa ¢, seCe ivice AB 1 AC u tackama D i E,
dokazati da tacke B, C, D, E pripadaju jednom krugu.

Neka su D i1 E proizvoljne tacke polukruga konstruisanog nad duzi
AB. Ako je F presek pravih AD i1 BE, a G presek pravih AE i BD,
dokazati da je FGLAB.

Neka je M tacka kruga k(O,r). Odrediti geometrijsko mesto sredista
svih tetiva kruga ¢ija je jedna krajnja tacka M.

Dokazati da su podnozja upravnih iz proizvoljne tacke opisanog
kruga trougla na pravama odredenim njegovim ivicama, tri kolinearne
tacke. (Prava koja ih sadrzi naziva se Simsonova®® prava.)

Teme ugla a je spoljasnja tacka kruga k. Kraci tog ugla odreduju na
krugu dva luka, koji su u razmeri 3:10. Ve¢i od tih lukova odgovara
centralnom uglu od 40°. Kolika je mera ugla o.

Dokazati da je ortocentar oStrouglog trougla, centar upisanog kruga
¢ija su temena podnozja visina polaznog trougla.

Neka su M 1 N tacke simetricne podnozju A' visine A4' trougla ABC u
odnosu na ivice AB 1 AC 1 neka je K presek pravih AB 1 MN. Dokazati
da tacke 4, K, A', C, N pripadaju jednom krugu.

Neka je D podnozje visine iz temena 4 oStrouglog trougla ABC i1 O
centar opisanog kruga tog trougla. Dokazati da je LZCAD=/BAO.

Oko trougla ABC opisan je krug. Ako je tacka D dijametralno
suprotna tacki 4 u odnosu na taj krug, dokazati da je ona simetricna
ortocentru trougla u odnosu na srediste ivice BC.

Ako je ABCD tetivni Cetvorougao, E ortocentar trougla ABD 1 F
ortocentar trougla ABC, dokazati da je cetvorougao CDEF
paralelogram.

Krugovi sa centrima O; 1 O, imaju zajednic¢ke tacke 4 1 B. Prava p,
koja sadrzi tacku A sece te krugove u tackama M, i M,. Dokazati da je
LOM\B=/0,M>B.

Tri podudarna kruga ki, k>, k3 sa centrima O;, O,, O3 seku se u tacki
B. Neka su A3, 4y, A; druge presecne tacke prvog i drugog, prvog i

# R. Simson (1687-1768), engleski matematicar.
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28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

35.

36.

treeg, odnosno drugog i treéeg kruga. Dokazati da se prave 04,
0,4,, 0345 seku u jednoj tacki.

Nad duzi 4B, kao pre¢nikom konstruisan je polukrug sa centrom O.
Neka su C 1 D tacke duzi AB takve da je CO=OD. Dve paralelne
prave koje sadrze tatke C i D seku polukrug u tackama E i1 F.
Dokazati da su duzi CE i DF normalne na EF.

Neka je C tacka tetive AB kruga k sa centrom O i D drugi presek
kruga k£ sa krugom opisanim oko trougla ACO. Dokazati da je
CD=CB.

Ako je C srediste luka AB 1 D bilo koja druga tacka tog luka, razlicita
od C, dokazati da je:
AC+BC > AD+BD.

Neka su 4 1 B tacke van kruga k i prava AB ne sece k. Ako su Ci1 D
dodirne tacke tangenti tog kruga koje sadrze tacke 4 i B redom,
dokazati da je:

|AC-BD|< AB < AC+BD.

Ako je S tacka u kojoj se seku prave odredene kracima AD i BC
trapeza ABCD, dokazati da se krugovi opisani oko trouglova SAB i
SCD dodiruju u tacki S.

Neka su PB i1 PD tangente kruga k(O,r) u dodirnim tackama B i D.
Ako prava PO sece krug k u tackama 4 1 C (8(P,A4,C)), dokazati da je
poluprava B4 bisektrisa ugla PBD.

Cetvorougao ABCD upisan je u krug sa centrom O. Dijagonale AC i
BD medusobno su normalne. Ako je M podnoZje upravne iz centra O

1
na pravoj AD, dokazati da je OMZEBC .

Ako je S centar upisanog kruga trougla ABC i N presec¢na tacka
poluprave AS sa krugom opisanim oko tog trougla, dokazati da je
NB=NS=NC. Sta predstavlja tacka simetri¢na tacki S u odnosu na N ?

Neka su P, O, R sredista lukova BC, AC, AB kruga opisanog oko
trougla ABC, na kojima nisu temena A4, B, C. Ako su E i F preseci
prave OR sa ivicama AB 1 AC, a S centar upisanog kruga tog trougla,
dokazati da je:

(i) APLOR;
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(if) Cetvorougao AESF romb.

37. Neka su 4B i BC dve susedne ivice pravilnog devetougla upisanog u
krug, ¢iji je centar tacka O. Ako je M srediSte ivice AB 1 N sredisSte
polupre¢nika OX, koji je normalan na pravoj BC, dokazati da je

ZOMN=30°".

38. Krugovi k; 1 k> seku se u tatkama A i B. Neka je p prava koja sadrzi
tacku A 1 krug k; sece u tacki C a krug k> u tacki D i1 g prava koja
sadrzi tacku B 1 krug k; se€e u tacki E a krug k> u tacki F. Dokazati da
je ZCBD=/EAF.

39. Krugovi k; 1 k> seku se u tackama A4 1 B. Odrediti pravu p, koja prolazi
kroz tacku A tako da duz MN, gde su M i N tacke u kojima prava p
sece krugove k; 1 k, bude maksimalne duzine.

40. Neka je L podnozje upravne iz bilo koje tacke K kruga k na njenu
tangentu u tacki 7€k 1 X tacka simetri¢na tacki L u odnosu na pravu
KT. Odrediti geometrijsko mesto tacaka X.

41. U krug je upisan poligon sa neparnim brojem ivica, takav da su mu
svi uglovi podudarni. Dokazati da je taj poligon pravilan.

42. Ako su dijagonale tetivnog Cetvorougla ABCD upravne u tacki S,
dokazati da normala iz tagke S na pravoj AB sadrzi srediste duzi CD*.

43. Duzine ivica trougla su 6, 7, 9. Neka su kj, ky, k3 krugovi, Ciji su
centri temena tog trougla i koji se medusobno dodiruju, pri ¢emu
krug, ¢iji je centar teme najmanjeg ugla trougla, ima sa ostalim
krugovima unutrasnji dodir, a dva preostala kruga se dodiruju spolja.

Izracunati duzine poluprecnika ta tri kruga.

44. Dva kruga dodiruju se iznutra u tacki 4. Ako je AB precnik veceg
kruga i tetiva BK veceg kruga dodiruje manji krug u tacki C, dokazati
da je poluprava AC bisektrisa ugla BAK.

45. Neka su 4, 4y, A3, A4 proizvoljne tacke na krugu i B;, B,, B3, Ba
srediSta lukova A4,, AxAs, A3zAs, A4A; redom. Dokazati da medu
duzima odredenim krajnjim tackama B;, B,, B;, B4 postoje dve
medusobno upravne.

» Brahmagupta (598-660), indijski matemati¢ar, prougavao je tetivne &etvorouglove.
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46

47.

48.

49.

50.

51.

52.

53.

54.

55.

56

. Neka je BC tetiva kruga k. Odrediti geometrijsko mesto ortocentara
svih trouglova ABC pri ¢emu je A proizvoljna tacka kruga.

Ako u nekom cetvorouglu postoje tri tupa ugla, dokazati da je veca
dijagonala ona koja je odredena temenom koje odgovara oStrom uglu.

Sestougao ABCDEF upisan je u krug. Ako je AB=DE i BC=EF,
dokazati da je CD||AF.

Neka je ABCD konveksan Cetvorougao, kod koga je ZABD=50°,
ZADB=80°, ZACB=40°, /DBC=/BDC+30°. Izratunati meru ugla
DBC.

Neka je M proizvoljna tacka koja pripada uglu sa temenom 4. Ako su
su P i Q podnozja upravnih iz tacke M, na krake tog ugla, a K
podnozje upravne iz temena 4 na pravoj PQ, dokazati da je
ZMAP=/QAK.

Osmougao A14...4s je upisan u krug 1 vazi A,4,||AsAe, A2A43||A6A7,
A3A4]|A743. Dokazati da je AgA| =A4As.

Ako neki krug odseca na ivicama Cetvorougla podudarne odsecke,
dokazati da je taj Cetvorougao tangentni.

Oko kruga opisan je petougao ABCDE cije su duzine ivica prirodni
brojevi 1 kod koga je AB=CD=1. Krug dodiruje ivicu BC u tacki K.
Odrediti duzinu duzi BK.

Ako se od tri kruga neke ravni po dva spolja dodiruju, dokazati da je
krug odreden dodirnim tackama tih krugova ortogonalan na svakom
od njih.

Ako je AE bisektrisa unutrasnjeg ugla kod temena A oStrouglog
trougla ABC (AB<AC, E€BC), O centar opisanog kruga, 4, srediSte
ivice BC 1 4' podnoZje visine iz temena A tog trougla, dokazati da je:

() 84'.E.A);
(i7) LA‘AE;4EAO=%(AABC—AACB).
. Dokazati da krug koji sadrzi dva susedna temena 4 i B pravilnog

petougla ABCDE 1 centar O tog petougla, sadrzi i tacku preseka
njegovih dijagonala AD i BE.
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57. Neka je H ortocentar trougla ABC, / krug nad duzi AH kao pre¢nikom
1 P, O presecne tacke tog kruga sa ivicama AB i1 AC. Dokazati da se
tangente kruga & u tackama P 1 O seku na ivici BC.

58. Krug / dodiruje iznutra krug k u tacki C. Neka je M proizvoljna tacka
kruga / razlic¢ita od C. Tangenta kruga / u tacki M sece krug k u
tatkama 4 1 B. Dokazati da je LZACM =ZMCB.

59. Tri kruga jednakih poluprecnika » seku se u tacki O i, osim toga, dva
po dva od njih seku se u tatkama A4, B, C. Dokazati da je krug opisan
oko trougla ABC, takode poluprecnika r.

60. Neka je k krug opisan oko trougla ABC 1 R srediSte luka AB tog kruga
na kome nije tacka C. Ako su RP i RQ tetive od kojih je prva
paralelna a druga upravna na bisektrisi unutrasnjeg ugla kod temena 4
trougla ABC, dokazati da je:

(i) poluprava BQ bisektrisa unutras$njeg ugla kod temena B trougla

ABC;

(i7) trougao koji odreduju prave AB, AC, PR jednakokraki.

61. Nad ivicama trougla ABC sa spoljne strane konstruisani su pravilni
trouglovi ADB, BEC, CFA.
(7) Dokazati da su duzi AE, BF, CD medu sobom podudarne.
(if) Dokazati da se prave AE, BF, CD seku u jednoj tacki (tzv.
Toricelijevoj *° tacki tog trougla), pod uglom 60°.

62.Neka je X wunutraSnja tacka trougla ABC takva da je:
/BXC=/BAC+60°, ZAXC=/ABC+60° , ZAXB=/ACB+60°. Ako su
P, O, R druge pres¢ne tacke pravih AX, BX, CX sa krugom opisanim
oko trougla ABC, dokazati da je trougao POR pravilan.

63. Neka su P, O, R dodirne tacke upisanog kruga k(S,r) trougla ABC sa
njegovim ivicama BC=a, AC=b, AB=c (b>c) 1 P;, O;, R;; ie{a,b,c}
dodirne tacke spolja upisanih krugova k«(S;r;) sa pravama BC, AC,
AB. Neka je dalje: /(O,R) krug opisan oko tog trougla, s poluobim, 4,
srediSte ivice BC, M 1 N preseCne tacke prave OA; sa krugom /
(MN,4+BC) 1 M’, N’ podnoZja upravnih iz tih tataka na pravoj AB.
Dokazati da je:

(i) AQ,=AR;=s; (ii) AQ=AR=s-a; (iii) QQ,=RR,=a;

% E. Toriceli (1608-1647), italijanski matematicar i fizicar.
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(iv) PP=b-c; (v) PyP=b+c;  (vi) A, srediste duzi PP, 1 PyP,;

L tr .
) be () ratrytre=4R+r; Y

(W) NN'= "2 (o) MMP= B (i) NB=AM = b =

L=r

(Vii) AN= (viii) A M=

(xiii) AN'=BM = ?; (xiv) M'N"=b.

7 Ovo svojstvo trougla otkrio je francuski matematiGar S. 4. Z. Luilie (1750-1840),

1790. g.
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5.5 Relacija upravnosti prave i ravni

Ve¢ smo videli da kada je u pitanju medusobni polozaj prave p i ravni n
postoje dve mogucénosti:

e prava p pripada ravni = ili nema sa njom zajednickih tacaka; tada je
pllr,

e prava p ima sa ravni = tatno jednu zajednicku tacku; tada prava p sece
ili prodire ravan n.

Sada ¢emo upoznati jedan specijalan sluc¢aj prodiranja:
Definicija. Prava n je upravna (normalna, ortogonalna) na ravni n u
oznaci nln ako prava n prodire ravan = i upravna je na svakoj pravoj
ravni r, koja sadrzi prodornu tacku. Tada se, takode, kaze 1 da je ravan n
upravna (normalna, ortogonalna) na pravoj n u oznaci nLn.

Dokazujemo jednu znacajnu teoremu:

Teorema 1. Ako prava n prodire ravan = u tacki P 1 pri tome je upravna
na dvema raznim pravama a 1 b, koje pripadaju ravni = 1
sadrze tacku P, tada je nln.

Dokaz (Kosi**): Dovoljno je dokazati da je prava n upravna na nekoj

pravoj ¢ ravni n, koja sadrzi tacku P. E
Neka je / (Pgl) proizvoljna prava koja
seCe prave a, b, c redom u tackama A4, B, n

C 1 E, F taCke prave n sa raznih strana
tatke P, takve da je PE=PF. Tada su
podudarni pravougli trouglovi EPA i 4/
FPA (PA=PA, EP=FP) i EPB, FPB /@ b "
(PB=PB, EP=FP), pasledi da je AE=AF i fo
BE=BF. Na osnovu toga zakljucujemo da

su podudarni trouglovi EAB 1 FAB, pa je LZEBA=/FBA, a onda i
/EBC=/FBC. Sledi da su trouglovi EBC i FBC podudarni i na osnovu
toga je CE=CF. Na kraju podudarni su trouglovi EPC i FPC (stav SSS),
pa su suplementni uglovi EPC i FPC podudarni, dakle pravi, §to znaci da
jenlec. Q

% 4. L. Kosi (1789-1853), francuski matematicar izveo je ovaj dokaz 1813. g.
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Teorema 2. Postoji tatno jedna prava koja sadrzi datu tacku A4 i upravna
je na datoj ravni .

Dokaz: Najpre ¢emo dokazati da takva prava postoji. Razmotrimo dva
slucaja:

1) A¢rn. Neka je p proizvoljna prava ravni n, B podnoZzje upravne iz
taCke A4 na pravoj p (jedinstvena takva prava postoji na osnovu teoreme 7,
iz odeljka 3.4), g prava ravni =, koja sadrzi tatku B 1 normalna je na
pravoj p 1 tatka C podnozje upravne iz tacke 4 na pravoj g. Dokazacemo
da je prava AC upravna na ravni n. Neka je D tacka prave p, takva da je
AC=BD. Tada su pravougli trouglovi ABC 1 DCB podudarni (BC=CB,
AC=DB), pa je 1 AB=DC, odakle sledi da su podudarni i trouglovi ABD 1
DCA (AB=DC, AD=DA, BD=CA). Prema tome LABD=/ACD, znaci da
je prava AC upravna na pravama DC' i g, pa je po teoremi 1, AC Lx.

n r
T T
. I q
B C p
D’ /4

2) Aern. Neka su p 1 g dve prave ravni =, koje se seku u tacki 4 i
takve da je plq 1 neka je r prava koja ne pripada ravni n, sadrzi tacku 4 i
upravna je na pravoj p. Prave g i r se seku (u tacki 4), pa odreduju neku
ravan o. Neka je n prava ravni a upravna na g u tacki 4. Dokaza¢emo da
je prava n upravna na ravni n. Kako je pla (pLlg, pLlr), to je pln a,
uzimajuci u obzir da je gLn, po teoremi 1, sledi n_Lx.

Sada dokazujemo jedinstvenost pomenute normale. Pretpostavimo
suprotno, da postoje dve prave n i nj, koje sadrze tacku A4 i obe su
upravne na ravni . Prave n i n; se seku, pa odreduju neku ravan B koja
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seCe n po pravoj b. Tada bi u ravni B postojale, kroz tacku A, dve normale
n 1 n; na pravu b, a to je nemoguce na osnovu pomenute teoreme, iz
odeljka 3.4. U

Teorema 3. (O tri normale) Neka je prava AB upravna na ravan = u tacki
B 1 prava BC upravna na pravoj p ravni = u tacki C. Tada je
prava AC upravna na pravoj p.

Dokaz: Neka je D tacka prave p takva da A
je AB=CD. Tada su pravougli trouglovi /
ABC 1 DCB podudarni, odakle
zakljuCujemo da je AC=BD, pa su C\
podudarni i trouglovi ABD 1 DCA - D\ p
(AD=DA, BD=CA, AB=DC). Dakle

ZABD=/ACD, tj. AC1p.Q

Zadaci

1. Dokazati da postoji tatno jedna ravan koja sadrzi datu tacku i upravna
je na datoj pravoj.

2. Ako su dve ravni upravne na istoj pravoj, dokazati da su medu sobom
paralelne.

3. Ako suprave m i n paralelne i m_La, tada je n_la. Dokazati.

4. Ako su prave m i n upravne na istoj ravni, dokazati da su medu sobom
paralelne.

5. Neka prava AC ne pripada ravni = 1 nije upravna na njoj, ali je
upravna na jednoj pravoj p ravni =, koja sadrzi tacku C i neka je B
podnoZje normale iz 4 u ravni n. Dokazati da je BCLp.

5.6 Diedar. Ortogonalnost ravni

Na sli¢an nacin, kao §to se u ravni definiSu pojmovi ugaone linije i ugla, u
prostoru definiSemo diedarsku povrs i diedar:
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Definicija. Diedarska povrs mpm, je unija dve poluravni prn; 1 pr, sa
zajednickom pocetnom pravom p. Prava p se naziva ivica, a poluravni pr;
1 pmy strane te diedarske povrsi.

Moze se dokazati (dokaz nije jednostavan) da svaka diedarska povrs§
mpny (pm#pny) deli prostor na dva disjunktna skupa, koji se nazivaju
diedarske oblasti.

Definicija. Unija diedarske povrsi i jedne od diedarskih oblasti, koje su
odredene tom diedarskom povrsi, naziva se diedar.

Analogno situaciji u ravni - kako jedna ugaona linija odreduje dva
ugla, tako 1 jedna diedarska povrs§ odreduje dva diedra. I ostali pojmovi su
povezani, pa se tako definiSu opruzeni diedri, susedni diedri, unakrsni
diedri itd...

Od posebnog znacaja je pojam nagibnog ugla 2

. T
diedra: !
T

Definicija. Ugao, po kome neka ravan o, upravna na o
vici p diedra mpn,, sece taj diedar, naziva se nagibni
ugao diedra 1li krace ugao diedra.

MozZze se dokazati, a to je potrebno zbog
korektnosti definicije, da nagibni ugao diedra ne zavisi od izbora ravni a.

Dokazuje se da su diedri podudarni ako i samo ako su im podudarni
nagibni uglovi.

Takode, moze se uvesti relacija ">" izmedu diedara, pa se za jedan
diedar kaze da je veci od drugog, ako mu je ve¢i nagibni ugao.

Za konveksni diedar se kaze da je ostar, prav ili tup u zavisnosti da li
mu je nagibni ugao oStar, prav ili tup. Ovi pojmovi omogucuju da se
definiSe relacija ortogonalnosti ravni.

Definicija. Neka se ravni a 1  seku po pravoj p. Ugao manjeg od diedara,
koje te ravni odreduju, naziva se ugao izmedu tih ravni. U specijalnom

slucaju, kada je taj ugao prav, kazemo da je ravan o normalna na ravni p
u oznaci ol B.

Od posebnog znacaja je sledeca teorema:

Teorema 1. Ako je prava n normalna na ravni n, svaka ravan a, koja
sadrZi pravu n, normalna je na ravni n.
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Dokaz: Neka je anno=p. Kako je nln,
to je prava n upravna na pravoj p u

nekoj tacki N. Oznac¢imo sa s pravu R

ravni © upravnu na pravoj p u tacki N. N g
Kako je pln i pls, prava p je upravna i m 20

na ravni odredenoj pravama » 1 s, dakle \
ZnNs je nagibni ugao diedra opn. [z nln %

sledi nls, pa je nagibni ugao prav i po
prethodnoj definiciji ravan o je upravna na ravni n. 4

Zadaci

1. Neka je BLa 1 A€B. Ako je n prava koja sadrZi tacku 4 1 upravna je na
ravni o, dokazati da ncp.

2. Ako je jedna ravan upravna na dvema ravnima, koje se seku, dokazati
da je ta ravan upravna i na prese¢noj pravoj ovih ravni.

3. Ako je ravan n normalna na presecnoj pravoj ravni a i B, dokazati da
jenlainlp.

4. Ako su iz tatke P u unutrasnjosti diedra konstruisane normale na
strane diedra, one tada odreduju ugao suplementan nagibnom uglu
diedra. Dokazati.

5. Dali je je ta¢no tvrdenje: Ako je a.ln i BLlr, tada je o|B.

5.7 Ugao prave prema ravni. Ugao dveju mimoilaznih
pravih.

Upoznac¢emo najpre pojam ortogonalne projekcije neke figure na neku
ravan.

Definicija. Ortogonalna (normalna) projekcija neke tacke na neku ravan
je podnozje normale, koja sadrzi tu tacku, na tu ravan. Skup ortogonalnih
projekcija svih tacaka neke figure na neku ravan naziva se ortogonalna
(normalna) projekcija te figure na tu ravan.
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Teorema 1. Ortogonalna projekcija prave p na neku ravan r, na koju nije
normalna, je pravap'.

Dokaz: Neka je o ravan odredena pravom p
i tackom A' (ortogonalnom projekcijom
tacke 4 prave p na ravan n) Kako ravan o
sadrzi pravu AA', upravnu na &, to je, po
teoremi iz prethodnog odeljka oln. Ali tada
ravan o sadrzi 1 sve prave XX'; gde Xep P
(videti zadatak 1, iz prethodnog odeljka).
Ako sa p' ozna¢imo nna, na osnovu
prethodnog zaklju¢ujemo da je svaka tacka ortogonalne projekcije prave
p na ravan n na pravoj p'. Na slican nacin zakljucujemo i1 da je svaka
tacka prave p' ortogonalna projekcija neke tacke prave p na ravan .
Dakle, trazena ortogonalna projekcija je zaista prava p'. 1

Definicija. Ostar ugao koji prava p obrazuje sa svojom ortogonalnom
projekcijom p' u ravni = naziva se ugao prave p prema ravni n. Specijalno
u slucaju kada je pLr, taj ugao je prav.

Dve mimoilazne prave nemaju zajednickih tacaka, pa i ne odreduju
nijedan ugao. Medutim, moze se definisati ugao dveju mimoilaznih
pravih. Posebno ¢e biti znacajan slucaj kada je taj ugao prav.

Definicija. Ugao dveju mimoilaznih pravih je ugao koji odreduju njima
paralelne prave p; 1 q1, koje se seku u nekoj tacki S.

Moze se dokazati da taj ugao ne zavisi od izbora tacke S.

Koris¢enjem ovog pojma, mozemo uopstiti neka, od ranije poznata,
tvrdenja.

Teorema 2. Neka je p prava upravna na dve prave a i b, ravni a, koje se
seku. Tada je p_la.

Dokaz: Dokazimo najpre da ne moze biti p|ja. Neka je ¢ prava koja sadrzi
prese¢nu tacku pravih a i b, i paralelna je sa pravom p. U tom slucaju iz
relacija pllg 1 alla, na osnovu definicije ugla mimoilaznih pravih, sledi da
je gla. Na isti na¢in se dokazuje i1 da je gL b. Tada je na osnovu Kosijeve
teoreme g la. Dakle, ne moze biti p|ja jer bi u tom slucaju bilo i g|a.
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Neka je pno={A4}. 1 neka su a' 1 b' prave ravni a, koje sadrze tacku A 1
paralelne su redom sa pravama a i1 b. Kako je pla i plb, to je, po
definiciji ugla mimoilaznih pravih, pla' 1 p1d', odnosno po KoSijevoj
teoremi ploa. U

Teorema 3. Ako je prava n upravna na ravni o, tada je » upravna na svim
pravama ravni o.

Dokaz: Neka je [ prava ravni o 1 neka je nno={A4}. Ako A€l tvrdenje
sledi neposredno. Pretpostavimo sada da A¢/. Neka je [' prava ravni o
koja sadrzi tatku A i paralelna je pravoj /. Tada je nLl', pajeintl QO

Zadaci

1. Dokazati da postoji tatno jedna prava koja seCe svaku od dve date
mimoilazne prave pod pravim uglom (tzv. zajednicka normala
mimoilaznih pravih).

2. Ugao prave prema ravni, na koju nije upravna, manji je od ugla koji
ova prava obrazuje sa ma kojom drugom pravom te ravni. Dokazati.

3. Ako su dve prave paralelne, onda su 1 njihove projekcije na istu ravan
takode paralelne. Dokazati.

4. Neka su 4, B, C, D cetiri nekomplanarne tacke takve da je ABLCD,
AD1BC, AC1BD. Ako je ZBAC prav ugao, dokazati da su i uglovi
CAD 1 BAD pravi.
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Razni zadaci (normalnost pravih i ravni)

1. Ako su dve ravni upravne na istoj pravoj, one su medu sobom
paralelne. Dokazati.

2. Ako je prava n upravna na jednoj od dveju paralelnih ravni, upravna
je 1 na drugoj. Dokazati.

3. Ako je prava 4A4' upravna na ravan o (4'€a), 1 B proizvoljna tacka te
ravni, dokazati da je A4'<A4B.

4. Neka se prave m 1 n seku. Ako je m1n i n paralelna sa nekom ravni o,
da li je m|ja.?

5. Odrediti geometrijsko mesto tataka u ravni = ¢ija su odstojanja od
date tacke P¢n medu sobom jednaka.

6. Tri nekolinearne poluprave OA, OB, OC ravni p imaju zajednicku
pocetnu tacku O. Ako poluprava OP gradi sa svakom od polupravih
0OA, OB, OC podudarne uglove dokazati da je OPLn.

7. Neka je ABC jednakokrakopravougli trougao ravni o sa pravim uglom
kod temena 4. Ako je a prava takva da A€a, ala 1 M proizvoljna
tacka prave a, odrediti geometrijsko mesto tacaka:

(i) teziSta trouglova BMC;
(if) podnozja visina BB'i CC" trouglova BMC;
(iii) ortocentara trouglova BMC.

8. Neka su 4 i B sa iste strane ravni o. Odrediti u ravni o tacku M tako

da je zbir duzi AM 1 MB najmanji.

9. Neka se dve medu sobom upravne ravni a 1 B seku po pravoj s.
Dokazati da je svaka prava ravni B koja je upravna na pravoj s,
upravna i na ravni o.

10. Ako je za neke ravni a, B, v: of|f 1 BLy, dokazati da je oLy.

11. Neka su prave a, b, c upravne na pravoj p u istoj tacki N. Dokazati da
su prave a, b, ¢c komplanarne.

12. Neka je PQ zajednicka normala dveju mimoilaznih pravih p i g (Pep,
Qeq). Ako prava c se€e prave p i g redom u tackama A4 1 B, takvim da
je AP=BQ, Dokazati da je ZPAB=/(QBA.
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13.

14.

15.

16.

17.

Neka su 4, B, C, D cetiri nekomplanarne tacke takve da je prava AD
upravna na ravni odredenoj tackama B, C, D. Ako je DE visina
trougla DBC, dokazati da je ravan odredena tackama A, D, E upravna
na ravan odredenu taCkama A4, B, C.

Neka su 4, B, C, D cetiri nekomplanarne tacke takve da je prava AD
upravna na ravni odredenoj tatkama B, C, D. Ako je BF visina trougla
ABC 1 BK visina trougla DBC, dokazati da je ravan odredena tackama
B, F, K upravna na ravan odredenu tackama 4, B, C.

Neka su a1 B dve ravni 1 p 1 ¢ dve prave takve da je pla i gLB.
Dokazati ekvivalenciju: o/|B < pllg

Neka su p 1 ¢ mimoilazne, medu sobom upravne prave. Ako je ravan
o upravna na pravoj p, dokazati da je g||a.

Neka su M, N, P, O tacke ravni o takve da je MNNPQO={S} 1 MS=NS i
PS=0S. Neka je A4 tacka van ravni o takva da je AM=AN 1 AP=AQ.
Dokazati da je AS L.



Glava VI

Konstrukcija ravnih figura

Konstruktivni zadaci u geometriji su posebna vrsta zadataka, koji
zahtevaju narocitu preciznost 1 podrazumevaju odredenu formu resavanja.
U zadatku se zahteva da se primenom /lenjira i Sestara tj. koriste¢i neke
osnovne konstrukcije, konstruisu odredene geometrijske figure (trougao,
cetvorougao, krug, prava, tacCka,...) koje zadovoljavaju postavljene
zahteve. T1 zahtevi mogu biti razliciti, bilo da neka duZ ili ugao treba da
budu podudarni datoj duzi ili uglu, bilo da trazena figura bude u nekom
karakteristicnom polozaju prema nekim datim figurama.

Vazno je ista¢i da se ovde ne radi o crtanju, ve¢ konstrukciji koja
predstavlja niz koraka od kojih je svaki neka osnovna konstrukcija. Osim
toga, u zadatku je potrebno da se obrazlozi kako se konstrukcija moze
izvesti, dokaze ta¢nost reSenja i1 diskutuje broj reSenja. Zadatak se smatra
reSenim, ako je ukazano na nacin konstrukcije figure 1 ako je dokazano da
se kao rezultat naznaCenih konstrukcija dobija ba§ figura koja
zadovoljava sve postavljene uslove.

Osnovne konstrukcije, delimo u dve grupe. Prve zovemo: osnovne
konstrukcije koje se mogu realizovati lenjirom, a druge: osnovne
konstrukcije koje se mogu realizovati Sestarom.

e Osnovne konstrukcije koje se mogu realizovati lenjirom su:
1. konstrukcija prave koja sadrzi dve date tacke;

2. konstrukcija poluprave sa datom pocetnom i jos jednom
svojom tackom,

3. konstrukcija duzi Cije su krajnje tacke dve date tacke.

e Osnovne konstrukcije koje se mogu realizovati Sestarom su:

122
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4. konstrukcija kruga ciji je centar data tacka i poluprecnik data
duz;

5. konstrukcija kruznog luka kome su centar, dve krajnje tacke i
jedna tacka, Cetiri date tacke.

Koriste¢i samo prvu grupu osnovnih konstrukcija ne mogu se izvrsiti
sve konstrukcije koje se mogu dobiti primenom obe grupe. Primer za to je
konstrukcija sredista date duzi. U tom slucaju kazemo da nije moguca
konstrukcija srediSta duzi samo pomocu lenjira. Ali ima konstruktivnih
zadataka koji se ne mogu reSiti ni primenom obe grupe osnovnih
konstrukcija. Najpoznatiji medu njima su problem trisekcije ugla i
problem kvadrature kruga. Prvi glasi: konstruisati dve poluprave koje
dati ugao dele na tri podudarna, a drugi: konstruisati kvadrat jednake
povrsine kao dati krug”. U oba slu¢aja kazemo da zadatak nije moguce
reSiti primenom lenjira i Sestara. Osim ovih, postoji jo§ mnogo slicnih
problema za koje je dokazano da se ne mogu resiti samo pomocu lenjira i
Sestara®’.

Pri reSavanju zadataka nec¢emo konstrukciju uvek svoditi na
osnovne, ve¢ ¢emo Kkoristiti neke jednostavne iz njih izvedene. Te
najjednostavnije konstrukcije, izvedene 1z osnovnih, nazivaju se
elementarne konstrukcije. U toku rada njih ¢emo smatrati poznatim 1
necemo ih objaSnjavati niti dokazivati njihovu ispravnost. Navedimo
sledece elementarne konstrukeije:

* Estrukcij a medijatrise duzi;
* konstrukcija bisektrise ugla;
* konstrukcija paralelnih pravih (polupravih, duzi);

¥ Ovi problemi javlili su se jo§ u Staroj Grékoj. Osim njih tada je postavljen i tzv.
problem udvostrucenja kocke: konstruisati ivicu kocke ¢ija je zapremina dva puta veéa
od kocke date ivice. Nemoguénost konstrukcije samo pomocu lenjira i Sestara, za sva tri
prethodna problema, dokazana je u XZX veku, nakon razvitka teorije grupa koju je otkrio
francuski matemeti¢ar E. Galoa (1811-1832). Dokaz, za problem udvostruc¢enja kocke,
izveo je francuski matematicar P. L. Vancel (1814-1848), 1837. g.

% Cuveni nemacki matematicar C. F. Gaus (1777-1855) je 1796. g. dokazao, da je
pravilan n-tougao mogucée konstruisati pomoc¢u lenjira i Sestara ako i samo ako je

n=2k-p, gde je p ili 1 ili prost broj koji se moze napisati u obliku 22l +1, za
1 =0,1,2,... (Fermaovi brojevi). Dakle, pravilan n-tougao je mogucée konstruisati
pomocu lenjira i Sestara za n = 3,4, 5,6,8,10,12,16,17, ..., a nije moguce konstruisati za
n="7911,1314,1518,19,... . Inate, Fermaovi brojevi nisu svi prosti (npr. za [=5).


Dutchman



124

VI Konstrukcija ravnih figura

% konstrukcija normalnih pravih (polupravih, duzi);

*  konstrukcija duzi podudarne datoj duzi;

*  konstrukcija ugla podudarnog datom uglu;

* konstrukcija sredista duzi;

* konstrukcija tangente datog kruga iz date tacke;

*  konstrukcija trougla ¢ije su ivice podudarne trima datim
duzima;

* konstrukcija trougla kome su odgovarajuca ivica i dva ugla
podudarni datoj duzi i datim uglovima;

* konstrukcija trougla kome su dve ivice i1 njima zahvaceni ugao
podudarni datim duzima 1 datom uglu;

* konstrukcija trougla kome su dve ivice i ugao naspram jedne
od njih podudarni datim duzima i datom uglu, pri ¢emu je
poznato da je ugao naspram druge ivice ostar, prav ili tup;

* konstrukcija geometrijskog mesta tacaka iz kojih se data duz
vidi pod datim uglom.

ReSavanje konstruktivnog zadatka (konstruisati figuru @ koja

zadovoljava uslove ) sastoji se iz Cetiri etape:

@)

(1)

(1)

av)

Analiza je razmatranje mogucnosti da se dode do resenja. U ovoj
etapi pretpostavljamo da je zadatak reSen tj. da figura ® zadovoljava
uslove A4 Zatim razmatramo odnose izmedu datih i traZenih
elemenata 1 dolazimo do uslova & koje figura @ zadovoljava, a
pomoc¢u kojih se ® moze lakSe konstruisati. Na kraju dokazujemo
A=B.

Konstrukcija se sastoji od toga da se polaze¢i od zadatih elemenata,
primenom kona¢nog broja osnovnih i elementarnih konstrukcija,
dode do trazene figure @, tako da zadovoljava uslove &. Pri tome je
obavezno da se svaki od koraka opise.

Dokaz je etapa u kojoj treba dokazati da ovako konstruisana figura
® zadovoljava uslove zadatka tj. uslove # Zapravo dokazujemo
&=-4. Pri tome su neki delovi dokaza neposredni, pa kazemo da je
taj deo ispravan "po konstrukciji".

Diskusija se sastoji u ispitivanju egzistencije 1 broja reSenja u
zavisnosti od datih uslova 4
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Na kraju napomenimo da se u ovoj glavi izvode konstrukcije
primenom podudarnosti. U narednim glavama reSavac¢emo konstruktivne
zadatke primenom drugih metoda (primenom izometrije, homotetije,
sli¢nosti, itd.). Takode, na slican nacin se mogu reSavati 1 konstruktivni
zadaci u prostoru.

Ceo tok reSavanja konstruktivnih zadataka pokazacemo na nekoliko
primera:

Primer 1. Konstruisati krug k koji sadrzi dve date tatke M1 N i

¢iji centar pripada datom krugu &,(O1,r).
Resenje:
Analiza. Centar traZzenog kruga je jednako
udaljen od tacaka M i1 N, pa tacka O pripada
medijatrisi duzi MN 1 bi¢e presek te
medijatrise i kruga k;.
Konstrukcija. KonstruiSimo medijatrisu
duzi MN. Ona se¢e krug k; u nekoj tacki O.
KonstruiSimo krug k& sa centrom O koji
sadrzi tacku M. Dokazimo da je k trazeni
krug.
Dokaz. Treba dokazati da:

(1) krug sadrzi tacke M 1 N;
(2) centar kruga k pripada krugu k.

(1) Krug k sadrzi tatku M po konstrukciji, a tacku N jer je ON=OM (tacka
O pripada medijatrisi duzi MN, pa je jednako udaljena od njenih krajnjih
tacaka).
(2) Centar kruga k, tacka O, pripada krugu k; po konstrukciji.
Diskusija. Zadatak ima dva, jedno ili nijedno reSenje u zavisnosti od toga
da li konstruisana medijatrisa seCe, dodiruje ili nema zajednickih taaka
sa krugom k.

Primer 2. Konstruisati trougao ABC kome su ivice 4B, AC i
visina iz temena B podudarni trima datim duzima c, b, hj.
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Resenje:

Analiza. Neka je D podnozje visine iz
temena B. U pravouglom trouglu ABD
poznate su hipotenuza AB=c 1 Kkateta D
BD=h;; prema tome, taj trougao se moze c b
konstruisati. Trece teme trazenog trougla
pripada pravoj AD.

Konstrukcija. KonstruiSimo najpre trougao

ADB (AB=c, ZADB=90°, BD=h). Na pravoj AD odredimo, zatim tatku C
tako da je AC=b. Dokazimo da je ABC traZeni trougao.

Dokaz. U dobijenom trouglu je AB=c i AC=b, po konstrukciji. Kako je
ZADB=90°, to je duz BD visina trougla, a ona je podudarna duzi %, po
konstrukciji.

Diskusija. ReSenje zadatka je moguce ako 1 samo ako je moguce
konstruisati trougao ABD, tj. ako je hy<c. Prilikom konstrukcije tacke C,
postoje dve moguénosti - sa raznih strana tacke 4, dakle, dobijaju se dva
reSenja. U slucaju kad je /,=c ta dva trougla su pravougli i podudarni.

Primer 3. Konstruisati trougao ABC ako su unutra$nji uglovi
kod temena B, C podudarni datim uglovima B iy, a zbir ivica
AB 1 AC podudaran datoj
duzi d.
Napomena: Ubuducée ¢emo ovakav
zadatak, konstrukcije trougla iskazivati
u obliku: konstruisati trougao 4BC ako
je dato:

B, v, btc.
ResSenje:
Analiza. Neka je D tacka prave takva da je AD=AC i &B,4,D). Tada je
BD=BA+AD=BA+AC=d, pa je BD=d. Kako je trougao ADC jednakokraki,

1 +
to je AADC;LACD=E ZBAC = 90" — Pty . Dakle, moze se konstruisati
trougao BCD.
Konstrukcija. Konstrui§imo trougao BCD (BD=d, ~CBD=p, ~BCD=90°-
Pty

T). Medijatrisa s duzi DC sece pravu BD u tacki 4. Dokazimo da je

ABC trazeni trougao.
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Dokaz. Medijatrisa ivice DC sadrzi teme A4 trougla ACD; dakle taj

trougao  je  jednakokraki. = Odatle  zakljuCujemo da je:

AB+AC=AB+AD=BD, a BD=d, po konstrukciji. Takode, sledi i da je
+

/ADC=/ACD, pa je 4ACB=180°-B-24ADC=1800-[3-2(900-[3—2}/):%

Najzad je Z4BC=, po konstrukciji.

Diskusija. Neophodno je da bude g+y<180°. U protivnom nema resenja.

+
Inace, reSenje je jedinstveno. Napominjemo da vazi i [3+90°-ﬁ—2y<1800

(ovaj uslov se svodi na B-y<180° i uvek vazi jer je p+y<180°) tako da se
ADBC moze konstruisati.

Primer 4. Konstruisati trougao ABC ako je dato: a, o, A,.

Resenje:

Analiza. Tacka A pripada i
geometrijskom mestu tacaka iz kojih
se duz BC vidi pod uglom «, a isto hq
tako 1 pravoj paralelnoj pravoj BC na

odstojanju /,. Znaci, teme A je presek B a C
prave 1 odgovarajuceg kruznog luka.

Konstrukcija. KonstruiSimo geometrijsko mesto tac¢aka iz kojih se duz
BC=a vidi pod uglom c. (videti odeljak 5.2.) i pravu p||BC na odstojanju
hq. Sa A oznac¢imo presek prave i pomenutog geometrijskog mesta tacaka.
Dokazimo da je ABC traZeni trougao.

Dokaz. BC=a, po konstrukciji. Tacka A4, po konstrukciji, pripada
odgovaraju¢em geometrijskom mestu tac¢aka iz kojih se duz BC vidi pod
uglom o, pa je ZBAC=o. Visina trougla ABC iz temena 4 podudarna je
duzi h,, jer tacka 4 pripada pravoj koja je na odstojanju /4, paralelna sa
BC.

Diskusija. Neophodno je da bude a<180°. Broj reSenja zadatka jednak je

broju prese¢nih tacaka prave p i kruznog luka (pomenutog geometrijskog
mesta tacaka).

Primer 5. Konstruisati trapez ABCD ako su kraci BC, AD,
srednja linija 1 razlika osnovica 4B 1 CD podudarni Cetirima
datim duzima c, d, m, a-b.
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Resenje: D c
Analiza. Neka je E preseCna tacka

prave AB sa pravom koja je u tacki C M, m N _p
paralelna sa pravom AD. Tada je ¢ d ¢
cetvorougao AECD paralelogram, paje 4 E  ab B

CE=AD=d; EB=AB-CD=a-b. Dakle,

trougao EBC se moze konstruisati.

Konstrukcija. KonstruiSimo trougao EBC (BC=c, EC=d, EB=a-b). Neka
je N srediste duzi BC. Konstrui§imo pravu p, paN i p||[EB. Odredimo tacku
M tako da Mep, MN=m 1 tacka M je sa one strane prave BC sa koje je i
tacka E. KonstruiSimo zatim pravu g, g3C 1 g||p i »M i r||[EC. Prava r sece
pravu EB u tacki 4, a pravu ¢ u tacki D. Dokazimo da je ¢etvorougao
ABCD trazeni trapez.

Dokaz. Cetvorougao ABCD je trapez, jer je g||[EB po konstrukciji; BC=c,
takode po konstrukciji. Cetvorougao AECD je paralelogram, pa je
AD=EC=d; duz MN je srednja linija trapeza, jer je N srediSte duzi BC i
MN||AB a MN=m, po konstrukciji.

Diskusija. Da bi reSenje postojalo, potrebno je i dovoljno da bude:
a->b

|c-d|<a-b<ct+d 1 m>

Primer 6. Neka su: [/ duz, p 1 g paralelne prave 1 M tacka van
njih. Konstruisati pravu koja sadrzi tacku M tako da ona sece
prave p i ¢ u tatkama koje odreduju duz podudarnu duzi /.
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Resenje:
Analiza. Neka su P, Q1 Q' tatke ,

pravih p, odnosno ¢, takve da je q
PO=PQ'=l. Tada je traZena P %
prava paralelna pravoj PQ ili
PO, jer je jedan od a a
odgovaraju¢ih  Cetvorouglova
paralelogram.

Konstrukcija. Neka je P

proizvoljna tacka prave p. KonstruiSimo krug k(P,/). Neka je O jedna od
prese¢nih tacaka tog kruga sa pravom ¢. KonstruiS§imo pravu a, a>M i
a||PQ. Dokazimo da je a trazena prava.

Dokaz. Kako je p|lg i PQlla Cetvorougao odreden pravama p, ¢, a, PO je
paralelogram, pa je odsecak prave a izmedu pravih p 1 ¢ podudaran duzi /.
Diskusija. Broj reSenja jednak je broju prese¢nih tacaka kruga & 1 prave q.
Oznacimo sa d odstojanje pravih paralelnih p 1 g. Ako je d</, postoje dva
reSenja; ako je d=I/ postoji jedno reSenje; ako je d>/ zadatak nema resSenja.

Zadaci

Uobicajene oznake za elemente trougla ABC su:

- a,b,c-ivice;

- a, B,y - odgovarajuci uglovi;

- hg, hp, b - Visine;

— g, Iy, t. - teziSne duzi;

— I, Ip, 1. - odsecci bisektrisa unutrasnjih uglova (duzi odredene
temenima i presecima bisektrisa sa naspramnim ivicama);

— s - poluobim;

— R, r, 74, b, ¥ - polupre€nici opisanog, upisanog i spolja upisanih

krugova.

1. Konstruisati trougao ABC ako je dato:
(D) o, B,s; (D) a-b,c,y; (i) a, o, bte;  (iv) a, B-y, b-c;
(V) a, B-v, b+C; (Vl) b7 ¢, ha, (V”) b: ha: hb: (Vl”) a, hb: hc,
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(ix) hay o, B; (X) b, ate, he; (xi) b-c, hp, a5 (xii) @, t, tc;
(xiid) b, c, ty;  (XiV) ta, th, te;  (XV) C, hyy Ly (Vi) €, Dy, tp;
(xvii) b, 1, o (xVviii) hy, hp, ty;  (X0X) L4, By, btc; (xx) a, b, B-y.

2. Konstruisati jednakokraki trougao ABC ako je dato:
(7) osnovica 1 zbir kraka 1 visine koja odgovara osnovici;
(if) obim 1 visina koja odgovara osnovici;
(iii) visine;
(iv) ugao na osnovici i odsecak njegove bisektrise;
(v) krak AC 1 na njemu tacka B' podnoZje visine iz temena B;
(vi) krak 1 visina koja mu odgovara.

3. Konstruisati pravougli trougao ABC (»C=90°) ako je dato:
(@) o, atb; (ii) o, a-b; (iii) a, b+c; (iv)c, atb; (v)t, t.;
(vi) a, c-b; (vii) ath,, o; (viii) t., he; (ix) a, t,.

4. Konstruisati pravougaonik ako je dato:

(7) dijagonala i razlika susednih ivica;
(if) dijagonala 1 obim;
(iii) obim 1 ugao izmedu dijagonala.
5. Konstruisati romb ako je dato:
(7) ivica 1 zbir dijagonala;
(if) ugao 1 zbir dijagonala;
(iii) ugao 1 razlika dijagonala.
6. Konstruisati paralelogram ABCD ako je dato:
(7) ivica 1 obe visine;
(if) dijagonala i obe visine;
(iif) ivica AB, ugao kod temena 4 i zbir BC+AC.

7. Konstruisati trapez ako je dato:

(7) sve Cetiri ivice;

(if) osnovice i dijagonale;

(iii) obe osnovice i uglovi na manjoj osnovici;

(iv) zbir osnovica, visina i uglovi na vecoj osnovici.
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8. Konstruisati deltoid ABCD ako su dati: dijagonala AC (koja je osa
simetrije deltoida), ugao izmedu nje i ivice AD 1 zbir dve nejednake
ivice AD+DC.

9. Konstruisati ¢etvorougao ABCD ako je dato:

(7) sve Cetiri ivice 1 ugao izmedu dve naspramne ivice;

(#i) tri ivice 1 uglovi nalegli na Cetvrtoj ivici;

(iii) sredista triju ivica i1 jedna duz paralelna 1 podudarna cetvrtoj
ivici.

10. Konstruisati trougao 4ABC ako je dato:

@) a,o,r; (i)a,o,ry (i) a, hy, he
(@) a, hay 55 (V) hay Loy 7y (VE) 0, Ly ha;
(vii) o, B, R;  (viii) a, R, r;  (ix) a, hp, R.
11. Konstruisati krug tako da:
(7) dodiruje dve date neparalelne prave p i1 ¢, dodirna tetiva
podudarna je datoj duzi ¢;
(if) centar tog kruga bude data tacka, a na datoj pravoj odseca
tetivu podudarnu datoj duzi ¢;
(iii) sadrzi dve date tacke, a centar mu pripada datom krugu k;;
(iv) ima dati poluprecnik 7 1 dodiruje dva data kruga - jedan spolja
a jedan iznutra.

12. Koriste¢i samo lenjir, konstruisati normalu iz date tatke M, koja ne
pripada datom krugu £, na dati prec¢nik tog kruga (ili na pravu njime
odredenu).

13. Dat je kvadrat ABCD. Na ivicama BC i1 CD date su tatke M i N takve

da je ZMAN=45°. Koriste¢i samo lenjir, konstruisati normalu iz tacke
A na pravu MN.

14. Konstruisati kvadrat ABCD ako je dato teme B i dve tacke, £ i F, koje
pripadaju ivicama 4D i DC ili pravama njima odredenim.

15. Data je prava CD i dve tacke 4 i B van te prave. Konstruisati na
pravoj CD tacku M takvu da je £ZAMC=22BMD.

16. Konstruisati trougao ako su centri opisanog, upisanog i spolja
upisanog kruga tog trougla tri date tacke.
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17. Konstruisati trougao ABC ako su teme A, ortocentar H i centar
opisanog kruga O, tog trougla tri date tacke.

18. Na pravoj odredenoj ivicom AB pravougaonika ABCD odrediti takvu
tacku E iz koje se ivice AD i1 DC vide pod jednakim uglovima. Kada
zadatak ima reSenja?

19. U dati krug upisati trougao 4BC ako su dati: teme A, pravac visine
AA' 1 taCka preseka prave odredene visinom BB' sa tim krugom.

20. U konveksnom cetvorouglu ABCD vazi BC=CD. Date su ivice AB i
AD 1uglovi kod temena B i D. Konstruisati cetvorougao.

21. Konstruisati pravilan trougao ABC, ako je njegova ivica podudarna
datoj duzi a i ako dve ivice 4B 1 AC i bisektrisa unutrasnjeg ugla AE
(ili prave njima odredene), sadrze redom tri date kolinearne tacke M,
N, P.

22. Konstruisati trougao ABC ako je dato:
(l) ha, Lo, t4; (”) R, B-v, t4; (l”) R, B-v, ha; (ZV) a, a, p-y.
23. Konstruisati trougao ABC ako je dato:
(i) temena B 1 C 1 prava kojoj pripada bisektrisa unutraSnjeg ugla
kod temena 4;
(ii) tacke 4, O, E, gde je O centar opisanog kruga, a E presek ivice
BC sa bisektrisom unutras$njeg ugla kod temena 4;

(iii) tatke M, N, P u kojima prave odredene visinom /,,
bisektrisom /, i teziSnom duzi #,, seku krug opisan oko tog
trougla;

(iv) jedno teme i centri upisanog i opisanog kruga;

(v) tacke 4, O, N, gde je O centar opisanog kruga, N presek tog

kruga sa bisektrisom unutra$njeg ugla kod temena A4 i ivica BC
podudarna datoj duZi a.

24. Konstruisati kvadrat 4BCD, ako su date tacke P, O, R, S koje
pripadaju ivicama 4B, BC, CD, DA tog kvadrata.

25. Konstruisati trougao ABC ako su date ivice a 1 b 1 vazi:
2CAB=37A4BC.

26. Kroz tacku M unutar datog kruga konstruisati tetivu, tako da razlika
njenih odsecaka bude jednaka datoj duZi a.
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27. Neka je A tacka kruga k. Koriste¢i samo Sestar, konstruisati kvadrat
ABCD upisan u dati krug®",

28. Konstruisati zajednicke tangente data dva kruga.

29. Neka su A4, B, C tri nekolinearne tacke. Konstruisati tacku D, takvu da
je Cetvorougao ABCD tetivni i tangentni.
30. Konstruisati trougao ABC ako je dato:
(i) b-c,r,ry; (i) a,b-c,r; (i) a,r,ry;,  (iv) b-c, r, hp;
V) a, bte,r; (Vi) a, rptre, hey (Vi) bte, vy, ve;  (Viii) a, btc, 7
(ix)R, ryry;  (X)R, 1p, 75 (xi) b, R, rtry;,  (xii) a, hg, vo-r.
31.Neka je AB data duz. Koriste¢i samo lenjir, uz moguénost

konstrukcije paralelnih pravih (konstrukcije u afinoj geometriji),
konstruisati tacku C, tako da je:

(i) AC = SAB : (n-)/TC=§Z§.

*! Konstrukcije samo pomocu $estara, proucavali su italijanski matemati¢ar L. Maskeroni
(1750-1800) i, jos sto godina pre njega, danski matematicar G. Mor (1640-1697) u
svojoj knjizi "Danski Euklid" iz 1672. g. Teorijsku osnovu ovih konstrukcija dao je
austrijski matematicar A. Adler, koji je 1890. g. dokazao da svaki zadatak koji se moze
resiti pomocu lenjira i Sestara, moze biti reSen i samo pomocu Sestara.



Glava VII

Izometrijske transformacije
ravni. Klasifikacija

U tre¢oj glavi uveli smo izometrijske transformacije kao bijektivna
preslikavanja koja ¢uvaju relaciju podudarnosti parova tacaka. Tada su
nam one bila potrebne zbog definisanja relacije podudarnosti figura
uopsSte. Sada ¢emo detaljnije izuciti izometrije euklidske ravni, njihova
svojstva, uvesti specijalne vrste izometrija 1 na kraju izvrSiti njihovu
klasifikaciju.

7.1 Direktne i indirektne izometrijske transformacije

U tre¢oj glavi dokazali smo, da izometrija ravni koja nije koincidencija ne
moze imati tri fiksne nekolinearne tacke. Istakli smo, tada, da je broj
fiksnih tadaka veoma znacajan za klasifikaciju izometrija. Osim toga,
vaznu ulogu u toj klasifikaciji ima pojam koji ¢emo sada uvesti:

Definicija. Izometrijska transformacija 7 :E°—>E’ je direktna ako

"¢uva" orijentaciju ravni £’ tj. svaki trougao te ravni preslikava u trougao
iste orijentacije. Izometrijska transformacija je 7 :E*—>E” indirektna

A A’ A A
/\7 3 /\ & 7
B C B C B cc B’
134
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|| ako svaki trougao te ravni preslikava u trougao suprotne orijentacije.

Moze se dokazati da je za neku izometriju dovoljno da jedan trougao
preslikava u trougao iste odnosno suprotne orijentacije da bi ona bila
direktna odnosno indirektna. To znaci da je svaka izometrija ili direktna
ili indirektna.

Kako koincidencija svaki trougao preslikava u sebe, ona je direktna
izometrija.

Na osnovu definicije, jasno je, da je proizvod dve direktne izometrije
takode direktna izometrija, a proizvod jedne direktne i jedne indirektne
izometrije indirektna izometrija. Kako u ravni postoje tacno dve
orijentacije, to proizvod dve indirektne izometrije predstavlja direktnu
izometriju.

Navedimo sada dve znacajne teoreme:

Teorema 1.* Neka su AB i A'B' dve podudame duzi ravni E°. Tada
postoje tacno dve izometrije te ravni koje tacke 4 1 B
preslikavaju redom u tacke 4' 1 B', od kojih je jedna direktna a
druga indirektna.

Teorema 2.* Direktna izometrija ravni £° sa bar dve razne fiksne tacke
je koincidencija.

Teorema 2 je, zapravo, prvi korak u najavljenoj klasifikaciji
izometrija. Ostaje nam jo§ da izu¢imo direktne izometrije sa jednom i bez
fiksnih tacaka, kao i indirektne izometrije koje nemaju nekolinearnih
fiksnih tacaka.

7.2 Osna refleksija

Sada ¢emo se upoznati sa vrstom izometrija koja ima Siroku primenu u
geometriji. UveS¢emo je na neSto drugaciji nacin, u odnosu na onaj koji
smo sreli u osnovnoj Skoli.

Definicija. Neka je p prava ravni E”. Izometrijska transformacija te ravni
koja nije koincidencija 1 za koju je svaka tacka prave p fiksna naziva se
osna refleksija (simetrija) te ravni u oznaci S, . Prava p naziva se osa te
refleksije.
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DokaZimo neka svojstva osne refleksije:

Teorema 1. Sve fiksne tacke osne refleksije su na osi te refleksije.

Dokaz: Neka je A fiksna taCka osne refleksije s,

sa osom p. Pretpostavimo suprotno da 4¢p. Neka 4
su B 1 C dve proizvoljne razne tacke prave p. Na

osnovu definicije su i B, C fiksne tacke te osne P
refleksije, pa bi ona, sa tri fiksne nekolinearne B C
taCke, bila koincidencija (teorema 6, iz odeljka

3.1). Dakle, dolazimo do kontradikcije, pa mora biti Aep. 1

| Teorema 2. Osna refleksija je indirektna izometrija.

Dokaz: Pretpostavimo suprotno, neka je osna refleksija direktna
izometrijska transformacija. Ona ima bar dve fiksne tacke (na osi) pa bi
na osnovu teoreme 2, iz prethodnog odeljka, bila koincidencija. To
medutim, nije moguce pa sledi da je osna refleksija indirektna izometrija.

a

Dokazimo sada da osna refleksija ima svojstvo, koje nam je
intuitivno od ranije poznato.

Teorema 3. Ako je S, osna refleksija neke ravni 1 za neku tacku te ravni

vazi S,(X)=X'#X, tada je osa p te refleksije medijatrisa duzi
XX.

Dokaz: Neka su 4 1 B proizvoljne tacke
ose p. Tada s5,:4,B,X—A4,B,X". Kako je
S, izometrija mora biti AX=AX' i

BX=BX' pa tatke A 1 B pripadaju - P
medijatrisi duzi XX'. Kako svaka duz
ima jedinstvenu medijatrisu,

medijatrisa duzi XX’ je prava 4B t]. osa x°
p.- 4

Teorema 4.* Jedine prave koje se osnom refleksijom ravni preslikavaju u
sebe su osa te refleksije 1 sve prave te ravni koje su normalne
na osu.




VII Izometrijske transformacije ravni. Klasifikacija 137

Intuitivno je ¢itaocu jasno od ranije da ako dva puta primenimo istu
osnu refleksiju, svaku tacku "vracamo" na svoje mesto. To znaci da je
kompozicija osne refleksije sa sobom koincidencija odnosno da je
inverzna transformacija osne refleksije ista ta refleksija, $to moZemo
zapisati u obliku: 5,’=S,°5,=&; 5,"'=s,. Transformacije koje imaju ovo
svojstvo zovu se involutivne transformacije ili involucije.

Nije tesko 1 formalno dokazati:

Teorema 5.* Osna refleksija je involucija.

Narednom teoremom nastavljamo klasifikaciju izometrija na osnovu
broja fiksnih tacaka i toga da li je izometrija direktna ili indirektna.

Teorema 6. Ako indirektna izometrija ravni ima bar jednu fiksnu tacku
tada ona predstavlja osnu refleksiju ¢ija osa sadrzi tu tacku.

Dokaz: Neka je A fiksna tacka indirektne
izometrije 7. Kako je 77 indirektna ona nije A
koincidencija pa postoji neka tacka B te ravni
takva da je 77(B)=B'#B. Neka je p medijatrisa
duzi BB'. 77 je izometrija koja tacke 4 1 B
preslikava u tacke 4 1 B', pa mora biti AB=A4B'.
Dakle, tacka 4 pripada medijatrisi p duzi BB'. B B’
Dokazimo da izometrija 77 predstavlja osnu p

refleksiju sa osom p tj. da je 77=s,. Kompozicija S,°77 je direktna
izometrija sa dve fiksne tatke 4 1 B pa prema ve¢ pomenutoj teoremi
predstavlja koincidenciju. Dakle 5,00=E, pa je 5,05,07=5,°E, t]. 7=5,.
a

Teorema 7. Neka je 77 izometrija neke ravni i p proizvoljna prava te ravni
koja se tom izometrijom preslikava u pravu p'. Ako je S, osna
refleksija te ravni sa osom p, tada je: 7'c>5p0‘.7"1 =S,

Dokaz: Neka je Y proizvoljna tatka prave p' i X=2 (¥). Tada tatka X

pripada pravoj p pa je S,(X)=X. Dakle vazi: 7°5,07 " (Y)= 7°5,(X)=
T7(X)=Y. Izometrija oS, " je indirektna sa bar jednom fiksnom

p
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tatkom pa, na osnovu prethodne teoreme, predstavlja osnu refleksiju.
Tacka Y je proizvoljna tacka prave p', pa kako su u toj osnoj refleksiji sve
tacke prave p' fiksne, osa je bas p'. 1

Inace transformacija ‘J’ospo‘,?"1 naziva se transmutacija osne
refleksije s, 1zometrijom 77. Prethodna teorema koja je vezana za tu
transmutaciju ima Siroku primenu. Navedimo jednu njenu posledicu:

Teorema 8.* Dve osne refleksije neke ravni komutiraju akko su im ose
upravne ili jednake, tj.
54°Sp = 5p°Sq = (pLg v p=q).

Kompozicija dve osne refleksije bi¢e veoma znafajna u daljnjem
razmatranju izometrija. Odmah moZemo zakljuciti da je ona, kao
kompozicija dve indirektne izometrije, direktna izometrija. Ukoliko su
ose tih refleksija jednake, ve¢ smo utvrdili da ta kompozicija predstavlja
koincidenciju. Naravno, interesantno je pitanje Sta ona predstavlja u
opStem slucaju, kada su ose razlic¢ite i komplanarne. Odgovor na to
pitanje dac¢emo uskoro, ali za sada utvrdimo broj mogucih fiksnih tacaka
te izometrije.

Teorema 9. Neka su p i1 g dve razne komplanarne prave. Tada je jedina
moguca fiksna taCka kompozicije 5,05, zajednicka tacka
pravih p i g (ukoliko se seku), tj.

5,°5)(X)=X < X=pgq.

Dokaz: <. Trivijalno, jer ako Xep 1 Xegq, tada je 5,(X)= S5,(X)=X, pa je1
SqeSpX)=X.

=. Neka je 5,05,(X)=X1 5,(X)=X. Tada je 5,(X')=X. Pretpostavimo da je
X#X'. U tom slucaju su, na osnovu teoreme 3, p i ¢ medijatrise duzi XX'.
To nije moguce jer duz ne moze imati dve razne medijatrise pa mora biti
X=X. Tada je 5,(X)=s,(X)=X, pa tacka X pripada pravama p 1 q. Kako su
one razlicite, to je njihova prese¢na tacka. 1

Na osnovu prethodne teoreme ako se p 1 ¢ seku kompozicija 5,05,
ima samo jednu fiksnu tacku - to je njihova presec¢na tacka. Ako su prave
p 1 g paralelne kompozicija 5,05, nema fiksnih taCaka. Postavlja se
pitanje, da li se svaka direktna izometrija 27 ravni moze predstaviti kao

kompozicija dve osne refleksije i to: ¢ije se ose seku ako izometrija 7
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ima fiksnu tacku, ili su paralelne ako nema fiksnih tacaka. To pitanje
razmatracemo u narednom odeljku.

Definicija. Prava s je osa simetrije figura ® 1 @' ako je Sy(®)=d'.
Specijalno ako je @=d' tj. S(®)=, kaze se da je figura ® osnosimetricna
i da je s njena osa simetrije.

N

Primer. Neka su k 1 [ dva kruga sa iste strane prave p neke
ravni. Konstruisati tacku 4 na pravoj p takvu da razlicite
tangente iz te taCke na krugovima & i / sa pravom p odreduju
podudarne uglove.

ReSenje:  Izostavicemo  detaljno
reSenje ovog zadatka, koje ukljucuje
sve etape konstrukcije (glava VI).
Neka su ¢ 1 r tangente krugova k1 /
redom, koje se seku na pravoj p 1 sa
njom odreduju podudarne uglove.
Tada je p bisektrisa ugla koji one
odreduju pa je S,(r)=q. Dakle, prava
g je tangenta i kruga S,(/), pa je
mozemo konstruisati kao zajednicku
tangentu krugova ki s,(/). 4

Zadaci

1. Dokazati da je osna refleksija jednozna¢no odredena sa parom X, X'
odgovarajucih razli¢itih tacaka.
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2. Neka su 4 1 B dve tacke sa iste strane prave p. Odrediti tacku X na
pravoj p takvu da je zbir AX+XB minimalan®.

3. Ako se prave pi, p,..., pn prave neke ravni koje se izometrijom 77 te
ravni preslikavaju u prave p', p'2, ..., p'» , dokazati da je:

705, °..05, °S, 07! =5, ©..05, °S5,.

4. Ako je 7 indirektna izometrija ravni koja tacke A, B preslikava redom
u tacke B, A dokazati da je 77 osna refleksija.

5. Neka su K i L tacke simetri¢ne temenu A4 trougla ABC u odnosu na
bisektrise unutrasnjih uglova kod temena B i C. Ako je P dodirna
tacka upisanog kruga tog trougla sa ivicom BC, dokazati da je P
srediSte duzi KL.

6. Neka su £ 1/ krugovi sa raznih strana prave p. Konstruisati pravilan
trougao ABC ¢ija visina AA4' pripada pravoj p a druga dva temena B i
C su redom na krugovima ki /.

7.3 Predstavljanje izometrija ravni pomocu osnih refleksija

U ovom odeljku dokaza¢emo znacajno tvrdenje, da se svaka izometrija
ravni moze predstaviti kao kompozicija kona¢nog broja osnih refleksija.
U tom smislu kaze se da osne refleksije generisu grupu svih izometrija
neke ravni. Jasno je, da je broj osnih refleksija koji generiSu neku
izometriju paran ako je izometrija direktna, odnosno neparan ako je ona
indirektna.

Teorema. Svaka izometrijska transformacija ravni moZze se predstaviti
kao kompozicija konacnog broja osnih refleksija, pri cemu se
te osne refleksije uvek mogu tako izabrati, da njihov broj u
kompoziciji ne bude veci od tri.

Dokaz: Neka je 77 :E°—>E’ izometrija ravni. Dokaz ¢emo izvesti
razmatrajuci slucajeve po broju fiksnih tacaka.

32 Heron iz Aleksandrije (II vek) formulisao je zakon: zrak emitovan iz tacke A, koji se
odbija od p i stize u tacku B, prelazi najkraci moguci put.
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1) Ako izometrija 77 ima bar tri nekolinearne fiksne tacke, tada je
ona koincidencija, paje 7 =& =sp2 ; gde je p proizvoljna prava te ravni.

2) Neka izometrija 77 ima bar dve fiksne tacke. Ako je 77 direktna
tada je na osnovu teoreme 2, odeljka 7.1, 77 koincidencija pa se to svodi
na sluc¢aj 1). Ako je 77 indirektna, tada ona na osnovu teoreme 6, iz

prethodnog odeljka, predstavlja osnu refleksiju.
p

» A° =>4
q 3) 4)

3) Neka izometrija 77 ima ta¢no jednu fiksnu tacku 4. 77 ne moze biti

indirektna jer bi u tom sluc¢aju predstavlja osnu refleksiju, koja ima vise
od jedne fiksne tacke. Neka je 77 direktna. Oznacimo sa p proizvoljnu

pravu koja sadrzi tatku 4 i neka je S, osna refleksija sa osom p.
Izometrija 5,7 je indirektna sa fiksnom tackom A, pa predstavlja neku

osnu refleksiju s, ¢ija osa g sadrzi tatku 4. Dakle 5,077 =5,, tj. 77 =5,°5,

4) Neka izometrija 27 nema fiksnih tacaka. Tada je za proizvoljnu
tacku A te ravni 77(4)=A'#4. Neka je p medijatrisa duZi 44' 1 S, osna
refleksija sa osom p. Tada je 5,07(4)=S,(4")=A4. Dakle, izometrija 5,°7
ima bar jednu fiksnu tacku 4, pa se na osnovu prethodnih slucajeva 5,077
moze predstaviti kao kompozicija najviSe dve osne refleksije, tj. S5,07=5,
ili 5,07=5,05,. Odatle sledi da se izometrija 77 moZe predstaviti kao
kompozicija najvise tri osne refleksije, tj. 7=5,°5, ili 7=5,°5,°5,. 1

Naravno, neka izometrija se moze predstaviti i kao proizvod vise od
tri osne refleksije, ali se, na osnovu prethodne teoreme, uvek mogu
izabrati neke druge ose tako da njihov broj u kompoziciji ne bude veéi od

tri. Dalje, iz dokaza prethodne teoreme, mozemo zakljuciti da se svaka
direktna izometrija 57 moze predstaviti kao kompozicija dve osne

refleksije, tj. 7=5,°5,. Ako je 77 koincidencija, tada je p=¢g. Ako 77 ima
fiksnih tacaka, tada se p 1 g seku u toj fiksnoj tacki, i ako nema fiksnih
tacaka tada su p 1 ¢ paralelne (teorema 9, iz prethodnog odeljka). Ako je
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7 indirektna izometrija, tada je ona ili osna refleksija ili se moZe
predstaviti kao kompozicija tri osne refleksije. Ako pri tom 27 ima

fiksnih tacaka tada ona mora biti osna refleksija. U narednom odeljku
razmatratemo pitanje kada kompozicija tri osne refleksije predstavlja
osnu refleksiju.

7.4 Pramenovi pravih u ravni

Uvedimo pojam pramenova pravih u ravni, za koji ¢e se pokazati da je
veoma znacajan u klasifikaciji izometrija:

Definicija. Skup svih pravih neke ravni koje se seku u nekoj tacki S
naziva se pramen konkurentnih pravih sa sredistem S 1 oznacava sa \(’s.
Skup svih pravih neke ravni koje su paralelne sa nekom pravom s te ravni

s

|| naziva se pramen paralelnih pravih i oznacava sa ;.

Jasno je, da je svaki pramen konkurentnih pravih neke ravni odreden
srediStem S, a svaki pramen paralelnih pravih jednom svojom pravom.
Takode je jasno da je svaki pramen odreden sa neke svoje dve prave p, g,
pa ¢emo ga u tom slucaju oznacavati sa \(p,q).

Navedimo sada zna¢ajnu teoremu koja povezuje pojmove pramenova
1 izometrijskih transformacija:

Teorema 1.* Neka su p, g, r tri prave neke ravni. Kompozicija 5,085,058,
predstavlja osnu refleksiju ako i samo ako prave p, ¢, r
pripadaju jednom pramenu. Pri tome osa te refleksije pripada
tom pramenu.

Navedimo i direktnu posledicu prethodne teoreme:
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Posledica.* Ako su p, g, r prave nekog pramena tada je
5,°5,°5,=5,°5,°5-

Primer. Neka su p, g, r tri prave neke ravni. Konstruisati
trougao ABC ¢&ija temena B, C pripadaju pravoj p, takav da su
prave ¢ i » medijatrise ivica AB 1 AC.

Resenje (prvi nacin): Neka su g 1 r medijatrise ivica AB 1 AC. Tada je
S,/B)=4 1 5(C)=A. Tacke B i C pripadaju pravoj p, pa tacka 4 pripada
slikama te prave u odnosu na refleksije s, 1 S,. Dakle, teme 4 mozemo
konstruisati kao prese¢nu tacku pravih 5,(p) i Sr(p)/;1

S(p S,p

Resenje (drugi nacin): Presek pravih ¢ 1 r je centar opisanog kruga, tacka
O. Dakle, mozemo konstruisati 1 treCu medijatrisu s ivice BC, kao
normalu u tacki O na pravoj p. Kompozicija 5,058 predstavlja neku
osnu refleksiju s; (Jer g, r, s€ X o). Fiksne tacke te kompozicije su O1 B
pa je S,0S.S~Sop. Pravu OB=I/ dakle mozemo konstruisati, kao
medijatrisu duzi XX', gde je X proizvoljna tacka 1 X'=5,055(X). U
slu¢aju da je X=X bi¢e /=0X. Konac¢no B je presecna tac¢ka pravih pi/l. 4

Zadaci

1. Neka je k krug i a, b, ¢ prave neke ravni. Konstruisati trougao 4ABC
upisan u taj krug ¢ije su ivice BC, AC, AB paralelne pravama a, b, ¢
redom.

2. Neka je ABCDE tetivan petougao, takav da je BC||DE 1 CD|EA.
Dokazati da teme D pripada medijatrisi ivice AB.

3. Ako za prave p, g, r neke ravni vazi S,05,05, =5,°5,°S,, dokazati da
one pripadaju jednom pramenu.

4. Dokazati da se medijatrise ivica trougla seku u jednoj tacki.
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5. Dokazati da se bisektrise unutrasnjih uglova trougla seku u jednoj
tacki.

6. Neka je ABC trougao neke ravni. Dokazati da izometrija Syz°S4coSac
nema fiksnih tacaka.

7.5 Centralna rotacija

U prethodnim odeljcima zakljucili smo da se svaka direktna izometrija
ravni moze predstaviti kao kompozicija dve osne refleksije. Ukoliko se te
ose poklapaju, ta kompozicija predstavlja koincidenciju. Preostaju nam
jo§ dva slucaja; da se ose seku, odnosno da su paralelne. To nam daje
ideju da uvedemo novu vrstu izometrija:

Definicija. Neka su p 1 g dve prave neke ravni koje se seku u tacki S1 o
ugao jednak dvostrukom orijjentisanom uglu pSq, t. o=2%pSq.
Kompozicija 5,05, naziva se centralna rotacija ili krace rotacija te ravni,
u oznaci &y, sa centrom S, za ugao o.

X

%}

p l q

X!

U oznaci rotacije s, moguée je umesto samog ugla o pisati njegovu
meru, s tim $to je, u slucaju da je orijentacija ugla o pozitivna, mera
pozitivan realan broj, a u sluaju da je orijentacija negativna, mera
negativan broj. U drugoj glavi, negativnu orijentaciju uveli smo intuitivno
kao onu u "smeru kazaljke na satu". Kako orijentacija ugla, u tom
poglavlju, nije do kraja strogo uvedena, ni dokazi vezani za tu orijentaciju
ne mogu biti u potpunosti strogi.

Dokazimo neka osnovna svojstva rotacije:

Teorema 1. Jedina fiksna tacka rotacije je centar te rotacije.
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Dokaz: Neka je B5,=5,°5, , 1 S=pngq. Tada je § jedina fiksna tacka
kompozicije 5,05, (teorema 9, odeljak 7.2). U

Teorema 2. Rotacija je direktna izometrijska transformacija.

Dokaz: Zaista, rotacija je direktna izometrija, kao kompozicija dve osne
refleksije, koje su indirektne izometrije. 4

Dokazimo sada, kao kod osne refleksije, da rotacija ima svojstvo
koje smo u osnovnoj $koli koristili kao njenu definiciju. Naravno, takavu
definiciju rotacije smo mogli 1 ovde uvesti, ali ovaj nain njenog
definisanja viSe odgovara ideji klasifikacije izometrija.

Teorema 3. Neka je s ,=5,°5,,15=pNq, £ XSX'=w. rotacija neke ravni i
X tacka te ravni, razlicita od centra S. Tada je 25 ,(X)=X, ako 1
samo ako je % XSX'=w1 SX=SX'. Tj:

X£ES = (B o N)=X < (2 XSX'z=0 A SX=5X) )

Dokaz: =. Neka je R5,=5,°5, 1 R5,(X)=X', za neku tacku X=S. Tada
Zs 0.9, X—8,X, pa kako je B, izometrija, mora biti SX=SX'.

X

Dokazimo da su uglovi XSX' i o podudarni i iste orijentacije. Neka je
5,(X)=X,. Tada je 5,(X1)=X. Razmatracemo samo slucaj kad tacka X,
pripada odgovaraju¢em orijentisanom uglu odredenom pravama p i ¢
(koji je polovina orijentisanog ugla w). U tom slucaju je:
EXSX:EXSXH'EXlSX

:2¥-p,SX1+2¥-SX1,q

=2(%p,SX1+%SX,9)

=2% pg=o.
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<. Neka su uglovi XSX' i ® podudarni i iste orijentacije i SX=SX'. Neka je
dalje, X"=25,(X). Na osnovu prvog dela dokaza su uglovi XSX" i ®
podudarni i iste orijentacije 1 SX=SX". Dakle, tacke X' 1 X" pripadaju
krugu &(S,SX) 1 odgovarajucoj polupravoj / takvoj da je % XS,/=w. Odatle
zakljucujemo da je X'=X"tj. & ,(X)=X. 4

Direktna posledica prethodne teoreme je slede¢e znacajno tvrdenje:

Teorema 4. Rotacija 25, je jednoznacno odredena svojim centrom S i
uglom o, 1 moZe se predstaviti kao kompozicija proizvoljnih
osnih refleksija ¢ije se ose p 1 ¢ seku u tacki S 1 odreduju
orijentisani ugao jednak uglu /2.

Dokazali smo da je rotacija direktna izometrija 1 da ima ta¢no jednu
fiksnu tacku. Sada ¢emo dokazati i obratno tvrdenje:

Teorema 5. Direktna izometrija ravni sa tacno jednom fiksnom tackom je
rotacija.

Dokaz: Neka je 77 direktna izometrija sa jedinstvenom fiksnom tackom S.
Na osnovu teoreme o predstavljanju izometrija, svaka direktna izometrija
mozZe se predstaviti kao kompozicija dve osne refleksije tj. 7=5,05,. Ne
moze biti p=q, jer bi 77 predstavljala koincidenciju, a ona nema samo
jednu fiksnu tacku. Prema teoremi 9, odeljka 7.2, jedina fiksna tacaka
kompozicije 5,05, je preseCna tacka pravih p i1 g. Dakle, p 1 g se seku u
tacki S pa je 77 po definiciji rotacija sa centrom S. U

Na taj nacin smo ispitali koje su sve izometrije sa fiksnim tackama.

U narednim odeljcima ostaje nam da razmotrimo izometrije koje nemaju
fiksnih tacaka.

Teorema 6.* Neka je 7 izometrija, 1 Zs,, rotacija iste ravni. Ako je
S=7(S), tada je:
702S,c007-1 = 2S',m' 5
gde je o=, ako je 7 direktna i 0= -w, ako je 7 indirektna.

Lako se dokazuje da inverzna transformacija rotacije predstavlja
takode rotaciju sa istim centrom, za podudaran ugao suprotne orijentacije.

U primeni rotacija, od velikog znac¢aja je kompozicija dve rotacije. U
vezi sa tim vazno je naredno tvrdenje:
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Teorema 8. Neka su 2y, B dve rotacije neke ravni, takve da je at+p=0°
i atp££360°. Tada kompozicija Zg o2y, predstavlja rotaciju
za ugao o+ sa centrom C; gde je ¥ CAB=0/2 1 ¥ ABC=B/2.

Dokaz: Pretpostavimo da su centri 4
i B razli¢iti (slucaj kada je A=B je
trivijalan). Neka su p i g prave te
ravni, takve da je %p,AB=0/2 1
% AB,q=p/2. 1z uslova teoreme je
a+p=180°, pa se prave p i g seku u
nekoj tacki C. Rastavljajuéi svaku
od rotacija pomocu osnih refleksija
dobijamo:
Rp R0 = S4°0S4B°Su°Sp = 5408y = R0 » gde Je C=pg 1 0=2% p(Cy.

Ugao %pCq je spoljasnji ugao trougla ABC pa je jednak zbiru uglova
% p,AB 1% AB,q. Odatle sledi o=o+p. U

Primer. Neka je ABCD romb kod koga je unutrasnji ugao kod
temena A jednak 60°. Ako prava [ sede ivice AB i BC, tog
romba, u tackama P i Q takvim da je BP+BQ=4B, dokazati da
je trougao POD pravilan.

Resenje: Najpre iz uslova zadatka,
kako je AB=BC, sledi i AP=BQ (1).

Rotacija 2, , preslikava tacke 4, B

redom u tacke B i C. Dakle, ta rotacija
preslikava polupravu 4B u polupravu
BC, 1 kona¢no na osnovu uslova (1), tacku P u tacku Q. Sada iz
R, e (P)=Q direktno sledi da je trougao APQ pravilan. 4

Zadaci

1. Ako su Zs, rotacija i S, osna refleksija neke ravni, takve da Sep,
dokazati da svaka od kompozicija Zs.°S,, S,°%s. predstavlja osnu
refleksiju te ravni.

2. Ako neka izometrija ravni ima tacno jednu fiksnu tacku, dokazati da
ona predstavlja rotaciju.
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3. Neka su p i g prave neke ravni 1 4 tacka te ravni van pravih p i gq.
Konstruisati tacke B 1 C na pravama p i g tako da je trougao ABC
pravilan.

4. Konstruisati kvadrat kome je jedno teme data tatka A a krajnje tacke
dijagonale, koja ne sadrzi to teme, pripadaju datom krugu «.

5. Neka je ABC trougao neke ravni i o=% CAB, B=%ABC, y=% BCA,
dokazati da je: 2& ° 2;’[5 R, =E.

7.6 Centralna simetrija

Specijalan slucaj rotacije za ugao 180° razmatra¢emo kao posebnu vrstu
izometrija:
Definicija. Centralna rotacija Zp, ravni za ugao o=180° naziva se

centralna simetrija sa centrom O, u oznaci Sp. Dakle sp = R, 50

X S, 7T x

y 5.0

Kako je po definiciji centralna simetrija
vrsta rotacije, za nju vaze sva opsta svojstva
rotacije dokazana u prethodnom odeljku.
Sada ¢emo ista¢i neka specificna svojstva
centralne simetrije. Najpre na osnovu
teoreme 3, iz prethodnog odeljka vazi: za
tacku X#0 je so(X)=X' akko je O srediste
duzi XX'.

Zatim, centralna simetrija Sp se moze
predstaviti kao kompozicija dve osne
refleksije ¢ije su ose medusobno upravne. Prema teoremi 8, poglavlja 7.2,
te osne refleksije komutiraju, tj. $o=5,°5,=5,°S,, gde je pLg i png=0.
Posledica toga je sledece tvrdenje:
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Teorema 1. Centralna simetrija ravni je involucija.

Prethodno tvrdenje je i intuitivno jasno jer je rotacija za ugao 180°
isto §to i rotacija za ugao -180°.

Teorema 2. Kompozicija tri centralne simetrije ravni predstavlja
centralnu simetriju. U sluaju da su centri tih simetrija
nekolinearne tacke, centar dobijene simetrije je Cetvrto teme
paralelograma.

Dokaz: Neka su sy, Sp, Sc tri osne d: c

refleksije sa centrima 4, B, C. : Lc’
Oznacimo sa p pravu 4B; sa a, b, ¢
redom prave koje sadrze tacke 4, B,
C 1 normalne su na pravoj p, i sa ¢'
pravu koja je u tacki C normalna na p
pravoj c. Tada je:

SCOSBOSAZS(;'OSCOstSPOSPOSQ a b
:sC’OSCOSbOSQ.

D C

Ose a, b, ¢ su u istom pramenu paralelnih pravih (\,, jer su sve normalne
ne pravoj p. Dakle, kompozicija S.05,°5, predstavlja osnu refleksiju s,
¢ija osa d pripada tom pramenu. Tada su prave c', d normalne pa je:
Sc°S5B°SY =5:°54=5p,

gde je D=dnc'. Pri tome, paralelne prave a i c 1 paralelne prave b i d
imaju zajednicku osu simetrije pa je, u slucaju da su tacke 4, B, C
nekolinearne, ¢etvorougao ABCD paralelogram. U

Definicija. Tacka S je centar simetrije figure ® ako je Ss(®)=d. Ako neka
figura ima centar simetrije kaze se da je ona centralnosimetricna.
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Primer. Neka su P, O, R tri nekolinearne tacke. Konstruisati
trougao ABC, takav da su trouglovi ARB, BPC, CQA pravilni i
jednako orijentisani.

Resenje: Ako su P, O, R tacke koje

ispunjavaju uslove zadatka, tada je: A
2R,60° © 2P,60° ° 2Q,60° (A) = A R

Ali ta kompozicija predstavlja centralnu

simetriju  (60°+60°+60°=180°) ¢&ija je

tacka A fiksna, pa je: B C
2R,60° ° 2P,60° ° 2Q,60° =5 A-

Teme 4 mozemo sada konstruisati kao
srediSte duzi XX, gde je X slika
proizvoljne tacke X u toj kompoziciji.

Zadaci

Dokazati da kompozicija osne refleksije i centralne simetrije, €iji
centar pripada osi te refleksije, predstavlja osnu refleksiju.

Neka je 77 izometrija 1 Sp centralna simetrija neke ravni. Ako je
7(0)=0', dokazati da je:
7oSo°7 ' =Sor.

Neka je 4 jedna od prese¢nih tacaka krugova £ 1 /. Konstruisati pravu
koja sadrzi tacku A 1 krugove k 1/ se¢e u tatkama B i C takvim da je
BA=AC.

Dokazati da tacke simetri¢ne ortocentru trougla, u odnosu na sredista
njegovih ivica, pripadaju krugu opisanom oko tog trougla.

Neka su O, P, Q tri nekolinearne tacke neke ravni. Konstruisati
kvadrat ABCD u toj ravni, ¢iji je centar tacka O i takav da tacke P 1 Q
pripadaju pravama AB i CD.

Ako neka figura ravni ima ta¢no dve ose simetrije tada je ona i
centralno-simetric¢na.
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7.7 Translacija

Dokazali smo da se sve direktne izometrije mogu predstaviti kao
kompozicija dve osne refleksije. Razmotrili smo slucajeve kada se ose tih
refleksija poklapaju i kad se seku. Ostaje nam jo§ mogucnost da su ose
paralelne i razlicite:

Definicija. Neka su p 1 g dve razne paralelne prave neke ravni 1 P, Q
tacke tih pravih redom, takve da je POlp. Kompozicija S,°S, naziva se
translacija te ravni za vektor v = 2P0 , u oznaci T, .

p q

Pr—>70

<l

Y, Y Yy’

Jasno je da je translacija direktna izometrija, kao kompozicija dve
osne refleksije. Na osnovu teoreme 9, iz odeljka 7.2, translacija nema
fiksnih tac¢aka. Kao kod ranije uvedenih izometrija i ovde ¢emo dokazati
da translacija odgovara naSoj ranijoj predstavi, tj:

Teorema 1. Neka je 1, =S,0S), translacija neke ravni za vektor v = 2P0
(Pep, Qeq, PO1p) i X proizvoljna tacka te ravni. Tada:
T, =X < XX'=v.

Dokaz: =. Neka je 5,(X)=X;. Kako je
5,°5,(X)=X, mora biti S,(X;)=X". Prave
p 1 ¢ su po definiciji paralelne, pa su to i
prave XX; i X.X. Odatle sledi da su P90
tacke X, X, X kolinearne.
Razmotriéemo samo slucaj kad je Xo—t
B(X,X1,X"). Neka prava XX seCe prave p
i g u tatkama K 1 L. Tada je

<l

X

Cetvorougao  PQOLK  pravougaonik.



152 VII Izometrijske transformacije ravni. Klasifikacija

Takode je zbog osobina osne refleksije XK=KX; 1 X|L=LX, pa je

XX'=2KL=2P0=".

<. Neka je XX'=7 i T, (X)=X", tada je na osnovu prethodno dokazanog
XX'"'=7 . Dakle XX" = XX', paje 1. (X)=X"=X. QO

Na osnovu toga vazi:

Teorema 2. Translacija T, je jednozna¢no odredena svojim vektorom Vv,
1 mozZe se predstaviti kao kompozicija proizvoljne osne
refleksije Cije su ose dve paralelne prave p 1 ¢, takve da za

neke dve tacke Pep, Qeq, PQO1p, vazi: 2@ =v.

Analogno teoremama iz prethodnih glava, dokazimo teoremu o
klasifikaciji izometrija koja se odnosi na translaciju.

Teorema 3. Direktna izometrija ravni bez fiksnih tacaka je translacija.

Dokaz: Svaka direktna izometrija moze se predstaviti kao kompozicija
dve osne refleksije. Ta kompozicija nema fiksnih tac¢aka jedino u slucaju
kad su ose paralelne 1 razliite (teorema 9, odeljak 7.2), pa na osnovu
definicije predstavlja translaciju. 4

Sada ¢emo dokazati da se translacija moZe predstaviti kao
kompozicija centralnih simetrija, Sto ¢e kasnije biti od velikog znacaja.

Teorema 4. Neka je t, translacija ravni za vektor v = 2@ . Tada je:
T; = Sp°Sp.

Dokaz: Neka su p i g prave normalne na pravoj PQ u tackama P i Q.
Tada je:

S0°Sp = 54°5pg°Spo°Sp =S54°5y = T - d

v

P q

i)
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Intuitivno je jasno, da je inverzna transformacija translacije takode
translacija za suprotan vektor; kao i da je kompozicija dve translacije
translacija za zbirni vektor. FormuliSimo ta tvrdenja:

Teorema 5.* Neka su 1,1, , translacije iste ravni za vektore Vv 1 u.
Tada:

i) 1 =1
(i) T;°T; = Togs
(iii)) T,°1T,=T,°7T;.

Primer. Neka su M 1 N zajednicke tacke dva podudarna kruga k&
1 / poluprecnika r. Ako su P i Q presecne tacke ta dva kruga sa
pravom odredenom centrima tih krugova, takve da je
P,0= MN, dokazati da je tada MN* + PO’ = 4.

Resenje: Neka su O 1 S centri tih
krugova i OS =7 . Tada translacija
T, preslikava krug £ u krug / 1 tacku
M u neku tacku M'. Kako tacka M
pripada krugu k, njena slika, M’
pripada krugu /. Iz istih razloga je
T, (P)=0. Dalje je
W=\7=ES’=ITQ, pa su prave
MM 1 OS paralelne 1 MM'=OS=PQ. Kako je prava MN upravna na pravu
OS, mora biti upravna i na MM'. Dakle, ugao NMM' je prav pa je NM'
precnik kruga /. Primenjujuci Pitagorinu teoremu (koju ¢emo dokazati u
glavi VIII, a sa kojom je Citalac od ranije upoznat), moZemo izvesti:
MN* + PQ* = MN* + MM” = NM" = 4~.

Zadaci

1. Neka je 77 izometrija 1 T, translacija neke ravni za vektor ¥=A4B.
Tada:
ot o7 =1, gdeje ii = A'B' i A=7(A), B=7(B).

2. Ispitati Sta predstavlja kompozicija translacije i centralne simetrije
neke ravni.
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3. Neka su 4, B dve tacke i k, / dva kruga neke ravni. Konstruisati tacke
Ceki Del takve da je cetvorougao ABCD paralelogram.

4. Neka je p prava i k, [ krugovi neke ravni. Konstruisati pravu paralelnu
pravoj p koja sece te krugove u tatkama koje odreduju podudarne
tetive.

5. Neka su a i b dve paralelne prave, ¢ prava koja ih se€e i / duz neke
ravni. Konstruisati pravilan trougao ABC cija su temena redom na
datim pravama i ¢ija je ivica podudarna datoj duzi /.

7.8 Klizajuca refleksija

U prethodnim odeljcima ispitali smo sve vrste izometrija ravni koje se
mogu predstaviti kao kompozicija dve osne refleksije. Kako se svaka
izometrija ravni moze predstaviti kao kompozicija ne vise od tri osne
refleksije, ostaje nam da ispitamo Sta predstavlja kompozicija tri osne
refleksije. Dokazali smo da je ta kompozicija takode osna refleksija akko
ose tih refleksija pripadaju jednom pramenu. U svim ostalim slucajevima,
Sto ¢emo kasnije utvrditi, ta kompozicija predstavlja sledecu vrstu
izometrija:

Definicija. Neka je translacija 1, za vektor v = 2P—Q 1 Spp osna refleksija
sa osom PQ. Kompozicija T, °Spp naziva se klizajuca refleksija ravni u

oznaci G 5 Sa 0som PQ 1 za vektor 2@ .

X X ,
()

Na osnovu definicije je jasno da je klizajuca refleksija odredena
svojom osom 1 vektorom. Takode, osna refleksija 1 translacija u
kompoziciji, koje generiSu tu klizajucu refleksiju komutiraju. Zaista:
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Gop5= V5 °SP0 = 54°5,°Spo = Spp°S¢°Sp = SPo°T; ;

gde su p i g prave upravne na pravoj PQ u tackama P i Q, pa zbog toga
odgovarajuce osne refleksije komutiraju.

Iz tih relacija zakljuCujemo da se klizajua refleksija moze
predstaviti kao kompozicija tri osne refleksije pri ¢emu je osa jedne
upravna na ose druge dve. Dalje klizajuca refleksija je indirektna
izometrija kao kompozicija jedne indirektne 1 jedne direktne izometrije
(1li kao kompozicija tri osne refleksije).

| Teorema 1. Klizajuca refleksija nema fiksnih tacaka.

Dokaz: Vec¢ smo zakljucili da se klizajuca refleksija moze predstaviti kao
kompozicija tri osne refleksije od kojih je osa jedne upravna na ose druge
dve refleksije. Ako bi ta kompozicija imala fiksnu tacku, ona bi kao
indirektna izometrija predstavljala osnu refleksiju. Tada bi pomenute tri
ose bile iz istog pramena (teorema 1, odeljak 7.4), pa dolazimo do
kontradikcije. Dakle, klizajuca refleksija nema fiksnih tacaka. U

Dokazimo dva tvrdenja znacajna za klasifikaciju izometrija:

Teorema 2. Neka su p, g, r tri prave neke ravni koje ne pripadaju istom
pramenu. Tada kompozicija S,°5,05, predstavlja klizajuéu
refleksiju te ravni.

Dokaz: Prava g sece ili pravu p ili
pravu r, jer bi inaCe sve tri prave  , 4 b
pripadale jednom pramenu paralelnih
pravih. Ne umanjuju¢i opstost neka je
qgnr=A. Prave p, g, r nisu iz istog c
pramena pa A¢p. Neka je s prava koja
sadrzi tacku A4 i upravna je na pravoj p b »
u tacki B (B#A). Tada prave s, g, r B
pripadaju istom pramenu (X4, pa je S,0S,05~=5;, gde te X 4. Odatle sledi
5,05,/~51°Ss, odnosno:

5,°5,°5,=5,°5:°5,=51°Sp.
Oznac¢imo sa C podnozje upravne iz tacke B na pravoj ¢ (B=C, jer bi se u
suprotnom prave s i ¢ a onda i prave r i g poklapale), i sa b pravu koja je u
tacki B upravna na pravoj BC. Tada je:
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S1°54°5p =S1°SB=S1°Sp°SBC T T )z °SBC TG s - J

Teorema 3. Svaka indirektna izometrija ravni bez fiksnih tacaka
predstavlja
klizajucu refleksiju te ravni.

Dokaz: Na osnovu teoreme o predstavljanju izometrije, svaka indirektna
izometrija je ili osna refleksija ili se moZze predstaviti kao kompozicija tri
osne refleksije. Ako su te tri ose iz istog pramena izometrija opet
predstavlja osnu refleksiju. U nasem slucaju, kako izometrija nema
fiksnih tacaka, ona ne moZe biti osna refleksija pa predstavlja
kompoziciju tri osne refleksije ¢ije ose nisu iz istog pramena. Na osnovu
prethodne teoreme ta kompozicija je klizajuca refleksija. 1

Zadaci

1. Dokazati da kompozicija rotacije 1 osne refleksije neke ravni
predstavlja klizajucu refleksiju ako 1 samo ako centar te rotacije ne
pripada osi refleksije.

2. Neka je ABC pravilan trougao. Dokazati da kompozicija Syp°Sc4°Sac
predstavlja klizajucu refleksiju 1 odrediti njen vektor i osu.

3. Neka je p prava, 4, B tacke sa iste strane te prave i / duz neke ravni.
Konstruisati tatke X 1 Y na toj pravoj tako da je XY=/ 1 zbir
AX+XY+YB minimalan.

4. Neka je ABC jednakokrako-pravougli trougao sa pravim uglom kod
temena A. Sta predstavlja kompozicija: Gz =i !
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7.9 Klasifikacija izometrija ravni

U prethodnim odeljcima smo prakticno ve¢ izvrSili klasifikaciju
izometrija ravni. Dokazali smo da je svaka direktna izometrija
koincidencija, rotacija odnosno translacija u zavisnosti da li ima bar dve,
tatno jednu, odnosno nema fiksnih ta¢aka. Takode, indirektna izometrija
je osna, odnosno klizaju¢a refleksija u zavisnosti da li ima bar jednu,
odnosno nema fiksnih tacaka. Na osnovu toga mozemo zakljuciti da su to
jedine vrste izometrija. Time smo dokazali sledecu teoremu:

Teorema 1. (Sal’’) Neka je 77 :E*—E” izometrijska transformacija

ravni. Tada ona predstavlja jednu od slede¢ih izometrija:
koincidencija, osna refleksija, rotacija, translacija, klizajuca
refleksija. Takode vazi:

(i) ako je 77 direktna i ima bar dve fiksne tacke ona je koincidencija;

(ii) ako je 7 direktna i1 ima ta¢no jednu fiksnu tacku ona je rotacija
(spec. centralna simetrija);

(iii) ako je 77 direktna 1 nema fiksnih tac¢aka ona je translacija;

(iv) ako je 77 indirektna i1 ima bar jednu fiksnu tacku ona je osna
refleksija;

(v) ako je 77 indirektna i nema fiksnih tacaka ona je klizajuca
refleksija.

Osim toga, utvrdili smo u svakom od slu¢ajeva kako se odgovarajuca
izometrija moze predstaviti kao kompozicija osnih refleksija. Sve te
¢injenice vezane za klasifikaciju izometrija moZemo ilustrovati slede¢om
tabelom:

3 M. Sal (1793-1880), francuski geometricar, izveo je ovu klasifikaciju 1831. g.



158 VII Izometrijske transformacije ravni. Klasifikacija

Izometrijske transformacije ravni 7 :E*—>E’
direktne izometrije indirektne izometrije
broj bar dve tacno jedna nijedna bar jedna nijedna
fiksnih
tacaka
o centralna B o
. Vrsta“ kozn(?- rotacija B, translacija osna_ kllza]uf:.a
izometrije dencija ' T refleksija refleksija
£ (spec. centr. v s
simetrija Ss) ’ qzﬁ)
predstav- _ P g
ljanje P=q P f
izometrije p ’
osnim p q
refleksija- E=5,°5, Rs5,0=S4°S) Ty =54°5p Sp ézﬁp
ma
=5,08,°8,

Zadaci

1. Neka su a, b, c tri prave neke ravni. Konstruisati tacke A€a 1 Beb
takve da je 5.(4)=B.

2. Neka su p i q dve prave i 4 tacka neke ravni. Konstruisati tatke B i C,
takve da prave p 1 g sadrZe bisektrise unutra$njih uglova kod temena
B 1 Ctrougla ABC.

3. Neka su p, g, r tri prave 1 K i L dve tacke neke ravni. Konstruisati
prave s i s' koje sadrze redom tacke K i L, takve da je S,05,05,(s)=s".

4. Neka su 4 1 B dve tacke sa raznih strana prave p. Odrediti tacku X na
pravoj p takvu da je razlika duzi 4X 1 XB maksimalna.

5. Neka prava s sadrzi bisektrisu jednog od uglova koji odreduju prave p
1 g. Dokazati da je tada: 05, = 5,05 .
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10.

11.

12.

13.
14.

15.

16.

Neka je S centar upisanog kruga trougla ABC i P dodirna tacka tog
kruga sa ivicom BC. Dokazati da je tada: SscoSs4°Ssp=Ssp.

Neka su p, g, r prave neke ravni koje se seku u centru S kruga £.
Konstruisati trougao 4ABC opisan oko tog kruga, tako da prave p, g, r
sadrZe bisektrise unutra$njih uglova kod temena A4, B, C tog trougla.

Prave p, g, r, s, t neke ravni seku se u tacki O a M je tacka prave p.
Konstruisati petougao takav da je M srediste jedne njegove ivice, a
prave p, q, r, s, t medijatrise ivica.

Neka je ABCDE petougao sa pravim uglom kod temena 4 i neka se
medijatrise ivica AE, BC, CD (prave p, q, r) seku u tacki O, a
medijatrise ivica AB 1 DE (prave x 1 y) seku u tacki S. Dokazati da
jedno teme trougla KLM kome su p, g, r medijatrise ivica, pripada
pravoj OS.

Tacka P pripada ravni trougla ABC. Dokazati da prave simetricne
pravama AP, BP, CP u odnosu na simetrale unutrasnjih uglova kod
temena A, B, C tog trougla redom, pripadaju jednom pramenu.

Odrediti ugao izmedu pravih p 1 ¢ neke ravni ako je:
5,08,°5) = S,°5,°S,-
Neka je ABCD pravougaonik kod koga je AB=3BC 1 E, F tacke ivice

AB takve da je AE=EF=FB. Dokazati da je:
ZAED+/AFD+2ABD=90°.

Koliko osa simetrija ima: pravilan trougao; kvadrat; deltoid; krug.

Neka su p 1 g prave i1 4 tacka van njih neke ravni. Konstruisati tacke B
1 C na pravama p i1 g redom, tako da obim trougla ABC bude
minimalan.

U dati trougao ABC upisati trougao najmanjeg obima (Fagnanov
problem™).

Ako su 24, 1 B dve rotacije neke ravni odrediti sve tacke X te ravni
za koje je R4 o(X)=%p p(X).

* D. F. T Fagnan je postavio ovaj problem 1775. g., i re§io ga metodama
diferencijalnog racuna. Elementarno reSenje ovog problema dao je tek kasnije madarski
matematicar L. Fejer (1880-1959).
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17. Prave p 1 g seku se u centru O pravilnog trougla ABC i odreduju ugao
od 60°. Dokazati da su odseéci na tim pravama, odredeni ivicama
trougla ABC, medusobno podudarni.

18. Ako je S centar pravilnog petougla ABCDE, dokazati da vazi:
SA+SB+SC+CD+SE =0.

19. Dokazati da se dijagonale pravilnog petougla seku u tackama koje su
takode temena pravilnog petougla.

20. Neka su ABP 1 BCQ dva pravilna trougla iste orijentacije, pri ¢emu je
&(A4,B,C). Ako su K 1 L sredista duzi AQ 1 PC, dokazati da je trougao
BLK takode pravilan.

21. Konstruisati pravilan trougao ¢ija temena pripadaju redom trima
datim koncentri¢nim krugovima a jedna ivica paralelna datoj pravoj.

22. Ako se prava p rotacijom za ugao o preslikava u pravu p', dokazati da
je jedan od uglova koji odreduju prave p i p' jednak w.

23. Neka su P 1 Q tacke van kruga £ i d duz neke ravni. Konstruisati tacke
X1 Y nakrugu £, takve da je XP||YQ 1 XY=d.

24. Tacka P je unutraSnja tacka pravilnog trougla ABC, takva da je
Z/APB=113° i #BPC=123°. IzraCunati mere uglova trougla ¢ije su
ivice podudarne duzima PA, PB, PC.

25. Date su nekolinearne tacke P, O, R. Konstruisati trougao ABC, tako
da P, O, R budu sredista kvadrata konstruisana nad ivicama BC, CA4,
AB tog trougla.

26.Neka su A4, B dve tatke i p prava neke ravni. Dokazati da je
kompozicija SzoS,°S4 osna refleksija ako 1 samo ako je ABLp.

27.Neka su p, ¢, r tangente kruga upisanog u trougao ABC paralelne
redom njegovim ivicama BC, AC, AB ali koje ih ne sadrze. Dokazati
da prave p, g, r, BC, AC, AB odreduju Sestougao Cije su naspramne
ivice medu sobom podudarne.

28. Konstruisati trougao 4BC ako je dat ugao o i teziSne duzi t, ..

29. Neka su BALK i ACPQ kvadrati spolja konstruisani nad ivicama AB i
AC trougla ABC. Ako je tacka Z srediste duzi PK, dokazati da je
trougao BZC jednakokrako-pravougli.
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30.

31.

32.

33.

34.

35.

36.

37.

38.

Neka su A4, B;, C; centri kvadrata spolja konstruisanih nad ivicama
BC, AC, AB trougla ABC i tacka P srediste ivice AC dokazati:

(i) trougao C1PA, je jednakokrako-pravougli;

(ii) duzi A, B, 1 C,C su upravne i podudarne;

(iii) duzi A4,, BB, CC, seku se u jednoj tacki®”.

Neka su ALKB, ACPQ kvadrati spolja konstruisani nad ivicama 4B 1
AC trougla ABC 1 X srediste ivice BC. Dokazati da je:

(1) AXLLO;

(i) AX=Y QL.

Ispitati Sta predstavlja kompozicija dve rotacije neke ravni pri Cemu je
zbir uglova tih rotacija jednak 360°.

Neka su P, O, R centri pravilnih trouglova spolja konstruisanih nad
ivicama proizvoljnog trougla ABC. Dokazati da je trougao PQOR
pravilan (tzv. Napoleonov trougao™®).

Neka je O centar pravilnog trougla ABC 1 D 1 E tacke ivica CA 1 CB
takve da je CD=CE 1 F Cetvrto teme paralelograma BODF. Dokazati
da je trougao OEF pravilan.

Neka je L dodirna tacka kruga upisanog u trougao ABC sa ivicom BC.
Ako je =% BAC, p=% CBA, y=% ACB, dokazati: ¢, &y .°Rpp =5I.

Ako su P, Q 1 M, N centri kvadrata spolja konstruisanim nad
naspramnim ivicama proizvoljnog cetvorougla, dokazati da je
PO1MN i PO=MN.

Neka su APB 1 ACQ pravilni trouglovi spolja konstruisani nad
ivicama AB 1 AC trougla ABC. Ako je § srediste ivice BC 1 O centar
trougla ACQ, dokazati da je OP=20S.

Dokazati da je kompozicija neparnog broja centralnih simetrija,
centralna simetrija.

* Drugo od tri planimetrijska tvrdenja koje je, na kongresu u Milanu 1844. g., objavio
italijanski matematicar D. Belati.

** Ovo tvrdenje pripisano je Napoleonu Bonaparti (1769-1821), francuskom caru i
vojskovodi, koji je imao interesovanja za elementarnu geometriju, iako je pitanje da li je
njegovo znanje bilo dovoljno da bi isto tvrdenje dokazao.
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39.Neka su P, O, R, S, T tacke jedne ravni. Konstruisati petougao
ABCDE takav da su sredisSta njegovih ivica AB, BC, CD, DE, EA
redom tacke P, O, R, S, T.

40. Odrediti skup svih izometrija, a zatim skup svih direktnih izometrija,
koje pravilan n-tougao preslikavaju u sebe samog (prvi skup odreduje
tzv. diedarsku grupu D, a drugi Ciklicnu grupu C,).

41. Odrediti grupu simetrija pravougaonika (grupa simetrija neke figure
odredena je skupom svih izometrija koje tu figuru preslikavaju u
sebe).

42. Dokazati da osna refleksija i translacija neke ravni komutiraju ako i
samo ako je osa te refleksije paralelna sa vektorom translacije.

43. Neka su k i/ dva kruga, p prava i d duz neke ravni. Konstruisati romb
ABCD ivice podudarne datoj duzi d ¢ija ivica 4B pripada pravoj p, a
tacke C'1 D krugovima k1 /.

44. Neka su A4, B tacke sa iste strane prave p i1 d duZ neke ravni.
Konstruisati tatke X'1 ¥ na pravoj p takve da je AX=BY 1 XY=d.

45. Neka je H ortocentar trougla ABC 1 R poluprec¢nik opisanog kruga tog
trougla. Dokazati da je AB*+CH =4R’.

46. Neka su p 1 g dve razne paralelne prave neke ravni i 4 i B tacke te
ravni takve da su 4 1 ¢ sa raznih strana prave p, a B 1 p sa raznih strana
prave q. Konstruisati tacke P 1 QO na pravama p i q takve da je PO 1p i
zbir AP+PQ+0QB minimalan.

47. Neka su AB 1 CD dve tetive kruga k (4,8= CD) i [ duz neke ravni.
Konstruisati tatku M na krugu k, tako da duzi AM 1 BM seku tetivu
CD u tackama koje odreduju duz podudarnu datoj duzi /.

48. Neka je EAB trougao konstruisan nad ivicom 4B pravougaonika
ABCD. Ako su M i N podnoZja upravnih iz ta¢aka C i D na pravama
AE 1 BE, 1 P prese¢na tacka pravih CM 1 DN, dokazati da je PELAB.

49. Konstruisati pravilan trougao ABC, ¢ija temena pripadaju redom trima
datim paralelnim pravama a, b, ¢ neke ravni, a centar tog trougla
pripada datoj pravoj s koja sece prave a, b, c.
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50.

51.
52.

53.

54.

55.

56.

57.

58.

59.

60.

Dokazati da ogranicena figura ® ravni (za koju postoji duz d takva da
za svake dve tacke X,Ye®, vazi XY<d) ne moze imati dva razliCita
centra simetrije.

Ako petougao ima bar dve ose simetrije, dokazati da je on pravilan.

Neka su 4, B, C tri kolinearne tacke. Ispitati Sta predstavlja
kompozicija: g °Sy.

Neka je ¢ tangenta kruga opisanog oko trougla ABC u temenu A.
Dokazati da je:

D7 ° P56 °Yap St

Neka su p, g, r tri prave koje nisu iz istog pramena i 4 tacka neke
ravni. Konstruisati pravu s koja sadrzi tacku 4 1 takvu da je
S5/08,°5,(5)=s"15]|s".

Ako neka ograniCena figura ima tri ose refleksije dokazati da se one
seku u jednoj tacki.

Dokazati da srediSta duzi, ¢ije su krajnje tacke odgovarajuci parovi

neke indirektne izometrije, pripadaju jednoj pravoj. (Teorema Sal-
Hjelmsleva®")

Neka su ABC 1 A'B'C' dva podudarna suprotno orijentisana trougla.
Dokazati da sredista duzi A4', BB', CC" pripadaju jednoj pravoj.
Neka je 4 tacka i p prava neke ravni. Dokazati da srediSta svih duzi
XY, gde su X; tatke prave p a trouglovi AX;Y; su pravilni i isto
orijentisani, pripadaju jednoj pravoj.
Ako je @ ogranicena figura ravni dokazati da ® ne moze imati dva
razliita centra rotacija, tj. ako je 24 (®)==%p s(®)=P, mora biti 4=B.
Jedine moguce izometrije koje ograni¢enu figuru @ preslikavaju u
sebe su:

rotacije sa istim centrom S,

osne refleksije ¢ije ose sadrze tacku S.%°

1 M. Sal (1793-1880), francuski geometri¢ar; J. T. Hjelmslev (1873-1950) finski pesnik
i matematicar.

* Cuveni italijanski slikar, arhitekta i pronalaza¢ Leonardo da Vinci (1452-1519),
proucavao je mogucée simetrije centralne gradevine i moguéi raspored kapela oko nje,
tako da se ta simetrija ne naruSi. U danasnjim terminima taj rezultat iskazujemo kao
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teoremu Leonarda da Vincija: Jedine konacne grupe izometrija ravni su ciklicna grupa
C, i diedarska grupa D,. Napomenimo jo$ da grupa simetrija ogranicenih figura ne mora
biti konacna; npr. grupa simetrija kruga.



Glava VIII

Slicnost

8.1 Razmera duzi. Talesova teorema

U cetvrtoj glavi razmatrali smo koli¢nike kolinearnih vektora. Pri tom
smo pomenuli i meru u skupu kolinearnih vektora, odnosno duzi na
medusobno paralelnim pravcima.

Sada ¢emo definisati meru duZi, na skupu 2 duzi ¢itavog prostora.

Definicija. Neka je D skup svih duzi i R™ skup pozitivnih realnih brojeva.
Preslikavanje »: 2 — R" sa svojstvima:
(1) (340Bo€D) w(AoBo)=1,
(it) (VAB,CDeD) (AB=CD = w(AB)=#(CD) ),
(iii) (VAB,CD,EF €D) (AB+CD=EF = w(AB)+u(CD)=wm(EF)),
naziva se mera ili duzina duzi, a %=D,R" ) je sistem merenja.
Duz ABy je jedinica mere ili jedinicna duz.
Intuitivno je jasno da postoji beskonacno mnogo sistema merenja,
kao 1 to da je sistem merenja jednozna¢no odreden sa jedinicnom duzi. U
tom smislu, mera neke duzi 4B, u odredenom sistemu merenja, bice
prikazana brojem x, koliko se puta jedini¢na duZ e "sadrzi" u duzi 4B, tj.
#«(AB)=x; ako taj broj nije prirodan, onda se ostatak "meri" redom sa
e e
10°100°

.-+ jer meru zapisujemo u dekadnom sistemu®’.

39 Stari Grei su meru, u tom smislu, zamisljali kao uvek racionalan broj, pa su zato ivicu
i dijagonalu kvadrata nazivali nesamerljivim velicinama.

165
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Naredne dve teoreme navodimo bez dokaza:

Teorema 1. Za proizvoljne dve duzi AB 1 CD vazi:
(i) AB<CD = w(AB)<u(CD);
(ii) (AB)=m(CD) = AB=CD.

Teorema 2. Neka je w: 2 — R mera duzi. Tada je funkcija wi: 2 —> R*

takode mera, ako i1 samo ako postoji realan broj A0, takav da
za svaku duz AB vazi mi(AB)=\#(AB).

Sada smo u moguénosti da uvedemo sledec¢i vazan pojam:
Definicija. Ako je x=#(AB) 1 y=#(CD) u nekom sistemu merenja 7%,

koli¢nik x:y naziva se razmera duzi AB 1 CD, u oznaci AB:CD ili oD

Naredna teorema je direktna posledica teoreme 2.

| Teorema 3. Razmera duZi ne zavisi od sistema merenja.

Definicija. Jednakost dve razmere naziva se proporcija ili srazmera.
Duzi a, b 1 ¢, d tim redom su proporcionalne ili srazmerne ako vazi
a:b=c:d.

Proporcija figuriSe u ve¢ navedenoj 1 dokazanoj Talesovoj teoremi,
direktnoj 1 obratnoj (glava 4). Napomenimo opet da su u takvoj
formulaciji Talesove teoreme mere na neparalelnim pravcima mogle biti 1
razli¢ite. Ako prihvatimo zajednicku meru za skup 2 svih duZzi, moZemo
preformulisati Talesovu teoremu, time S$to ¢emo izostaviti vektorske

oznake. Naime, tada ¢e za kolinearne vektore AB i CD biti g = ﬁ,

CcDh| CD

pa iz £:A:B sledi ﬁzﬂ, ali ne vazi i1 obratno. Tako, iz
CD C'D ch (C'D

vektorskog oblika Talesove teoreme (direktne i obratne) zadrzavamo
samo direktni smer.

Teorema 3. (Talesova teorema) Ako se prave a i b seku u tacki O i prave
p1 1 p2 seku pravu a u tackama A4; i 4,, odnosno pravu b u
taCkama B, 1 B,, tada vazi:
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Navedimo neke neposredne posledice Talesove teoreme:

Posledica 1. Ako vaze sve pretpostavke Talesove teoreme (u istim
O4, 04, A4,
OB~ OB, BB,

oznakama) tada je:

Prethodna posledica ne moZe se iskazati u vektorskom obliku, jer
vektori O4, 1 OB, nisu kolinearni.
Napomenimo jo$, da razmere iz prethodne posledice nisu u opStem

48

slu¢aju jednake razmeri
272

Posledica 2. Ako paralelne prave p;, p», p3 seku pravu a u taCkama 4, 4,,

. . AA BB, .
As i pravu b u tatkama Bj, B,, B;, tada je ——%* = —2 |
A2A3 BZB?)
AIAZ _ A2A3
BIBZ - BZB3 .

yl yz yn

X1 X=)1: X1 V17X V0= T Xy
X1 Y17=X20 X1X20 e X = V1 V20 oo W
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Posledica 3. Ako paralelne prave pi, pa,..., p» seku pravu a u tackama
Ay,43,...,A, 1 pravu b u tackama By,By,...,B,, tada je:
BIBZ BZB3 Bn—an
AAAA:-:A A = BB,:BB;:---:B,_,B

'

Posledica 4. Ako se prave pi, p», p3 seku u tacki O 1 paralelne prave a i b
sekupiud;iBy, prudsyiB,, p3u ;i Bstada vazi:
AIAZ _ A2A3 1 A1A2 _ BIBZ
BIB2 - BZBS A2A3 - BZB?a.

Yn

X1 V1=X V0= . =Xyt
X1:2X20 e Xy =V1V20 e W

Posledica 5. Ako su py, p», ..., p, prave pramena Yo, koje seku paralelne
prave a i b redom u tackama A, 1 By, A, 1 By, ..., A, 1 B,, tada

vazi:
A1A2 _ A2A3 _ _ An—lAn 1
BIBZ - BZB3 - - Bn— IBn

AA,AA:---:A A = BB,:BB;:---:B,_|B,.

n

Posledica 6. Ako su a, b, ¢ prave pramena X0 , p1 1 p» paralelne prave

koje seku prave b i ¢ u tackama B;, C; odnosno B, 1 Cy, a g 1
¢» paralelne prave koje seku prave a i ¢ u tackama A;, C,
odnosno 4, 1 C; , tada je 4,B,||4,B>.
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Prethodna posledica moze se uopstiti i za slucaj n-touglova 4,4,...4,
14"14"...A',.

Dokazi posledica 1-5 su neposredni. U dokazu posledice 6, koristi se
obratna Talesova teorema.

Teorema 4. Ako su A 1 B dve razne taCke prave p i A#-1 realan broj, tada

—_—

postoji jedinstvena tacka L prave p za koju je 3 =1.

B,

Dokaz: U slucaju 2=0, dokaz je neposredan. Neka je 2>0. Jasno je da za
trazenu tacku L mora biti &(4,L,B). KonstruiSimo dve proizvoljne
paralelne prave a i1 b koje sadrze tacke 4 1 B i na njima, u raznim
poluravnima sa rubom AB, tacke 4; 1 B takve da je m(AA )=\ i (BB;)=1.
Sa L; ozna¢imo presecnu tacku pravih 4B i1 4;B;. Na osnovu Talesove
teoreme je:

é = ﬁ =1, odnosno w(AL)=k\ i w(L,B) =k, za neko k>0.
LB BB

Dokaz da je da je taka L, jedinstvena ovde izostavljamo.* U
Na osnovu prethodne teoreme moZemo zakljuciti da za A>1 1 a#l1

postoje tacno dve tacke L takve da je 15~ L. (U slucaju 2=1 to je
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srediSte duzi.) Takode, ako je poznata jedna od te dve tacke, moguce je
konstruisati drugu.

—_—

) . AL
Definicija. Tacka L deli duz AB u odnosu (razmeri) A#-1 ako je 3 =1.

Ta podela je unutrasnja ako je »>0 (tada je tacka L unutar duzi AB),
odnosno spoljasnja ako je A<0 (tada je tatka L van duzi 4B). U oba
slucaja koristi se oznaka A»=2(4,B;L).

Ako su L; i L, tacke definisane u dokazu teoreme 4, moZemo

o . AL, AL .
zaklju¢iti da je tada: &(4,B;L):RAA,B;L))=—:—%=-1. Sada je

LB L,B

prirodno uvesti slede¢e pojmove:

Dvorazmera ili slozena razmera u oznaci &A4,B;C,D) je koli¢nik dve

: . AC 4D
odgovarajuce razmere tj. QA4,B;C,D)==(4,B;C):&A4,B;D)= :C e
CB DB

Ako je &A,B;C,D)=-1, dvorazmera se naziva harmonijska. U tom
slu¢aju kazemo da tacke 4,B,C,D ¢ine harmonijsku cetvorku ili da je par
tacaka A,B harmonijski spregnut sa parom tacaka C,D, u oznaci
#A,B;C,D).

Dakle za Cetiri razne kolinearne tacke A4,B,C.D je #(A,B;C,D) akko je
AC 4D o : 3y o
:C : —= =—1. Uvedimo jos$ jedan pojam koji ¢emo koristiti kasnije.
CB DB
Definicija. Neka su S, 4, B kolinearne tacke. Izraz SA-SB jednak je
SA-SB (proizvod duzina) odnosno -SA-SB u zavisnosti da li nije ili jeste
8(4,S,B).

Primer. Dokazati da neparalelne ivice i dijagonale trapeza
odreduju na pravoj koja je paralelna osnovicama tri duzi, od
kojih su krajnje dve podudarne. Konstruisati takvu paralelu uz
dodatni uslov da tri pomenute duzi budu podudarne.
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ResSenje: Neka prava [/, paralelna
osnovici AB trapeza ABCD, sece
ivice AD,BC 1 dijagonale AC,BD
redom u tackama M,O,N,P. Na
osnovu Talesove teoreme je
MN:DC=MA:DA, odnosno
PO:DC=BQ:BC. Kako je prema
posledici 2, MA:AD=BQ:BC, mora
biti i MN:DC=PQ:DC tj. MN=PQ.

Ako je E srediSte osnovice AB i1 N presecna tacka pravih DE 1 AC trazenu
pravu /p mozemo konstruisati kao pravu koja sadrzi tacku Ny 1 paralelna je
sa pravom AB. Zaista, ako su M, Py, Oy preseci prave /y sa pravama AD,
BD, CB, tada je MyNy=NyPy, na osnovu cetvrte posledice Talesove

teoreme.

Zadaci

1. Datu duz AB podeliti na:
(i) pet podudarnih duzi;
(if) delove koji su u odnosu 2:3;

1
(iii) delove koji su u odnosu 2:5:1.

. Date su tri duzi a, b, c¢. Konstruisati duz x ako vazi:
2

(i) azb=cx;  (if) xZ%; (iii) (x+):(x-¢)=T:2.

. Neka su M 1 N dve tacke na kraku OX i P tacka na kraku OY ugla
XOY. Ako je NQ|MP i PN||QS (Qe0OY, SeOX), dokazati da je
ON’=0OM-OS (takva duz ON naziva se geometrijska sredina duzi OM
1 0S).

. Neka su a, b, c tri poluprave sa zajedni¢kom pocetnom tackom S 1 M
tacka na polupravoj a. Ako se tatka M “kre¢e” po polupravoj a,
dokazati da je odnos rastojanja ove tacke od pravih b i ¢ stalan. Da li
tvrdenje vaZzi i ako su poluprave:

(i) nekomplanarne; (i7) nekonkurentne.
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5. Neka su F i G tacke u kojima prava koja sadrzi tacku D, ivice BC
trougla ABC, 1 paralelna je teziSnoj duzi AA;, sece prave AB i AC.
Dokazati da zbir DF+DG ostaje stalan ako se tacka D “krece” po ivici
BC.

8.2 Homotetija

Definicija. Neka je O tacka i k realan broj razli¢it od nule. Transformacija
kojom se proizvoljna tacka X preslikava u tacku X' takvu da je
OX'= k&, naziva se homotetija ili perspektivna slicnost, u oznaci %o
sa centrom O 1 koeficijentom k. Dve figure su homoteticne ako postoji
homotetija koja jednu figuru preslikava u drugu.

Neposredno sleduju prva svojstva ove nove geometrijske
transformacije. Najpre, lako se dokazuje da je homotetija bijekcija i da je
jednoznaéno odredena svojim centrom 1 koeficijentom. Dokazi naredne
dve teoreme su takode jednostavni i prepustamo ih ¢itaocu.

O

Teorema 1. %o 1= , #0.-1=So-

Teorema 2. Ako je k#1, jedina fiksna tacka homotetije %o je njen centar.

Teorema 3. Za duz AB i njenu sliku A'B' pri homotetiji %o, vazi:
A'B'=kAB.
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Dokaz: 1z OA'=kOA i O7§'=k073,

oduzimanjem prve jednakosti od 0
druge dobijamo
OB'-04' = kOB —kOA, odatle je na B

osnovu Taﬁovg?oreme - -
A'B'=k(OB—0A), tj. A'B'=kAB.
a

Teorema 4. (i) Homotetija svaku pravu preslikava u njoj paralelnu pravu.
(if) Svake dve paralelne prave su homoteti¢ne.
(iii) Jedine invarijantne prave homotetije %o (za k#1) su one koje
sadrze centar homotetije.

Dokaz: (i) je direktna posledica prethodne teoreme. (ii), (iii) prepustamo
¢itaocu. U

| Teorema 5. Homoteti¢na slika ugla je ugao, 1 to njemu podudaran ugao.

Dokaz: Posledica prethodne teoreme i teoreme o uglovima sa paralelnim
kracima. 4

Narednu teoremu dajemo bez dokaza.

Teorema 6. Homotetija %o u ravni je direktna transformacija

Napomenimo da se ovde pojam direktne i indirektne transformacije
moze uvesti kao kod izometrija.

Teorema 7.* Homotetija preslikava krug u krug, i obratno svaka dva
kruga su homoteti¢na.

Lako se dokazuje da zajednicke tangente krugova iz prethodne
teoreme sadrze centre pomenutih homotetija.
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Primer 1. Neka su S, A dve tacke ravni. Konstruisati % (A4)
ako je

2
k jednako: (7) 3; (if) %; (#ii) -2; (z'v)—g.

S s, 1/4({l A

Hs,2(4) S 4 H53(A4)

s S HFsys(d A

Resenje: SluCajevi (i) 1 (iii) su jednostavni. U slucajevima (i), (iv)
konstrukciju izvodimo koriste¢i Talesovu teoremu. U

Primer 2. Konstruisati sliku petougla ABCDE u homotetiji #s .

Resenje: Najpre konstruiSemo A', sliku tacke A, na isti nadin kao u
prethodnom primeru. Zatim koriste¢i teoremu 4, konstruiSemo slike
preostalih temena. Npr. B'=SBN\/, gde je [ prava koja sadrzi tacku 4' i
paralelna je pravoj AB. U

Teorema 8.* Neka su #,, #,» dve homotetije sa istim centrom. Tada je:
(i) Fox ° Fox= Fou -
(ii) ('Z‘O,k)-1 = %01k
(iii) Fox © Fox = F0s° Fox -
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U prethodnoj teoremi dokazali smo zapravo da sve homotetije sa
istim centrom ¢ine komutativnu grupu u odnosu na slaganje
preslikavanja.

Primer 3. Dokazati da je poluprecnik Ojlerovog kruga trougla
jednak polovini polupre¢nika opisanog kruga tog trougla, i da

je njegov centar srediSte duzi ¢ije su krajnje tacke ortocentar 1
centar opisanog kruga tog trougla®.

ResSenje: Neka je T teziSte
trougla ABC 1 AA,, BB,, CC;
njegove teziSne duzi. Ojlerov
krug opisan je oko trougla
A1B1C; (primer 2, odeljak 3.8).

1
Ako je kZ—E, homotetijom %,

se trougao ABC preslikava u
trougao A4;B,C;. Dakle, tom
homotetijom se krug opisan oko
trougla ABC preslikava u Ojlerov krug, pa je poluprecnik Ojlerovog dva
puta manji od poluprecnika prvog kruga. Centar Ojlerovog kruga je tacka
O, = #:,(0), za koju je dakle O;T:TO=1:2. Na osnovu primera iz odeljka
4.4 (Ojlerova prava), je HT:TO=2:1. Na osnovu prethodne dve relacije
izvodimo krajnji zakljucak. U

Zadaci

1. Neka je S tacka van pravih p i ¢ i m, n duzi neke ravni. Konstruisati
pravu s koja sadrzi tacku S i seCe prave p 1 g u tackama P i Q takvim
da je SP:SQO=m:n.

2. Neka su p, g, r tri konkurentne prave, S tacka van njih i m, n duzi
neke ravni. Konstruisati pravu s koja sadrzi tacku S'i seCe prave p, g, r
u tackama P, O, R takvim da je PQ:QR=m:n.

3. Konstruisati :

“0 Ojlerov krug naziva se u literaturi i Ponseleov krug po francuskom geometricaru Z. V.
Ponseleu (1788-1867), koji je 1821. g. dokazao navedeno tvrdenje.
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(i) romb, ako je data ivica i odnos dijagonala;
(i) trapez, ako su data dva ugla na jednoj osnovici, odnos osnovice 1
visine, a druga osnovica podudarna datoj duzi.

4. Neka je 4 tacka u uglu pOgq, [ prava i o ugao neke ravni. Konstruisati
trougao APQ, ¢ija temena P i Q pripadaju kracima p 1 ¢, ZPAQ=a 1
POI|L.

5. Konstruisati krug / koji dodiruje dati krug k& 1 datu pravu p ako je data
tacka dodira: (i) /1p; (ii)[1k.

6. Konstruisati krug koji dodiruje krake ugla pOgq 1i:

(7) sadrzi datu tacku;
(if) dodiruje dati krug.

8.3 Transformacije sli¢nosti. Sli¢nost figura

Na isti nacin, kao $to su nam izometrijske transformacije bile potrebne za
uvodenje podudarnosti, tako ¢emo sada najpre definisati transformacije
sli¢nosti radi uvodenja pojma sli¢nosti figura.

Definicija. Neka je k realan pozitivan broj. Transformacija slicnosti sa
koeficijentom k prostora E" je bijektivna transformacija 2:E"—E";
ne{l,2,3}, takva da svake dve tacke 4, Be E" preslikava u tacke 4', B'
takve da vazi A'B'=kAB.

Izometrijske transformacije prostora E" su specijalan slucaj
transformacija slicnosti za k=1.

Teorema 1.* Neka je 2 transformacija slicnosti prostora E£” i neka su
A" B',C' odgovarajuce slike tacaka A4,B,C prostora E". Tada
vazi:

&(A4,8,0)=&4',B',C").

Na osnovu prethodne teoreme, moZzemo zakljuciti da transformacije
sliénosti “Cuvaju” kolinearnost tacaka, kao i da preslikavaju pravu u
pravu, duz u duz, ugao u ugao itd.

Dokaz sledece teoreme je neposredan.
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Teorema 2. Neka je 2 transformacija slicnosti prostora E" 1 A',B',C',D'
slike tacaka 4,B,C,D, redom:

(i) Ako je AB=CD, tadajei A'B'=C'D'.
(i) AB:CD=A'B":.C'D'.

Lako se dokazuje da je kompozicija dve transformacije slicnosti sa
koeficijentima k 1 k;, transformacija slicnosti sa koeficijentom sli¢nosti
k'ky. Takode je inverzna transformacija transformacije sli¢nosti sa
koeficijentom k, transformacija sli¢nosti sa koeficijentom 1/k.

MozZze se dokazati da kao kod izometrija postoje dve vrste
transformacija slicnosti: direktne 1 indirektne transformacije sli€nosti.
Direktne transformacije slicnosti su one koje preslikavaju figure u
jednako orjentisane figure. Indirektne transformacije slinosti su one koje
prevode figure u suprotno orjentisane figure. Jasno je da kompozicija dve
direktne ili dve indirektne transformacije slicnosti predstavlja direktnu
transformaciju sli¢nosti. Kompozicija direktne 1 indirektne transformacije
sli€nosti je indirektna transformacija sli¢nosti.

Teorema 3. Homotetija #s, je transformacija slicnosti sa koeficijentom
K.

Dokaz: Neka su A'1 B' slike proizvolglih tgéaka A 1 B u homotetiji % .
Tada je na osnovu teoreme 3, iz odeljka 8.2, A'B'=kAB. Stoga je
A'B"AB=|k|. 4

Na osnovu prethodne teoreme, sledi da kompozicija homotetije 1
izometrije predstavlja transformaciju sli¢nosti. Vazi medutim i sledece
tvrdenje.

Teorema 4. Svaka transformacija slicnosti moZe se predstaviti kao
kompozicija
jedne homotetije i1 jedne izometrije.

Dokaz: Neka je 2 proizvoljna transformacija sli¢nosti sa koeficijentom k.
Ako sa s ozna¢imo homotetiju sa proizvoljnim centrom S i
koeficijentom 1/k, tada kompozicija s ixo? predstavlja takode
transformaciju slicnosti sa koeficijentom k-1/k=1. Dakle, to je neka
izometrija 77 za koju je #sixcP=>7. Na osnovu prethodne relacije i

teoreme 8, iz odeljka 8.2, je P=%s 7. U
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Kako homotetija i izometrija svaki ugao preslikavaju u njemu

podudaran, na osnovu prethodne teoreme, sledi da to vazi i za proizvoljnu
transformaciju sli¢nosti.
Definicija. Kazemo da je u prostoru E” ; ne{1,2,3} figura ® slicna figuri
@', u oznaci ®~@', ako postoji transformacija sli¢nosti 2 tog prostora
takva da je 2(®)=d'. Koeficijent sli¢nosti transformacije 2 je koeficijent
slicnosti figura ® 1 @'.

(I)!

Teorema 5.* Relacija sli¢nosti figura je relacija ekvivalencije.

U narednim odeljcima razmatra¢emo samo sli¢nost figura u ravni, pa
¢emo to podrazumevati uvek kada to nije precizirano.

8.4 Slicnost trouglova

Kao i kod podudarnosti, sli¢nost trouglova®' &esto nije jednostavno
dokazati direktno na osnovu definicije. Tako, analogno stavovima o
podudarnosti trouglova, postoje i stavovi o slicnosti trouglova.

Na osnovu razmatranja iz prethodne glave, ako su dva trougla sli¢na
tada su im uglovi podudarni 1 odgovarajuce ivice proporcionalne. Naredni
stavovi su u vezi sa time koji od tih uslova su dovoljni za njihovu
sli¢nost.

Stav 1. Dva trougla su sli¢na ako su dve ivice jednog trougla srazmerne sa
odgovaraju¢im ivicama drugog trougla, a uglovi zahvadeni tim
ivicama podudarni.

! Koriste¢i sli¢nost jednakokrako-pravouglih trouglova, Tales iz Mileta (VII-VI v. pre n.
e.) izraunao je visinu Keopsove piramide.
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Dokaz: Neka su trouglovi ABC i

A'BC'  takvi da vaze uslovi: i

A'B"AB=A'C"AC(=k) 1 zA=/A4" 3

Neka su B" 1 C" tacke polupravih 3 cr

AB 1 AC takve da je AB"=A'B' i

AC"=A'C'. Tada je B
B CcC B c’

AAB"C"=AA'B'C' (SUS). Dakle,
postoji izometrija 77 takva da je
T(AAB"C")=AA'B'C'. Kako za homotetiju %4 vazi #4 (AABC)=AAB"C",
zakljuujemo da transformacija sli¢nosti 77o%, ; preslikava trougao ABC u
trougao A'B'C', pa je AABC~AA'B'C'. U4

Stav 2. Dva trougla su sli¢na ako su dva ugla jednog trougla podudarna sa
odgovaraju¢im uglovima drugog trougla.

Dokaz: Neka su ABC 1 A'B'C

trouglovi sa dva para 3

odgovaraju¢ih podudarnih uglova. 4

Tada su 1 uglovi treeg para meju 3 cr

sobom  podudarni. Neka je

k=A'B":AB 1 neka su B" i C" tacke &
polupravih 4B i AC takve da je c B c

AB"=A'B' i AC"=A'C'. Tada je

k=AB":AB. Takode, trouglovi A'B'C' 1 AB"C" su podudarni (SUS), pa je
Z/C"B"A=+C'B'A'=2CBA. Na osnovu toga je B"C"||BC. Tada homotetija
#4 slika trougao ABC u trougao AB"C" 1 trougao AB"C" nekom
izometrijom 77 u trougao A'B'C'. Dakle, transformacija sli€nosti 7%,

slika trougao ABC u trougao A'B'C', pa su oni sli¢ni. U

Stav 3. Dva trougla su sli¢na ako su sve ivice jednog trougla srazmerne sa
odgovarajuc¢im ivicama drugog trougla.
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Dokaz: Neka su ABC i1 A'B'C'
trouglovi takvi da je:
A'B"AB=A'C""AC=B'C":BC=k i neka
su B" i C" tacke polupravih 4B i .,
AC takve da je AB"'=AB' i B ¢
AC"=A'C'. Tada je
k=AB":AB=AC":AC. Na osnovu
obratne Talesove teoreme je tada
B"C"||BC, pa je dalji deo dokaza slican kao u prethodnoj teoremi. 4

B Cc B C’

Dokaz poslednjeg stava ¢emo izostaviti.

Stav 4. Dva trougla su sli¢na ako su dve ivice jednog trougla srazmerne
odgovaraju¢im ivicama drugog trougla, uglovi naspram dveju od
tih odgovarajucih ivica podudarni, a naspram drugih dveju ivica
uglovi su ili oba ostra, ili oba tupa, ili oba prava.

Primer. Neka je k krug opisan oko trougla ABC Ako su B', C'
podnozja upravnih iz temena B i C na tangenti kruga k£ u
temenu A4, dokazati da je visina AD tog trougla geometrijska

sredina duzi BB'1 CC'tj. AD = v/ BB-CC'.

Resenje: Ugao BAB' podudaran je
periferijskom uglu nad tetivom 4B tj.
/BAB'=/ACD. Kako su i uglovi AB'B
1 CDA podudarni kao pravi, na osnovu
stava 2, je AAB'B~ACDA. Tada je
AD:BB=AC:BA (1). Na isti nacin
dokazujemo 1 da je AAC'C~ABDA i
zatim CC:AD=AC:BA (2). Iz relacija
(1) 1 (2) sledi AD:BB=CC:AD,
odnosno 4D = v BB-CC'.

Zadaci

1. Ako je N srediSte luka BC kruga opisanog oko trougla ABC, na kojem
nije tacka 4, a E presecna tacka prave AN sa ivicom BC, dokazati da
je: AABN~ABEN.
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2. Neka je ABCD paralelogram. Ako su E i F' tacke u kojima krug opisan
oko trougla ABC sece prave AD i CD, dokazati da je AEBC~AEFD.

3. Ako su AA' i BB visine oStrouglog trougla ABC, dokazati da je
AABC~ABA'C.

4. Ako prava odredena visinom AD trougla ABC dodiruje opisani krug
tog trougla, dokazati da je AD*=BD-CD.

5. Ako je kod trougla ABC unutras$nji ugao kod temena 4 dva puta veca
od unutrasnjeg ugla kod temena B, dokazati da medu ivicama tog
trougla vazi relacija BC>= AC*+AC-AB.

6. Dokazati da su kod sli¢nih trouglova polupre¢nici upisanih krugova
proporcionalni odgovaraju¢im ivicama.

8.5 Harmonijska spregnutost parova tacaka. Apolonijev krug

U odeljku 8.1 uveli smo pojam harmonijske cetvorke tacaka: ako su
A,B,C,D Cetiri razne kolinearne tacke 1

ic D
CB DB
kaZzemo da je par tataka 4,8 harmonijski spregnut sa parom ta¢aka C,D u
oznaci #(A4,B;C,D). Harmonijska spregnutost ima veliki znacaj, ne samo u
tzv. projektivnoj geometriji, gde joj je uloga jedna od osnovnih, ve¢ i u
elementarnoj euklidskoj geometriji.

_1,

Dokazimo neka osnovna svojstva ove relacije:

Teorema 1. Ako tacka C prave AB nije srediSte duZzi 4B, tada postoji
jedinstvena tacka D takva da je #(4,B;C.,D).

Dokaz: Direktna posledica teoreme 4, iz odeljka 8.1. U

Teorema 2. Ako su 4,B,C,D Cetiri tacke pri cemu je #(A4,B;C,D), tada je i:
#A,B:D,C), #(C,D;A,B).




182 VIII Sli¢nost

Dokaz: 1z #(A,B;C,D), sledi A_C. =—1£)., tj. A_D =—£, pa vazi
CB DB DB CB

#A,B;D,C). S druge strane iz £=—A_.—D sledi 1 gz—g, t].
CB DB AD BD

#(C,D;4,B). O

Teorema 3. Ako su A,B,C,D Cetiri razne kolinearne tacke neke prave p, O
tacka van te prave, a £ 1 F tacke u kojima prava kroz tacku B
paralelna sa pravom OA4 sece prave OC i1 OD, tada je:

#A,B;C.D) < sz(E)=F.

o

E
Dokaz: =. Ako je #(A,B;C,D), tada je prema Talesovoj teoremi:

A0 AC  AD A0 . — == ==
_0,=_C.=—_,=—_0,pajeFB:-EB:BE,tJ.sB(E)zF.
EB CB DB FB
<. Neka je sp(E)=F, tada je:

A_C, = A_O, =~ A_O, =~ A_D. , pa je po definiciji #(4,B;C,D). 1
CB EB FB DB
Ustanovili smo da na pravoj 4B postoje tacno dve tacke koje duz AB

dele u odnosu m:n, gde su m 1 n dve nepodudarne duzi. One predstavljaju
unutras$nju i spoljasnju podelu duzi u tom odnosu i definisali smo ih kao
tacke harmonijski spregnute sa tatkama A 1 B. Postavlja se pitanje, a i od
velikog je prakticnog znacaja, Sta predstavlja skup svih taaka X ravni,
takvih da je AX:XB=m:n. Odgovor daje slede¢a teorema:
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Teorema 4. (O Apolonijevom™ krugu) Neka su A i B dve tacke i m i n dve
nepodudarne duzi neke ravni. Ako su C i D tacke prave AB
takve da je £=—A=D=ﬂ tada je skup svih tacaka X te

CB DB n

ravni takvih da je % = , krug nad pre¢nikom CD.
n

Dokaz: Neka je k krug nad pre€nikom CD. Neka je dalje, X proizvoljna
tacka te ravni, p prava koja sadrzi tatku B 1 paralelna je sa AX1 Ei1F
preseCne tacke pravih XC i1 XD sa pravom p. Na osnovu prethodne
teoreme, je tacka B srediSte duzi EF, jer je #(A4,B;C,D). Potrebno je
dokazati da je:

AX:XB=m:n akko Xek.

<. Neka je Xek. Tada je ugao EXD prav, kao ugao nad pre¢nikom CD,
pa je BE=BX=BF. Tada je na osnovu Talesove teoreme:
AX AX AC m

AX AC  AX
=. Neka je AX:XB=m:n. Tada je — = n_2= —, pa je
XB n CB BE
XB=BE=BF. Dakle, trougao EXB je pravougli. Odatle sledi, da je ugao
CXD prav, tj. tacka X je na krugu & nad pre¢nikom CD. U

Krug iz prethodne teoreme naziva se Apolonijev krug.

Primer. Ako su E i F tacke u kojima bisektrise unutrasnjeg i
spoljasnjeg ugla kod temena A4 trougla ABC seku pravu BC,
dokazati da je:

(i) BE:CE=BF:CF=AB:AC,

*2 Starogreki matematiGar Apolonije iz Perge (III-II v. pre n. e.)
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(ii) #(B,C;E,F)

Resenje: Oznacimo sa M 1 N tacke u kojima paralelna prava iz tacke C sa
AB sece bisektrise unutrasnjeg i1 spoljasnjeg ugla redom. Trouglovi AMC i
ANC su jednakokraki (odgovarajué¢i uglovi su podudarni, kao uglovi na
transverzali). Iz toga 1 sli¢nosti trouglova ABE 1 MCE sledi:

A8 _ AB _ BE
AC MC  EC
Kako je trougao ABF homotetian trouglu NCF vazi:
A _AB _ BE
AC ~ CN ~ CF’
A
N
E F
B C
M,

(if) Direktno na osnovu definicije harmonijske spregnutosti.

Zadaci

1. Neka su 4, C, B tacke na pravoj p takve da C nije srediSte duzi 4B.
Konstruisati tatku D na toj pravoj, koja je sa tackom C harmonijski
spregnuta u odnosu na tacke 4 1 B.

2. Konstruisati tacku M iz koje se duzi AC, CB, BD, koje pripadaju istoj
pravoj, vide pod istim uglom, ako je #(4,B;C,D).

3. Konstruisati trougao:
() a, l,, b:c, (ii) a, o, b:c, (iii) a, h,, b:c.

4. Neka su 4 1 B tacke van prave p neke ravni. Konstruisati tatku L na
pravoj p takvu da je AL:LB=2:3.
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8.6 Neke karakteristicne teoreme

Dokazac¢emo nekoliko znacajnih teorema, koje su posledica stavova o
sli¢nosti trouglova, 1 imaju Siroku primenu.

Teorema 1. (P. Ceva™) Neka su P, O, R tagke pravih odredenih ivicama
BC, CA, AB trougla ABC. Tada vazi ekvivalencija:

Prave AP, BQ, CR pripadaju jednom pramenu akko je
BP CO AR _

Dokaz: =. Neka se prave AP, BQ, CR seku u nekoj tacki S (Citaocu
prepustamo slucaj kada su paralelne). Pravu koja sadrzi tacku 4,
paralelnu sa pravom BC ozna¢imo sa p, a njene presecne tacke sa
pravama BQ 1 CR oznacimo sa K 1 L. Tada je na osnovu Talesove teoreme
(1 njenih posledica):

B Ki CO CB AR L

—=—, —=—, =—=—=—. Iz tih jednakosti sledi:
PC AL 0OA KA RB CB

BP CO AR _,
PC QA RB

L A K

p
R
S

B P C

<. Neka je i-i—Q-gzl, i § presecna tacka pravih BQ i CR (slucaj
PC QA RB

kad su BQO 1 CR paralelne, opet prepustamo ¢itaocu). Tada, ako je P,
presek prave AS sa pravom BC, u odnosu na prave AP;, BQ, CR mozemo

primeniti prvi deo dokaza (<), pa je —:—-——=1. Na osnovu

B P. Ceva (1648-1734), italijanski matematicar, dokazao je ovo tvrdenje 1678. g.




186 VIII Sli¢nost

pretpostavke je onda — = ﬁ tj. P=P), pa se prave AP, BQ, CR seku u
RC PC

tacki S. U

Teorema 2. (Menelaj**) Neka su P, O, R tatke pravih odredenih ivicama
BC, CA, AB trougla ABC. Tada vazi ekvivalencija:

Tacke P, Q, R su kolinearne akko je — — - —=-1.

C P

Dokaz: =. Neka su P, O, R tacke neke prave /. Sa A', B', C' ozna¢imo
podnozja upravnih iz temena 4, B, C tog trougla na pravoj /. Primenom

—_—

Talesove teoreme izvodimo: E CQ AR BB CC AA =-1.

PC QA RB C'C AA B'B

) B .. y .
«<. Neka je sada P:-:-::—l. Sa P; ozna¢imo presecnu tacku

pravih OR i BC. Tada su tacke P;, O, R kolinearne pa u odnosu na njih

BP AR
mozemo primeniti dokazani deo teoreme (=), pa je —Q— =-1.

—_—

Na osnovu prethodne i polazne relacije je £= E , tj. P=P,. Dakle,

PC
tacke P, O, R su kolinearne. U

" Menelaj Aleksandrijski (I vek), u svom delu "Sferika", dokazao je ovo tvrdenje za
slu¢aj sfernih trouglova, a tvrdenje za slucaj trouglova u ravni navodi kao veé poznato.
Medutim, kako nijedan raniji izvor nije sacuvan, i u tom slucaju tvrdenje nazivamo
Menelajeva teorema. Zbog svoje sliénosti Cevaova i Menelajeva teorema nazivaju se
teoreme blizanci. 1500 godina, koje razdvajaju njihova otkria, pokazuju da se
geometrija u tom periodu veoma sporo razvijala.




VIII Sliénost 187

Teorema 3. (Ptolomej*’) Neka je ABCD tetivan Getvorougao. Tada je
proizvod njegovih dijagonala jednak zbiru proizvoda njegovih
naspramnih ivica, tj: AC-BD=AB-CD+BC-AD

Dokaz: Neka je L tacka dijagonale AC D C
takva da je ZLABL=/CBD. Tada je

AABL~ADBC (£/BAL=/BDC), pa je

AB:DB=AL:DC tj. AB-CD=AL-BD (1).

Takode je ABCL~ABDA (£BCL=/BDA,

ZLBC=/ABD), na osnovu cega je

BC:BD=CL:DA tj. BC-AD=CL-BD (2).

Sabiraju¢i (1) 1 (2) dobijamo trazenu 4

jednakost. U

Dokazimo sada znamenitu Pitagorinu teoremu:

Teorema 4. Za svaki pravougli trougao vazi:
(7) Kateta je geometrijska sredina hipotenuze i svoje ortogonalne
projekcije na hipotenuzu.
(if) Visina koja odgovara hipotenuzi je geometrijska sredina
ortogonalnih projekcija kateta na hipotenuzu.
(iii) (Pitagora®) Kvadrat hipotenuze jednak je zbiru kvadrata
kateta.

Dokaz: (i) U pravouglom trouglu ABC,
sa pravim uglom kod temena C,
ozna¢imo podnozje visine iz temena C
sa D a projekcije kateta AC 1 BC sap i h
q respektivno. Trouglovi ADC 1 ACB su
slicni jer su pravougli sa zajednickim

ApD q B

AC  AD
uglom kod temena A. Tada je: — = —, tj. AC*=AB-AD.
AB  AC

¥ Ptolomej Aleksandrijski (II vek) dokazao je ovu teoremu u svom delu "Veliki
zbornik".

%6 Pretpostavlja se da je ovo tvrdenje, bilo poznato jo§ Egipéanima (oko 3000 g. pre n.
e.) 1 Vaviloncima (oko 2000 g. pre n. e.), ali ga je Pifagora, starogrcki filozof i
matematicar sa ostrva Samosa (VI v. pre n. e.), prvi dokazao. Pomo¢u njega, Pitagora (ili
neki od njegovih ucenika) je ustanovio nesamerljivost ivice i dijagonale kvadrata.
Medutim, kod Starih grka Pitagorina teorema izrazavala je odnos izmedu povrsina
odgovarajuca tri kvadrata, a ne izmedu duzina tri ivice.




188 VIII Sli¢nost

CD AD
(if) 1z sli¢nosti trouglova CAD i BCD sledi: — = —. Dakle h*=p-q, gde
DB CD

je
h=CD.
(iii) Kako je AC*=p-AB i BC*=q-AB, vazi:
AC*BC*=p-ctq-c=(p+q)-AB=AB>. Q

Lako se dokazuje 1 obratna Pitagorina teorema:

Teorema 5. Ako je AC*+BC*=AB’, tada je trougao ABC pravougli, sa
pravim uglom kod temena C.

Dokaz: Neka je A'B'C' pravougli trougao, sa pravim uglom kod temena
C', takav da je 4'C'=4C i1 B'C'=BC. Na osnovu Pitagorine teoreme je
A'C”+B'C”=A'B”, pa je A'B'=AB. Dakle, trouglovi ABC i A'B'C' su
podudarni, prema stavu SSS, pa je ugao kod temena C, trougla ABC, prav.
a

Teorema 6. (Stjuart'’) Ako je X proizvoljna tadka ivice BC trougla ABC,
tada je: AX® = & +£(AC2 - BX - CX.
BC BC

Dokaz: Sa a, b, c ozna¢imo odgovarajuce ivice, sa p, ¢, x redom duzi BX,
CX, AX 1 sa A' podnoZje visine h, iz temena 4. Pretpostavimo da je

&B.4',C).

‘T M. Stjuart (1717-1785), engleski matematicar, je dokazao i objavio ovu teoremu 1746.
g. Tvrdenje je Stjuartu saopstio njegov ucitelj, engleski matematicar R. Simson (1687-
1768), koji ga je objavio tek 1749. g. Moguce je medutim, da je ono bilo poznato jo§
Arhimedu iz Sirakuze (III v. pre n. e.).
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Dokazimo najpre tvrdenje u slucaju kad je X=A'. Primenom Pitagorine
teoreme biée: i = b* — ¢’ i i© = ¢ — p’. MnoZenjem prve jednakosti sa

p adruge sa g i zatim sabiranjem zaista dobijamo 4 = gbz + %cz - pq.

Neka je X#A'. Duz h, je visina u trouglovima ABX i1 ABC.
Pretpostavimo, ne umanjujuci opstost, da je &B,4',.X). Ako sa y ozna¢imo

BA', primenjujuci prethodno dokazano dobijamo:
=22 2722 yp-y i E=2r+TEE - ya-y).
p p a a

IzjednaCavanjem desnih strana jednakosti i1 sredivanjem dobijamo

2 =Lp 19 _ by, o je trebalo dokazati. Dokaz je slidan i u slu¢aju
a a

kada nije &B,4',C) s tim §to je tada /2 = £ + L% + pg. O
a a
Primer 1. Dokazati da se prave odredene temenima i dodirnim
tatkama naspramnih ivica sa upisanim krugom trougla 4ABC
seku u jednoj tacki (tzv. Zergonovoj * tacki).

Resenje: Neka su P, O, R, dodirne tacke kruga upisanog u trougao ABC
sa njegovim ivicama BC, CA, AB, redom. Tada su podudarne
odgovaraju¢e tangentne duzi: BP=BR, CP=CQ, AQ=AR. Tada je

BP CQO AR
_,_Q._zl_ Kako je #B,P,C), &C,0,4), 8(A4,R,B), mora biti

£~£-A_.—R>O, pa je na osnovu prethodnog ig—QA_.—R= .
PC OA RB PC QA RB

Dakle, prave AP, BO, CR pripadaju jednom pramenu prema Cevaovoj
teoremi. To je pramen konkurentnih pravih, jer se AP i BQ seku na
osnovu PaSove aksiome (zad 2.8)

* Ovo tvrdenje dokazao je J. D. Zergon (1771-1859), francuski matematidar. U XIX
veku posveéena je posebna paznja metriCkim svojstvima trougla, pa su otkrivene i druge
tacke karakteristi¢ne za trougao (v. zad. 8.46, 8.47).
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B P C

Primer 2. Neka je P proizvoljna tacka kruga, opisanog oko
pravilnog trougla ABC. Dokazati da najveca od duzi PA, PB,
PC jednaka sumi ostale dve.

Resenje: Neka je P,A+BC. Tada je Cetvorougao ABPC tetivan, pa na
osnovu Ptolomejeve teoreme vazi: PA-BC=AB-PC+AC-PB. Ali kako je
AB=BC=(CA, sledi: PA=PC+PB. Dokaz je isti i u sluajevima kada je
tacka P Na nekom drugom luku kruga opisanog oko trougla ABC.

Zadaci

1. Primenom Cevaove teoreme dokazati da se prave odredene visinama
trougla seku u jednoj tacki.

2. Dokazati da kod proizvoljnog trougla simetrale spoljasnjih uglova
seku prave odredene naspramnim ivicama u kolinearnim tackama.

3. Ako je aivicaid dijagonala pravilnog petougla, dokazati da je:
d’—ad —a’ = 0.
4. Ako su a, b, c date duzi, konstruisati duz x ako je:
() xX’=d +b; (i) x’=a - b ; (iii) X’= ab ; (iv) X’=3ab - .

5. Akosua, b, civice i t, odgovarajuca teZiSna duz trougla, dokazati:
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8.7 Potencija tacke u odnosu na krug

Medu najinteresantnijim svojstvima kruga, koja naglasavaju neke njegove
metri¢ke osobine je i potencija tatke®. Pre prelaska na samu definiciju
pojma potencije, dokazimo slede¢u teoremu:

Teorema 1. Ako je P taCka u ravni kruga k(O,r), tada je za svaku pravu te
ravni koja sadrzi tacku P i se€e krug u tackama A4 1 B izraz
PA-PB konstantan i PA-PB=PO*-1*. Ako je P spoljasnja
tatka kruga k& 1 PT njegova tangenta u tacki 7, tada je

PA-PB=PT".
B
B
A
P=4
T P

Dokaz: Razmotrimo tri slucaja:

1) Tacka P je spoljaSnja tacka kruga. Tada nije &(4,P.B) pa je
PA-PB>0 (1). Neka je npr. &P,4,B). Trouglovi PAT 1 PTB su sli¢ni
(jedan Zajedmckl ugao 1 £ZPTA=/PBT), pa je PA:PT=PT:PB tj.
PA-PB=PT’=PO*-1*. Tada je zbog relacije (1) i PA-PB =PT*=PO*-1*,

2) Ako je P na krugu £, tada je PA-PB=0=PO*-*.

3) Tatka P je unutraSnja tacka kruga. Tada je &(4.P.B) pa je
PA-PB<0 (2). Neka su A4 i B; presecne tacke prave OP sa krugom £ (i
neka je &(4,,P,0)). Zbog podudarnosti odgovarajucih periferijskih uglova
trouglovi APB) i A\PB su sli¢ni, pa je AP:AP=PB,:PB, odnosno:
PA-PB=PA,"PB,= (r-PO) (r+PO)=r*-PO*. Na osnovu relacije (2) je:

PA-PB=PO*-*. 0

Sada mozemo dati definiciju potencije tacke u odnosu na krug.

¥ Re¢ potencija prvi je u tom znalenju upotrebio §vajcarski geometricar J. Stajner
(1769-1863).
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Definicija. Konstantan proizvod PA-PB uveden prethodnom teoremom
nazivamo potencija tatke P u odnosu na krug, k£ u oznaci z(P,k).

Na osnovu prethodne teoreme potencija tacke P u odnosu na krug
k(O,r) je broj PO*-*. Taj broj je pozitivan, nula ili negativan, ve¢ prema
tome da li je P spoljasnja tacka kruga k, tacka kruga £ ili unutrasnja tacka
tog kruga.

<0ako jeOP<r

AP k) jz 0 ako je OP =r
> 0 ako je OP > r

U narednom izlaganju cilj nam je da utvrdimo Sta predstavljaju sve
taCke neke ravni za koje su potencije u odnosu na dva data kruga jednake.
Najpre dokazimo slede¢e pomocno tvrdenje:

Lema. Ako su A4 1 B tacke 1 d duz neke ravni, skup tacaka X te ravni takvi
da je AX*-BX*=d" je prava upravna na pravoj AB.

Dokaz: Neka je D tacka te ravni X

takva da je DB1BA i DB=d. Sa X,
ozna¢imo presecnu tacku prave 4B i
medijatrise duzi AD. Tada je za /X
tacku Xo: d

AXy-BXy’=DXy*-BXy’=DB*=d".
Trazeni skup taCaka je upravna D

prava na pravoj AB u tacki Xj, Sto
sledi iz direktne i obratne Pitagorine teoreme. 1

Teorema 2. Skup svih taaka ravni kojima su potencije u odnosu na dva
data nekoncentricna kruga medu sobom jednake, predstavlja
pravu normalnu na pravoj odredenoj centrima tih krugova.

Dokaz: Neka su ki(O1,r1) 1 ka(O,,r2) (r1>17) ta dva kruga. Tacka P pripada
trazenom skupu akko je z(P,k))=¢(P.k) tj. akko je 01P2-r12=02P2-r22,
odnosno akko je OP>-0,P*=r\*-r,>. Na osnovu prethodne leme trazeni
skup je zaista prava upravna na pravoj O;0,. U

Na osnovu prethodne teoreme uvodimo sledeci pojam:
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Definicija. Skup svih ta¢aka ravni kojima su potencije u odnosu na dva
data nekoncentricna kruga medu sobom jednake, naziva se potencijalna
osa ili radikalna osa tih krugova.

p
| | @
3 /

U specijalnom slucaju, kada se ta dva kruga seku u tackama 4 i B,
svaka od tih ta¢aka ima potenciju nula u odnosu na oba kruga, pa je zbog
toga njihova potencijalna osa prava AB. Analogno, kada se dva kruga
dodiruju, njihova potencijalna osa je zajednicka tangenta u tacki dodira.
Ostaje nam da konstruiSemo potencijalnu osu kad krugovi nemaju
zajednickih tacaka. To je moguce uraditi koriste¢i dokazanu lemu. NeSto
kraéi postupak je vezan za konstrukciju pomoc¢nog kruga koji seCe oba

zadata u tackama npr. 4,8 odnosno C,D. Prese¢na tacka pravih 4B 1 CD
tada pripada traZzenoj potencijalnoj osi.

Na kraju ovog odeljka, pomenimo jo§ neke pojmove vezane za
potenciju tacke u odnosu na krug.

Definicija. Skup svih krugova ravni od kojih svaka dva imaju za
potencijalnu osu istu pravu s, naziva se pramen krugova a prava s
potencijalna osa tog pramena krugova.

Pretpostavimo da tri kruga ne pripadaju istom pramenu i1 da nikoja
dva nisu koncentri¢na. Tada, posmatrajuci ih par po par, moZzemo odrediti
tr1 potencijalne ose. Bilo koja tacka koja ima istu potenciju u odnosu na
sva tri kruga mora pripadati svakoj od tih pravih.
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O eidie

Obratno, bilo koja tacka preseka dve od te tri potencijalne ose, ima istu
potenciju u odnosu na sva tri kruga, pa mora pripadati i trecoj osi. Tacka
u kojoj se te tri ose seku naziva se potencijalno srediste ta tri kruga. Ako
su dve od tih triju osa paralelne, onda je i tre¢a paralelna njima. Time smo
dokazali sledece tvrdenje:

Teorema 3. Potencijalne ose triju krugova neke ravni pripadaju jednom
pramenu.

Primer. Za datu duz AB konstruisati tatku Z koja je deli po
zlatnom preseku. (Tacka Z duzi AB deli tu duz po zlatnom
preseku’ ako je

AZ:ZB=AB:AZ.)

ReSenje: Neka je  k(S,SB) krug

1 1
polupre¢nika SBZEABZEa, koji

dodiruje pravu 4B u tacki B. Taj krug
mozemo konstruisati, a zatim i njegove
prese¢ne tacke sa pravom AS. Oznacimo
th sa X 1 Y tako da je &4,X,S). Tada je
trazenu tacku Z moZemo konstruisati
kao presek duzi 4B i kruga I(4,4X). Zaista:

AB  AZ
a*=AB*=AX AY=AX(AX+a)=AZ(AZ+a), {j. 7= at" Odatle sledi
AB—AZ AZ AZ 4B
———— = —, odnosno — = —.

AZ AB BZ AZ

% Ovakvu podelu razmatrao je Pitagora sa ostrva Samosa, starogréki filozof i
matematicar (V1 v. pre n. e.), i nazvao zlatnim deljenjem. Termin koji danas koristimo
uveo je Leonardo da Vinci (1452-1519), italijanski slikar, arhitekta i pronalazac.
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Zadaci

. Koju najmanju vrednost moZze imati potencija tacke u odnosu na krug
poluprecnika R? Koja tacka ima tu ekstremnu vrednost?

. Odrediti skup tacaka koji ima konstantnu potenciju u odnosu na dati
krug.

. Ako su PT 1 PU tangente iz tacke P na dve koncentri¢na kruga, pri
¢emu tacka T pripada manjem od tih krugova a U pripada vecem, i
ako prava PT sede ve¢i krug u tacki O, onda je PT>-PU*=QT".

. Neka su 4, B zajednicke tacke, a PQ zajednicka tangenta dva kruga u
dodirnim tackama P 1 Q. Dokazati da srediste duzi PQ pripada pravoj
AB.

. Ako su k(S,r), I(O,R) opisani 1 upisani krug nekog trougla dokazati da
je OS*=R*-2Rr. (Ojlerova formula’®)

. Neka su £, [, j krugovi ¢iji centri su nekolinearne tacke 1 takvi da su:
A,B zajednicCke tacke krugova k 1/, C,D zajednicke tacke krugova /1 j,
E.F zajedniCke tacke krugova j i k. Dokazati da se prave AB, CD, EF
seku u jednoj tacki.

Razni zadaci (slicnost)

. Ako su M1 N tacke u kojima prava kroz presek O dijagonala AC 1 BD
paralelna sa osnovicama 4B 1 CD trapeza ABCD, seCe njegove krake,
dokazati da je tacka O srediste duzi MN.

. Neka je ABCD trapez osnovice AB. Ako je O presecna tacka
dijagonala trapeza, E preseCna taCka pravih BC 1 AD, dokazati da
prava EO sadrzi srediSta osnova AB 1 CD.

. Ako su P, Q, R tacke u kojima proizvoljna prava kroz tacku 4 sece
prave odredene ivicama BC, CD i dijagonalom BD, paralelograma
ABCD, dokazati da je AR*=PR-QR.

L L. Ojler (1707-1783), §vajcarski matematicar.
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4. Tacke D i1 K pripadaju ivicama BC 1 AC trougla ABC pri ¢emu je
BD:DC=2:5 1 AK:KC=3:2. U kom odnosu prava BK deli odsecak
AD?

1
5. Ako je P tacka ivice AD paralelograma ABCD, takva da je AP=—AD,
n

1
1 O tacka preseka pravih AC 1 BP, dokazati da je AQZﬁA C.
n
6. Neka je p prava i B, C tacke kruga k neke ravni. Konstruisati tacku 4
na krugu k takvu da je teziSte trougla ABC na pravoj p.

7. Neka je ABC trougao neke ravni. Konstruisati kvadrat ¢ija dva
susedna temena pripadaju ivici BC a preostala dva temena ivicama AB
1AC.

8. Neka je k krug sa preCnikom AB. Konstruisati kvadrat ¢ija dva
susedna temena pripadaju pre¢niku 4B a preostala dva temena krugu
k.

9. Neka su p i ¢q prave 4 tacka i m i n dve duzi neke ravni. Konstruisati
pravougaonik ABCD, ¢ija temena B 1 D pripadaju redom pravama p i
q, 1tako da je AB:AD=m:n.

10. Ako su Pp i Qq poluprave neke ravni, konstruisati na njima tacke 4 i
B takve da je PA:AB:BO=1:2:1.

11. U dati trougao ABC upisati trougao ¢ije su ivice paralelne datim
pravamap, q, r.

12. Ako su p, g, r tri prave neke ravni, konstruisati pravu ¢, koja je
upravna na pravoj p, i sece date prave redom u tackama P, O, R
takvim da je PO=QR.

13. U krug sa centrom O upisan je ¢etvorougao ABCD ¢ije su dijagonale
uzajamno normalne i seku se u tacki E. Prava koja je u tacki E
upravna na pravoj 4D sece ivicu BC u tacki M.

(i) dokazati da je M srediste duzi BC;
(i7) odrediti skup tacaka M, kada se dijagonala BD menja ostajuci
upravna na AC.
14. Ako je #sx homotetija, 77 izometrija neke ravni i 77(S)=S", dokazati da
je tada: 7o FsioT = #s k-
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15. Dokazati da transformacija sli¢nosti koja nije izometrija ne moze
imati viSe od jedne fiksne tacke.

16. Neka je ¢ tangenta kruga / opisanog oko trougla ABC, u temenu A.
Ako je D tacka prave AC takva da je BD|¢, dokazati da je
AB*=AC-AD.

17. Ako ortocentar ostrouglog trougla deli dve visine u jednakom odnosu,
racunajuci od temena trougla, dokazati da je taj trougao jednakokraki.

18. U trouglu ABC visina BD dodiruje krug opisan oko tog trougla.
Dokazati da je :
(i) razlika uglova na osnovici AC jednaka 90°.
(ii) BD*=AD-CD.
19. Krug sa centrom na osnovi BC jednakokrakog trougla ABC dodiruje

krake AB 1 AC. Ako su P i Q presecne tacke tih kraka sa nekom
tangentom tog kruga, dokazati da je 4-PB-CQ=BC".

20. Neka je H ortocentar oStrouglog trougla ABC. Ako je H srediSte visine
AD, a visinu BE deli u odnosu 3:2, u kom odnosu A deli visinu CF.

21. Neka je k krug i S tacka van tog kruga neke ravni. Ako su P i Q
dodirne tacke tangenti iz S na krugu &, a X 1 Y presecne tacke neke
prave s kroz S sa krugom £, dokazati da je XP:YP=XQ:YQ.

22. Neka je D tacka ivice BC trougla ABC. Ako su O; i1 O; centri krugova
opisanih oko trouglova ABD 1 ACD, dokazati AABC~AAO,O-.

23. Neka je ABC trougao kome je ugao kod temena 4 prav. Ako upravna
kroz proizvoljnu unutra$nju tacku P hipotenuze BC sece prave AC i
AB u tackama Q 1 R, a opisani krug tog trougla u tacki S, dokazati da
je PS’=PQ-PR.

24. Neka je A4 proizvoljna tacka kraka OP pravog ugla POQ. Ako su
B,C.D tacke kraka OQ takve da je #&O,B,C), &B,C,D) 1
OA=0B=BC=(CD, dokazati da je AABC~ADBA.

25. Ako su a, b, c ivice, R poluprecnik opisanog kruga trougla i 4,
odgovarajuca visina, dokazati da je bc=2Rh,.

26. Konstruisati trougao:
(l) o, B, Rt7; (”) a, bic, t-he; (l”) ha, hy, he.



198 VIII Sli¢nost

27. Ako su AB i CD osnovice jednakokrakog trapeza ABCD opisanog oko
kruga poluprecnika r, dokazati da je AB-CD=4r".

28. Neka je AE (E<BC) bisektrisa unutrasnjeg ugla kod temena A trougla
ABC. Ako je BC=a, AC=b, AB=c, dokazati da je:
ac ab
) BE=——; (ii) CE= .
® b+c @) b+ c
29. Neka su AE (E€BC) i BF (FeAC) dve bisektrise unutrasnjih uglova i
S centar upisanog kruga trougla trougla ABC. Ako je AS:SE=BS:SF,
dokazati da je taj trougao jednakokraki.

30. Konstruisati paralelogram kod koga su ivice podudarne dvema datim
duzima, a dijagonale su u odnosu 2:3.

31. Neka su M 1 N presecne tacke ivica AB 1 AC trougla ABC, sa pravom
koja je kroz centar upisanog kruga tog trougla paralelna sa njegovom
tvicom BC. Izracunati duzinu MN u funkciji duzina ivica trougla
ABC.

32. Neka je AA; teziSna duz trougla ABC. Ako su P i Q preseCne tacke
bisektrisa uglova 44,8 1 A4,C sa ivicama AB 1 AC, dokazati da je
PQ|BC.

33. Ako je kod trougla ABC, zbir ili razlika unutrasnjih uglova B 1 C prav
ugao 1 ako je r polupre¢nik kruga opisanog oko tog trougla, dokazati

da je AB*+AC*=4r".
avab + ¢

34. Ako su a, b, c tri date duzi, konstruisati duz x = b
+c

35. Ako je D podnoZzje visine iz temena A trougla ABC, dokazati da je
zbir ili razlika unutra$njih uglova B i C prav ugao ako i samo ako je
1 1 1

+ = .
AB>  AC*  AD?
36. Ako je su a, b, c ivice, s poluobim i /, odseCak bisektrise unutrasnjeg
ugla naspram ivice a trougla ABC, dokazati da je:

[ = 2\/Ewlss—a).

“ b+c

37. Ako je T teziSte 1 X proizvoljna tacka u ravni trougla ABC, dokazati
daje:
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XA* + XB + XC* =TA* +TB* + TC* + 3XT". (Lajbnicovaj2 teorema)
Odrediti zatim, tacku u ravni trougla ABC, za koju je zbir kvadrata

38.

39.

40.

41.

42.
43.

44,

45.

46.

47.

rastojanja od temena tog trougla minimalan.

IzraCunati rastojanje izmedu teziSta i centra opisanog kruga trougla, u
funkciji njegovih ivica i polupre¢nika opisanog kruga.

Dokazati da kod trougla ABC simetrala spoljasnjeg ugla 4 1 simetrale
unutras$njih uglova B i C seku prave odredene naspramnim ivicama u
kolinearnim tackama.

Dokazati da kod raznostranog trougla 4ABC tangente opisanog kruga u
temenima A,B,C seku prave odredene naspramnim ivicama u
kolinearnim tackama.

Dokazati da su kod trougla ABC srediste visine AD, centar upisanog
kruga 1 dodirna tacka ivice BC sa spolja upisanim krugom tri
kolinearne tacke.

Primenom Menelajeve, dokazati Simpsonovu teoremu (v. zad. 5.19).

Kroz tacku M ivice AB trougla ABC konstruisana je prava koja sece
pravu AC u tacki K. Odrediti u kom odnosu prava MK deli ivicu BC,
ako AM:MB=1:21 AK:AC=3:2.

Neka je A4, srediSte ivice BC trougla ABC. Ako su P 1 Q tacke ivica
AB 1 AC takve da je BP:PA=2:51 AQ:AC=6:1, odrediti u kom odnosu
prava PQ deli teziSnu duz 44;.

Dokazati da se kod proizvoljnog trougla prave odredene temenima 1
dodirnim tackama spolja upisanog kruga sa pravama koje sadrZe
naspramne ivice seku u jednoj tacki.

Dokazati da se prave, koje sadrZze temena i dele suprotne ivice na
delove proporcionalne kvadratima susednih ivica, seku u jednoj tacki
(tzv. Lemoanovoj  tacki tog trougla).

Dokazati da se kod proizvoljnog trougla prave odredene temenima 1
dodirnim tackama spolja upisanih krugova sa naspramnim ivicama
seku u jednoj tacki (tzv. Nagelovoj *? tacki tog trougla).

2. G. V. Lajbnic (1646-1716), nemacki matemati&ar.
3 E. Lemoan (1751-1816), francuski matematicar.
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48

49.

50.

51.

52.
53.

54.

55.

56.

57.
58.

59

. Ako je a ivica, a D i1 d duza i kraca dijagonala pravilnog sedmougla,

I 1 1
dokazatidaje: — = —+ —.
a D d

Sta predstavlja skup tadaka iz koje su tangentne duZi u odnosu na dva
data kruga podudarne.

Dokazati da sredista duzi na zajednickim tangentama dva kruga koja
se ne seku, odredene dodirnim tackama, predstavljaju kolinearne
tacke.

Konstruisati krug koji sadrzi dve date tacke i dodiruje datu pravu.
Konstruisati krug koji sadrzi dve date tacke i dodiruje dati krug.

Neka je E presek bisektrise unutrasnjeg ugla kod temena A4 trougla
ABC sa njegovom ivicom BC i 4; srediSte te ivice. Ako su P i QO
preseci kruga opisanog oko trougla AEA; sa ivicama AB 1 AC trougla
ABC, dokazati da je BP=CQ.

Dokazati da poluprec¢nik kruga opisanog oko nekog trougla nije manji
od dvostrukog polupre¢nika kruga upisanog u taj trougao.

Neka su PP; i1 QQ; spoljasnje tangente krugova k(O,r) 1 ki(O1,r1), u
dodirnim tackama P, P, Q, O, respektivno. Ako je S presecna tacka
tih tangenti, 4 jedna od prese¢nih tacaka tih krugova i L i L, preseci
prave SO sa pravama PQ 1 P10, dokazati da je ZLAO=Z/L,A0;.

Ako su k,(S..7q), /(O,R) spolja upisani krug i opisani krug nekog
trougla, dokazati da je SaO2 =R2+2raR.

Konstruisati krug normalan na tri data kruga.

Ako je d dijagonala, a a ivica pravilnog petougla dokazati da je:

1++/5

2

d =

a.

. Konstruisati pravilan petougao:

() ivice podudarne datoj duzi;
(if) upisan u dati krug.

> K. H. Nagel (1803-1882), nemacki matemati¢ar, objavio je ovo tvrdenje 1836. g.
Inace, svaka od pravih o kojima je re¢ dele obim trougla na dva jednaka dela, pa se ovo
tvrdenje naziva i teorema o poluobimu trougla.
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60. Dokazati da je ivica pravilnog desetougla, upisanog u krug, jednaka
veéem delu poluprecnika tog kruga, podeljenog po zlatnom preseku.

61. Dokazati da je kvadrat ivice pravilnog petougla, upisanog u krug,
jednak zbiru kvadrata ivica pravilnog Sestougla i pravilnog desetougla
upisanog u taj krug.

62. Konstruisati tetivni Cetvorougao ¢ije su ivice podudarne cetirima
datim duzima a, b, ¢, d.

63. Neka su k 1/ dva kruga i P tacka neke ravni. Konstruisati pravu koja
sadrzi tacku P i na krugovima k i1 / odreduje podudarne tetive.

64. Neka su ABC 1 A,B,C; dva trougla neke ravni, takva da se prave 44,
BB;, CC, seku u tacki S. Ako se prave BC i B|Cy, AC i A,Cy, AB i
A1B; seku redom u tackama P, O, R, dokazati da su one kolinearne
(Dezargova’® teorema).

65. Ako su A4', B', C' podnozja visina iz temena 4, B, C trougla ABC i P,
0O, R presecne tacke redom pravih BC i B'C', AC 1 A'C', AB 1 A'B',
dokazati da su P, Q, R kolinearne tacke.

66. Neka su p, g, r tri prave neke ravni koje se seku u tacki S, 1 4, B, C
taCke van tih pravih. Konstruisati trougao POR ¢ija temena pripadaju
pravama p, g, r a ivice sadrze tatke 4, B, C. Moze li se ova
konstrukcija izvriti samo pomo¢u lenjira?*°

67. Ako Neka su 4, B, C, D, E, F proizvoljne tacke nekog kruga k. Tada
su tacke X=AENBD, Y=AFNCD, Z=BFNCE kolinearne.
(Paskalova teorema’)

> 7. Dezarg (1591-1661), francuski arhitekta. Dezargova teorema moze se dokazati i
bez primene aksioma podudarnosti, dakle u afinoj geometriji. Tvrdenje vazi i u tzv.
projektivnoj geometriji za koju je Dezarg jedan od utemeljivaca.

36 Konstrukcije samo pomocu lenjira izuéavali su, najpre francuski matematicar J. H.
Lambert (1728-1777), a zatim francuski geometri¢ari S. Z. Brijanson (1783-1864) i V.
Ponsele (1788-1867). Ove konstrukcije karakteristiCne su za projektivnu geometriju, u
kojoj se ne definiSe pojam podudarnosti.

> Teorema, koju je B. Paskal (1623-1662), francuski filozof i matemati¢ar, dokazao jos
kao Sesnaestogodi$njak, takode je jedna od fundamentalnih teorema projektivne
geometrije. Inace, ovo tvrdenje vazi uopste za krive drugog reda - elipsu, parabolu i
hiperbolu.



Glava IX

Inverzija

9.1 Definicija i osnovna svojstva inverzije

U ovoj glavi definisatemo jedno preslikavanje koje ¢e, na neki nacin,
predstavljati "refleksiju" u odnosu na krug. Prirodno je da takvo
preslikavanje ima neka ista svojstva kao i osna refleksija. Naravno, ono
nece biti izometrija, ali ista¢i ¢emo sledeca Zeljena zajednicka svojstva:

1.
2.
3.

Osna refleksija je bijektivno preslikavanje.
Osna refleksija je involucija.

Osna refleksija preslikava jednu od oblasti na koju osa te
refleksije deli ravan u drugu.

Sve invarijantne tacke osne refleksije su na osi te refleksije.

Ako je X' slika tacke X u osnoj refleksiji tada je prava XX'
normalna na osu te refleksije.

Dakle, preslikavanje koje sada uvodimo trebalo bi da zadovoljava
sva ova svojstva gde bi samo re€ osa bila zamenjena sa reci krug.

p k

Uvedimo najpre oznaku: E; = E* \{O}, gde je O tacka ravni E°.

202
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Definicija. Neka je k(O,) krug ravni E’. Preslikavanje vy,: E:—E!
definisano sa: y,(X)=X" < X pripada polupravoj OX i OX-0X'=r",

naziva se inverzija’® u odnosu na krug k. Krug k, tacka O i polupre¢nik r
su redom: krug, centar i poluprecnik inverzije.

Razlog $to smo za domen i kodomen izabrali E upravo je vezan za
svojstvo 1. Najpre, centar O nema svoju sliku jer bi bilo 00-00'=r", §to
nije moguce. S druge strane O nije slika nijedne tacke pa, kako Zelimo da
je preslikavanje bijektivno, biramo i za kodomen E. .

Konstrui§imo sliku proizvoljne
tacke X u inverziji y, u odnosu na krug
k(O,r). Pretpostavimo da je X
spoljaSnja tacka kruga k. Neka je T
dodirna tacka tangente iz tacke X na o X X
krug k, 1 X' podnozje upravne iz te
tatke na pravoj OX. Dokazimo da je k
tacka X' slika tacke X u inverziji v;,.

Pravougli trouglovi OTX 1 OX'T su sli¢ni (LTOX=/X'OT), na osnovu
Sega je OT:0X'=0X:OT. Dakle, OX-OX'=0T*=r>, pa je zaista y,(X)=X".
Slucajeve kada je tacka X na krugu k£ ili u njegovoj unutra$njosti
razmotri¢emo kasnije.

Sada ¢emo iskazati neka svojstva inverzije; najpre ona analogna
pomenutim 1-5, a zatim jo§ neka.

Teorema 1.* Inverzija je bijektivno preslikavanje.

Teorema 2.* Inverzija je je involucija.

Na osnovu prethodne teoreme, zakljucujemo da se konstrukcija slike
unutra$nje tacke kruga k&, u inverziji vy, moZe izvrSiti obrnutim
postupkom u odnosu na onaj kada je u pitanju bila spoljaSnja tacka.

Teorema 3. Inverzija u odnosu na krug k(O,r) preslikava unutrasnju
oblast tog kruga bez centra O u njegovu spoljasnju oblast; i
obratno, spoljaSnja oblast se tom inverzijom preslikava u
unutras$nju oblast bez centra O.

%% Ovakvo preslikavanje prvi je uveo L. Magnus 1831. g.
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Dokaz: Neka je X proizvoljna tacka u unutrasnjosti kruga inverzije,
razli¢ita od O, i X' njena slika u toj inverziji. Tada je OX-OX'=r", pa kako
je OX<r sledi OX>r tj. X' je spoljasnja tacka tog kruga. Slicno se
dokazuje i drugi deo tvrdenja. U

Na osnovu relacije OX-OX'=r?, intuitivno je jasno da ako se tacka X
"priblizava" centru O, njena slika X' se "udaljava ka beskonacnosti".
Takode, ako je tacka X "blizu" kruga k i njena slika ¢e biti "blizu" kruga
k, samo sa njegove druge strane. Te zakljucke mozemo iskazati i u
formalnijem obliku:

e Ako yABA"B'i 8(0,A,B) tada je 8O,B"A)).

Teorema 4. Sve invarijantne tacke inverzije su na krugu te inverzije.

Dokaz: Tacka X je invarijantna ako i samo ako je OX-OX=r" odnosno ako
i samo ako tacka X pripada krugu inverzije. 4

Teorema 5. Ako su X1 X' parovi odgovarajucih tacaka neke inverzije tada
je
prava XX normalna na krug te inverzije.

Dokaz: Tvrdenje neposredno sledi, jer su po definiciji X, X' i centar kruga
tri kolinearne tacke. 1

Lema 1. Neka su O, 4, B tri nekolinearne tacke 1 y, inverzija u odnosu na
krug k(O,r). Ako su A'1 B' slike tacaka 4 1 B u toj inverziji, tada
je AOAB~AOB'A'.

Dokaz: Kako vy;:A4,B—A'.B', to je
OA-OA'=OB-OB'=r*. Na osnovu toga
je  OA:OB'=0B:04', pa je zbog
ZAOB=/B'OA' zaista AOAB~AOB'A'.

Jasno je da inverzija nije
izometrijska transformacija. Sada ¢emo dokazati da inverzija ne cuva
kolinearnost, tj. da se inverzijom prava ne slika u pravu. Pre toga
uvedimo oznaku: ako je ® neka figura ravni E£* i O tacka te ravni, tada je
%= o\ {0}.
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Teorema 6. Neka je v, inverzija u odnosu na krug k(O,r) ravni E*. Ako
je p prava a [ krug te ravni, tada:

(i) ako Oep, tada je \pk(po)ZpO;

(i) ako O¢p, tada je wk(p)=j0; gde je j krug koji sadrzi tacku O;
(iii) ako O€l, tada je \yk(lO)=q; gde je g prava koja ne sadrzi tacku O;
(iv) ako O¢l, tada je y,(/)=I' gde je /' krug koji ne sadrzi tacku O.

(i)
Dokaz: (i) Ako Xep?, tada X'e(OX pa je X'ep®.

(if) Neka je P podnozje upravne iz tacke O na pravoj p. Kako O¢p, to je
P=0, pa tacka P ima svoju sliku u inverziji y;, ozna¢imo je sa P'. Neka je
X proizvoljna tacka prave p razlicita od P 1 X=y,(X). Na osnovu

prethodne leme je AOPX~AOX'P, pa je ZOX'P=/0OPX=90°. Dakle, tacka
X' pripada krugu nad pre¢nikom OP', ozna¢imo ga sa j. Kako je X'#O,
sledi da X'ej°. Obrnutim postupkom dokazujemo da je svaka tadka skupa
;j¢ slika neke tagke prave p, pa je zaista \uk(p)ZjO.

k q k

l ’
(i) (iv)

(i17) Direktna posledica (ii) jer je y, involucija.
@@v)* Q4



206 IX Inverzija

Konstrukeiju slika prave i kruga u nekoj inverziji mozemo izvrsiti na
osnovu prethodne teoreme, ako najpre konstruiSemo slike dve odnosno tri
odgovarajuce tacke. Naravno, postupak je moguce skratiti ako prava ili
krug seku krug inverzije, jer su u tom slucaju presecne tacke fiksne.
Vazno je napomenuti da se centar kruga inverzijom ne slika u centar (u
slu¢aju (iv) prethodne teoreme).

Sledecu teoremu navodimo bez dokaza:

Teorema 7. Neka je vy, inverzija u odnosu na krug k(O,r) ravni E* i @,
@, figure koje nisu disjunktne i1 od kojih je svaka prava ili
krug te ravni. Ako je @' =(0,°) i ®,=(0,°), tada je ugao koji
odreduju @'y, @', podudaran uglu koji odreduju @;, ®,.

® o)
WYk

@, (O
, >
Prethodna teorema moze se iskazati u opstijem obliku pri ¢emu @,
@, mogu predstavljati bilo koje dve glatke krive ravni E* (ugao izmedu
dve glatke krive definiSe se kao ugao izmedu tangenti tih krivih u
njihovoj presecnoj tacki). Za takva preslikavanja, koja "¢uvaju uglove",
kazemo da su konformna preslikavanja. Inverzija je dakle jedno
konformno preslikavanje.

Primer. Neka je y, inverzija u odnosu na krug k&(O,r) 1 4'1 B'
slike nekih tacaka 4 i1 B u toj inverziji. Dokazati da je tada:
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2
7

A'B= AB
OA - OB

Resenje: Razmotrimo dva slucaja:

1) Neka su tacke O, A4, B
nekolinearne. Tada je, na osnovu leme
1, AOAB~AOB'A', pa je
A'B":AB=0OB"0A. Kako je B' slika
tacke B u inverziji vy, vazi

2

OB 1 Oopel i :
OB-OB'=r", tj. OB Op 1z Cega sledi

trazena relacija.

2) Neka su O, 4, B kolinearne i neka je npr. 0,4,B). Tada je
80,B',4") pa je:
aB-o-0g= " _(0B-047 AB.r"

OA OB OA - OB OA - OB

Naravno, u slucaju (1) duz 4B iz prethodnog primera ne preslikava
se u duz A'B', ve¢ u luk A'B'. Dokazana relacija samo daje vezu medu
duzinama duzi ABiA4'B'. 1

9.2 Apolonijevi problemi o dodiru krugova

U ovom odeljku razmatraéemo tzv. Apolonijeve’ probleme o dodiru
krugova koji se mogu na elegantan nacin resiti primenom inverzije. Radi
se o problemima koji su slede¢eg oblika:

e Konstruisati krug k£ koji zadovoljava tri uslova od kojih je svaki
jednog od oblika:
(7) sadrzi datu tacku;
(if) dodiruje datu pravu;
(iii) dodiruje dati krug.
Pretpostavlja se da su sve tacke, prave i krugovi iz pomenutih uslova
u istoj ravni. Neke od tih problema sretali smo ranije. Npr: konstruisati

krug koji sadrzi dve date tacke i1 dodiruje datu pravu. Lako je zakljuciti da
ima deset Apolonijevih problema. Oni se obi¢no navode slede¢im redom:

> Starogreki matematiéar Apolonije iz Perge (III-1I v. pre n. ¢.).
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7.
8.
@,
9.

10.

Konstruisati krug koji sadrzi tri date tacke. (4,8,C)
Konstruisati krug koji sadrzi dve date tacke 1 dodiruje datu
pravu. (4,B,p)

Konstruisati krug koji sadrzi dve date tacke i dodiruje dati
krug. (4,B,k)

Konstruisati krug koji sadrzi datu tacku i dodiruje date dve
prave. (4,p.q)

Konstruisati krug koji sadrzi datu tacku i dodiruje datu pravu i
dati krug. (4.,p,k)

Konstruisati krug koji sadrzi datu tacku i dodiruje data dva
kruga. (4,k1,k2)

Konstruisati krug koji dodiruje date tri prave. (p.,q.r)
Konstruisati krug koji dodiruje date dve prave i dati krug.

q.,k)

Konstruisati krug koji dodiruje datu pravu i1 data dva kruga.
(pakl ,kz)
Konstruisati krug koji dodiruje data tri kruga. (k,k2,k3)

Primetimo odmah da su prvi i sedmi problem trivijalni. I svi ostali
problemi mogu se reSiti 1 bez primene inverzije. Inverzija, medutim, daje
opsti metod za njihovo reSavanje. On se zasniva na Cinjenici da se u
odredenom slucaju krug inverzijom preslikava u pravu (teorema 6.(iii), iz
prethodnog odeljka). Taj metod ilustruyymo na primeru petog
Apolonijevog problema:
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Neka su dakle, A4 tacka, p prava i k krug neke ravni i neka je x krug
koji sadrzi tacku 4 1 dodiruje pravu p i krug k. Razmotrimo opsti slucaj
kada ni p ni k ne sadrze tacku A. Sa i ozna¢imo krug sa centrom A4 i
proizvoljnim polupre¢nikom r. Neka je y; inverzija u odnosu na taj krug i
p', k', x' slike prave p i1 krugova k 1 x u toj inverziji. Kako A¢p,k 1 A€x, na
osnovu teoreme 6, iz prethodnog odeljka, p' i &' su krugovi a x' je prava.
prava p i krug x imaju jednu zajednic¢ku tacku pa to vazi i za figure p' i x'
tj. prava x' je tangenta kruga p'. Analogno, prava x' je tangenta kruga £'.
Dakle, zadatak se svodi na konstrukciju prave x' kao zajednicke tangente
krugova p' i k. Dalje je x=v;'(x")=y; (x'). Interesantno je odrediti broj
reSenja u zavisnosti od polozaja krugova p' i k'. To, kao i1 razmatranje
slucaja kada A ep ili 4 ek, prepustamo citaocu.

Odmah mozemo zakljuciti, da u reSavanju ovog problema nije bilo
od znacaja da su p i k bas prava i1 krug, ve¢ da su p'1 k' krugovi. Alip'i k'
bi bili krugovi 1 u slu¢aju kada su npr. p 1 k dve prave, a 4¢p,k. Dakle,
cetvrti 1 Sesti Apolonijev problem reSavaju se na potpuno isti na¢in kao 1
peti. Drugi 1 tre¢i problem reSavaju se takode primenom inverzije u
odnosu na neki krug sa centrom A. Oba problema svode se na
konstrukciju tangente iz tacke B na krug p' odnosno £'. Problemi 8, 9, 10
svode se redom na probleme 4, 5, 6. Ideja se sastoji u tome, da najpre
konstruiSemo koncentri¢an krug u odnosu na trazeni, i to takav da sadrzi
centar datog kruga sa najmanjim polupre¢nikom.
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10.

1.

Zadaci

. Neka je k krug opisan oko trougla ABC. Ako su P 1 Q tacke u kojima

medijatrisa ivice BC sefe prave 4B 1 AC, 1 vy, inverzija u odnosu na
krug k, dokazati da je: y,(P)=0.

Neka je 4, A' par odgovarajucih tacaka inverzije y, u odnosu na krug
k. Dokazati da je odnos XA4:XA' konstantan za svaku tacku Xek.

Neka je y, inverzija u odnosu na krug k. Ako se tacka X¢k slika u

tacku X' tom inverzijom, dokazati da je svaki krug koji sadrzi tacke X
1 X" ortogonalan na krugu £.

Neka su k 1/ dva kruga neke ravni. Dokazati: v (/)= < kLI v k=l.

Neka su 4, B, C, D cetiri razne kolinearne tacke i £ krug nad
precnikom AB. dokazati ekvivalenciju: v, (C)=D < #(4,B;C.D).

Ako su krug / i prava p inverzne figure u odnosu na neki krug £ (tj.
\uk(IO)=p), dokazati da je prava p potencijalna osa krugova k1 /.

Neka su 4, B, O tri nekolinearne tacke 1 y, inverzija u odnosu na krug
k(O,r). Ako su A4' 1 B' slike tataka 4 1 B u toj inverziji, dokazati da
tatke 4, B, A', B' pripadaju krugu koji je ortogonalan na krugu £.

. Neka su I(O,R) 1 k(S,r) opisani 1 upisani krug trougla ABC i [' slika

kruga / u inverziji u odnosu na krug k. Dokazati da je polupre¢nik
kruga /' jednak /2.

Neka je O centar kruga opisanog oko trougla ABC. Ako su B', C' tatke
polupravih AB 1 AC takve da je AB-AB'=AC-AC', dokazati da je
B'C'1LA40.

Neka su P, O, R tacke u kojima krug upisan u trougao ABC dodiruje
njegove ivice BC, AC, AB. Ako su 0'1 R' tatke polupravih PQ i PR
takve da je PO-PQO'=PR-PR', dokazati da je BC||Q'R'.

Dokazati uopstenu Ptolomejevu teoremu: Ako su 4, B, C, D Cetiri
komplanarne tacke, tada je AB-CD+BC-AD>AC-BD. Jednakost vazi
ako i samo ako je ABCD konveksan tetivan ¢etvorougao.
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12.

13.
14.

15.
16.
17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

Neka su ¢ 1 p duzi i y ugao euklidske ravni. Konstruisati trougao ABC
&ija je visina AA', tako da je AB=c, Z/BCA=yi BA"BC=p’.

Konstruisati krug koji sadrzi date tacke 4 1 B i dodiruje dati krug k.
Konstruisati krug koji sadrzi datu tacku 4 i dodiruje date krugove £ 1

Konstruisati krug koji dodiruje datu pravu p i date krugove k1 /.
Konstruisati krug koji dodiruje tri data kruga &, k,, ks.

Konstruisati krug koji sadrzi date tacke 4 1 B 1 normalan je na dati
krug k.

Konstruisati krug koji sadrzi datu tacku 4 i1 normalan je na date
krugove k1.

Neka su: 4 tacka, p prava, k krug i o ugao euklidske ravni.
Konstruisati krug koji sadrzi tacku 4, dodiruje pravu p, a sa krugom k
gradi ugao o.

Neka je k krug opisan oko pravilnog trougla ABC. Ako je P
proizvoljna tacka u ravni tog trougla, dokazati ekvivalenciju: tacka P
ne pripada krugu k£ ako i samo ako postoji trougao Cije su ivice
podudarne duzima PA, PB, PC.

Ako su ki, ky, ks, ks krugovi jedne ravni takvi da se: & 1 k; dodiruju u
tacki 4; ky 1 k3 dodiruju u tacki B; k3 1 k4 dodiruju u tacki C; k4 1 ky
dodiruju u tacki D; dokazati da su tacke 4, B, C, D kolinearne ili
koncikli¢ne.

Neka su ki, k, k3, k4 krugovi jedne ravni takvi da se: k; 1 &, seku u
taCkama A 1 A'; k, 1 k3 seku u tackama B 1 B"; k3 1 k4 seku u taCkama C
1 C; ky 1 ky seku u tackama D 1 D'. Ako su tacke 4, B, C, D
konciklicne dokazati da su tacke A4', B', C', D' koncikli¢ne ili
kolinearne. (Mikelova teorema o Sest krugova.)

Neka su a, b, ¢y krugovi sa precnicima PQ, PR, RQ, pri ¢emu je
&(P,R,0). Ako je cy, ci, c2, ... niz krugova sa iste strane prave PQ, koji
dodiruju krugove a, b i svaki u nizu dodiruje prethodni, dokazati da je
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rastojanje centra kruga ¢, od prave PQ, n puta vece od precnika tog
kruga.60

24. Neka su P i P, dodirne tacke upisanog i spolja upisanog kruga trougla
ABC sa njegovom ivicom BC. Ako je A4; srediSte te ivice, odrediti
slike tih krugova pri inverziji u odnosu na krug k(4,,4,P).

25. Dokazati da Ojlerov krug trougla dodiruje upisani krug i spolja
upisane krugove tog trougla u tzv. Fojerbahovim® tackama tog
trougla.

26. Dokazati da je tacka za koju je zbir rastojanja od temena nekog
trougla minimalan, Torielijeva tatka tog trougla.”> (v. zad. 61. kod
odeljka 5.4.)

% Ovaj problem razmatrao je Papos iz Aleksandrije (IV vek). Figuru odredenu
polukrugovima a, b, ¢, , proucavao je Arhimed iz Sirakuze (Il v. pre n. e.).

1 K. V. Fojerbah (1800-1834), nemacki matematidar, dokazao je ovo tvrdenje 1822. g.

62 Svojstvo koje je dokazao francuski matematicar P. Ferma (1601-1665), zbog &ega se
ova tackanazivai Fermaova tacka.
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1. Izracunati uglove trougla ABC, kod koga su centri opisanog i
upisanog kruga simetri¢ni u odnosu na ivicu BC.

2. Neka su BPC, CQA, ARB trouglovi spolja konstruisani nad ivicama
trougla ABC. Ako je zbir uglova, kod temena P, Q, R tih trouglova
jednak 180°, dokazati da se krugovi opisani oko trouglova BPC, CQA,
ARB seku u jednoj tacki.

3. Neka je A4, teziSna duz trougla ABC (AB<AC), P tacka ivice AC 1 Q
taCka poluprave B4 takve da je &(B,4,0)1 AP=AQ. Ako je S presecna
tacka pravih 44, 1 PQ, dokazati da je: SP:SO=AB:AC.

4. Krugovi kil,11j,j1k dodiruju se spolja u nekolinearnim tackama 4,

B, C. Dokazati da prave AB 1 AC seku krug j u dijametralno suprotnim
tackama.

5. Neka su: p prava, k 1/ krugovi i d duz neke ravni. Konstruisati pravu
paralelnu pravoj p, koja sece date krugove redom u tackama 4, B i C,
D takvim da je:

(i) AB+CD=d,
(it AB-CD=d.
6. Neka su: k&(O,r) krug, P 1 Q tatke i d duz neke ravni. Konstruisati
tetivu XY tog kruga podudarnu duzi d, takvu da je ZXPO=/YQO.
7. Neka su: k&(O,r) krug, P i Q tacke, d duZz i o ugao neke ravni.
Konstruisati tetivu XY tog kruga podudarnu duzi d, takvu da je:
ZXPO-£YQO= .

213
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8. Neka su AEFB, BKLC, CMNA kvadrati spolja konstruisani nad
ivicama trougla ABC. Ako su P i Q temena paralelograma BFPK i
CLQOM, dokazati da je trougao PAQ jednakokrako-pravougli.

9. Dokazati da je zbir kvadrata svih ivica paralelograma jednak zbiru
kvadrata njegovih dijagonala.

10. (i) Neka je ABCDE pravilan petougao ivice a. Izracunati duzinu ivice

petougla, ¢ija su temena odredena presecima dijagonala petougla
ABCDE.

(if) Dokazati da se dijagonale pravilnog petougla seku po zlatnom
preseku.

11. IzraCunati rastojanja centra upisanog kruga trougla od temena, u
funkeciji njegovih ivica.
12. Ako je P proizvoljna tacka u ravni trougla ABC, 1 A', B', C' tacke

simetri¢ne tacki P u odnosu na sredista ivica BC, AC, AB tog trougla,
dokazati da su prave 44", BB', CC' konkurentne.

13. Neka je ABCD konveksan cetvorougao kod koga je AD=BC i1 P 1 Q
srediSta ivica AB 1 CD. Dokazati da su:
(i) uglovi koje odreduje prava PQ sa pravama AD i1 BC podudarni;
(i) normalne projekcije ivica AD 1 BC na pravoj PQ podudarne sa
duzi MN.
14. Neka je ABCD tetivan ¢etvorougao. Ako su Hy, Hp, Hc, Hp ortocentri

trouglova BCD, ACD, ABD, ABC, dokazati da duzi AH,, BHp, CHc,
DHp imaju zajednicko srediste.

15. Neka je P unutraSnja tacka trougla ABC 1 A;, B;, C; podnozja
upravnih iz te tacke na njegovim ivicama BC, AC, AB. Analogno,
tatke A,, B, C; odredene su tatkom P i trouglom 4,B,C), 1 tako
redom; tacke A,+1, By+1, Cy+1 odredene tackom P 1 trouglom A4,B,C,.
Koji su od trouglova 41B,C,, A2B,C5, ... sli¢ni sa trouglom ABC ?

16. Neka su 4, B, Ci 4, By, C) trojke kolinearnih tacaka neke ravni, koje
nisu sve na istoj pravoj. Dokazati da su tada i tacke Z=AB|MA4,B,
Y=AC,n4,C, X=CB,NC,B takode kolinearne. (Paposova® teorema)

8 Papos iz Aleksandrije (IV vek) dokazao je ovo tvrdenje u euklidskoj geometriji,
koriste¢i podudarnost. Ta teorema moze se, medutim, dokazati i bez koriS¢enja metrike.
Ona je jedna od fundamentalnih teorema projektivne geometrije - teorije koja se razvila
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17. Neka su 4, B, C i 4, B}, C) trojke kolinearnih tacaka neke ravni, koje
nisu sve na istoj pravoj. Ako je ABi||4:B 1 AC||4,C dokazati da je
CB,||CiB.

18. Neka su 4, B, C, D cetiri razne kolinearne tacke. Dokazati da je
#(A,B;C,D) akko su krugovi nad pre¢nicima AB i CD ortogonalni.

19. Neka su 4 1 B tacke a [ duz neke ravni. Konstruisati tacke C 1 D takve
da je #(4,B;C,D) 1 CD=l.

20. Konstruisati pravu koja se¢e dva data koncentricna kruga u tetivama

¢iji je odnos 2:1.

21. Neka su: S, S, centri upisanog i spolja upisanog kruga koji dodiruje
ivicu BC trougla ABC; P, P, dodirne tacke tih krugova sa tom ivicom;
A' podnozje visine; E presek bisektrise unutraSnjeg ugla kod temena 4
sa ivicom BC; L, L, podnoZzja upravnih iz tacaka S i S, na pravoj A4".
Dokazati:

() HAESS); (i) HAASLLY;  (ii)) #AEP,P,).

22. Ako su P, P, dodirne tacke upisanog i spolja upisanog kruga koji

dodiruje ivicu BC trougla ABC, sa tom ivicom i P' dijametralno

suprotna tacka, tacki P upisanog kruga, dokazati da su tacke 4, P', P,
kolinearne.

23. Konstruisati trougao:
(@) hg, vy 05 (@Q) hg, ta, b-c;  (iii) 7, b-c, hy;  (iv) 1, b-c, t,;
V) ha, rya; (Vi) hy, Ly, b-c;  (ViD) hg, 774, a.

24. Ako su k i/ dva kruga neke ravni sa centrima O 1 S, konstruisati krug
sa centrom na pravoj OS, koji je upravan na tim krugovima.

25. Ako su A4, B, C, D Cetiri razne kolinearne tacke, konstruisati tacke X i
Y takve da je #(X,Y;4,B) 1 #X,Y;C,D).

26. Ako je k krug u unutraSnjosti kruga /, dokazati da postoji inverzija
koja preslikava krugove k1 / u dva koncentri¢na kruga.

27. Neka je k krug u unutrasnjosti kruga / takav da postoji niz krugova aj,
a, ... , a, koji dodiruju krugove £ i/, i od kojih se svaka dva susedna,

u XIX veku. Na taj nacin, u projektivnoj geometriji, dokazao ju je francuski geometricar
Z. V Ponsele (1788-1867). U narednom zadatku dat je njen specijalni slucaj, kad su X, Y,
Z tzv. beskonacno daleke tacke.
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28.
29.

30.

31.

32.

33.

34.

35.

ukljucujuéi a, i a;, dodiruju. Ako je b; proizvoljni krug koji dodiruje
kil, 1 by, ..., b, krugovi od kojih svaki dodiruje krugove %, [ i
prethodni u nizu, dokazati da se i b, 1 b; dodiruju. (S'tajnerova
teorema)

Konstruisati trougao b, c, ,.

Neka su £, [, j podudarni krugovi od kojih svaki dodiruje po dve ivice
trougla ABC 1 koji se seku u tacki P. Dokazati da su tacka P i centari
opisanog i upisanog kruga tog trougla tri kolinearne tacke.

Neka su p i g dve prave, S tacka van njih i m 1 n dve duZzi neke ravni.
Konstruisati krugove & i / koji se spolja dodiruju u tacki S, od kojih
prvi dodiruje pravu p a drugi pravu ¢ i €iji se poluprecnici odnose kao
duzi min.

Dokazati da kompozicija dve inverzije u odnosu na dva koncentri¢na
kruga predstavlja homotetiju.

Neka su O 1 S centri opisanog i upisanog kruga trougla ABC, kod koga
je £BA C=60". Dokazati da su tatke B, C, O, S koncikli¢ne.

Dokazati da kompozicija neparnog broja osnih refleksija Cije su ose iz
jednog pramena predstavlja osnu refleksiju. Vazi li obratno, tj. ako je
kompozicija neparnog broja osnih refleksija osna refleksija, moraju li
ose biti iz jednog pramena.

Ako su L i M tacke ivice AC 1 K tacka ivice 4B trougla ABC, takve da
je: BK:KA=3:2 1 AM:ML:LC=3:2:1, odrediti odnos u kome prava BM
deli duz KL.

Neka su X; 1 X, tacke ivica AB 1 AD, a Y;, Y, tacke ivice CD
paralelograma ABCD, takve da je: AX;:XiB=5:1, AX;:X;D=3:2,
CY:Y 1Y2:Y,D=2:1:2. Neka su dalje, Z; 1 Z, tacke na duzima XY 1
X2Y2, takve daje X121:21 Y1:115 inZzZZzYzzlil.

Izraziti vektor Z,Z, kao linearnu kombinaciju vektora AB i BC.

36.

Konstruisati trougao:

(@) ta, v, a:b;  (iD) ty, te, a:b;  (iii) t,, hp, a:b.

37.

Konstruisati paralelogram:

(i) dv, dr, a:b; (i) dy, o, a:b;
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38. Neka su P i Q unutrasnje tacke ugla 4OB. Konstruisati tatku X na
kraku AO tog ugla, takvu da poluprave XP i XQ seku krak OB u
tackama Y 1 Z pri ¢emu je XY=XZ.

39. Ako za svake tri od n (n>3) tacaka neke ravni postoji krug
poluprecnika r takav da su sve tri u njegovoj unutrasnjosti, dokazati
da postoji krug istog polupre¢nika takav da je svih n tataka u njegovoj
unutras$njosti.

40. U ravni je dato n taCaka, tako da najvece rastojanje izmedu po dve od
a

V3

njih ne premasuje a. Dokazati da postoji krug poluprecnika koji

pokriva sve date tacke. (Jungova teorema)

41. Dokazati da se prave upravne na ivicama trougla i koje sadrze dodirne
tacke spolja upisanih krugova sa tim ivicama, seku u jednoj tacki.

42. Ako su S,, Sp, S, centri spolja upisanih krugova trougla ABC, dokazati
da je krug opisan oko trougla ABC, Ojlerov krug trougla S,S;S..

43. Ako su ABCD i AB,C\D; kvadrati iste orijentacije neke ravni, tacke P
1 Q srediSta duzi BD; 1 B1D a O i S centri tih kvadrata, dokazati da je
¢etvorougao POQS takode kvadrat.

44. Ako su k(S,r) 1 ku(Ssrs) upisani 1 odgovarajuéi spolja upisani krug
trougla ABC, ivica a=BC, b=AC, c=AB i poluobima s, a E tacka
preseka prave AS sa ivicom BC, dokazati:

~AS AS b+c T
R
a r

S—a
SE SE '

S

a

45. Ako su r, r,, rp, . poluprecnici upisanog 1 spolja upisanih krugova
nekog trougla, dokazati da je:
1 1 1 1

non LT
46. Neka su k(4,a), I(B,b), j(C,c) krugovi od kojih se svaka dva dodiruju i
koji dodiruju pravu p u tackama A', B', C', pri ¢emu je &A',C'.B").
Dokazati da je tada:
1

I
Va b Ve



218 Razni zadaci

47. Ako su 4 i B dve tacke i m, n, [ tri duzi neke ravni, odrediti skup svih
tacaka te ravni takvih da je mAX® + nBX* = I’

48. Konstruisati ¢etvorougao kome su ivice podudarne cCetirima datim
duzima a, b, ¢, d 1:
(7) zbir dva naspramna ugla jednak uglu w;
(if) duz odredena srediStima dve naspramne strane podudarna duzi /.

49. Neka je P tacka kraceg luka 4,45, kruga opisanog oko pravilnog
poligona A45...A2,+1. Ako je d=PA;, dokazati da je:
ditds+.. +dy1=doytdat. . tdo,,.

50. Ako su ¢, tp, t. teziSne duzi i s poluobim trougla, dokazati da je:
£+t +0>s.

51.Neka je ABCD cetvorougao 1 neka je ABNCD=P, BCNAD=Q,
ACNPQO=R, BDNPQ=S. Dokazati da je # P,O;R,S).
52. Neka je O tacka van pravih p i g 1 d duZ neke ravni. Konstruisati krug

sa centrom O na kome prave p i g odreduju tetive ¢iji je zbir duz d.

53. Neka je AB=2r prec¢nik kruga k. Dokazati da je za proizvoljnu pravu
p, koja seCe taj preénik pod uglom 45° u tacki X i krug & u tatkama Y i
Z, izraz XY* + XZ* konstantan.

54. Ako su a i b katete, a ¢ 1 h. hipotenuza i odgovaraju¢a visina
pravouglog trougla, dokazati da je: cth.>a+b.

55. Konstruisati kvadrat ABCD, ako su teme A 1 srediste E ivice BC, dve
date tacke.

56. Neka su P 1 Q tacke na kracima p 1 ¢, ugla pOg 1 m 1 n dve duZi neke
ravni. Konstruisati pravu / koja sece krake p 1 ¢ u tatkama X1 Y tako
daje XP:YO=m:n i

(7) [ paralelna datoj pravoj s;
(if) XY podudarna datoj duzi d.

57. Ako je P proizvoljna tacka u ravni pravougaonika ABCD, dokazati da

je PA> + PC* = PB* + PD’.

58. Ako je ABCD tetivan Cetvorougao kod koga je BC+4AD=CD, dokazati
da se bisektrise unutra$njih uglova kod temena 4 i1 B seku u tacki koja
pripada ivici CD.
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59.

60.

61.

62.

63.

64.

65.

66.

67.

Dokazati da je zbir rastojanja centra opisanog kruga oStrouglog
trougla od njegovih ivica, jednak zbiru poluprecnika opisanog i
upisanog kruga tog trougla.

Dokazati da je zbir rastojanja ortocentra oStrouglog trougla od
njegovih temena, jednak zbiru pre¢nika opisanog i upisanog kruga tog
trougla.

Ako je S preseCna taCka dijagonala tetivnog Cetvorougla ABCD,
dokazati da podnoZja upravnih iz ta¢ke S na ivicama tog Cetvorougla
odreduju temena tangentnog Cetvorougla.

Ako su P, O, S, R sredista lukova 4B, BC, CD, DA kruga opisanog
oko tetivnog Cetvorougla ABCD, na kojima nisu njegova temena,
dokazati da je PRLOS.

Neka je ABCD tetivan Cetvorougao. Ako su Sy, Sz, Sc, Sp centri
upisanih krugova trouglova BCD, ACD, ABD, ABC dokazati da je
cetvorougao S4S5ScSp pravougaonik.

Ako ja H ortocentar trougla ABC, dokazati da trouglovi ABC, HBC,
AHC, ABH imaju zajednicki Ojlerov krug, koji dodiruje upisane
krugove tih trouglova.

Konstruisati kvadrat ABCD, ako je dato teme A, a temena B 1 C
pripadaju datim pravama b 1 c.

Ako prava koja sadrzi teme B pravilnog Sestougla ABCDEF, sece
njegove dijagonale AC i CE u tatkama M 1 N takvim da je AM=CN,
dokazati da su duzi AM 1 CN podudarne ivici tog Sestougla.

Ako su E 1 N preseCne tacke bisektrise unutraSnjeg ugla kod temena 4
trougla ABC sa ivicom BC 1 krugom opisanim oko tog trougla,

dokazati da je:
AB- AC

AN = .

68.

69.

AE

Dokazati da je za proizvoljnu tacku kruga opisanog oko pravilnog
trougla ABC, izraz PA’> + PB° + PC’ konstantan.

Neka su V', Z, Y, Z tacke jedne ravni takve da je Y'Z=ZY=YZ i
LY ZY=/ZY7=180°-2a>60°. Ako je A tatka te ravni za koju je
A,Z+Y'7' 1 LYAZ=3a, dokazati da tacke 4, V', Z, Y, Z pripadaju istom
kruguidaje LY AZ=/7ZAY=/YAZ =a.
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70. Ako su X, Y, Z tacke u kojima se seku trisektrise (poluprave koje dele
ugao na tri podudarna) uglova trougla ABC, dokazati da je trougao
XYZ pravilan. (Morlejeva teorema®™)

71. Neka su APB, COD, ADR pravilni trouglovi spolja konstruisani nad
ivicama paralelograma ABCD. Ako su O i S centri trouglova APB i
COD, dokazati da je trougao OSR pravilan.

72. Neka su A4, B, C tri nekolinearne tacke neke ravni. Odrediti centar i
poluprecnik inverzije koja te tacke preslikava u tacke 4', B', C' takve
da je trougao A'B'C":
(i) pravilan, ivice podudarne datoj duzi x;
(if) podudaran datom trouglu POR.

73. Dokazati da centri kvadrata spolja konstruisanih nad ivicama
proizvoljnog paralelograma, predstavljaju temena novog kvadrata.

74. Dokazati da podnoZja upravnih iz temena konveksnog cetvorougla na
njegovim dijagonalama predstavljaju temena Cetvorougla sli¢nog
polaznom.

75. Ako su 4', B', C' podnozja visina trougla ABC, dokazati da se prave
koje sadrze tacke 4, B, C a upravne su na pravama B'C', A'C', A'B'
seku u centru opisanog kruga trougla ABC.

76.Neka su M, K, N, L sredista ivica AB, BC, CD, DA c&etvorougla
ABCD. Dokazati da je:
(i) ACLBD < MN=KL;
(if) AC=BD < MNLKL.
77. Ako su B', D', C' preseci ivica AB, AD i dijagonale AC paralelograma
ABCD, sa proizvoljnim krugom koji sadrzi tacku 4, dokazati da je:
AC-AC = AB- AB+AD - AD'.
78. Ako su P 1 Q sredista dijagonala e i1 f proizvoljnog ¢etvorougla ivica
a, b, c, d, dokazati da je:
AP’ =a’ + b+ +d° — & — f°. (Ojlerova teorema)

8 F. Morlej (1860-1937), engleski matematiéar, je otkrio ovo tvrdenje 1904 g., ali ga je
publikovao dvadesetak godina kasnije. U to vreme, ta teorema je, kao zadatak,
objavljena u Casopisu "Educational Times". Jedno od tada predlozenih reSenja bazira se
na lemi iz 69. zadatka.
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79.

Neka su P, O, R tacke pravih odredenih ivicama BC, CA, AB trougla
ABC. Dokazati da se prave upravne na pravama BC, CA, AB u
tackama P, Q, R, seku u jednoj tacki ako i samo ako je:

BP* — PC* + CQF — OA4* + AR* — RB* = 0. (Karnoova® teorema)

80.

1.

82.

83.

84.

85.

86.

87.

Ako su ABC, A'B'C' dva trougla neke ravni takva da se upravne iz
tataka 4, B, C na pravama B'C', A'C', A'B' seku u jednoj tacki,
dokazati da se tada i upravne iz ta¢aka A', B', C' na pravama BC, AC,
AB seku u jednoj tacki. (Takvi trouglovi zovu se ortologicki
trouglovi.)

Neka je S srediste tetive PQ kruga k. Ako su AB i CD dve tetive tog
kruga koje sadrze tacku S'i X, Y preseci tetiva AD 1 BC sa tetivom PQ,
dokazati da je S srediste duzi XY. (Teorema o leptiru®)

Neka su a 1 b dva kruga poluprecnika =1, koji se spolja dodiruju i ¢
njihova zajednicka tangenta. Ako je co, ci,... Cp,... niz krugova koji
dodiruju krugove a i b, prvi dodiruje pravu ¢, a svaki u nizu dodiruje
prethodni. IzraCunati pre¢nik kruga c,,.

Ako je S centar upisanog kruga trougla ABC, P dodirna tacka tog
kruga sa ivicom BC i A4, srediste te ivice, dokazati da prava S4; deli
duz AP na dve podudarne duzi.

Neka je visina A, trougla ABC iz temena A4, najduza visina tog trougla
1 7, teziSna duZ koja odgovara temenu B takva da je h,=t,. Dokazati da
je ZABC>60°.

Ako su a, b, c ivice nekog trougla takve da je a*+b*=5¢% | dokazati da
su teziSne duzi koje odgovaraju ivicama a i b medusobno upravne.

Ako su APB 1 ACQ pravilni trouglovi spolja konstruisani nad ivicama
trougla ABC a § srediSte pravilnog trougla iznutra konstruisanog nad
ivicom BC, dokazati da je rastojanje tacke S od prave PQ dva puta
manje od duzine duZzi PS.

Neka su k 1 / dva kruga neke ravni sa centrima O i1 S. Ako su ¢
tangente kruga k, koje seku krug / u tackama A4; 1 B;, dokazati da
postoji krug koji dodiruje sve krugove opisane oko trouglova SA4;B;.

% .. Karno (1753-1823), francuski matematicar.
% Jedan od dokaza ove teoreme objavio je engleski matematicar V. Dz. Horner (1786-
1837), 1815 g.
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88.

9.

90.

91.

92.

93.

94.

95.

96.

97.

Ako su a, b, c ivice nekog trougla, dokazati da je rastojanje srediSta
|b -7

ivice a od podnoZzja visine na toj ivici jednako: 5
a

Neka su 4', B', C' podnozja visina trougla ABC. Dokazati da podnozja
upravnih iz tacaka A4', B', C' na po dve prave odredene ivicama
trougla, koje ne sadrze te taCke, pripadaju jednom krugu, tzv.
Tejlorovom krugu®’ tog trougla.

Neka je P proizvoljna tacka kruga opisanog oko trougla ABC i Py
preseCna tacka prave upravne na pravoj BC kroz tu tacku sa tim
krugom. Dokazati da je prava AP, paralelna sa Simsonovom pravom
tog trougla u odnosu na tacku P. (v. zad. 19. kod odeljka 5.4)

Ako su P i Q dve tacke kruga k(O,r) opisanog oko trougla ABC i p, q
Simsonove prave tog trougla u odnosu na te tacke, dokazati da je:

quZ% ZPOQ.

Ako je P proizvoljna tacka kruga opisanog oko trougla ABC, p
Simsonova prava tog trougla u odnosu na tacku P i H ortocentar tog
trougla, dokazati da prava p sadrzi srediSte duzi PH.

Ako su P i Q dve dijametralno suprotne tacke kruga opisanog oko
trougla ABC 1 p, g Simsonove prave tog trougla u odnosu na te tacke,
dokazati da su te prave upravne i1 da se seku na Ojlerovom krugu tog
trougla.

Neka je ABCD tetivan cetvorougao. Ako su a, b, ¢, d Simsonove
prave tacaka 4, B, C, D u odnosu na trouglove BCD, ACD, ABD, ABC
redom, dokazati da se one seku u jednoj tacki.

Neka je ABCDE petougao sa pravim uglovima kod temena 4 1 D. Ako
se medijatrise ivica EA, BC, DE (prave p, g, r) seku u tacki O, a
medijatrise ivica AB 1 CD (prave x 1 y) seku u tacki S, pri cemu tacke
O, S, E pripadaju pravoj /, dokazati da je ta prava simetrala ugla xSy.

Ako je P unutraSnja tatka kvadrata ABCD takva da je
PA:PB:PC=1:2:3, izracunati meru ugla APB.

Dokazati da ne postoje rotacije sa raznim centrima, koje preslikavaju
neku ograni¢enu figuru u sebe.

67 B.

Tejlor (1685-1731), engleski matematicar.
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98. Neka je @ ograni¢ena fugura. Dokazati da su jedine moguce
izometrije koje preslikavaju figuru @ u sebe: koincidencija, rotacije sa
istim centrom i osne refleksije ¢ije ose sadrze taj centar.

99. Neka su O 1 H centar opisanog kruga i ortocentar trougla ABC. Ako je
H=50(H), a T teziste trougla H'BC, dokazati da su tacke 4, O, T
kolinearne 1 odrediti AO:OT;.

100. Ako su 4, B, C, D tacke neke ravni koje nisu sve na istom krugu, niti
sve na istoj pravoj, dokazati da postoje krugovi k i1 / koji nemaju
zajednickih tacaka, 1 od kojih prvi sadrzi tacke 4 1 B a drugi tacke C 1
D.

101. Neka su ABC 1 A'B'C' jednakokraki trouglovi iste orijentacije sa
osnovama BC i B'C' i neka je ZBAC=/B'A'C'=a. Ako su Ay, By, Cy
srediSta duzi 44", BB', CC', dokazati da je trougao 4oByCy sliCan sa
trouglovima ABC1 A'B'C'.

102. Neka su A145...A, 1 BiB,...B, pravilni isto orijentisani n-touglovi
neke ravni. Ako su Sy, S, ..., S, srediSta duzi 4By, A2B>, ..., A,B,,
dokazati da je n-tougao S1955...S, takode pravilan.

103. Konstruisati krug koji je normalan na dva data kruga, a tre¢i dati
krug se€e u dijametralno suprotnim tackama.

104. Neka su k(O,R) 1 [(S,r) krugovi koji se iznutra dodiruju, pri ¢emu je
R=2r, 1 P taCka kruga /. Odrediti "putanju" tacke P ako se krug /

"kreée" po krugu &, bez "klizanja"®®.

105. Neka je ST precnik kruga k, ¢ tangenta tog kruga u tacki 71 PQ 1 PR
tangente tog kruga u tackama Q i1 R. Ako su P', O, R' preseci
polupravih SP, SO, SR sa pravom ¢, dokazati da je P' srediSte duzi
OR.

106. Neka su 4, B, C tri tacke za koje je &(4,B,C) 1 k, I, j krugovi nad
pre¢nicima 4B, BC, AC. Ako proizvoljna prava, koja sadrzi tacku B,
sec¢e krugove k 1/ u tackama K 1 L, a krug j u tackama P i Q, pri ¢emu
je &P,K,B), dokazati da je PK=LQ.

107. Ako je S presecna tacka dijagonala AC i BD konveksnog Cetvorougla
ABCD, a P 1 Q centri opisanih krugova oko trouglova ASB i CSD,
dokazati da je AB + CD < 4PQ.
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108. Neka je ABCD kvadrat i P i Q preseCne tacke tangente kruga
k(4,AB), u dodirnoj tacki 7, sa njegovim ivicama BC 1 CD. Ako prave
AP 1 AQ seku dijagonalu BD u tackama R 1 S, dokazati:

(i) da se prave PS, OR, AT seku u jednoj tacki;
(if) da su tacke P, C, Q, S, R koncikli¢ne.

109. Neka su P, O, R centri spolja konstruisanih pravilnih trouglova nad
ivicama BC, AC, AB trougla ABC, a P', (', R' analogno, centri iznutra
konstruisanih pravilnih trouglova i tatke Y 1 4, sredista duzi PR i1 BC.
Dokazati:

(i) trouglovi POR 1 P'Q'R' su pravilni (tzv. spoljasnji 1 unutrasnji
Napoleonovi trouglovi, v. zad. 32. glava VII) ili se specijalno neke od
tacaka P', 0', R' poklapaju;

(i) trouglovi QP'C 1 RBP' sli¢ni su sa trouglom ABC;

(iif) Cetvorouglovi ARP'Q 1 CP'RQ' su paralelogrami;

() ¥4, = 40

110. Dokazati da spoljaSnji i unutrasnji Napoleonov trougao nekog
trougla ABC imaju isti centar, koji je ujedno teziste trougla ABC.

111. Neka je ABCD proizvoljan ¢etvorougao. Dokazati da se ravan mozZe
"prekriti" cetvorouglovima, podudarnim sa datim cetvorouglom
ABCD, tako da se u svakom temenu sustice njih Cetiri.

112. Neka je t zajednicka spoljasnja tangenta krugova k i [/ koji se
dodiruju u tacki 4, i ¢, c1, 2, ..., Cp, ... Niz krugova koji dodiruju
krugove k i1 [, ako svaki u nizu dodiruje prethodni, a ¢o dodiruje i
pravu t. Dokazati da postoji krug (ili prava) koji je normalan na svaki
od krugova u datom nizu.

113. Neka je ABCD tangentni i tetivan ¢etvorougao. Ako su P, O, R, S
dodirne tacke ivica 4B, BC, CD, DA redom sa krugom upisanim u taj
cetvorougao, dokazati da je PRLQS.

114. Ako su a, b, c, d ivice, e i f dijagonale nekog Cetvorougla, a x duz
odredena sredistima ivica b i d, dokazati da je:

1
xzzz(a2+cz—b2—d2+e2+f2).

58 Ovaj problem resio je poljski astronom N. Kopernik (1473-1543).
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Glava 11

2.29. Dokaz ¢emo izvrsiti indukcijom
po n. Neka je najpre n=4, i:

Pie®diN @y d3; P3e®iM Oy Dy
Pre®d N d3M By Predrm O3 Dy,

Razmotricemo samo dva, od viSe
mogucih slucajeva (dokaz u ostalim
slu¢ajevima je slian):

zad. 2.29

1) Cetvorougao koji odreduju tacke P,

P», P3, P4 je nekonveksan; tada je neka od tacaka Py, P,, Ps, P4 unutra$nja
tacka trougla koje odreduju preostale tri tatke. Ne umanjujuci opstost
neka je P4 unutrasnja tacka trougla P, P,Ps. Temena tog trougla pripadaju
figuri @4, pa kako je ona konveksna, njoj pripadaju i sve ivice 1 unutraSnje
tacke tog trougla, pa i tacka P4. Dakle, u ovom sluc¢aju tacka P4 pripada
figurama @;, @,, @3, O4.

2) Cetvorougao koji odreduju tatke Py, P, P3, P4 je konveksan. Ne
umanjujuci opstost neka su njegove dijagonale P P; 1 P>P,. Date figure su
konveksne, pa [P\P3;]C®,, @4 1 [PrP4]c®;, ®3. Kako je cetvorougao
konveksan, njegove dijagonale se seku u nekoj tacki S koja pripada
figurama @;, ®,, @3, O4.

Pretpostavimo sada da tvrdenje vaZzi za n=k. DokaZimo da ono tada vazi i
za n=k+1. Neka su figure @, @y, ... , D41, Dk, O+ takve da svake tri od
njih imaju bar jednu zajednic¢ku tacku. Neka je ®'=d®4;. DokaZimo
najpre da svake tri od k& figura @, @, ... , ®x, @' imaju zajednicku tacku.
Za trojke medu figurama @, @y, ... , @ to je jasno po pretpostavci. Ne

225
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umanjujuci opstost, dovoljno je jos dokazati da figure @, ®;, ®'=O Dy
imaju zajednicku tacku. To vazi, na osnovu dokazanog slucaja za n=4, jer
svake tri od figura @, ®,, @, @4+ imaju zajedniCku tacku. Sada, na

osnovu indukcijske hipoteze, zaklju¢ujemo da figure @;, @, ... , ®4, @'
imaju zajedni¢ku tacku, pa ta tacka pripada i figurama @, ®,, ... , Ok
1> Ppy Dper 1.

2.30. Neka su By, B2, ... B, poluravni, odredene poluravnima a;, oy, ... oy,
kao njthove dopune do ravni a. Pretpostavimo suprotno, da nikoje tri od
poluravni a;, ay, ... o, ne prekrivaju ravan a. To bi znacilo da za svake tri
od njih postoji tacka ravni o, koja im ne pripada; odnosno da za svake tri
od poluravni By, B2, ... B, postoji tacka ravni a, koja im pripada. Kako su
poluravni konveksne figure, na osnovu Helijeve teoreme (v. zad. 2.29),
postoji neka tacka X koja pripada svim poluravnima By, Ba, ... B,. Ta tacka
pripada ravni o, a ne pripada ni jednoj od poluravni a;, oy, ... a,. To je
kontradikcija sa pretpostavkom, pa zaista postoje tri od poluravni ay, oy,
... o, Koje prekrivaju ravan o.

Glava 111

3.7.4. <. Neka  je ¢
ZBAC>/B'A'C". Tada postoji
poluprava [, unutar ugla BAC,
tako da je £BA,/=/B'A'C". Sa
C" oznac¢imo tacku poluprave /,
za koju je AC"=A4'C'". Tada su,
na osnovu stava SUS, trouglovi
ABC" i A'B'C’ podudarni, pa je zad. 3.7.4

BC"=B'C'". Dovoljno je, dakle, dokazati da je BC>BC". Ako je C" tacka
ivice BC, to je trivijalno ispunjeno. Pretpostavimo da tacka C" ne pripada
ivici BC. Neka je E presecna tacka bisektrise ugla CAC" sa ivicom BC.
Na osnovu stava SUS, podudarni su i trouglovi ACE 1 AC"E, pa je
CE=C"E. Sada je:

BC=BE+EC=BE+EC">BC"=B'C".

=. Neka je BC>B'C'. Ne moze biti LBAC=/B'A'C’, jer bi tada, na
osnovu stava SUS, trouglovi ABC 1 A'B'C" bili podudarni, pa 1 BC=B'C".
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Ako bi bilo ZBAC</B'A'C’, na osnovu prethodno dokazanog sledilo bi
B'C™>BC. Dakle, mora biti ZBAC>/ZB'A'C".

3.11. LZACB=45.

3.21. Neka je N presecna tacka pravih AM i BC. Kako je M unutra$nja

tatka trougla ABC, mora biti &A4,M,N) 1 &C,N,B). Tada, koriste¢i

teoremu o nejednakosti trougla, dobijamo:
AM+MB<AM+MN+NB=AN+NB<AC+CN+NB=AC+CB.

zad. 3.21 zad. 3.27

3.22. Za drugu nejednakost koristiti zad. 3.21.

3.27. Neka je S srediste dijagonale AC &etvorougla ABCD. Tada koristeci
teoreme o srednjoj liniji 1 nejednakosti trougla dobijamo:

BC+AD=2MS§+2SN=2(MS+SN)<2MN.

Jednakost vazi u slucaju kada su tacke M, S, N kolinearne, odnosno kada
je Cetvorougao ABCD trapez, sa osnovicom BC.

3.29. Koristiti nejednakosti: 4,<b, h,<c, hy<a, hy<c, h.<a, h.<b.

3.33. Neka su X i Y preseci prave A4', sa normalama na prave CL i BP iz
tacaka B 1 C redom. Dokazimo da je X=Y. Trouglovi BLC 1 ABX su
podudarni jer je: BL=AB i /BLC=/ABX, /BCL=/AXB, kao uglovi sa
normalnim kracima. Na osnovu toga je AX=BC. Analogno su 1 trouglovi
CPB 1 ACY podudarni pa je 1 AY=BC. Dakle vazi AX=AY, odnosno X=Y.
Sada prave AA4’, BP, CL sadrze visine trougla XBC, pa se seku u jednoj
tacki.
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B
zad. 3.33 zad. 3.38 c

3.38 Neka je AD najduza dijagonala petougla ABCD. Dokazimo da su
AD, AC, BD trazene dijagonale, tj. one za koje postoji trougao Cije su
ivice sa njima podudarne. Kako je 4D veée od AC i BD dovoljno je
dokazati da je AC+BD>AD. Petougao ABCD je konveksan, pa se njegove
dijagonale AC i BD seku u nekoj tacki S. Tada je:

AC+BD>AS+SD>AD.
3.41 Neka je tacka S srediSte duzi A'B. Tada su CS i DS srednje linije
1 1
trouglova A’AB 1 BA'B’, pa je CS=§AB=CD=§A 'B'=DS, odnosno trougao

SCD je pravilan. Dakle, £4B,A'B'=/CSD, kao uglovi sa paralelnim
kracima, pa je Z4B,A'B'=60°.

A/

zad. 3.41 zad. 3.48

3.48 Neka je tatka P podnoZje upravne iz tacke S na ivici BC
pravougaonika ABCD. Tada je tatka H=BLNSP ortocentar trougla CSB.
Zbog toga je CHLSB. Dalje, SH je srednja linija trougla LAB, pa je:
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1
SH=AB=KC; SH|AB|KC.

Prema tome, cetvorougao SHCK je paralelogram pa, kako je CHLSB,
mora biti 1 KSL1SB.

3.51. Neka je O centar i AB jedna ivica jednog od pravilnih n-touglova,
kojih se po m susti¢e u svakom temenu. Sa P oznac¢imo srediste ivice 4B.
Kako je polazni n-tougao pravilan, uglovi kod temena O i P trougla OPB

O

2n

su redom 1 90°. Po pretpostavci se oko temena B sustice m takvih n-

O

360
touglova, pa je ugao kod temena B, trougla OPB jednak 5
m

. Tada je:

180° 180° 1 1 1
+ = 90°, odnosno —+ — = —
n m n m 2

(n—2)(m-2)=4.

, 4. nm—2n—2m = 0ili:

Q

Da

B \

(4,4) (3,6) (6,3)
zad. 3.51

Kako su n 1 m prirodni brojevi veci od 2, jedina takva reSenja prethodne
jednacine su: (4,4), (3,6), (6,3).

3.53. =. 1z AB=AC, sledi LABC=/ACB,
zatim /B'BC=/C'CB, pa, na osnovu stava
SUS, AB'BC=AC'CB, 1 kona¢no BB'=CC".

&. Pretpostavimo suprotno, tj. da nije
AB=AC. Ne umanjuju¢i opsStost neka je
AB<AC. Tada je LACB<ZABC, odnosno
ZACC<ZABB', pa unutar ugla ABB’
postoji poluprava p, sa pocetnom tackom
B, koja ivicu AC sece u tacki D, takvoj da je &(4,D,B") 1 LDBB'=/ACC".
U trouglu BCD je LZACB</DBC, a odatle i BD<CD. Dakle, postoji tacka
E, izmedu tacaka C i D, takva da je BD=CE. Prema stavu SUS, podudarni

zad. 3.53
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su trouglovi BDB' 1 CEC', a na osnovu toga i uglovi BDB'1 CEC'. Na
osnovu Pasove aksiome, primenjene na trougao AC'E i1 pravu BD, prava
BD sece duz C'E u nekoj tacki S. U trouglu SDE, ugao SEC je spoljasnji
pa ne moze biti podudaran nesusednom unutrasnjem uglu SDE. Dakle, ne
moze biti AB<AC.

3.54. Neka je trougao POR pravilan. Tacka Q je srediste hipotenuze AC
pravouglog trougla APC, pa je QA=QC=QP. Kako je tada 1 QR=QA=0C,
1 ugao ARC je prav, pa iz podudarnosti trouglova ACR 1 BCR,
zakljucujemo da je tacka R srediste ivice AB, kao 1 da je AC=BC. 1
konacno, tacka R je srediSte hipotenuze 4B, pravouglog trougla APB, pa
je:

AB=2PR=2PQ=2A0=AC.

A .V‘, C G
AN

zad. 3.54 zad. 3.55 p

3.55. Trouglovi CAE i FBE su podudarni (CE=FE, AE=BE,
ZAEC=/BEF), pa je ugao EBF prav, odnosno tacke D, B, F su
kolinearne. 1z podudarnosti trouglova sledi 1 BF=AC=BD.

3.57 Pretpostavimo suprotno, da prava /y sadrzi bar tri razne tacke 4, B,
C iz skupa 2. Tada prava g=P,C (g#ly jer Pygly) pripada skupu <.
Oznacimo sa P’y podnozje upravne iz tatke Py, na pravoj /y. Ukoliko se
tacka P’y razlikuje od tacaka A4, B, C, tada su bar dve od tih triju tacaka
(neka su to B 1 C) sa iste strane tacke P’y. Ne umanjujuci opsStost neka je
&(Py,B,C). Neka je B' podnozje upravne iz tacke B, na pravoj q. Lako se
dokazuje da bi tada vazilo:

d(B,q)=BB'<PyP's=4(Po,l).
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Poslednja relacija je u suprotnosti sa pretpostavkom, pa prava /, sadrzi
ta¢no dve tacke. U slucaju da je npr. B=P,, dokaz izvodimo na isti nacin.

lo

zad. 3.57 zad. 3.58

3.58 Formirajmo skup pravih £ kao u prethodnom primeru (v. zad 3.57),
kao skup svih pravih od kojih svaka sadrzi bar dve tacke skupa 2. Kako je
skup 2 konacan, to je i skup < konacan, pa onda i skup rastojanja:

D={dP,]) | Pe P, lcs, Pl}

Kako je konacan, skup 2 ima svoj minimalni element #Py,lo) (od kojeg
nijedan iz 2 nije manji), koji se dostiZe za neku tacku Pye 2 1 neku pravu
Loe £. Na osnovu zad. 3.57, prava [y sadrzi tacno dve tacke skupa 2.

Glava IV

4.2.7. Na osnovu zad. 4.2.2 je:
X7 =2 (MG + PN)

L L aF+BD)+ DB =L4F .
22 2 4

4.3.7. Neka su T i T; tezista trouglova
MNP 1 ABC. Tada, na osnovu zad. 4.3.4, zad. 4.2.7
sledi:

O_T;:%(@+a§+&‘)
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= %(%(O—M + W)+%(W+ 0—P)+%(OTD+O—M))

=§(0—M+m+o73)=§o7,

pa su tacke O, Tj, T kolinearne, a vazi i % = 2
T 1

zad. 4.3.7 zad. 4.3.11

4.3.11. Dovoljno je vektor BF izraziti pomoc¢u vektora BA i BC jer je:
OF =OB + BF . Na osnovu primera, iz odeljka 4.3, je:

BF =\BD +(1-1)BC = A———BA+(1-2)BC i
n+m
ﬁ:pﬂ+(l—p)ﬁ:pﬂ+ m (l—u)B’—é;
m+m

za neke realne A i p, koje, izjednacavajuéi desne strane prethodnih
jednakosti, mozemo izracunati (dovoljno je izracunati npr. 1).
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4.3.13. Neka su # i v proizvoljni
vektori paralelni pravama p 1 ¢ 1 neka je
So srediSte duzi PyQy, gde su Py 1 Oy
redom neke tacke pravih p 1 g. TraZeni
skup tacaka je ravan o koja sadrzi tacku
So, 1 paralelna je pravama p 1 g. Zaista,
ako je S srediSte duzi PQ, gde su P 1 Q
proizvoljne tacke pravih p 1 ¢, tada je
(prema zad. 4.2.2):

ﬁ:%(ﬁjL@):%(ijw;), zad. 4.3.13

pa je vektor ﬁ paralelan sa vektorima # 1V, tj. tacka S pripada ravni o.

Analogno svaka tacka X ravni o je odgovarajuca kombinacija vektora i i

v, pa je X srediSte neke duZi ¢ije su krajnje tatke na pravama p i q.

4.4.4. (i) Dokazati da zbimi vektor u isto vreme mora biti pravca npr.
OA4, 1 OA4,.

4.4.6. Dovoljno je dokazati da su tri uzastopna sredista kolinearne tacke.
Ne umanjujuci opstost, dokazimo da su tacke Sj, S», S; kolinearne. Neka

je:

AIA2 — BIBZ =2
A2A3 B2 3
Tada je

1
S2S3 = E(AzAa + BzBs)

1 A
=044, +1B,B;) =SS,

) ) zad. 4.4.6
pa su tacke Sy, S», S3 zaista kolinearne.

4.4.11. Ako je tacka R srediste duzi QC, dokazati da je
AQ:QR:RC=1:1:1.
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4.4.16. Primeniti Hamiltonovu teoremu
na trougao ABC.

4.4.19. Neka je A, srediste ivice BC
trougla ABC. Na osnovu feoreme iz
odeljka 4.4, je AH=20A,. Kako je O4=0C
sledi da je u pravouglom trouglu OA,C,
OC=204,, pa je £4,0C=60°, a onda i
Z/BAC=60°.

4.4.20. Pomoéu Talesove teoreme zad. 4.4.19
odrediti najpre BE:EC, a zatim koristiti

primer 1z odeljka 4.3.

Glava 'V

5.14. Neka je H ortocentar trougla ABC, k krug opisan oko trougla ABC i
H' druga presecna tacka kruga k sa pravom odredenom visinom AA4".
Dokazimo da je H' simetri¢na tacka, tacki H, u odnosu na pravu BC.
Dovoljno je dokazati da je HA'=H'A'. Uglovi BH'A 1 BCA su podudarni
kao periferijski uglovi nad tetivom 4B, a uglovi BCA 1 BHA' podudarni
kao uglovi sa normalnim kracima. Dakle, podudarni su i uglovi BH'A" i
BHA', ana osnovu toga i trouglovi BH'A"1 BHA', pa je zaista H'A'=HA'.

A A

k!

zad. 5.14 zad. 5.15
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5.15. Neka je H ortocentar trougla ABC. Na osnovu zad. 5.14, tacka H',
koja je simetri¢na tacki H u odnosu na pravu BC, pripada krugu £,
opisanom oko trougla ABC. Tada je k krug opisan 1 oko trougla BH'C, pa
je simetrican krugu opisanom oko trougla BHC, 1 njemu podudaran.

5.19. Neka je S proizvoljna tacka kruga
k opisanog oko trougla ABC, 1 P, O, R
podnozja wupravnih iz te tacke na
pravama BC, AC, AB. Ne umanjujuci
opStost pretpostavimo da je &B,P,C),
&4,0,0), &(A,B,R). Tada su tatke Q1 R
sa raznih strana prave BC, pa je dovoljno
dokazati da  je ZBPR=/CPQ.
Cetvorouglovi BRSP, ABSC, ARSOQ,
SPQC su tetivni pa je:

/BPR=/BSR=/RSC-/BSC
—/RSC~(180°-/BAC)
— /RSC-/RSQO=/CSQ=/CPQ.

5.20. o=14°.

5.27. Dokazati da duzi 014, O,4,, 0345 imaju zajednicko srediste, tj. da
su odgovarajuci ¢etvorouglovi paralelogrami.

zad. 5.19

5.30. Neka su C'i D' tatke na polupravama
AC 1 AD, takve da je CC'=CB=CA, DD'=DB i
84,C,C", &4,D,D"). Trouglovi C'CB i D'DB
su jednakokraki, pa koriste¢i odnos spoljasnjeg
ugla prema nesusednim unutra$njim uglovima
tih trouglova, dobijamo:

1
LCC’BELCBC’ZELACB,

1
ZDD'B=/DBD ’ZE ZADB. zad. 5.30

Kako su uglovi ACB i ADB podudarni, kao periferijski uglovi, podudarni
suiuglovi AC'B i1 AD'B, pa tacke C'i D' pripadaju odgovarajuc¢em luku /',
nad tetivom AB. Kako je CC'=CB=CA, AC' je pre¢nik kruga koji sadrzi
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luk /', pa je ugao AD'C' prav. Duz AC' je, dakle, hipotenuza pravouglog
trougla AD'C’, pa je:

AC+CB=AC>AD=AD+DB.
5.34. Neka je H ortocentar trougla ACD.

Kako je ACLBD, tacka H pripada
dijagonali BD. Na osnovu teoreme iz

1
odeljka 4.4 je OM:EHC. Kako je,

medutim:

ZCBH=/CAD=/CHB,

1
sledi HC=BC, odnosno OM = > BC.

5.35. Trougao BNS je jednakokraki, jer
su uglovi kod temena B i S podudarni.
Zaista:

/BSN=/ABS+/BAS=a/2+p/2
/SBN=/SBC+/CBN
=/SBC+ZCAN=B/2+a/2
Dakle, NB=NS, a analogno je i NC=NS.

Iz poslednjeg je tacka N centar kruga
koji sadrzi tacke S, B, C. Ako je X tacka
simetri¢na tacki S u odnosu na N, tada je zad. 6.35

ugao SBX prav, pa je BX bisektrisa spoljasnjeg ugla kod temena B, trougla
ABC, iz ¢ega sledi da je X centar spolja upisanog kruga tog trougla, koji
dodiruje ivicu BC.
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5.36. (i) Neka je L presecna tatka pravih
AP 1 QR. Na osnovu primera 1 iz odeljka
5.2, tacke P, Q, R pripadaju bisektrisama
AS, BS, CS unutraSnjih uglova trougla ,
ABC. Ako sa a, B, y oznaCimo uglove
trougla ABC, tada, koriste¢i podudarnost
odgovaraju¢ih  periferijskih  uglova,
dobijamo:

ZRPL=/RPA=/RCA=/2,
/PRL=/PRQ=/PRC+/CRQ
=/PAC+ZCBQ=0/2+B/2.
Dakle zbir uglova u trouglu PRL je:
a/2+B/2+vy/2+ZRLP=90°+ZRPL, pa je ZRPL=90°, odnosno APLQR.

(if) Na osnovu zad. 5.35, je RA=RS, pa, iz podudarnosti trouglova ALR i
SLR, sledi da je tacka L srediste dijagonale A4S. Iz podudarnosti trouglova
AEL 1 AFL, zaklju¢ujemo da je tacka L srediSte i dijagonale EF, pa je
AESF paralelogram. Kako su te dijagonale upravne, taj cetvorougao je
romb.

5.40. Axo je O centar kruga k, dokazati da je ugao OXT prav.

P
zad. 6.36

5.43. Duzine polupre¢nika su 4, 2, 11.
5.45. Vidi resenje zad. 11.62.

5.54. Dokazati da je taj krug upisan u trougao, ¢ija su temena centri data
tri kruga.
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5.59. Oznatimo sa k, I, j, o krugove
opisane oko trouglova OBC, OAC, OAB,
ABC 1 P proizvoljna tacka kruga k za
koju je O,P+BC. Po pretpostavci krugovi
k, 1, j su istog poluprecnika ». Uglovi
BAO 1 BCO su podudarni jer su
periferijski uglovi podudarnih krugova &
1], za tetivu BO. Analogno, podudarni su
1uglovi CAO, CBO. Na osnovu toga je:

/BAC=/BAO+ZCAO
=/BCO+/CBO=180°-/BOC=/BPC. zad. 5.59

Dakle krugovi £ i o imaju podudarne periferijske uglove za zajednicku
tetivu BC, pa su medusobno podudarni.

5.61. (i) Trouglovi AEC i FBC su
podudarni (AC=FC, CE=CB,
ZACE=/FCB=/ACB+60°), pa je
AE=BF. Analogno je 1 AE=CD.

(if) Neka su &, /, j krugovi opisani
oko trouglova BCE, ACF, ABD.
Dokazimo da se ti krugovi seku u
jednoj tacki. Sa P ozna¢imo
drugu prese¢nu tacku (P=C)
krugova k 1 /. Tada uglovi BPC i
APC imaju meru 120°, pa onda i
ugao APB. Dakle, cetvorougao
ADBP je tetivan, pa tacka P zad. 5.61

pripada i krugu ;.

Dokazimo da svaka od duzi AE, BF, CD sadrzi tatku P. Iz jednakosti
odgovarajucih periferijskih uglova imamo:

/APE=/APF+/FPC+/CPE=/ACF+/FAC+/CBE=360°=180°.

Prema tome tacke A4, P, E su kolinearne tacke, pa tatka P pripada duzi
AE, a analogno i duzima BF i CD. Takode je:
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/AE,BF=/APF=/ACF=60".

zad. 5.63

5.63. (i) Koriste¢i jednakost tang¥ntih duzi dobijamo:

1 1
A Q a:ARaZE (A Qa+ARa):§ (AB +BR,+AC+ CQa)

1 1
=—(4AB+BP,+AC+CP,)==(AB+BC+AC)=s.
2 2

(if) Analogno kao u prethodnom slucaju.
(iti) Q0~AQ.~AQ=a.

(iv) Izracunati najpre BP i CP,=CQ,.

(v) PyP=CP +BPy-a=2s-a=b+c.

(vi) Sledi iz BP=CP,=s-b.

(vii) Tacke 4; 1 N su srediSta dijagonala trapeza SPS,P, sa osnovama
SP=r1
S.P;=r,.

(viii) Prave NA 1 S.S» su upravne kao simetrale unutras$njeg i spoljasnjeg
ugla kod temena A, pa tatka M pripada pravoj S.Sp. Sada trazena
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jednakost sledi iz Cinjenice da je duz A, M je srednja linija trapeza
ScR:RpSp.

(ix) Sledi direktno iz 2R=NM=NA,+A4,M i (vii), (viii).
(x) NN' je srednja linija trapeza SRR,S,,.

(xi) Tacke M 1 M' su srediSta dijagonala trapeza R.S.R,S, sa osnovama
RCSCZI"C 1 RbRb:l"b.

(xii) Tacka N je srediste duzi RR,, pa je:
1 1 1
N'B=AN ’-ABZE(ARa+AR)-c=E(s+(s-a))-c=§ (b-c).

(xiii), (xiv) Direktno iz prethodno dokazane jednakosti.

Glava VI

6.20. Konstrukciju Cetvorougla ABCD svesti na konstrukciju trougla
ABD, a zatim koristiti zad. 6.1 (xx).

6.22. Koristiti zad. 5.55.

6.24. Kako su uglovi PAS i QCR pravi, temena 4 i B pripadaju
krugovima £ i / nad pre¢nicima PS i OR redom. Dijagonala AC, kvadrata
ABCD, je simetrala pomenutih uglova, pa sadrzi srediSta N 1 M
odgovarajuc¢ih polukrugova odredenih sa k i [ (v. primer 1 iz odeljka 5.2).

[ k

D R C D
N C
0
M

S
k
y > B P B

zad. 6.24 zad. 6.29
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Konstrukcija se, dakle, svodi najpre na konstrukciju krugova ki /, a zatim
prave NM i temena 4 i B.

6.29. Neka je AB<BC. Iz tetivnosti trazenog &etvorougla ABCD
zaklju¢ujemo da je: ZADC=180°-£ABC, a iz njegove tangentnosti da je:
AD+BC=AB+CD, odnosno: CD-AD=BC-AB.

Sada se konstrukcija Cetvorougla ABCD svodi na konstrukciju
trougla ADC, koji je moguce konstruisati (v. zad 6.1 (ii)).

6.30. Koristiti zad. 5.63.

Glava VII

7.6.6. Neka su p i g te dve ose simetrija figure ®@.
Dokazimo da je plg. Zaista kako je 5,(®)=S,(®)=,
na osnovu teoreme o transmutaciji mora biti i:

S

-1
ssp(q)(q)) =5,°5,°5, (@) = @. S p

Medutim, p 1 ¢ su jedine ose simetrije figure @, pa

prava S,(g) mora biti jedna od njih. U oba slucaja

sledi da je p=q¢ ili p_Lq, ali prva mogu¢nost otpada jer q
su p 1 g po pretpostavci razlicite. Dakle, prave p i g su cad 7.6.6
upravne i seku se u nekoj tacki S, pa je:

ss(q>)=sq °S, (D)=5,(5,(D))=.

7.9. Neka je 7=5,05,05,05,05,. Izometrija 77 je indirektna, i ima
fiksnu tacku E, pa predstavlja neku osnu refleksiju s;. Kako je ugao EAB
prav, medijatrise p i x su upravne, pa osne refleksije s, i 5, komutiraju.
Dakle, vazi:
7=5,=5,05,05,05,05,=5,0(S,05,05,)°5,.

Prave p, g, r pripadaju jednom pramenu (sadrze tacku O), pa kompozicija
S, o s, 05, predstavlja neku osnu refleksiju s, pri Cemu osa ¢ takode
sadrZi tacku O. Prema tome, vazi 5, =5, 05,05, pa prave x, £, y

pripadaju jednom pramenu, odnosno prava ¢ sadrZi i tacku S, pa je =0S.
Dakle, vazi:
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Sis=S5,=S5,05,°5,.
Neka su p, g, » medijatrise ivica KL, LM, MK trougla KLM. Tada je:
Sys(K) =5, 05,0 5,(K) = K, pa tacka K, zaista, pripada pravoj OS.

F’ B’
D c
N [
A E F B
zad. 7.12

7.12. Neka je F'=Scp(F) i B'=Scp(B). Tada je DF'=DF i /DF'F=/DFF"
Iz podudarnosti trouglova DAF i F'B'B je DF=F'B 1 Z/DFA=/B'BF', a
takode vazi 1 ZFF'B=/B'BF’. Sada je:
/DF'B=/DF'F+/FF'B=/DFF'+/DFA=/AFF'=90°.

Kako je DF'=F'B, trougao DF'B je jednakokrako-pravougli pa je:
Z/DBF'=45°=/AED. Dakle:
LAED+V/ZAFD+/ABD=/DBF"+/F'BB+/ABD=/ABC=90°.

7.14. Neka je A'=s,(A), A"=s,(4) i B i C preseéne tacke prave 4’4" sa
pravama p 1 q. Tada je ABC traZeni trougao. Zaista ako su B; 1 C|
proizvoljne tacke na pravama p i g, obim trougla 4B,C, jednak je duZini

poligonalne linije 4'B1C14A" a obim trougla ABC jednak je duZini duZzi
A'A", pa je obim trougla ABC manji od obima trougla AB,C;.
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7.15. Ako je X proizvoljna tatka ivice BC. Tada se minimalan obim
trougla XYZ ¢ija su temena Y, Z na ivicama AC 1 AB dobija na nacin koji
je opisan u prethodnom zad. 7.14; tacke Y 1 Z se konstruiSu kao presene
taCke ivica AC i AB sa pravom X'X”, gde je X'=5,5(X), X"=84c(X). Pri
tome je obim trougla XYZ jednak duZzini duzi X'X". Dakle, ostaje da se
utvrdi za koju tacku X na ivici BC je obim trougla XYZ minimalan,
odnosno za koju duz X'X” ima najmanju duZinu. Iz osobina simetrije
zakljuujemo da je AX'=AX=AX" 1 LX'AX"=2/BAC. Ugao X'AX" je
konstantan, pa je na osnovu toga X'X"” minimalno za slucaj kada je
minimalno 4X'=4X, odnosno kada je X=P podnoZzje visine iz temena A.
Lako se dokazuje da tada odgovarajuce tatke QO i R na ivicama AC 1 AB
predstavljaju takode podnozja odgovarajucih visina.

7.24. Ako je =2, (P), trougao PP'C ima ivice podudarne duzima P4,
PB, PC, a mere uglova tog trougla moZemo izracunati.

7.29. Neka je: 7 = B, . © By, Kako je 90°+90°= 180°, izometrija
~7 predstavlja centralnu simetriju Sy gde je tacka Y, na osnovu teoreme 8

iz odeljka 7.5 , teme jednakokrako-pravouglog trougla BYC. Medutim
kako je:

SY(P)=7(P)=K, mora biti Y=Z. .

zad. 7.29 zad. 7.30

7.30. (i) Neka je: 7 =5, °%, ©S; %, . Kako je 90°+90°= 180°,
izometrija 77 predstavlja centralnu simetriju Sy gde je tacka Q, na osnovu

teoreme 8 iz odeljka 7.5 , teme jednakokrako-pravouglog trougla C1QA4;.
Medutim kako je:
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So(A)=7(4)=C, mora biti Q=P.
(if) Rotacijom R, ., duz C,C preslikava se u duz 4,B;.

(iii) Na osnovu prethodnog, prave A4, BB, CC; sadrZe visine trougla
A]B]C].

7.33. Nekaje: 7=2 2

[e]
P,120°

7

[e]
0,120 R,120°

Kako je 120°+120°+120°=360°, izometrija 27 je koincidencija ili
translacija, ali na osnovu 77(4)=4, mora biti 77=£. Dakle vazi:

EQ,120° ° EP,120° ° ER,120° = €, odnosno:
— _] —_—
2/‘-’,120" ° 21%,120" - 2Q,120" - 2Q,240“'

Pretpostavimo da je Q' tre¢e teme pravilnog trougla PQ'R. Dokazimo da
je tada O=Q". Zaista, tada je, na osnovu teoreme 8, iz odeljka 7.5:

— 1 _ — ’
2P,120° ° 21?,120" - 2Q’,240°’ paje 2Q,240“ - 2Q',240°’ odnosno 0=0".

zad. 7.33 zad. 7.39

7.39. Neka je ABCDE traZeni petougao i:

Na osnovu zad. 7.38, izometrija <7 predstavlja centralnu simetriju So.
Kako je so(4)=7(A4)=A, mora biti O=A4, pa je, dakle, 7=s,4. Tacku 4 sada
mozemo konstruisati kao srediste duzi XX’, gde je X proizvoljna tacka, a

X=7(X).
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7.49. Neka su A4, B dva centra simetrije figure ®. Tada je
S4(P)=Sp(®)=D, pa i 1,(P)=Sp(S4(PPH=1, gde je vV =24B. Na osnovu toga
je 1 1;(®)=d, gde je n proizvoljan prirodan broj, pa bi za proizvoljnu
tacku P figure @ i tacka P'=t}(P) pripadala toj figuri. To, medutim, nije
mfoguce jer je ® ogranidena a PP'=nv, pa ona moZe imati najvise jedan
centar simetrije.

7.55 Prema Salovoj teoremi (iz odeljka 7.9) jedine indirektne izometrije
su osne 1 klizaju¢e refleksije. U oba sluCaja trazena prava je osa
odgovarajuce osne odnosno klizajuce refleksije.

7.56. 1z uslova tvrdenja iz zadatka sledi da postoji indirektna izometrija
koja preslikava trougao ABC u trougao A'B'C'. Tada su 4, A"; B, B"; C, C'
parovi te izometrije, pa prema teoremi Sal-Hjelmsleva (v. zad. 7.55)
srediSta duzi AA4', BB', CC' pripadaju jednoj pravoj.

N
zad. 7.56 Yoo Lud 757

7.57. Neka je 7=5,°%

preslikava u tacke Y;, pa, prema teoremi Sal-Hjelmsleva (v. zad. 7.55),
sredista duzi X;Y; pripadaju jednoj pravoj.

e - 1zometrija 7 je indirektna, a tacke X;
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Glava VIII

8.7.5. Oznagimo sa 4, B, C temena
trougla, NM precnik kruga / koji je
upravan na ivici BC (4,N+BC). Tada
tacka N pripada bisektrisi unutrasnjeg
ugla kod temena 4, tj. polupravoj A4S (v.
primer 1 iz 5.2). Koriste¢i potenciju, a
zatim zad. 5.35:

> -
HS,)=SO* — R = S4- SN = —SA- SN
= —SA-CN.

Ako je Q dodirna tacka kruga k& sa
ivicom AC, pravougli trouglovi AQS 1 MCN su sli¢ni (LSAQNANMQ pa

je:

Q . 2 2 A

A4S ‘S_ =R _584- =R - . =R —2Rr.
N - NC paje SO S4-CN MN - SO

8.10. Sa A' i B" ozna¢imo tacke !

polupravih Pp 1 (g, takve da je
PA'=0B"=x, gde je x proizvoljna duz.
Neka je B' jedna od prese¢nih tacka kruga 4
k(A'2x) i prave koja sadrzi tacku B" i
paralelna je sa pravom PQ, a Q' &etvrto [ ’ A

teme paralelograma OB"B'Q’. Dakle, tacka P cad. 8.10

Q' pripada pravoj PQ 1 vazi Q'B=0B"=x, A'B'=2x. Sa # oznafimo

P
homotetiju sa centrom P i koeficijentom %; tada je #(Q"=0. Ako je

#(A")=A, #(B")=B, tada po definiciji homotetije tacke 4 i B pripadaju
polupravama Pp 1 Qq (Beq jer je Q'B'||Qq). Takode je 1 PA:AB:BQ=
PA"A'B"B'Q=x:2x:x=1:2:1.

8.30. Neka je S presek dijagonala &etvorougla ABCD koji treba
konstruisati. Primeniti Apolonijev krug 1 konstruisati najpre trougao 4SB.

8.36. Primeniti Stjuartovu teoremu i primer 1 iz odeljka 8.5.
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8.37. Iskoristiti nekoliko puta Stjuartovu teoremu.

8.40. Neka su X, Y, Z presetne tacke 4w
pravih BC, AC, AB sa odgovaraju¢im
tangentama u tackama A, B, C, kruga k,
opisanog oko trougla ABC. Tada je:

#X,k)=XB - XC = XA*, odnosno:

BY _ A
Xc  xc
1z sli¢nosti trouglova AXB 1 CXA4 je:
AX_ B4 BX B
xc - 40PV e T uc zad. 8.40

Koristec¢i prethodnu i analogne relacije dobijamo:

BX CY AZ _ BX CY AZ_ BA* CB 4C
XC YA ZB XC YA 7ZB AC* BA CB

2

pa su, na osnovu Menelajeve teoreme, tacke X, Y, Z kolinearne.
8.48. Primeniti Ptolomejevu teoremu.

8.51. Ako je t data prava i 4, B date tacke, koristiti potenciju tacke
P=ABnt u odnosu na trazeni krug.

8.53. Koristeéi potenciju u odnosu na )
krug k: k

#(B,k)=BP-BA=BE-BA,,

P
#Ck)=CQ-CA=CE-CA,,
datle jo: 2o P4 _BE 4 B 4 c
odatle je: c0.cA” CE odnosno, E 4
koristeci primer iz odeljka 8.5, BP=CQ. zad. 8.33

8.56. Sli¢no kao zad. 8.7.6.

8.57. Ako su centri datih krugova nekolinearne tacke, centar trazenog
kruga predstavlja potencijalno srediSte tih krugova. Ako su centri datih
krugova kolinearne tacke, takav krug ne postoji (on je u tom slucaju
"degerisani krug" tj. prava odredena tim centrima).
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8.58. v. zad. 8.6.3.

8.59. (i) Ako je ABCDE trazeni pravilan petougao, na osnovu zad. 8.57
mozemo konstruisati najpre trougao ABC.

8.62. Neka je ABCD tetivan
cetvorougao sa 1vicama
podudarnim datim duzima a, b, c,
d; # homotetija sa centrom A 1

koeficijentom k = B a Zrotacija

sa centrom A za orijentisani ugao
o=/BAD 1 # transformasija
sli¢nosti: cad. 8.62

P=Ro#.

Sa B"1 C' ozna¢imo slike tataka B i C u homotetiji #. Kako je AB'=4D i
/B'AD= o, vazi &B'y=D, odnosno 2(B)=D. Neka je E=2(C’), odnosno
E=p(C). Tada je trougao ADE slika trougla ABC u transformaciji 2, pa su
ti trouglovi sli¢ni sa koeficijentom sli¢nosti £. Na osnovu toga je:

LEDC=/EDA+/ADC=/CBA+/ADC=180°,
pa su tacke E, D, C kolinearne. Duz ED mozemo konstruisati jer je:
CB-AB  CB-AD b-d

ED=CB = 1B 1B p

Nakon konstrukcije tacaka C, D, E moze se konstruisati i tacka 4, jer je:
4E_AC
AC  AC ’

pa tacka A pripada odgovaraju¢em Apolonijevom krugu za tacke E i C,
kao 1 krugu k(D,a).

8.63 Neka je p prava koja sadrzi tacku P i se¢e krugove ki / u tackama 4,
B1C, D pri ¢emu je AB=CD. Neka je v vektor odreden srediStima duZzi
AB 1 CD. Tada se krug k translacijom t, preslikava u krug £’ koji sadrzi
tatke C 1 D. Dakle krugovi k' 1/ seku se u tackama C i D. Jasno je da se
konstrukcija prave p svodi na konstrukciju vektora v, odnosno tacke
O'=r1, (0), centra kruga k'. Prava odredena centrima S i O’ krugova /1 k'
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upravna je na njihovoj zajednickoj tetivi CD. Tada iz OO'=V |p sledi
Z00'S=90°. Dakle, tacka O’ pripada krugu nad pre¢nikom OS. Tacka P
pripada potencijalnoj osi p, krugova k"1 /. Na osnovu toga je PL=PK, gde
su PL i1 PK tangente krugova / i k" u tatkama L i K. Ako sa r ozna¢imo
poluprecnik kruga k bice:

PO* = PK* + KO*= PI? + r*.

Dakle, mozemo konstruisati duz d, podudarnu duzi PO’, pa tacka O’
pripada preseku kruga sa centrom P, poluprecnika d, i kruga nad
pre¢nikom OS.

zad. 8.63 zad. 8.64

8.64. Primenimo Menelajevu teoremu u odnosu na trouglove SA'B’,
SA'C', SB'C'". Tada je:

5i 7% FB__, 54 40 CC__ SC TP FB__

A4 RB' BS A4 QC' CS " CC' PB' BS '

Iz prethodne tri relacije sledi A_Q, . C:.) . lﬁ? =—1, pa su prema obratnoj
OC' PB' RA'

Menelajevoj teoremi u odnosu na trougao A'B'C' tacke P, O, R
kolinearne.

8.65. Primeniti Dezargovu teoremu (v. zad 8.64) na trouglove ABC i
A'B'C'.
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8.66. Neka je POR trougao Cija
temena P, O, R pripadaju pravama p,
q, r a strane OR, PR, PQ sadrze taCke
A, B, C redom. Sa S oznaCimo
zajednicku tacku pravih p, ¢, r.

Ako je P'Q'R'" proizvoljan
trougao Cija temena pripadaju
pravama p, ¢, r, 1 ¢ije strane R'Q’ 1
R'P' sadrze tacke A 1 B (dakle
"zaboravljen" je uslov vezan za tacku
(), tada su, prema Dezargovoj
teoremi (v. zad. 8.64), tacke A, B, Z=PONP'Q’ kolinearne i pripadaju
nekoj pravoj s.

Trougao POR sada mozemo konstruisati, ako najpre konstruiSemo
pomoéni trougao P'Q'R’, kod koga je tatka R’ proizvoljna. Zatim
konstruisemo tacku Z kao presecnu tacku pravih 4B i P'Q’, ¢ime je
odredena prava PQ.

8.67. Neka je L=AENBF, M=AENCD, N=CDNBF. Primenimo tri puta
Menelajevu teoremu na trougao LMN 1 prave BD, AF, CE. Tada je:

q
zad. 8.66

_— —

ﬁ_MD_NB
XM DN BL

L—A‘W‘NF
AM YN FL

LE MC NZ
EM CN ZL
Na osnovu potencije tataka M, N, L u
odnosu na krug £ je dalje:

MC-MD = MA- ME,
NC-ND=NF-NB, LA-LE=LB-LF.

Iz prethodnih Sest relacija sledi da je 1 K(. . Aﬂ . ]iZ. =—1, pa su prema
XM YN ZL

obratnoj Menelajevoj teoremi tacke X, Y, Z kolinearne.
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Glava IX

9.4. Sa O oznadimo centar a sa r
poluprec¢nik kruga £.

<. Ako je k=I, tvrdenje je trivijalno. Neka
su k 1 [ upravni; sa T ozna¢imo jednu
njihovu prese¢nu tacku. Tada je prava OT
tangenta kruga /. Neka je X proizvoljna
taCka kruga /1 X' druga prese€na tacka tog kruga sa polupeavom OX. Tada
je:

#O,)=0X-OX'= OT* = r*, pa je yi(X)=X"el. Analogno je svaka tatka
Y, kruga [, slika neke tacke tog kruga, pa vazi y(/)=L.

=. Neka je yi(/)=I. Ako je I#k, tada postoji tacka X na krugu / koja ne
pripada krugu k. Neka je X=yu(X)el. Na osnovu definicije inverzije,
tatke X 1 X’ su na polupravoj sa pocetnom tackom O, pa je O spoljasnja
tacka kruga /. Dakle, postoji tangenta iz tacke O na krug /; sa 7' 0zna¢imo
dodirnu tacku te tangente sa tim krugom. Tada je:

HO,)=0T* = 0X-0X'= 1,
pa tacka T pripada krugu k. Na osnovu toga su krugovi & i [ upravni.

9.5. Dokazati pomoéno tvrdenje: ako su A4, B, C, D Cetiri razne
kolinearne tacke i O srediSte duzi 4B, tada je #(A4,B;C,D) akko je
OC -OD = OB.

9.11. Primeniti inverziju u odnosu na krug sa centrom u tacki 4 i primer
1 1z odeljka 9.1.

9.12. Koristiti inverziju y;, u odnosu na krug k(B,p) kojom se tatka 4’
preslikava u tacku C.

9.19. Koristiti inverziju y;, gde je i proizvoljan krug sa centrom A.
Konstrukcija traZzenog kruga x svodi se tada na konstrukciju prave
x"=yi(x) koja dodiruje krug p'=yi(p), a krug k'=y,(k) sec¢e pod uglom w.

9.20. Neka je i krug sa centrom u P, proizvoljnog polupre¢nika r, i y;
inverzija u odnosu na taj krug koja tacke 4, B, C preslikava u tacke 4’, B’,
C'. Tada je, na osnovu primera iz odeljka 9.1:
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2

AB= AB
PA - PB
2
BC= B
¢ PB- PC ¢
2
AC= AC
¢ P4 - PC
Kako je trougao ABC pravilan,
iz prethodne tri relacije zad. 9.20

zakljucujemo da je:
A'B"B'C"A'C'=PC:PA:PB.
Sada moZemo preci na dokaz trazene ekvivalencije:
Pgk akko y,(k) predstavlja krug
akko su tacke A’, B', C' nekolinearne
akko duzi A'B’, B'C', A'C' predstavljaju ivice nekog trougla
akko duzi PC, PA, PB predstavljaju ivice nekog trougla.

9.22. Primeniti inverziju u odnosu na krug sa centrom u tacki 4. Tada se
zadatak svodi na primer 1 iz odeljka 5.4.

9.23. Neka je i krug
sa centrom u tacki P,
koji je upravan na
krugu ¢, (krug i
sadrzi dodirne tacke
tangenti iz tacke P na
krug c¢,). Inverzijom
y; u odnosu na taj
krug se prava [=PQ i
krugovi a i1 b preslikavaju u prave /', a’, b’; pri ¢emu su prave a’ i b’
upravne na pravoj /', buduéi da je inverzija konformno preslikavanje.
Krugovi ¢y, ¢y, ¢, ..., Cp, ... preslikavaju se u podudarne krugove ¢, ¢y,
¢, o, Chy ..., koji dodiruju paralelne prave a’, b', a svi su podudarni
krugu ¢,, jer je c'/=c,. Dalje centar kruga ¢, pripada pravoj /, pa je
rastojanje centra kruga c,=c’, od te prave n puta vece od poluprecnika tog
kruga.

zad. 9.23
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9.25. Neka su P i Pa dodirne
taCke upisanog kruga k 1 spolja
upisanog kruga k, trougla ABC
sa ivicom BC. Ojlerov krug e
tog trougla sadrzi srediSta 4,
By, C; odgovaraju¢ih ivica 1
podnozje visine A4’ iz temena
A. Tacka A; je srediSte duzi
PPa (v. zad. 5.63 (vi).
Inverzijom vw; u odnosu na
krug i(4,,4,P), krugovi k 1 k,
se preslikavaju u sebe jer su
normalni na krug i (v. zad.
9.4). Krug [/ sadrzi centar
inverzije, pa se tom inverzijom preslikava u neku pravu e’. Ostaje nam da
dokazemo da prava e’ dodiruje krugove k i k,. Prava e’ sadrzi tacku
vi(A')=E, koja predstavlja presek bisektrise unutrasnjeg ugla kod temena
A sa ivicom BC trougla ABC (v. zad. 9.5 i zad. 11.21 (iii)), a takode i
tatke yi(B1)=B" i y{(Ci)=C'"\. Trougao 4,B;C; je sli¢an sa trouglom
A,C"\B'\. Na osnovu toga prava e’ sa pravom 4B odreduje ugao ACB, pa,
kako pravu BC seCe u tacki E koja pripada bisektrisi ugla BAC,
predstavlja drugu zajedni¢ku tangentu krugova ki &,.

9.26. Koristiti primer 2 iz odeljka 8.6 i zad. 9.20.

zad. 9.25

Glava X1

11.14. Iskoristiti teoremu (i) iz odeljka 4.4.
11.15. Trouglovi 4,,B,,C,,, gde keN su sli¢ni sa trouglom 4BC.

11.16. Neka je L=AB,"BC,, M=AB1"CA;, N=CA;NBC). Primenimo pet
puta Menelajevu teoremu na trougao LMN 1 prave BA;, AC,, CB,, 4B,
AlBll
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LZ M4 NB __
ZM | AN BL
LA MY| NC __
AM |[YN| CL
LB MC |NX
BM CN |XL
LA MC NB __
AM CN BL
BM AN CL

1z prethodnih pet relacija (mnozeci prve tri, a zatim zamenjujuci Cetvrtu i

petu) sledi da je i:
7 MV NY
ZM YN XL

_1’

pa su prema obratnoj Menelajevoj teoremi tacke X, Y, Z kolinearne.

Napomena: Uporediti iskaz i dokaz prethodne teoreme sa Paskalovom
teoremom (v. zad. 8.67)

11.17. U slucaju kada se prave AB i A1B; seku primeniti dva puta
Talesovu teoremu 1 jednom obratnu Talesovu teoremu. Slucaj kada su
prave AB 1 A\B; paralelne je jednostavan.

11.21. Koristiti primer iz odeljka 8.5, kao i ¢injenicu da se normalnim
projektovanjem "Cuva" relacija harmonijske spregnutosti parova tacaka.

11.23. Koristiti zad.: 5.63,11.21, 11.191 11.22.

11.24. U slucaju kada ima reSenja, centar trazenog kruga pripada
potencijalnoj osi datih krugova.
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zad.

11.26. Neka je p prava odredena centrima krugova k i /; ta prava je tada
upravna na tim krugovima. Na osnovu zad. 11.24, postoji krug n sa
centrom na pravoj p koji je upravan na krugovima k 1 /. Kako je centar
kruga n na pravoj p, to je i krug n normalan na pravoj p. Sa I 1 J,
ozna¢imo preseke kruga n, sa pravom p. Neka je i proizvoljan krug sa
centrom / 1 y; inverzija u odnosu na taj krug. Kako inverzija "¢uva"
uglove, sa y; se prava p 1 krug n (bez tacke /) slikaju u dve upravne prave
p'=p i n'akrugovi k i/ u krugove £'1 /' koji su upravni na tim pravama,
pa su krugovi £'1 /' koncetri¢ni.

zad.

11.27. Primeniti zad. 11.26, i svesti tvrdenje na trivijalan slu¢aj kada su
krugovi k 1 / koncentri¢ni.

11.30. Koristiti homotetiju sa centrom S i koeficijentom — —.
m

11.38. Ako je P'=Sp4(P), izradunati ugao P'XQ.

11.39. Neka su A;, Ay, ... , A, tatke sa datim svojstvima. Sa k;
(ie{1,2,...,n}) ozna¢imo krugove sa centrima 4;, polupre¢nika ». Neka su
Ap, Ay, A; proizvoljne tacke iz skupa taCaka {4, 4, ..., 4,}. Tada, po
pretpostavci, postoji krug sa centrom O poluprecnika r, takav da su 4,
Ay, A; taCke odgovarajuce kruzne povrsi. Na osnovu toga je O4,, OA,,
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OA; < r, pa tacka O pripada kruznim povrSima &, k,, k;. Dakle, svake tri
od kruznih povrsi &y, ks, ..., k, se seku. Kako su kruzne povrsi konveksne
figure, na osnovu Helijeve teoreme (v. zad. 2.29), postoji tacka S koja
pripada svim kruznim povr§ima ky, k, ..., k,. Tada je k(S,r) traZeni krug,
jerje SAi, SAs, ..., SA, < 7.

11.40. Na osnovu zad. 11.39, dovoljno je dokazati da za svake tri tacke,
od tih » tacaka, postoji odgovarajuci krug.

11.43. Koristiti zad. 7.30.

11.47. U slu¢aju kada je m=-n trazeni skup tataka je prava (v. lemu iz
odeljka 8.7). U sluCaju m#n, primeniti Stjuartovu teoremu, na trougao
AXB. Trazeni skup tacaka je tada krug, sa centrom S, gde je S tacka za
kojuje AS:SB=n:m.

11.48. (i) Videti resenje zad. 8.62.

(i) Neka su P i Q srediSta ivica BC=b i
AD=d cetvorougla ABCD, pri ¢emu je
PQO=I, AB=a, CD=c. Sa S oznaimo
srediSte dijagonale AC. Trougao PSQ
mogu¢e je konstruisati, jer je:

C a
PS=<,05=2.
953

b d
Kako je C=s5(A4), tactka C pripada krugu £, (O, E)’ i slici k4 kruga k,(P, E)
u centralnoj simetriji S.

11.49. Primeniti Ptolomejevu teoremu, vise puta. Uporediti zadatak sa
primerom 2 iz odeljka 8.6.

11.51. Na osnovu Menelajeve P

teoreme, primenjene na trougao ABP
i pravu OS, mozemo zakljuciti da je: 0
4D BS PO __, 7
DB SP QA ) R s
Analogno,  primenom  Cevaove zad.
teoreme na isti trougao i tacku R dobijamo:
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—

CB SP 04

Iz prethodne dve relacije sledi A:C = —A=D , 4. #(A4,B;C.D).
CB DB

11.62. Neka je L preseéna tacka pravih PR i SQ. Luk PQ (na kome je
tacka B) je odgovarajuci za periferijski ugao PSL, pa je taj ugao jednak
polovini centralnog ugla koji odreduje taj luk, odnosno Ccetvrtini
centralnog ugla koji odreduje luk AC na kome je tacka B. Analogno,
periferijski ugao SPL jednak je Cetvrtini centralnog ugla koji odreduje luk
AC na kome je tacka D. Dakle, zbir uglova PSL 1 SPL jednak je Cetvrtini
centralnog ugla od 360°, pa je, u trouglu SPL, ugao kod temena L prav.

zad. zad.

11.63. Neka su M, Q, N, P sredista lukova AB, BC, CD, DA kruga
opisanog oko cetvorougla ABCD, na kojima nisu preostala temena tog
cetvorougla. Tada poluprave AN, CP, BN, DQ bisektrise odgovarajucih
periferijskih uglova (v. primer I iz odeljka 5.2). Na osnovu toga je
Sg=ANNCP 1 S~=BNNDQ Takode je iz trouglova ACD i1 BCD
ND=NSp=NC 1 ND=NS4=NC (v. zad. 5.35), pa je NSp=NS4, a kako je NM
bisektrisa ugla ANB (jer je M srediste luka AB) odnosno ugla SpNS4, NM
je ujedno simetrala duzi SzS4. Analogno, prava NM je simetrala i duzi
ScSp, a prava PQ zajednicka simetrala 1 duzi S¢Sz, 1 S4Sp. Prave MN 1 PQ
su upravne (v. zad. 11.62), pa je cetvorougao S4SpScSp zaista
pravougaonik.
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11.65. Ako je 2 transformacija
sli¢nosti koja predstavlja kompoziciju
rotacije 1 homotetije: 72 = #,, o R o,
gde je =2 , tada vazi 2(B)=C, pa
Cecn?(D).

11.66. Kako je po pretpostavci
AM=CN, 1z podudarnosti
odgovaraju¢ih dijagonala sledi CM=EN. Tada, na osnovu BC=DE i
ZBCM=/DEN=30°, sledi podudarnost trouglova BCM 1 DEN a zatim:
/BCM=/DEN=¢. Tada je:

/BND=/CND+/BNC
=(180°-¢)+(g-60°)=120°.

Neka je O centar pravilnog Sestougla ABCDEF, i k krug k(C,CB). Tada
tacke O 1 D pripadaju tom krugu i vazi ZBOD=120°. Dakle, sada je
Z/BOD=/BOD, pa i tacka N pripada krugu k, na osnovu Cega sledi
CN=CB.

zad.

zad.

11.70. Neka su X i V preseci odgovarajucih trisektrisa uglova kod
temena B i C trougla ABC, pri ¢emu je X unutrasnja tacka trougla BVC.
Neka su dalje, Z; i Y; tacke trisektrisa BV 1 CV, takve da je
L2\ XV=/VXY,=30°. Tacka X je centar upisanog kruga trougla BVC, pa je
poluprava VX bisektrisa ugla BVC. Sada iz podudarnosti trouglova VXZ; 1
VXY, sledi XZ,=XY,, pa kako je £Z,XY,=60°, trougao XY,Z, je pravilan.
Ostaje nam da dokazemo da je Y=Y, 1 Z=Z;, odnosno da tacke Y, i Z,
pripadaju trisektrisama ugla kod temena 4. Neka su Z' i1 Y’ tacke na
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ivicama AB 1 AC trougla ABC, takve da je BZ=BX i CY'=CX. Trouglovi
BZ'Z, 1 BXZ, su podudarni, pa je Z'Z,=XZ,. Analogno je i Y'Y;=XY], pana
osnovu toga vazi Z'Z,=7,Y,=Y,Y". Oznafimo sa 3a, 3B, 3y uglove kod
temena A, B, C trougla ABC. Posle izracunavanja dobijamo da je:
LI VNW=LZ'Z\U+LUZ Y \=..=60°+2 LUZ, Y =..=180°-2a.
analogno je 1 £Y'Y,Z,=180°-2a, pa, na osnovu zad. 11.69, sledi:
LLAZ\=L7,\AY =LY 1A Y'= a, §to je trebalo dokazati.

11.81. Neka su X', X" i Y', Y” podnozja upravnih iz tacaka X i Y na
tetivama 4B 1 CD. Sa x 1 y ozna¢imo duzi SX i §Y. Primenom Talesove
teoreme je:

Koriste¢i poslednje jednakosti, a zatim sli¢nost trouglova AXX" 1 CYY",
kao 1 trouglova DXX" 1 BYY" 1 kona¢no potencije tacaka X'i ¥ u odnosu na
krug k dobijamo:

XX XX XX X' AX DX

Yy ywrooyw' yy cv BY

_XP-XQ (PS-x)(PS+x) PS-X

2
X
e}
Y

YP-YO (PS+y)(PS-y) PS -y

zad. zad.
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1

11.82. Pre¢nik » je duzine ———— .
82. Pre¢nik kruga c, je duZine (nt Dt 2)

11.85. Primeniti Stjuartovu teoremu (ili direktno zad. 8.7.5).

11.87. Neka je vy, inverzija u odnosu na krug /. Tada se prave ¢ tom
inverzijom preslikavaju u krugove ¢’ opisane oko trouglova S4,B; (bez
tacke S). Kako prave ¢; dodiruju krug &, krugovi ¢;" dodiruju krug k'=y (k).

11.90. Neka su X, Y, Z podnozja upravnih iz te tacke na pravama BC,
AC, AB. Cetvorougao PYXC je tetivan, pa je LYXP=/ACP. Kao uglovi
nad tetivom AP, podudarni su 1 uglovi ACP i AP4P, pa je na osnovu toga
LYXP=/AP 4P, odnosno XY||AP,.

zad. zad.

11.91. Neka su X i Y podnozja normala iz tadaka P i Q na pravoj BC, i
P4, O4 presecne tacke tih normala sa krugom k. Simpsonove prave p i g
paralelne su redom sa pravama AP, i1 AQ, (v. zad. 11.90). Dakle, ugao
koji odreduju prave p 1 g podudaran je periferijskom uglu Q44P4, a
poslednji je jednak polovini centralnog ugla Q,OP,, odnosno ugla QOP
(jer je trapez PP4Q4Q jednakokraki, pa je PO=P,Q,).

11.92. Neka su P, i X tacke definisane kao u prethodnom zadatku (v.
zad. 11.91). Neka su H', P' tacke simetri¢ne tackama H i P u odnosu na
pravu BC. Tacka H' pripada krugu k opisanom oko trougla ABC (v. zad.
5.14). Tada je:

ZHP'P=/H'PP=/AH'P=/AP,P=/p,P'P
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Poslednja podudarnost sledi na osnovu zad. 11.90. Dakle,
ZHP'P=/p,P'P, pa su prave HP'1 p paralelne. Kako je tacka X srediSte
duzi PP', prava p sadrzi srednju liniju trougla PHP', pa onda i srediSte
ivice PH.

11.93. Prve p i g su upravne na osnovu zad. 11.91. Neka je k(O,R) krug
opisan oko trougla ABC, H ortocentar 1 P, O, srediSta duzi HP 1 HQ.
Tacke P; 1 Q) pripadaju redom pravama p 1 g (v. zad. 11.92). Dakle, P,0,
je srednja linija trougla PHQ, a O je srediSte precnika PQ, pa preseCna
tacka pravih P10, 1 HO, tacka E, predstavlja zajednicko srediste duzi HO
1 P1Q;. Tada je tacka E centar Ojlerovog kruga e sa pre¢nikom R (v.
primer 3. 1z 8.3). Dalje je PO, precnik kruga e, jer je E srediSte duzi
P01, a PQ1=PQ/2=R. Prave p i ¢q su upravne, pa njihova presecna tacka
pripada krugu e.

11.94. Iskoristiti zad. 11.14.

11.100. Neka su m i n medijatrise duZi AB i CD. Razmotri¢emo dva
slucaja:

1) Ako se prave m i n seku u tacki O, traZeni krugovi su k&(O,04) 1
[(0,0C); oni su koncetri¢ni 1 po pretpostavci razli€iti.
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2) Ako su prave m i n
paralelne, tada su paralelne i
prave AB 1 CD (i po
pretpostavci razlicite). Sa p
ozna¢imo pravu paralelnu sa
AB 1 CD takvu da su 4B i
CD sa raznih strana prave p.
Ako su M i N (M=#N)
prese¢ne tacke pravih m 1 n
sa pravom p, traZeni krugovi
su opisani oko trouglova
ABM i CDN, jer su sa raznih strana prave p. Ako je M=N tj. m=n, traZeni
krugovi su su k(M,MA) 1 (M,MC).

I11.101. Nekaje: 7=5,0°5,,°%; °S, ,-

Kako je zbir odgovarajucih uglova rotacija jednak 360°, a 7(C)=C,
mora biti 7=&. Koriste¢i to, kao 1 teoremu o transmutaciji, dobijamo:

E=5;°(5,°%,,°5,)°5; °®R,_, ,azatim:
E =127, ° Ry, ° Tag, © Ry » 0dnOSNO:
ToaCo = Rt © Toungs, © Rima = Rt © Tous, © 2;,1(1 = Tou,B,
gde je Ao==44(A0), Bo==4q(Boy). Dakle ZE :Zm, a rotacijom

40 se vektor 4 B, preslikava u vektor 4,'B,', pa je AopBo=4'By'=40C) 1
£ByAoCo=2LA0Bo,A0Co=2LA0Bo,Ao'Bo'=a.

zad. B

11.102. Iskoristiti zad. 11.101.
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11.103. Konstruisati centar trazenog kruga u preseku dva odgovarajuca
geometrijska mesta taCaka ("zaboravljaju¢i" po jedan uslov). Prvo
geometrijsko mesto taCaka odredeno je iz uslova da je traZzeni krug
normalan na dva data kruga, a drugo iz uslova da je traZzeni krug normalan
na jedan dati krug, a drugi sece u dijametrelno suprotnim tackama.

11.104. Neka je P, polozaj tactke P u
trenutku kada ona pripada krugu £. U trenutku
kada je tatka P u polozaju P, krug / (u
polozaju /;) dodiruje krug k u tacki 7;. Kako
se radi o "kretanju bez klizanja", duZine
lukova PyT; 1 P;T; su jednake. Poluprecnik
kruga k je dva puta ve¢i od poluprecnika
kruga / pa, zbog prethodnog, mora biti:

ZT',SlPlzle;OP()
Medutim, ZT;OP; je odgovaraju¢i periferijski ugao kruga /, pa je:
2/LT,OP=/T;S;:P~2 £ T;OP,.

Dakle, tacka P; je kolinearna sa taCckama O i Py, pa je traZena putanja
taCke P, precnik PyPy' (Py'=So(Po)) kruga k.

11.105. Koristiti inverziju u odnosu na krug sa centrom S i
polupreé¢nikom ST.

11.109. (i) Na sli¢an nacin kao
u zad. 7.33 dokazujemo da je i
trougao P'Q'R' pravilan.

(i) Iz ZBCP'=ZACQ=30°,
sledi: ZBCA=/P'CQ.

V3

Takode je CQ:CAZCP':CBZT

pa su trouglovi ABC 1 QP'C
zaista slicni sa koeficijentom

3
sli¢nosti 3 Analogno

dokazujemo 1 da su trouglovi
ABC 1 RBP' sliéni sa istim

zad.
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koeficijentom sli¢nosti, pa su trouglovi QP'C i RBP' podudarni.
(iii) 1z podudarnosti trouglova QP'C i RBP' sledi:

OP'=RB=RA i P'R=CQ=QA, pa je Cetvorougao ARP'Q paralelogram.
Analogno dokazujemo i da je Cetvorougao CP'RQ' paralelogram.

(iv) YA, je srednja linija trougla RPP’, pa je:

— ] —

1 —
YA =—RP' ==A0.
=5 5 0

11.110. Tezisna duz AA, trougla ABC i QY teziSna duz trougla POR
seku se u tacki koja ih deli u odnosu 2:1 (v. zad. 11.109 (iv)), pa ta tacka
predstavlja zajednicko teziSte trouglova ABC 1 PQR. Analogno se
dokazuje i1 da trouglovi ABC i P'Q'R' imaju zajednicko teziste.

11.111. Neka je ABCD
proizvoljni  ¢etvorougao
neke ravni sa unutraS$njim
uglovima a, B, y, 5 1 neka
su O, S srediSta njegovih
ivica AB i BC. Centralnim
simetrijama Sp 1 Ss, taj
cetvorougao preslikava se
u cetvorouglove BAC'D' i
A"CBD", pri cemu je zad.
ZABD'=0. 1 ZCBD"=y. Na osnovu toga je ZD'BD"=3, pa, kako je
BD'=4D 1 BD"=CD, postoji taka E, takva da su ¢etvorouglovi D'ED"B i
ABCD podudarni. Dakle, oko tatke B sustiCe se Cetiri ¢etvorougla, od
kojih je svaki podudaran Ccetvorouglu ABCD. Sada se postupak
"prekrivanja" ravni moze nastaviti, tako Sto koristimo centralne simetrije
u odnosu na srediSta ivica novonastalih ¢etvorouglova.

11.112. Primeniti inverziju u odnosu na proizvoljan krug sa centrom u
tacki 4.

11.114. Primeniti zad. 11.9.111.79.
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