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ЗА НЕКОИ СВОЈСТВА НА ОРТОЦЕНТАРОТ НА ТРИАГОЛНИК

Во оваа работа ќе разгледаме некои карактеристични својства на ортоцентарот
на триаголник. Во понатамошните разгледувања за елементите на ABC ќе ги
користиме ознаките:

- cba ,, за страните спротивни на темињата CBA ,, , соодветно,
-  ,, за внатрешните агли при темињата CBA ,, , соодветно,
- H за ортоцентарот на триаголникот, и
- O за центарот на опишаната кружница околу триаголникот
Теорема 1. За ABC точни се равенствата:

)a  180BHC ,  180CHA и  180AHB , ако триаголникот
е остроаголен,

)b BHC , CHA и  180AHB , ако 90 .
Доказ. Нека ECABHDBCAH  , ECABH  и FABCH  . Тогаш,

BEAD, и CF се висините на триаголникот ABC . Ако тој е остроаголен, цртеж 1,
тогаш имаме








180)90(180

)90(180180

ABE

FBHBHFBHC

Аналогно се докажува дека

 180CHA и  180AHB .

Ако за ABC важи, ,90 ACB цртеж 2, тогаш имаме

 ABEFBHBHC  9090 ,

 BADFAHCHA  9090 и
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  180BHCCHAAHB .
Докажаните равенства во претходната теорема еднозначно го определуваат

ортоцентарот на триаголник, што може да се види од следната теорема.

Теорема 2. За ABC точката Q е негов ортоцентар, ако е исполнет условот:

)a за остроаголен ABC , Q е внатрешна точка и важат две од равенствата

 180BQC ,  180CQA ,  180AQB .

)b за тапоаголен ABC со 90 ACB , C е внатрешна точка за ABQ и

се исполнети две од равенствата BQC , CQA ,  180AQB .
Доказ. Секое од равенствата покажува, дека точката Q лежи на геометриското

место на точки, од кои соодветната страна на триаголникот се гледа под даден
агол. Како што е познато, ова геометриско место се состои од два кружни лаци на
кружници, симетрични во однос на правата, определена од соодветната страна.

Според тоа, од равенството  180AQB следува, дека Q лежи на кружен
лак од кружница, која минува низ A и B , и лежи во полурамнината определена

со правата AB во која е и точката C . Од равенството  180BQC (или
BQC ) следува, дека Q лежи и на кружниот лак од кружницата, која минува

низ B и C , и лежи во полурамнината определена со правата BC во која лежи
(или не лежи) и точката A . Значи, Q е заедничка точка на овие два кружни лаци,
за кои втората заедничка точка е B . Но, според теорема 1 за ортоцентарот H на

ABC се исполнети истите равенства, што значи дека и H е заедничка точка на
овие кружни лаци. Бидејќи кружните лаци се различни, тие имаат најмногу две
зеднички точки, од кои едната е B . Значи, Q се совпаѓа со H .

Во натамошните разгледувања посебно место имаат следните четири  твр-
дења.

Теорема 3. За произволен триаголник
точките, симетрични на ортоцентарот
во однос на средините на неговите
страни, лежат на кружницата опишана
околу триаголникот.

Доказ. Нека за ABC со PNM ,, ги
означуваме средините на страните ,BC

ABCA , соодветно, а со 321 ,, HHH ги
означиме точките симетрични на ортоцен-
тарот H во однос на PNM ,, соод-
ветно. Тогаш од симетричноста на H и

1H следува
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BHCCBH  1 .

Ако ABC е остроаголен, тогаш од теорема 1 )a следува  180BHC ,

цртеж 3. Според тоа,  1801CBH , па затоа
1801  CABCBH ,

од што следува дека околу четириаголникот CABH1 може да се опише кружница,

т.е. 1H лежи на кружницата k опишана околу ABC . Аналогно се докажува дека

и точките 2H и 3H лежат на кружницата k .

Ако ,90 ACB тогаш од теоремата 1 )b следува дека CBHBHC 1  ,

цртеж 4, и отсечката BC се гледа под ист агол од точките A и 1H . Според тоа,

точките CBA ,, и 1H лежат на една кружница, т.е. 1H лежи на k .

Последица 1. Точките 321 ,, HHH

се симетрични на CBA ,, соодветно,
во однос на центарот O на кружницата
k опишана околу ABC .

Доказ. Навистина, при ознаките на
цртежите 3 и 4 добиваме дека дијаго-
налите BC и 1HH на четириаголникот

1BHCH се преполовуваат, па значи тој
е паралелограм. Оттука следува дека

CHBH ||1 и како ABCH добиваме

дека 901 ABH . Според тоа, 1AH е

дијаметар на кружницата k , т.е.
точките A и 1H се симетрични во од-
нос на нејзиниот центар.

Пример 1. Да се конструира ABC , ако се дадени ортоцентарот H , центарот
O на опишаната кружница и средината M на страната BC .

Решение. Најпрво ја определуваме точката 1H како симетрична на H , во

однос на кружницата ),( 1OHOk е опишаната кружница околу ABC . Во

точката M повлекуваме права p нормална на OM и во пресек со k ги опреде-

луваме темињата B и C . Темето A го наоѓаме како точка симетрична на 1H во

однос на центарот O на k .
Последица 2. Растојанијата од ортоцентарот H до темињата CBA ,, на

ABC се двапати поголеми од растојанијата од центарот O на кружницата опи-
шана околу ABC до страните ABCABC ,, соодветно.

3H
4Crt.
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Доказ. Според последицата 1 точката O е средина на 1AH (цртежи 3 и 4) и

како BCOM добиваме дека OM е средна линија во 1AHH . Според тоа

AHOM 2
1 . Аналогно се докажува дека BHON 2

1 и CHOP 2
1 .

Теорема 4. За ABC точката Q е негов ортоцентар , ако две од точките
симетрични на Q во однос на средините на страните ABCABC ,, лежат на
кружницата опишана околу ABC и е исполнет условот:

)a ако ABC е остроаголен, тогаш Q е негова внатрешна точка,

)b ако 90ABC , тогаш C е внатрешна точка за ABQ .
Доказ. Нека за ABC со PNM ,,

ги означуваме средините на страните
ABCABC ,, соодветно, а со 1 2, ,Q Q 3Q

ги означиме точките симетрични на Q

во однос на PNM ,, соодветно. Тогаш

CBQBQC 1 .
Ако ABC е остроаголен и Q е

негова внатрешна точка, тогаш точките
A и 1Q се во различни полурамнини во

однос на ,BC цртеж 5. Бидејќи 1Q лежи
на опишаната кружница околу ABC
добиваме

1801  CABCBQ т.е.  1801CBQ

што значи  180BQC . Аналог-
но се докажува дека

 180CQA и  180AQB .
Сега тврдењето следува од теорема 2

)a .

Ако 90ACB и C е внатрешна
точка за ABC , тогаш точките A и

1Q се во иста полурамнина во однос

на BC , цртеж 6. Бидејќи 1Q лежи на
кружницата опишана околу ABC
добиваме

 BACCBQ1 ,
па затоа BQC . Аналогно се до-
кажува дека
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CQA и  180AQB .

Сега тврдењето следува од теорема 2 )b .
Теореме 5. За произволен триагол-

ник, точките симетрични на ортоцента-
рот во однос на правите определени од
страните лежат на опишаната кружница
околу триаголникот .

Доказ. Нека во ABC висините ,AD

,BE CF се сечат во точката H и ',H

'', '''H H се симетричните точки на H во
однос на правите ABCABC ,, соодветно.
Тогаш BHCCBH  ' .

Ако ABC е остроаголен, тогаш од
теорема 1 )a следува дека

,180  BHC

цртеж 7. Така 180'  CABCBH и  180'CBH , од што следува дека

околу четириаголникот CABH ' може да се опише кружница k . Значи, точката
'H лежи на кружницата k опишана околу ABC . Аналогно се докажува, дека
''H и '''H исто така лежат на k .

Ако 90 ACB , тогаш од теорема

1 )b (цртеж 8) следува дека
CBHBHC '  .

Според тоа, отсечката BC се гледа под ед-
накви агли од A и 'H . Значи, ',,, HCBA

лежат на една кружница, т.е. 'H лежи на
кружницата k . Аналогно се докажува дека

''H и '''H исто така лежат на k .
Забелешка 1. Точките ''','',' HHH се

симетрични на H во однос на FED ,, ,
соодветно, и тоа се пресечните точки на
висините на ABC со кружницата k опи-
шана околу него.

Пример 2. Да се конструира ABC ,
ако се дадени ортоцентарот H , центарот
O на кружницата опишана околу ABC
и правата BC .
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Решение. Ако се искористи теорема 5 после наоѓањето на точката 'H

симетрична во однос на правата BC , ја конструираме кружницата )',( OHOk ,
која е опишана околу ABC . Сега темињата на ABC се пресечните точки на
кружницата k со правата BC и со правата 'HH .

Последица 3. Нека CFBEAD ,, се висините на ABC . Тогаш пресечната
точка на симетралите на внатрешните агли на DEF е:

)a ортоцентарот H на ABC , ако ABC е остроаголен,

)b темето C на ABC , ако 90ACB .
Доказ. При ознаките на цртеж 7, DE е средна линија во ''' HHH , па затоа

'''|| HHDE и ''' HAHADE  . Аналогно ''' HAHADF  . Но, заради

симетријата имаме дека ''''' AHAHAH  и во кружницата k важи ''''' HAHA



, од што следува дека ''''''' HAHHAH  , т.е. ADFADE  . Според тоа,
AD е симетрала на FDE . Аналогно се докажува дека BE е симетрала на

DEF и CF е симетрала на EFD , од што следува тврдењето.

Ако 90ACB , тогаш сметајќи дека C е ортоцентар во ABH , цртеж 8, до-
биваме дека симетралите на аглите на DEF се HFBDAE ,, и тие се сечат во
точката C .

Последица 4. Кружниците опишани околу триаголниците CAHBCH , и ABH

имаат  еднакви радиуси со кружницата опишана околу ABC .
Доказ. Навистина, BCH и 'BCH се симетрични во однос на BC , па затоа

симетрични се и опишаните кружници околу нив, што значи дека тие имаат
еднакви радиуси.

Забелешка 2. Од претходните разгледувања следува дека ако тир еднакви
кружници имаат заедничка точка, тогаш таа е ортоцентар на триаголник со
темиња во останатите заеднички точки на кружниците.

Теорема 6. За ABC точката Q е негов ортоцентар, ако две од точките
симетрични на Q во однос на правите ABCABC ,, лежат на кружницата
опишана околу ABC и е исполнет условот

)a ако ABC е остроаголен, тогаш Q е негова внатрешна точк, и

)b ако 90ACB , тогаш C е внатрешна точка за ABQ .
Доказ. Постапете аналогно како во доказот на теорема 4.
Пример 3. Ако висините CFBEAD ,, на остроаголниот триаголник ABC ја

сечат опишаната кружница во точките 111 ,, FED , соодветно, тогаш е исполнето
равенството
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Решение. Бидејќи

,'1 HD  ,''1 HE  '''HF  и ,'1 HDADDHADAD 

HEBEEHBEBE  ''1 , FHCFFHCFCF  '''1

равенството е еквивалентно на равенството

1
CF

HF
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HD .

Последното равенство е исполнето бидејќи
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ЗАДАЧИ ЗА САМОСТОЈНА РАБОТА

Задача 1. Да се конструира ABC , ако се дадени точките 321 ,, HHH

симетрични на ортоцентарот H во однос на средините на страните на ABC .
Задача 2. Да се конструира ABC , ако се познати темето A , средината M на

страната BC и ортоцентарот H .
Задача 3. Да се конструира триаголник, ако се познати едно теме, орто-

центарот и центарот на опишаната кружница.
Задача 4. Да се докаже дека, сите триаголници впишани во даден остроаголен

триаголник, најмал периметар има триаголникот чии темиња се подножјата на
висините на дадениот триаголник.

Задача 5. Да се докаже дека, симетричната точка на центарот на впишаната
кружница во триаголник во однос на една негова страна или во однос на нејзината
средина, лежи на опишаната кружница околу триаголникот, ако и само ако, аголот

наспроти таа страна е 60 .
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