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РЕПУБЛИКА СРПСКА 1994-2019 И

2021-2022



Во Република Српска математичките натпревари за учениците од средното
образование се организираат од 1994 година. Во овој материјал се дадени сите Републички
натпревари од 1994-2019 и 2021-2022 година, при што за натпреварот во 2009 и
натпреварите по 2016 година се содржани и решенијата на задачите. Материјалот е на
српски јазик, бидејќи едноставно истиот е компилација на достапните содржини на
одделни интернет сајтови. Се надеваме дека тоа нема да биде проблем за евентуалните
корисници на овој материјал и дека истиот ќе придонесе за подобра подготовка на
учениците за следните натпревари.

Ристо Малчески



PRVO REPUBLIQKO TAKMIQE�E IZ MATEMATIKE

uqenika sred�ih xkola Republike Srpske

Bije	ina, 02.04.1994.

PRVI RAZRED

1. Ako za cijele brojeve a, b, c, d vrijedi ab− cd = 12 , ad+ bc = 43 , dokazati da

je a2 + b2 + c2 + d2 = 1994.

2. U trouglu ABC se visina AD i simetrala BE ugla ABC sijeku u taqki S
(D ∈ BC,E ∈ AC). Ako je AS = 2 SD, BS = SE, na�i uglove tog trougla.

3. Svako tjeme i centar pravilnog xestougla obojeni su jednom od dvije boje.

Dokazati da postoji jednakostraniqni trougao ili pravougaonik, qija su sva tjemena

iste boje.

4. Ako je n prirodan broj dokazati da jednaqine

1

x
+

1

y
=

1

n
,

1

x
+

1

y
=

2

n

imaju jednak broj rjexe�a u skupu prirodnih brojeva ako i samo ako je n neparan.

DRUGI RAZRED

1. Rijexiti u skupu realnih brojeva jed-

y

y

x x

A

D

B

CE

F

Slika 1:

naqinu√
1− x2 +

√
1 + x− x2 +

√
2x2 − x− 1 = 1.

2. Dat je bilijarski sto kao na slici 1,
gdje su lukovi polukru�nice polupreqnika

1. Odrediti du�ine x i y tako da igraq

bilijara mo�e iz neke taqke stola uputiti

kuglu koja �e pre�i put pravilnog xestougla

ABCDEFA kao na slici 1.
(Kuglu smatramo taqkom koja se kre�e pravolinijski i odbija se od kru�nice

ili prave tako da je upadni ugao jednak odbojnom uglu.)

3. Neka su p i q razliqiti prosti brojevi. Dokazati da jednaqina
1

x
+

1

y
=
p

q
ima rjexe�a u skupu prirodnih brojeva ako i samo ako p | q + 1.

4. Ako je f : {1, 2, . . . , n} → {1, 2, . . . , n} bijekcija sa osobinom

f(1) < 2f(2) < · · · < nf(n)

dokazati da je f identitet.



TRE�I RAZRED

1. Pravilan petougao stranice a i dijagonale d upisan je u krug jediniqnog

polupreqnika. Dokazati da je a2 + d2 = 5.

2. U ravni je data cjelobrojna mre�a. Dokazati da je svaki konveksni qetvor-

ougao jediniqne povrxine, qija su tjemena qvorovi mre�e, paralelogram.

3. Neka je n prirodan broj i a1, a2, . . . , ak svi prirodni djelioci broja n, izuzev
n. Ako je k ≥ 3 i

a2 − a1 = a3 − a2 = · · · = ak − ak−1 > 0

dokazati da je n = p(2p− 1), gdje su p i 2p− 1 prosti brojevi.

4. Neka je

Sn =

2n∑
k=1

√
n2 + k − 2n2.

Dokazati da je bSnc = n, b2Snc = 2n.
(Sa bxc je oznaqen cijeli dio od x, tj. najve�i cio broj koji nije ve�i od x.)

QETVRTI RAZRED

1. Ako su m, n, k prirodni brojevi i m < n < k dokazati da je(
1− m

k

)n
>
(
1− n

k

)m
.

2. Isti kao zadatak 2 za tre�i razred.

3. Ako svi prirodni djelioci broja n, izuzev n, obrazuju aritmetiqku progresiju
(sa bar 3 qlana) dokazati da je n = p(2p− 1), gdje su p i 2p− 1 prosti brojevi.

4. Ako su sva rjexe�a jednaqine

xn + nxn−1 +
n(n− 1)

2
xn−2 + a3x

n−3 + · · ·+ an = 0 (n > 2)

cijeli brojevi dokazati da je

ak =

(
n

k

)
, k ∈ {3, 4, . . . , n}.



DRUGO REPUBLIQKO TAKMIQE�E IZ MATEMATIKE

uqenika sred�ih xkola Republike Srpske

Prijedor, 01.04.1995.

PRVI RAZRED

1. Dokazati da za pozitivne brojeve a i b vrijedi

√
ab+

a+ b

2
≤ 2ab

a+ b
+

√
a2 + b2

2
.

2. U jediniqna po	a kvadrata 4× 4 upisani su brojevi 1 i −1 tako da je u svako
po	e upisan broj jednak proizvodu brojeva u �emu susjednim po	ima. Dokazati da

su svi upisani brojevi jednaki 1.
(Dva po	a su susjedna ako im ivice imaju zajedniqku taqku.)

3. Neka je O centar opisane kru�nice, S centar upisane kru�nice i H ortocen-

tar pravouglog trougla. Dokazati da je ^OSH > 135◦.

4. Dokazati da jednaqina x2 + y2 = 2 ima beskonaqno mnogo rjexe�a u skupu

racionalnih brojeva.

DRUGI RAZRED

1. Neka je n prirodan broj ve�i od 12. U decimalnom zapisu broja
√
n2 + n

odrediti prve dvije cifre iza decimalnog zareza.

2. Neka je T te�ixte, a S centar upisane kru�nice trougla ABC. Ako je−→
AC = 12

−→
TS dokazati da je taj trougao ,,egipatski" tj. da mu je odnos stranica

3 : 4 : 5.

3. Dokazati da se za n > 1 skup {1, 2, 3, . . . , 3n} mo�e razbiti na 3 disjunktna

podskupa sa po n elemenata i jednakim sumama elemenata.

4. Kvadrat stranice 9 pokriven je sa 27 pravougaonika formata 3× 1 (trimino
figurama). Dokazati da 3 od �ih pokrivaju neki kvadrat stranice 3.

TRE�I RAZRED

1. Rijexiti jednaqinu

cosx+ cos 2x+ cos 4x+ 4 cosx · cos 2x · cos 4x = 0.

Na�i sva rjexe�a koja pripadaju intervalu (−π, π).



2. Odrediti broj rjexe�a jednaqine

1

x
− 1

y
=

1

1995

u skupu prirodnih brojeva.

3. Neka je r polupreqnik upisane kru�nice trougla ABC, D sredixte stranice

AB i S1, S2 centri kru�nica upisanih u trouglove CDA i CDB. Dokazati da je

r < S1S2 <
AB

2
.

4. U ravni sa cjelobrojnom mre�om dat je konveksan xestougao qija su tjemena

qvorovi mre�e, a povrxina jednaka 3. Dokazati da je on centralno simetriqan.

QETVRTI RAZRED

1. Neka su a i d relativno prosti prirodni brojevi i neka aritmetiqka progre-

sija

a, a+ d, . . . , a+ nd, . . .

sadr�i neki stepen prirodnog broja q. Dokazati da ona sadr�i beskonaqnu geometri-
jsku progresiju qiji su svi qlanovi stepeni broja q.

2. Isti kao zadatak 2 za tre�i razred.

3. Dokazati da za prirodne brojeve n, m (n > m) vrijedi

(n−m)n−m · nn(m−1) ≥ (n− 1)m(n−1).

4. Isti kao zadatak 4 za tre�i razred.



TRE�E REPUBLIQKO TAKMIQE�E IZ MATEMATIKE

uqenika sred�ih xkola Republike Srpske

Bije	ina, 30.03.1996.

PRVI RAZRED

1. Normale iz tjemena A i B oxtrouglog trougla ABC na �egove naspramne

stranice sijeku kru�nicu opisanu oko tog trougla u taqkama D i E redom. Ako je

^ACB = 60◦, dokazati da je qetvorougao ABDE jednakokraki trapez.

2. Neka su a, b, c, d brojevi iz intervala [200, 300], a K,L,M taqke na brojnoj osi

koje redom odgovaraju brojevima

a

b
,

c

d
,

a+ c

b+ d

i N sredixte du�i KL. Dokazati da je MN ≤ KL

10
.

3. Ako je n prirodan broj, dokazati da 2n + 3n nije potpun kvadrat.

4. Neka su a, b katete i r polupreqnik upisane kru�nice pravouglog trougla.

Ako su a, b,
a

r
i
b

r
cijeli brojevi, dokazati da je taj trougao ,,egipacki", tj. da mu

je odnos stranica 3 : 4 : 5.

DRUGI RAZRED

1. Dvije kru�nice se sijeku u taqkama A i B. Kroz taqku K jedne kru�nice

konstruisane su prave KA i KB koje sijeku drugu kru�nicu u taqkama M i N . Ako

je O centar prve kru�nice, dokazati da su prave MN i OK normalne.

2. Neka je k cio broj. Dokazati da postoje prirodni brojevi x i y takvi da je

2x + x− y − blog2 yc = k

ako i samo ako je k 6= 1.

3. Ako je n prirodan broj, dokazati da broj 2n + 1 nije �e	iv sa 247.

4. Dokazati da jednaqina

DV A · PET = DESET

nema rjexe�a ako razliqitim slovima odgovaraju razliqite cifre (D 6= 0, P 6= 0).



TRE�I RAZRED

1. Dokazati da u oxtrouglom trouglu vrijedi

sin
α

2
≤ a

b+ c
< tg

α

2
.

2. Neka je a pozitivan realan broj. Dokazati da su s	ede�e tvrd�e ekvivalentne:
(i) U pravouglom koordinatnom sistemu postoji kvadrat stranice a qija su tje-

mena taqke sa cjelobrojnim koordinatama.

(ii) Postoje cijeli brojevi m i n iste parnosti takvi da je m2 + n2 = 2a2.

3. U jednakostraniqnom trouglu stranice 1 dato je 1996 taqaka. Dokazati da

postoji krug polupreqnika
1

24
u kome se nalazi bar 20 od tih taqaka.

4. Neka je P polinom sa cjelobrojnim koeficijentima. Dokazati da su skupovi

cjelobrojnih rjexe�a jednaqina

P (P (P (x))) = x, P (x) = x

jednaki.

QETVRTI RAZRED

1. Dokazati da za x ∈
(
0,
π

2

)
vrijedi

sinx tgx > x2.

2. Neka je x1 proizvo	an realan broj i

xn+1 =
n+ 1

n
xn − 1, n ∈ N.

Dokazati da je niz (xn) neograniqen i opadaju�i poqev od nekog qlana.

3. Isti kao zadatak 3 za tre�i razred.

4. Isti kao zadatak 4 za tre�i razred.



QETVRTO REPUBLIQKO TAKMIQE�E IZ MATEMATIKE

uqenika sred�ih xkola Republike Srpske

Doboj, 29.03.1997.

PRVI RAZRED

1. Dokazati da qetiri podno�ja normala spuxtenih iz podno�ja jedne visine

trougla na ostale �egove visine i stranice pripadaju istoj pravoj.

2. Dokazati da za pozitivne brojeve a i b vrijedi

(a− b)2

2(a+ b)
≤
√
a2 + b2

2
−
√
ab ≤ (a− b)2

4
√
ab

.

3. Odrediti sve pravougle trouglove kod kojih su sve stranice cjelobrojne i

povrxina jednaka obimu.

4. Neka su tjemena jednakostraniqnog trougla, 6 taqaka koje dijele �egove stran-
ice na tri jednaka dijela i te�ixte trougla obojeni sa dvije boje. Dokazati da

postoji jednakostraniqni trougao qija su sva tjemena iste boje.

DRUGI RAZRED

1. Taqke D i E dijele redom stranice AB i CA jednakostraniqnog trougla ABC
u odnosu 1 : 2. Neka je F presjeqna taqka pravih BE i CD. Dokazati da su prave

AF i BE me�usobno normalne.

2. Dokazati da u svakom trouglu vrijedi

(4a+ 3b)2 ≥ 96P.

3. Rijexiti jednaqinu

ab · ab · cdc = ababcc (a 6= 0),

ako slova oznaqavaju cifre.

4. Pravougaonik formata 8 × 7 pokriven je dominama formata 2 × 1. Dokazati
da ga mo�emo podijeliti na dva pravougaonika razrezavxi pri tome najvixe jednu

dominu.



TRE�I RAZRED

1. Rijexiti u skupu prirodnih brojeva jednaqinu

1

x
− 1

y
=

z

1997
.

2. Ako u trouglu vrijedi

2R+ r = s,

dokazati da je trougao pravougli.

3. Ako su tjemena trougla cjelobrojne taqke u pravouglom koordinatnom sistemu,

dokazati da su svi �egovi uglovi razliqiti od 60◦.

4. Dokazati da me�u bilo kojih pet tjemena pravilnog desetougla postoje qetiri

tjemena koja qine jednakokraki trapez.

QETVRTI RAZRED

1. Datum ro�e�a male Jaglike napisan je u obliku J.AG.LIKA., pri qemu svakom
slovu odgovara neka cifra. Odrediti taj datum ako vrijedi

JA ·GL · IAK = JAGLIK ·A .

2. Dokazati da za prirodan broj n > 1 vrijedi

n2n < (n+ 1)n+1 · (n− 1)n−1.

3. Isti kao zadatak 3 za tre�i razred.

4. Isti kao zadatak 4 za tre�i razred.



PETO REPUBLIQKO TAKMIQE�E IZ MATEMATIKE

uqenika sred�ih xkola Republike Srpske

Prijedor, 28.03.1998.

PRVI RAZRED

1.Ako za cijele brojeve a, b, c vrijedi

a2 + b = c2,

dokazati da je broj abc dje	iv sa 6.

2. U pravouglom trouglu ABC taqka D je podno�je visine spuxtene iz tjemena

C pravog ugla. Ako je CD ≤ 1, dokazati da je

1

1 +AD
+

1

1 +BD
≤ 2

1 + CD
.

Da li vrijedi obrnuto?

3. Dokazati da svaka kru�nica sa centrom u taqki (
√
2,
√
3) sadr�i najvixe

jednu cjelobrojnu taqku.

4. Neka su D,E, F podno�ja normala spuxtenih iz centra O upisane kru�nice

trougla ABC na �egove stranice BC,CA,AB respektivno i neka je AB najma�a

stranica tog trougla. Ako se prave AO i FD sijeku u taqki M , a prave BO i FE u

taqki N , dokazati da je MN ‖ AB.

DRUGI RAZRED

1. Na�i sve cijele brojeve x za koje je

1

9
(x+

√
x2 − 90x+ 1998)

tako�e cio broj.

2. Neka je ABC pravougli trougao, a D podno�je visine spuxtene iz tjemena C
pravog ugla. U trouglove ACD i BCD upisane su kru�nice sa centrima u taqkama

R i S. Dokazati da simetrala pravog ugla sijeqe pravu RS pod pravim uglom.

3. Rijexiti u skupu prostih brojeva jednaqinu

p2 − qr = 36100.

4. Dokazati da se pravougaona tabla mo�e pokriti figurama oblika kao na slici

2.2, tako da nijedan pravougaonik dimenzije 3 × 2 unutar te table nije pokriven sa

dvije ovakve figure, ako i samo ako je ta tabla dimenzije

6m× 2n (m,n ∈ N, n > 1).



TRE�I RAZRED

1. Ako u pravouglom trouglu vrijedi

12

a
+

12

b
=

35

c
,

dokazati da je on ,,egipatski", tj. da mu je odnos stranica 3 : 4 : 5.

2. Kvadratni polinom p je takav da jednaqina p(x) = x nema realnih rjexe�a.

Dokazati da ni jednaqina p(p(x)) = x nema realnih rjexe�a.

3. Neka su tjemena oxtrouglog trougla cjelobrojne taqke u ravni. Dokazati da

�egova povrxina nije ma�a od
3

2
.

4. Dokazati da za svaki prirodan broj n ve�i od 1 postoji n uzastopnih prirodnih
brojeva me�u kojima se nalaze taqno dva prosta broja.

QETVRTI RAZRED

1. Dokazati da za svaki realan broj a jednaqina

43x3 − 19ax2 + 2a2x− 1 = 0

ima bar jedno rjexe�e u intervalu [0, 1].

2. Za niz pozitivnih brojeva a0, a1, . . . , a1998 vrijedi

a0 = 1, a1998 = 2 i a2k ≤ ak−1ak+1, k ∈ {1, 2, . . . , 1997}.

Dokazati da nijedan qlan ovog niza nije ve�i od 2 i da je a999 ≤
√
2.

3. Isti kao zadatak 3 za tre�i razred.

4. Isti kao zadatak 4 za tre�i razred.



XESTO REPUBLIQKO TAKMIQE�E IZ MATEMATIKE

uqenika sred�ih xkola Republike Srpske

Modriqa, 20.03.1999.

PRVI RAZRED

1. Ako je

x+ y + z =
1

x
+

1

y
+

1

z
= 1,

dokazati da je

x3 + y3 + z3 = 1.

2. Neka je O centar opisane kru�nice i H ortocentar trougla ABC. Ako je

^ACB = 60◦, dokazati da je prava OH simetrala jednog od uglova izme�u pravih

AH i BH.

3. Unutar jediniqnog kvadrata se nalazi 9 taqaka, od kojih su svake 3 nekolin-

earne. Dokazati da 3 od �ih obrazuju trougao povrxine ma�e od
1

8
.

4. Dokazati da jednaqina

m4 − n4 = 7(m3 + n3)

nema rjexe�a u skupu prirodnih brojeva.

DRUGI RAZRED

1. Rijexiti u skupu realnih brojeva jednaqinu

4
√
x+
√
25− x = 5.

2. Neka je O presjeqna taqka dijagonala paralelograma ABCD (^ABC > 900)
i K,L,M podno�ja normala spuxtenih iz taqke D redom na prave AB,BC i AC.
Dokazati da taqka O le�i na kru�nici opisanoj oko trougla KLM .

3. Neka su m i n prirodni brojevi ve�i od 1. Dokazati da se pravougaona tabla

m × n mo�e pokriti figurama oblika kao na slici 2.3, ako i samo ako je broj mn
dje	iv sa 8.

4. Ako za prirodne brojeve a i b vrijedi

(a− 1)2 + (b+ 1)2 = 6ab+ 1,

dokazati da su a, b, 2a− 1 i 2b+ 1 potpuni kvadrati.



TRE�I RAZRED

1. Dokazati da za x ∈
(
0,
π

2

)
vrijedi

sinx+ cosx+ tgx+ ctgx ≥ 2 +
√
2 .

2. Rijexiti u skupu cijelih brojeva sistem:

x2 = 3x+ yz,

y2 = 3y + zx,

z2 = 3z + xy.

Dokazati da za svako realno rjexe�e ovog sistema vrijedi

−4 ≤ xyz ≤ 0.

3. Ako za permutaciju (a1, a2, . . . , an) brojeva 1, 2, . . . , n vrijedi

1 + ak
ak+1

< 1 +
2

k
, k ∈ {1, 2, . . . , n− 1},

dokazati da je ona identiqna.

(Neka je S = {1, 2, . . . , n}. Permutacija (a1, a2, . . . , an) je bijekcija π : S → S,
takva da je π(i) = ai.)

4. Neka su m,n cijeli brojevi za koje je

m3 − n3 + 1999m

mn2

takod�e cio broj. Dokazati da je jedan od brojeva m, 1999m potpun kub.

QETVRTI RAZRED

1. Rijexiti u skupu prirodnih brojeva jednaqinu

x4 − y4 = 5(x3 + y3).

2. Neka je x1 ∈ R i neka je beskonaqan niz (xn) realnih brojeva definisan

rekurentnom formulom

xn+1 =
√
3− 1

xn
(n ∈ N).

Na�i x1999.

3. Isti kao zadatak 3 za tre�i razred.

4. Isti kao zadatak 4 za tre�i razred.



SEDMO REPUBLIQKO TAKMIQE�E IZ MATEMATIKE

uqenika sred�ih xkola Republike Srpske

Ba�a Luka, 01.04.2000.

PRVI RAZRED

1. Odrediti najma�i prirodan broj n takav da u decimalnom zapisu broja√
n2 + 4 prve tri cifre poslije decimalnog zareza budu nule.

2. U po	a xahovske table 8 × 8 su upisani brojevi od 1 do 64 (redom od do�eg

lijevog do gor�eg desnog ugla). Ako se na tablu postavi 8 topova tako da se me�usobno
ne napadaju, dokazati da je zbir brojeva na kojima se topovi nalaze uvijek isti.

3. Neka su r1 i r2 polupreqnici kru�nica sa centrima na hipotenuzi AB pravou-

glog trougla ABC, pri qemu prva kru�nica dodiruje katetu AC i visinu trougla

povuqenu iz tjemena C, a druga kru�nica katetu BC i istu visinu. Dokazati da je

r1 + r2 = 2r, g�e je r polupreqnik kru�nice upisane u trougao ABC.

4. Dokazati da ne postoje cijeli brojevi m i n takvi da je m3 + 3n2 + 3 potpun

kub.

DRUGI RAZRED

1. Dokazati da ne postoji prirodan broj n za koji bi jednaqina

x2 + (n+ 3)x− n = 0,

imala rjexe�e u skupu racionalnih brojeva.

2. Neka su D i E sredixta stranica BC i AC trougla ABC i T �egovo te�ixte.

Dokazati da se oko qetvorougla CDTE mo�e opisati kru�nica ako i samo ako je

a2 + b2 = 2c2.

3. U oxtrougli trougao upisana su tri kvadrata tako da dva tjemena svakog

kvadrata le�e na jednoj stranici trougla, a druga dva tjemena le�e na druge dvije

stranice. Dokazati da kvadrat qija stranica le�i na najma�oj stranici trougla

ima najve�u povrxinu.

4. Rijexiti u skupu cijelih brojeva sistem

x+ y − z = 20,

√
x−√y +

√
z = 10.



TRE�I RAZRED

1. Odrediti sve funkcije f : N ∪ {0} → N ∪ {0} takve da za sve m,n ∈ N ∪ {0}
vrijedi

f(mn) = f(m)f(n),

f(|m− n|) = |f(m)− f(n)|.

2. Neka podno�je D visine CD trougla ABC pripada stranici AB tog trougla

i neka su r, r1, r2 polupreqnici kru�nica upisanih u trouglove ABC, ACD, BCD
redom. Dokazati da je

r + r1 + r2 = CD

ako i samo ako je γ = 90o.

3. Xahovska tabla 8 × 8 je pokrivena sa 16 T{tetramino figura. Uoqimo 14
pravih koje sijeku tu tablu, paralelne su nekoj ivici table i nalaze se na cjelo-

brojnom rastoja�u od te ivice. Dokazati da bar 10 od tih pravih sijeku taqno 4
T{tetramino figure.

(T{tetramino figura je figura koja ima oblik slova T i sastav	ena je od 4
jediniqna kvadrata.)

4. Odrediti sve prirodne brojeve n za koje je 2n + n2 + 1 potpun kvadrat.

QETVRTI RAZRED

1. Niz (xn) je definisan rekurentnom formulom

1

2
< x0 < 1 i xn+1 = xn(2− xn), n ∈ N ∪ {0}.

Dokazati da za svako n ∈ N ∪ {0} vrijedi

1− 2−2
n
< xn < x2n+1 < 1.

2. Odrediti za koje pozitivne m jednaqina

x3 − 2x2 + x−m = 0

ima dva korijena koji su po modulu ma�i od 1.

3. Isti kao zadatak 3 za tre�i razred.

4. Isti kao zadatak 4 za tre�i razred.



OSMO REPUBLIQKO TAKMIQE�E IZ MATEMATIKE

uqenika sred�ih xkola Republike Srpske

Pale, 07.04.2001.

PRVI RAZRED

1. Konstruisati trougao ako su date presjeqne taqke kru�nice opisane oko tog

trougla sa produ�ecima �egovih visina.

2. Dokazati da jednaqina

2x2 − 11y2 = 2001

nema cjelobrojnih rjexe�a.

3. Dokazati da u pravouglom trouglu vrijedi

(1 +
√
2)r ≤ R.

4. Xahovska tabla 8 × 8 je pokrivena dominama. Neke od �ih su postav	ene

horizontalno, a preostale vertikalno. Dokazati da i horizontalnih i vertikalnih

domina ima paran broj.

DRUGI RAZRED

1. Dokazati da jednaqina

x3 + 10y3 = 2001

nema cjelobrojnih rjexe�a.

2. Rijexiti u skupu realnih brojeva jednaqinu

3
√
2x− 1 + 3

√
3x+ 2 = 3

√
x+ 3 + 3

√
4x− 2 .

3. Oko jednakostraniqnog trougla ABC stranice 1 je opisana kru�nica. Neka

je M sredixte luka AB, kome ne pripada taqka C, i neka je N taqka na pravoj CA
takva da je A sredixte du�i CN . Neka kru�nica opisana oko trougla CMN sijeqe

stranicu AB u taqki D. Na�i du�inu du�i AD.

4. Dokazati da se pravilni xestougao stranice 1 mo�e pokriti sa tri kruga

polupreqnika
3

4
, a da se ne mo�e pokriti sa tri kvadrata stranice 1.



TRE�I RAZRED

1. Neka su K,L,M,N redom sredixta stranica AB,BC,CD,DA konveksnog

qetvorougla ABCD. Unutar tog qetvorougla odrediti taqku P takvu da povrxine

qetvorouglova AKPN , BLPK, CMPL, DNPM budu jednake.

2. Neka je p prost broj. Rijexiti u skupu prirodnih brojeva jednaqinu

1

x
+

1

y
− 1

x+ y
=

1

p
.

3. Kvadrat stranice 10 je pokriven povezanim figurama sastav	enim od 4 je-

diniqna kvadrata (tzv. tetris figurama). Dokazati da me�u �ima ima bar xest

podudarnih.

4. Dokazati da u trouglu vrijedi

6

7
≤ 1

3 + cosα
+

1

3 + cosβ
+

1

3 + cos γ
< 1.

QETVRTI RAZRED

1. Isti kao zadatak 1 za tre�i razred.

2. Neka je p prost broj. Rijexiti u skupu prirodnih brojeva jednaqinu

1

x
+

1

y
+

1

x+ y
=

1

p
.

3. Isti kao zadatak 3 za tre�i razred.

4. Nizovi (an) i (bn) su definisani sa

a1 = 1, a2 = 2, an+1 = 3an − an−1, (n > 1),
b1 = 1, b2 = 4, bn+1 = 7bn − bn−1 − 2, (n > 1).

Dokazati da je bn = a2n za svako n ∈ N.



DEVETO REPUBLIQKO TAKMIQE�E IZ MATEMATIKE

uqenika sred�ih xkola Republike Srpske

Ba�a Luka, 27.04.2002.

PRVI RAZRED

1. Ako za realne brojeve x, y, z va�i

√
x− 1

y
=
√
y − 1

z
=
√
z − 1

x
,

dokazati da su oni me�usobno jednaki.

2. Na stranici BC jednakokrakog trougla ABC (AC = BC) data je taqka D
(D 6= C) takva da je AD2 = BD ·BC. Dokazati da je AD = AB.

3. Dokazati da ne postoji prirodan broj n takav da je broj 2n+n2 dje	iv sa 2002.

4. Neka je S = {−2,−1, 0, 1, 2} i neka je u pravouglom koordinatnom sistemu

oznaqeno, na proizvo	an naqin, 17 taqaka iz skupa S × S. Dokazati da postoje tri

oznaqene taqke A,B,C takve da je B sredixte du�i AC.

DRUGI RAZRED

1. Dokazati da za a > 0 i 0 < b < 1 vrijedi√
1 + a2 +

√
1− b2 ≤ a

b
+
b

a
.

2. Neka su D,E redom sredixta stranica AB i AC trougla ABC i M presjeqna

taqka simetrale ugla BAC sa stranicom BC. Dokazati da vrijedi:

(i) Ako je qetvorougao ADME tetivan, onda je AD ·AE =MD ·ME.

(ii) Ako je AD ·AE =MD ·ME, tada je qetvorougao ADME tetivan ili je romb.

3. Dokazati da je broj a = 0, a1a2a3 . . . iracionalan, g�e je

an =

{
1, ako je broj prostih djelite	a broja n neparan,

0, inaqe.

4. Konaqno mnogo ravni dijele prostor na nekoliko oblasti. Dokazati da se

mogu odabrati dvije oblasti koje se nalaze sa razliqitih strana svake od tih ravni.



TRE�I RAZRED

1. Jednakostraniqni trougao ABC je upisan u kru�nicu k. Na stranicama AC
i AB uzete su taqke M i N , redom, tako da je AM = 2MC i AN = NB. Poluprava
MN sijeqe kru�nicu k u taqki P . Dokazati da je

PA

PB
− PB

PA
=

1

2
.

2. Neka su x, y, z pozitivni brojevi takvi da je xyz = x + y + z + 2. Dokazati

nejednakost

5(x+ y + z) + 18 ≥ 8(
√
xy +

√
yz +

√
zx).

3. Dat je skup S = {1, 2, . . . , n}. Dokazati da je ukupan broj ure�enih trojki

(A,B,C) podskupova skupa S takvih da je

A ⊆ B ⊆ C i | B |= | A | + | C |
2

jednak

(
2n

n

)
. (Sa | X | je oznaqen broj elemenata skupa X.)

4. Za prirodan broj n oznaqimo sa ϕ(n) broj prirodnih brojeva koji nisu ve�i od
n i koji su relativno prosti sa n. Na�i sve prirodne brojeve n za koje ϕ(n) | n.

QETVRTI RAZRED

1. Neka su D,E redom sredixta stranica BC i AC trougla ABC i O,S redom

centri opisane i upisane kru�nice. Dokazati da taqke D, E, O, S pripadaju istoj

kru�nici ako i samo ako je

AC +BC = 2AB.

2. Neka su x1, x2, . . . , xn brojevi iz intervala (0, π/2) takvi da je

tgx1 + tgx2 + · · ·+ tgxn ≤ n.

Dokazati da je

sinx1 sinx2 . . . sinxn ≤ (
√
2)−n.

3. Isti kao zadatak 3 za tre�i razred.

4. Isti kao zadatak 4 za tre�i razred.



DESETO REPUBLIQKO TAKMIQE�E IZ MATEMATIKE

uqenika sred�ih xkola Republike Srpske

Srbac, 05.04.2003.

PRVI RAZRED

1. Neka su x, y, z nenegativni brojevi takvi da je x + y + z = 1. Dokazati da je

xy + yz + 2zx ≤ 1

2
.

2. Oznaqimo sa F (k) broj cifara u decimalnom zapisu prirodnog broja k, koje
su razliqite od 1. Niz (an) je definisan rekurentnom formulom

an+1 = an + F (an), n = 1, 2, . . .

pri qemu je poqetni qlan a1 proizvo	an prirodan broj.

Da li je niz (an) obavezno konstantan poqevxi od nekog qlana?

3. Data je polukru�nica sa centrom O i preqnikom AB. Neka je M proizvo	na

taqka du�i AO, a C i D taqke na toj polukru�nici takve da je ^AMD = ^BMC.
Dokazati da taqke O,C,D,M le�e na jednoj kru�nici.

4. U nekoj skupxtini je podije	eno 200 poslaniqkih mjesta izme�u 8 politiqkih

stranaka tako da nikojih 5 stranaka nema dvotre�insku ve�inu. Dokazati da postoje

dvije stranke koje imaju jednak broj poslanika.

DRUGI RAZRED

1. Neka su x, y, z nenegativni brojevi takvi da je x + y + z = 3. Dokazati da je

xy + yz + zx− xyz ≤ 9

4
.

2. Dokazati da ako u konveksnom qetvorouglu vrijede bilo koje dvije od s	ede�ih

tvrd�i, tada vrijedi i tre�a tvrd�a:

(i) qetvorougao je tangentni;

(ii) dijagonale qetvorougla su normalne;

(iii) jedna od dijagonala qetvorougla polovi drugu dijagonalu.

3. Prirodan broj k nazivamo dobrim ako postoji beskonaqno mnogo ure�enih

parova (a, b) prirodnih brojeva takvih da trinom kx2+ax+b ima cjelobrojne korijene
i da postoji prirodan broj n takav da su a i b redom suma i proizvod cifara broja

n. Dokazati da postoji beskonaqno mnogo dobrih prirodnih brojeva.

4. U fudbalskom prvenstvu neke dr�ave uqestvuje 18 ekipa. Nakon 6 odigranih

kola sve ekipe su imale razliqit broj osvojenih bodova. Odrediti koliko je bilo

nerijexenih utakmica.

(U svakom kolu se odigra 9 utakmica. Svaka ekipa za pobjedu dobija 3 boda, za

nerijexen rezultat 1 bod, a za poraz 0 bodova.)



TRE�I RAZRED

1. Neka su a i b realni brojevi. Dokazati da jednaqina

x4 + ax3 + 3x2 + bx+ 1 = 0

ima 4 razliqita korijena modula 1 ako i samo ako je a = b i 2 < |a| < 5

2
.

2. Dat je trapez ABCD sa osnovicama AB = 2 i CD = 1, krakom BC =
√
3 i

uglom ^ABC = 70◦. Neka je E taqka unutar tog trapeza takva da je ^ECB = 10◦ i
^EBC = 20◦. Dokazati da je trougao AED jednakostraniqan.

3. Prirodan broj n > 1 je totalno praktiqan ako se svaki prirodan broj koji

je ma�i od n mo�e na jedinstven naqin predstaviti u obliku zbira razliqitih

djelilaca broja n. Dokazati da je svaki totalno praktiqan broj stepen broja 2.

4. U unutrax�osti konveksnog n{ugla A1A2 . . . An data je taqka M , koja se ne

nalazi ni na jednoj �egovoj dijagonali. Za i = 1, 2, . . . , n konstruisane su poluprave

AiM . Svaka od tih polupravih sijeqe neku stranicu mnogougla u �enoj unutrax�oj

taqki. Uoqene su sve presjeqne taqke polupravih AiM sa stranicama mnogougla.

Neka je ei (i = 1, 2, . . . , n) broj uoqenih taqaka na stranici AiAi+1 (An+1 ≡ A1).

Dokazati da je broj 1 · e1 + 2 · e2 + . . .+ n · en dje	iv sa n.

QETVRTI RAZRED

1. Neka su a i x1 realni brojevi i

xn+1 =

√
n

n+ 1
· xn +

a

2n+ 1
(n ∈ N) .

Dokazati da je niz (xn) konvergentan i odrediti �egovu graniqnu vrijednost.

2. Na svakoj od strana tetraedra uoqena je po jedna taqka, tako da je svaka od

6 pravih koje odre�uju 2 od 4 uoqene taqke paralelna sa nekom od ivica tetraedra.

Dokazati da su uoqene taqke te�ixta strana tetraedra.

3. Isti kao zadatak 3 za tre�i razred.

4. Isti kao zadatak 4 za tre�i razred.



11. REPUBLIQKO TAKMIQE�E IZ MATEMATIKE

uqenika sred�ih xkola Republike Srpske

Tesli�, 24.04.2004.

PRVI RAZRED

1. Dokazati da se kub svakog prirodnog broja ve�eg od 1 mo�e predstaviti u

obliku razlike kvadrata dvaju prirodnih brojeva.

2. Neka je T te�ixte i S centar upisane kru�nice trougla ABC. Dokazati da

su s	ede�a tvr�e�a ekvivalentna:

(i) prava TS je paralelna nekoj stranici trougla ABC;

(ii) jedna od stranica trougla ABC je jednaka poluzbiru dvije preostale stranice.

3. Uglovi na osnovici AB jednakokrakog trougla ABC su po 80◦. Prava koja

prolazi kroz tjeme B i centar kru�nice opisane oko tog trougla sijeqe stranicu

AC u taqki D. Dokazati da je AB = CD.

4. Skup S = {1, 2, . . . , n} je najprije razbijen na m nepraznih podskupova, a

zatim na m2 nepraznih podskupova. Dokazati da su nekih m elemenata skupa S u

prvom razbija�u bili svi u jednom skupu, a u drugom razbija�u svi u razliqitim

skupovima.

DRUGI RAZRED

1. Rijexiti u skupu realnih brojeva jednaqinu

3
√
x− 1 + 3

√
3x− 1 = 3

√
x+ 1 .

2. Dat je jednakokraki trougao ABC sa osnovicom AB i uglom kod tjemena C
ma�im od 60◦. Neka su O, S redom centri opisane i upisane kru�nice trougla ABC
i D presjeqna taqka kru�nice opisane oko trougla AOS sa stranicom AC. Dokazati
da je SD ‖ BC i

AS ⊥ OD.

3. Odrediti sve parove (a, b) prirodnih brojeva takve da su svi korijeni jed-

naqina

x2 − ax+ a+ b− 3 = 0,

x2 − bx+ a+ b− 3 = 0,

tako�e prirodni brojevi.

4. Xahovska tabla 8 × 8 je na proizvo	an naqin pokrivena dominama 2 × 1.
Dokazati da kra	 mo�e obi�i tablu tako da na svakom po	u bude taqno jedanput i

tako da ide dominu po dominu (tj. kad prvi put stane na po	e neke domine, kra	

odmah prelazi na drugo po	e te domine).



TRE�I RAZRED

1. (a) Niz (an) realnih brojeva je definisan sa

a1 = 1 , a2 = p , an+1 = 3an − an−1 (n > 1).

Dokazati da je za n > 1 polinom xn − anx+ an−1 dje	iv sa x
2 − px+ 1.

(b) Koriste�i rezultat pod (a) rijexiti jednaqinu x4 − 56x+ 15 = 0.

2. Dokazati da za pozitivne brojeve x, y, z takve da je x+ y + z = 1 va�i√
3xyz

(
1

x
+

1

y
+

1

z
+

1

1− x
+

1

1− y
+

1

1− z

)
≥ 4 +

4xyz

(1− x)(1− y)(1− z)
.

3. Xahovska tabla 8 × 8 je na proizvo	an naqin razbijena na domine 2 × 1.
Dokazati da je mogu�e upisati po jedan prirodan broj u svako po	e table, tako da

u svim dominama bude jednak zbir i tako da brojevi upisani u susjedna po	a (sa

zajedniqkom ivicom) budu uzajamno prosti ako i samo ako pripadaju jednoj domini.

4. Konveksan mnogougao A1A2 . . . An je dijagonalama koje se ne sijeku razbijen

na nekoliko trouglova, tako da iz svakog tjemena tog n{tougla polazi paran broj

dijagonala (mogu�e i nijedna), osim iz tjemena Ai1 , Ai2 , . . . , Aik , gdje je 1 ≤ i1 <
· · · < ik ≤ n. Dokazati da je tada k parno i

n ≡ i1 − i2 + · · ·+ ik−1 − ik (mod 3), za k > 0,
n ≡ 0 (mod 3), za k = 0.

(Ovakvo razbija�e na trouglove naziva se triangulacija mnogougla.)

QETVRTI RAZRED

1. Isti kao zadatak 1 za tre�i razred.

2. Dokazati da za 0 < x < π/2 va�i nejednakost sinx >
4x

x2 + 4
.

3. Dat je niz (an) realnih brojeva sa konaqnim skupom vrijednosti. Ako za svako

k > 1 podniz (akn) periodiqan, da li je tada i niz (an) obavezno periodiqan?

4. Isti kao zadatak 4 za tre�i razred.



12. REPUBLIQKO TAKMIQE�E IZ MATEMATIKE

uqenika sred�ih xkola Republike Srpske

Bije	ina, 23.04.2005.

PRVI RAZRED

1. Neka je u pravouglom trouglu ABC taqka D podno�je visine iz tjemena C
pravog ugla i O1, O2 centri kru�nica upisanih u trouglove ACD i BCD redom.

Neka kru�nica sa centrom C i polupreqnikom CD sijeqe katete AC i BC redom u

taqkama M i N .

(a) Dokazati da su taqke O1, O2, M , N kolinearne.

(b) Dokazati da je MN > 2O1O2.

2. Odrediti me�usobno razliqite cifre a, b, c, d (a 6= 0, b 6= 0) tako da va�i

abc · bac = adabc.

3. Neka su x, y, z pozitivni brojevi takvi da je x+ y + z = 1. Dokazati da je

√
xy(1− z) +

√
yz(1− x) +

√
zx(1− y) ≤

√
2

3
.

4. Neka su m, n prirodni brojevi ve�i od 2. U po	a pravougaone table m × n
je upisan po jedan broj, tako da za svako po	e vrijedi: zbir brojeva u tom po	u i

�emu susjednim po	ima jednak je nuli. Dokazati da na toj tabli postoje dva jednaka

broja.

(Dva po	a su susjedna ako imaju bar jedno zajedniqko tjeme.)

DRUGI RAZRED

1. Dat je konveksan mnogougao A1A2 . . . An. Neka je Bi presjeqna taqka dijago-

nala AiAi+2 i Ai+1Ai+3 za i = 1, 2, . . . , n. Poznato je da su simetrale unutraq�ih

uglova mnogougla A1A2 . . . An istovremeno simetrale stranica mnogougla B1B2 . . . Bn

(simetrala ugla ^AiAi+1Ai+2 je simetrala stranice Bi−1Bi).

(a) Dokazati da je mnogougao A1A2 . . . An tangentan, a mnogougao B1B2 . . . Bn teti-

van.

(b) Ako je n = 2005, dokazati da je mnogougao A1A2 . . . A2005 pravilan.

2. Ako sred�i po veliqini me�u pozitivnim brojevima a, b, c nije ve�i od ge-

ometrijske sredine ostala dva broja, dokazati da je

abc(a3 + b3 + c3) ≥ a3b3 + b3c3 + c3a3.



3. Na�i sve slo�ene brojeve n za koje va�i: ako su 1 = d1 < d2 < · · · < dk <
dk+1 = n svi djelioci broja n, tada su d1+d2, d1+d2+d3, . . . , d1+d2+ · · ·+dk tako�e
djelioci broja n.

4. Svako po	e kvadratne tablice 30×30 obojeno je crnom ili bijelom bojom, pri

qemu ima 450 bijelih i 450 crnih po	a. U potezu je dozvo	eno razrezati tablicu na

pravougaonike 3× 1, pa od tih pravougaonika sastaviti novu tablicu 30× 30. Da li
je uvijek mogu�e poslije nekoliko takvih poteza dobiti tablicu u kojoj su sva bijela

po	a na gor�oj polovini, a sva crna po	a na do�oj polovini?

TRE�I RAZRED

1. Neka je u trouglu ABC (AB 6= AC) simetrala ugla ^BAC tako�e simetrala

ugla izme�u visine AD i te�ixnice AE. Odrediti ugao ^BAC.

2. Dokazati da u oxtrouglom trouglu va�i

√
sinα sinβ cos γ +

√
sinβ sin γ cosα+

√
sin γ sinα cosβ ≤ 3

√
6

4
.

3. Na�i sve slo�ene brojeve n za koje va�i: ako su 1 = d1 < d2 < · · · < dk <
dk+1 = n svi djelioci broja n, tada su d1 + d2 i d1 + d2 + · · · + dk tako�e djelioci

broja n.

4. Dokazati da za svako n postoji graf qiji su svi ciklusi du�ine bar 2n+ 3 i
qiji se qvorovi mogu oznaqiti brojevima od 1 do 2n+1, tako da se brojevi kojima su
oznaqena bilo koja dva susjedna qvora razlikuju za 1 po modulu 2n+ 1.

QETVRTI RAZRED

1. Nad visinom BD trougla ABC, kao nad preqnikom, konstruisana je kru�nica
koja sijeqe stranice AB i BC u taqkama K i L. Tangente ove kru�nice u taqkama

K i L se sijeku u taqki M . Dokazati da prava BM polovi du� AC.

2. Isti kao zadatak 2 za tre�i razred.

3. Isti kao zadatak 3 za tre�i razred.

4. U zatvor je dovedeno 100 zarob	enika. Nadzornik im je rekao: ,,Da�u vam jedno

veqe da porazgovarate me�usobno, zatim �u vas rasporediti po odvojenim �elijama

pa vixe ne�ete mo�i komunicirati. Ponekad �u nekog od vas dovoditi u prostoriju

u kojoj se nalazi lampa (na poqetku je lampa isk	uqena). Odlaze�i iz sobe vi

mo�ete ostaviti lampu uk	uqenu ili isk	uqenu, kako ho�ete.

Ako mi u nekom trenutku neko od vas ka�e da ste svi vi ve� bili u sobi i ako bude

u pravu, onda �u vas nastaviti dovoditi u sobu sve dok mi jox neko drugi ne ka�e

da ste svi ve� bili u sobi. Ako i on bude u pravu, sve �u vas pustiti na slobodu.

Ako bilo ko pogrijexi, sve �u vas baciti krokodilima. I nemojte se brinuti da �u

nekog zaboraviti { ako budete �utali, svi �ete biti u sobi sa lampom i nikome

nijedna posjeta sobe ne�e biti pos	ed�a."

Mogu li zarob	enici smisliti strategiju koja im garantuje izbav	e�e?



13. REPUBLIQKO TAKMIQE�E IZ MATEMATIKE

uqenika sred�ih xkola Republike Srpske

Bije	ina, 29.04.2006.

PRVI RAZRED

1. Prirodni brojevi a, b i c su takvi da su a + c i b + c kvadrati uzastopnih

prirodnih brojeva. Dokazati da su ab+ c i ab+ a+ b+ c tako�e kvadrati uzastopnih
prirodnih brojeva.

2. U trouglu ABC su uglovi u tjemenima A, B, C redom 70◦, 60◦ i 50◦. Neka su
D i E taqke na stranicama BC i AC takve da je ^CAD = ^CBE = 20◦. Neka je F
presjeqna taqka pravih AD i BE i G podno�je normale iz E na BC. Dokazati da

je FG ‖ AC.

3. Konstruisati trougao ako su mu dati polo�ajem te�i�te i podno�ja visine

i simetrale ugla iz tjemena A.

4. Na tabli je zapisano 5 prirodnih brojeva. U jednom koraku se biraju neka dva

zapisana broja a i b, takva da je a < b i a ne dijeli b. Oni se brixu i umjesto �ih

se na tablu zapisuju brojevi NZD(a, b) i NZS(a, b). Koliko je maksimalno ovakvih

koraka mogu�e napraviti? Navesti primjer petorke za koju se taj maksimalan broj

mo�e ostvariti.

DRUGI RAZRED

1. Neka su nad stranicama trougla ABC, povrxine P , izvana konstruisani

kvadrati ACC2A1, BAA2B2 i CBB1C1. Dokazati da se od du�i A1A2, B1B2, C1C2

mo�e konstruisati trougao i izraqunati mu povrxinu.

2. Ako je povrxina trougla sa cjelobrojnim du�inama stranica racionalan broj,

dokazati da je �egov obim paran broj.

3. Rijexiti u skupu realnih brojeva jednaqinu√
x− x2 −

√
3x− x2 +

√
1− 4x+ 2x2 = 1.

4. Data je tablica 2 × n, g�e je n paran prirodan broj. Petar na proizvo	an

naqin upisuje u po	a te tablice brojeve 1, 2, . . . , 2n (svaki broj po jedanput i u

svako po	e po jedan broj). Zatim Pavle tako�e na proizvo	an naqin razbija datu

tablicu na domine 2 × 1 (me�u kojima mo�e biti i horizontalnih i vertikalnih).

Raquna se proizvod brojeva zapisanih u po	ima svake domine, pa se ti proizvodi

saberu i dobija se broj s. Dokazati da Petar uvijek mo�e posti�i da bude

s ≤ n(4n2 + 6n+ 5)

6
.



TRE�I RAZRED

1. U pravouglom koordinatnom sistemu u ravni dat je cjelobrojan trougao qija je

povrxina 1/2. Dokazati da centar �egove opisane kru�nice nije cjelobrojna taqka.
(Cjelobrojna taqka je taqka qije su obje koordinate cijeli brojevi. Cjelobrojan

trougao je trougao qija su sva tri tjemena cjelobrojne taqke.)

2. Neka su r1, r2, r3 i r4 polupreqnici qetiri kruga koji dodiruju krake CA
i CB trougla ABC, tako da prva dva jox dodiruju stranu AB iznutra i izvana, a

tre�i i qetvrti jox opisani krug trougla ABC iznutra i izvana, redom. Dokazati

da je
r1
r2

=
r3
r4
.

3. Ako za prirodne brojeve a, b, c, d va�i

2(ac+ bd) ≤ a2 + b2 ≤ c2 + d2,

dokazati da je

|ad− bc| ≥ 15.

4. Na tabli je zapisano n prirodnih brojeva. U jednom koraku se biraju neka dva

zapisana broja a i b, takva da je a < b i a ne dijeli b. Oni se brixu i umjesto �ih

se na tablu zapisuju brojevi NZD(a, b) i NZS(a, b). Koliko je maksimalno ovakvih

koraka mogu�e napraviti? Navesti primjer n{torke za koju se taj maksimalan broj

mo�e ostvariti.

QETVRTI RAZRED

1. Dokazati nejednakost

1√
12 + 1

+
2√

22 + 1
+ · · ·+ n√

n2 + 1
> n− 1.

2. Isti kao zadatak 2 za tre�i razred.

3. Isti kao zadatak 3 za tre�i razred.

4. Dat je konveksan petougao A1A2A3A4A5. Neka su M1, M2, M3, M4, M5 redom

sredixta stranica A1A2, A2A3, A3A4, A4A5, A5A1. Ako je

A1M3

A3A4
=
A2M4

A4A5
=
A3M5

A5A1
=
A4M1

A1A2
=
A5M2

A2A3
=

1

2
tg
2π

5
,

dokazati da je petougao pravilan.



14. REPUBLIQKO TAKMIQE�E IZ MATEMATIKE

uqenika sred�ih xkola Republike Srpske

Zvornik, 21.04.2007.

PRVI RAZRED

1. Odrediti sve proste brojeve p za koje se razlomak
p

14
mo�e predstaviti u

obliku zbira reciproqnih vrijednosti dva prirodna broja.

2. Odrediti sve prirodne brojeve n za koje se sve stranice i dijagonale kon-

veksnog n−ugla mogu obojiti sa dvije boje tako da iz svakog �egovog tjemena izlazi

jednak broj du�i obje te boje.

3. Na stranicama AD i BC konveksnog qetvorougla ABCD date su taqke M i

N . Prava MN sijeqe dijagonale AC i BD redom u taqkama P i Q (P 6= Q). Ako

se opisane kru�nice trouglova AMP , BNQ, CNP , DMQ sijeku u jednoj taqki,

dokazati da je AM :MD = CN : NB .

4. Ako za realne brojeve x, y, z va�i x2 + y2 + z2 + 2xyz = 1, dokazati da je

x2 + y2 + z2 ≥ 3

4
.

DRUGI RAZRED

1. Dokazati da postoji beskonaqno mnogo trojki uzastopnih prirodnih brojeva

od kojih se svaki mo�e predstaviti u obliku zbira kvadrata dva cijela broja.

2. U ravni je dat konveksan petougao qiji su svi uglovi tupi. Dokazati da se mogu

na�i dvije �egove dijagonale, takve da dva kruga konstruisana nad tim dijagonalama

kao preqnicima pokrivaju qitav petougao.

3. Na stranicama AB i AC trougla ABC date su proizvo	ne taqke B ′ i C ′.
Opisani krugovi trouglova ABC i AB ′C ′ sijeku se u taqkama A i P . Podno�ja

normala iz taqke P na prave AB i AC su taqke M i N . Dokazati da je MN ‖ HH ′,
pri qemu su H i H ′ ortocentri trouglova ABC i AB ′C ′.

4. Na poqetku su na tabli napisani polinomi P1(x) = x2 + x − 2, P2(x) = x3 −
x2 − x+ 2 i P3(x) = x4 + x3 − x2 − x− 2. Svake minute se brixu neka dva polinoma
P (x) i Q(x) i umjesto �ih na tablu se zapisuju polinomi P (Q(x)) i Q(P (x)). Da li
je mogu�e da se poslije izvjesnog vremena na tabli na�e polinom u kome se pojav	uju

samo parni stepeni od x?



TRE�I RAZRED

1. Rijexiti sistem

x2 − yz = 3,

y2 − zx = 4,

z2 − xy = 5.

2. Konveksan n−ugao (n > 5) je dijagonalama koje se ne sijeku razbijen na trou-

glove. Dokazati da postoji dijagonala koja od tog n−ugla odsijeca qetvorougao ili
petougao.

3. Na�i sve parove (p, q) prostih brojeva takve da pq | p2 − q2 + 1 .

4. Dijagonale konveksnog qetvorougla ABCD sijeku se u taqki S. Ako je ∠SAB =
15◦, ∠SBC = 45◦, ∠SCD = 45◦, ∠SDA = 75◦, dokazati da je qetvorougao ABCD ili

tetivni ili tangentni.

QETVRTI RAZRED

1. Dijagonale AC i BD tetivnog qetvorougla ABCD sijeku se u taqki S pod

pravim uglom. Dokazati da normala iz taqke S na pravu BC polovi stranicu AD.

2. Isti kao zadatak 2 za tre�i razred.

3. Isti kao zadatak 3 za tre�i razred.

4. Dokazati da za svaki paran prirodan broj k postoji prirodan broj n takav da

ostatak pri dije	e�u polinoma (x+1)n− 1 sa polinomom xk + xk−1 + · · ·+ x+1 ima
sve koeficijente parne.



15. REPUBLIQKO TAKMIQE�E IZ MATEMATIKE

uqenika sred�ih xkola Republike Srpske

Bije	ina, 12.04.2008.

PRVI RAZRED

1. Neka je D taqka na stranici AB jednakostraniqnog trougla ABC i E, F redom

taqke na stranicama BC i AC takve da je DE ‖ AC i DE ‖ BC. Neka je P presjeqna

taqka pravih AE i BF . Dokazati da je

(a) AE = BF = CD,

(b) Qetvorouglovi ADPF , BEPD i CFPE su tetivni.

2. Na�i sve trojke (p, q, r) prostih brojeva za koje va�i

p2 + q2 = r3 + 2.

3. Dokazati da za nenegativne brojeve x i y va�i

(x+ y)2(x2 + 27y2) ≥ 64x2y2.

4. U po	a xahovske table 8× 8 upisani su brojevi iz skupa {1, 2, . . . , 16} tako da
je svaki broj upisan u taqno qetiri po	a. Dokazati da postoje dva susjedna po	a u

koja su upisani brojevi qija razlika nije ma�a od 3.
(Dva po	a su susjedna ako imaju zajedniqku taqku.)

DRUGI RAZRED

1. Na�i sve prirodne brojeve k za koje se skup {1, 2, 3, . . . , 100} mo�e podijeliti na
k disjunktnih podskupova, tako da su sume elemenata u svim podskupovima jednake.

2. Dat je qetvorougao ABCD koji je tetivan i tangentan. Upisani krug dodiruje

stranice AB, BC, CD, DA redom u taqkama K, L, M , N . Dokazati da su sredixta

stranica qetvorougla KLMN tjemena tetivnog qetvorougla.

3. Dokazati da za pozitivne brojeve a, b i prirodan broj n > 1 va�i

(an + bn)2 ≥ 2(ab)n−1(a2 + b2)

.

4. Dokazati da se u svaki trougao povrxine 1 mo�e smjestiti jednakokraki

trougao povrxine

√
5− 1

2
.



TRE�I RAZRED

1. Neka je D taqka na stranici AB jednakostraniqnog trougla ABC i E, F redom

taqke na stranicama BC i AC takve da je DE ‖ AC i DE ‖ BC. Neka je P presjeqna

taqka pravih AE i BF . Dokazati da je

PC ≥ PE + PF ≥ 2PD.

2. Dva igraqa naizmjeniqno upisuju proizvo	ne prirodne brojeve u slobodna

po	a tablice 8 × 8. Kad se tablica popuni raqunaju se sume brojeva po vrstama i

kolonama. Broj poena prvog igraqa je broj kolona sa parnom sumom, a broj poena

drugog igraqa je broj vrsta sa parnom sumom.

(a) Dokazati da drugi igraq uvijek mo�e igrati tako da osvoji ve�i broj poena.

(b) Koliku najve�u razliku poena mo�e garantovati drugi igraq?

3. Rijexiti u skupu realnih brojeva sistem

x+ y2 = z3,

y + z2 = x3,

z + x2 = y3.

4. Ako su m, n p prirodni brojevi takvi da je

m

n− p
+

n

p−m
+

p

n−m
= 2008,

dokazati da se bar jedan od razlomaka
m

n− p
,

n

p−m
,

p

n−m
mo�e skratiti.

QETVRTI RAZRED

1. Neka je D taqka na stranici AB jednakostraniqnog trougla ABC i E, F redom

taqke na stranicama BC i AC takve da je DE ‖ AC i DE ‖ BC. Neka je P presjeqna

taqka pravih AE i BF . Dokazati da je

PA+ PB + PC ≥ 2(PD + PE + PF ).

2. Isti kao zadatak 2 za tre�i razred.

3. Isti kao zadatak 3 za tre�i razred.

4. Neka je n prirodan broj. Dokazati da se skup {1, 2, 3, . . . , 2n+1} mo�e podijeliti
na dva disjunktna podskupa tako da su sume k−tih stepena elemenata oba podskupa

jednake, za k = 0, 1, . . . , n.



16. REPUBLIQKO TAKMIQE�E IZ MATEMATIKE

uqenika sred�ih xkola Republike Srpske

Ba�a Luka, 11.04.2009.

PRVI RAZRED

1. Neka su a, b, c pozitivni brojevi. Dokazati da iz a2 + b2 = c2 slijedi

a2 + (c− b)2

b2 + (c− a)2
=
c− b
c− a

.

Da li va�i obrnuto tvr�e�e?

2. Na�i sve parove (p, q) prostih brojeva takve da su brojevi

pq + p+ q, pq + p− q, pq − p+ q, pq − p− q

tako�e prosti.

3. Dokazati da u konveksnom n−uglu A1A2 . . . An postoji i ∈ {1, 2, . . . , n} takvo da
je AiAi+3 < 3Ai+1Ai+2, pri qemu je An+1 ≡ A1, An+2 ≡ A2, An+3 ≡ A3.

4. Jednakostraniqan trougao je razbijen na konaqno mnogo qetvorouglova. Dokazati

da me�u tjemenima tih qetvorouglova obavezno postoje tri kolinearne taqke.

DRUGI RAZRED

1. (a) Odrediti najma�i broj a i najve�i broj b tako da za svaki prirodan broj n
va�i √

2n− 1

2n+ a
<

2n

2n+ 1
<

√
2n

2n+ b
.

(b) Dokazati da je
7

41
<

50

51
· 52
53
· 54
55
· · · · · 1680

1681
<

5

29
.

2. Odrediti najve�i trocifren prost broj p za koji jednaqina

(1 + x2 + xy)2 + y2 = p

ima bar jedno cjelobrojno rjexe�e.

3. Neka kru�nica upisana u trougao ABC dodiruje stranice BC, CA, AB redom

u taqkama K, L, M i neka je P taqka na toj kru�nici takva da je MP �en

preqnik. Dokazati da je ∠APB = 90◦ ako i samo ako je AB = 3CK.



4. Ma�e od
n

m
tjemena datog pravilnog n−ugla obojeno je crvenom bojom, dok su

ostala tjemena plava. Neka je M proizvo	an m−ugao qija su tjemena neka od

tjemena datog n−ugla. Dokazati da postoji m−ugao qija su sva tjemena plava

i koji je podudaran sa M .

TRE�I RAZRED

1. Dokazati da je
cos 13◦ sin 43◦ cos 73◦

sin(13◦ + 43◦ + 73◦)
=

1

4
.

2. U ravni je dat trougao sa cjelobrojnim koordinatama tjemena. Koje od s	ede�ih

taqaka u tom trouglu

(a) te�ixte;

(b) ortocentar;

(c) centar opisane kru�nice;

(d) centar upisane kru�nice,

obavezno moraju imati racionalne koordinate?

3. Vix�iqica i Trex�iqica igraju s	ede�u igru. Na poqetku Vix�iqica

razbija dati jednakostraniqni trougao na konaqno mnogo qetvorouglova. Zatim,

Trex�iqica i Vix�iqica naizmjeniqno boje tjemena qetvorouglova jednom od

qetiri boje, pri qemu prvi potez ima Trex�iqica. Igra je zavrxena kada su

obojena sva tjemena. Pobjednik je Vix�iqica ako postoji qetvorougao qija su

sva tjemena obojena razliqitim bojama. Inaqe, pobjednik je Trex�iqica. Koja

od igraqica ima pobjedniqku strategiju?

4. Dokazati da ne postoje prirodni brojevi x i y takvi da su x2 + y2 i x2 + 4y2

potpuni kvadrati.

QETVRTI RAZRED

1. Ako su proizvodi kosinusa naspramnih uglova qetvorougla jednaki, dokazati

da je taj qetvorougao trapez.

2. Koliko se najvixe brojeva mo�e izabrati iz skupa {1, 2, 3, . . . , 1000} tako da ne
postoje dva me�u �ima, qiji zbir je dje	iv �ihovom razlikom?

3. Isti kao zadatak 3 za tre�i razred.

4. Isti kao zadatak 4 za tre�i razred.



RJEXEǋA

PRVI RAZRED

1. Ako je a2 + b2 = c2, tada je

a2 + (c − b)2

b2 + (c − a)2
=

c2 − b2 + (c − b)2

c2 − a2 + (c − a)2
=

(c − b)(c − b + c + b)
(c − a)(c − a + c + a)

=
c − b

c − a
.

Obrnuto ne va�i. Jedan kontraprimjer je a = b = 1, c = 2.

2. Razlikujemo dva sluqaja.

1◦ Ni p ni q nije djeǉivo sa 3. Ako je par ostataka koje p i
q daju pri dijeǉeǌu sa 3 jednak (1, 1), (2, 1), (1, 2) ili (2, 2),
onda je pq + p + q, pq + p− q, pq− p + q ili pq− p− q djeǉivo sa
3, redom. Kako su posǉedǌa qetiri broja prosta, to je jedan
od ǌih jednak 3. Iz pq ≥ 2q slijedi pq + p − q ≥ p + q > 3,
te jedino pq − p − q mo�e biti jednako 3, xto znaqi da je
(p − 1)(q − 1) = 4, te je p = 2, q = 5 ili p = 5, q = 2, jer smo
pretpostavili da ni p ni q nisu djeǉivi sa 3.

2◦ Jedan od brojeva p i q je djeǉiv sa 3. Mo�emo pretpostaviti
da je q = 3. Sada imamo da su brojevi 2p−3, 2p+3, 4p−3, 4p+3
prosti. Posmatrajmo ostatak koji p daje pri dijeǉeǌu sa 5.
Ako je on jednak 1, 2, 3 ili 4, onda je 2p + 3, 4p − 3, 4p + 3
ili 2p − 3 djeǉivo sa 5, tj. jednako 5. To nam daje da je

p = 1, p = 2, p =
1
2
, p = 4. Neposrednom provjerom dobijamo

da p = 2 nije rjexeǌe. Ostala je jox mogu�nost da je p = 5,
koja nam daje jox jedno rjexeǌe.

Dakle, tra�eni parovi su (2, 5), (5, 2), (3, 5), (5, 3).

3. Neka je AiAi+1 = ai, Ai−iAi+2 = di. Pretpostavimo suprotno, da je
di ≥ 3ai, za svako i = 1, n. Slijedi da je d1+d2+. . .+dn ≥ 3(a1+a2+
. . .+an). S druge strane, sabiraǌem nejednakosti a1 +a2 +a3 > d2,
a3 +a3+a4 > d3, . . . , an−1 +an +a1 > dn, an +a1+a2 > d1 dobijamo da
je 3(a1+a2+. . .+an) > d1+d2+. . .+dn, xto nam daje kontradikciju.

4. Pretpostavimo suprotno, tj. da ne postoje tri kolinearne taqke.
Tada je svaka unutraxǌa du� (du� qiji bar jedan kraj nije na
konturi trougla) stranica za taqno 2 qetvorougla, dok je svaka
od stranica jednakostraniqnog trougla stranica za taqno jedan
qetvorougao. Ako je k broj unutraxǌih du�i i n broj qetvorou-
glova, dobijamo da je 2k + 3 = 4n, xto nam daje kontradikciju.



DRUGI RAZRED

1. Lijeva nejednakost se nakon kvadriraǌa, mno�eǌa sa (2n+a)(2n+
1)2 i sre�ivaǌa svodi na ǌoj ekvivalentnu nejednakost

4(a − 1)n2 + 2n + 1 ≥ 0,

pa je a = 1 najmaǌi takav a. Analogno je desna nejednakost ekvi-
valentna sa 2(b − 2)n < 1, pa je b = 2 najve�i takav broj.

Mno�eǌem nejednakosti√
2n− 1
2n + 1

<
2n

2n + 1
<

√
n

n + 1
, n = 25, 26, . . . , 840

dobijamo (b).

2. Koristimo identitet

(x2 + 1)(s2 + 1) = (s − x)2 + (sx + 1)2.

Uzimaju�i s = x + y dobijamo da je

(x2 + 1)((x + y)2 + 1) = p,

te mora biti x = 0 ili x + y = 0. Odavde slijedi da je p oblika
n2 + 1.
Za n = 30 i n = 28 broj n2 + 1 nije prost, pa je p = 677 tra�eni
prost broj.

3. Koristi�emo standardne oznake za elemente trougla. Uslov
∠APB = 90◦ je ekvivalentan sa sliqnox�u trouglova APM i
PBM , xto je daǉe ekvivalentno sa

AM

MP
=

MP

BM
,

odnosno sa
s − a

2r
=

2r

s − b
.

Kako je

r =
P

s
=

√
(s − a)(s − b)(s − c)

s
,

posǉedǌa jednakost je ekvivalentna sa

4(s − c) = s .

S druge strane, jednakost AB = 3CK, odnosno c = 3(s − c),
oqigledno je ekvivalentna tako�e sa 4(s − c) = s .



4. Pretpostavimo suprotno, tj. da svaki m-ugao podudaran sa
M ima bar jedno crveno tjeme. Posmatrajmo mnogouglove
M1, M2, . . . , Mn, pri qemu se Mk dobija rotacijom mnogougla M za
ugao 2kπ

n za k = 1, . . . , n . Po pretpostavci svaki od tih mnogou-
glova ima bar jedno crveno tjeme. Tako�e, svako crveno tjeme je
tjeme za taqno m od mnogouglova M1, M2, . . . , Mn (jedanput prvo
tjeme, jedanput drugo, . . . , jednanput m-to). Za svaki mnogougao
Mk (za k = 1, . . . , n) izaberimo po jedno ǌegovo crveno tjeme Ak .
U nizu A1, A2, . . . , An svaka crvena taqka se pojavǉuje najvixe m
puta. Kako crvenih taqaka ima maǌe od n/m, to je kontradikcija.

TRE�I RAZRED

1. Data jednakost je ekvivalentna sa sǉede�im.

4 cos 13◦ sin 43◦ cos 73◦ = sin 129◦,
2 cos 13◦(sin(43◦ + 73◦) − sin(73◦ − 43◦)) = sin 51◦,

2 cos 13◦ sin 116◦ − cos 13◦ = cos 39◦,
sin 129◦ + sin 103◦ = cos 39◦ + cos 13◦.

Posǉedǌa jednakost oqigledno va�i.

2. Neka su A(xA, yA), B(xB , yB), C(xC , yC) tri nekolinearne cjelo-
brojne taqke. Tada su koordinate te�ixta trougla ABC

xT =
xA + xB + xC

3
∈ Q , yT =

yA + yB + yC

3
∈ Q .

Koeficijent pravca prave BC je

yC − yB

xC − xB
,

te je jednaqina visine iz tjemena A

y − yA

x − xA
= −xC − xB

yC − yB
.

Prema tome, koordinate ortocentra predstavǉaju rjexeǌe sis-
tema jednaqina

y − yA

x − xA
= −xC − xB

yC − yB
,

y − yB

x − xB
= −xC − xA

yC − yA
.



Tako je

xH =
dABdBCdCA − xAxBdAB − xBxCdBC − xCxAdCA

xAdBC + xBdCA + xCdAB
,

gdje je dij = yi − yj. Analogno se dobija i yH . Oqigledno su xH i
yH racionalni brojevi.

Poznato je da su O, T, H kolinearne taqke i da je

TH

OT
= 2,

te kako T i H imaju racionalne koordninate, lako se dobija da
i O ima racionalne koordinate.

Konkretno,

xO =
x2

AdBC + x2
BdCA + x2

CdAB − dABdBCdCA

2(xAdBC + xBdCA + xCdAB)
,

a sliqan je i izraz za yO.

Centar upisane kru�nice ne mora imati racionalne koordinate.
Primjer je trougao sa tjemenima A(1, 0), B(−1, 0), C(0, 1), jer je
ǌegov centar upisane kru�nice I(0,

√
2 − 1).

3. Vixǌiqica (Vi) ima pobjedniqku strategiju. Neka ona razbije
trougao na qetvorouglove kao na slici (iz praktiqnih ra-
zloga, na slici nije prikazano qitavo razbijaǌe, ali jasno je
da se zapoqeto razbijaǌe mo�e nastaviti: ostatak trougla je
nekonveksan mnogougao, pa se on mo�e razbiti na trouglove, a
svaki trougao se jednostavno razbija npr. na tri qetvorougla) .
Poslije prvog poteza Trexǌiqice (Tr) bar jedan od skupova X1

i X2 ostaje netaknut (u smislu da nijedno tjeme iz tog skupa
nije obojeno) . Ne umaǌuju�i opxtost, neka je to skup X1. Tada
Vi u svom prvom potezu boji taqku B1 bojom 1. Poslije drugog
poteza Tr bar jedan od skupova Y1, Z1 ostaje netaknut, npr. skup
Y1. Sada Vi u drugom potezu boji taqku A1 bojom 2. Poslije
tre�eg poteza Tr bar jedan od skupova U1, V1 je ostao netaknut,
npr. U1 . U svom tre�em potezu Vi boji taqku N bojom 3. Ve�
u sǉede�em potezu Vi posti�e da bar jedan qetvorougao bude
onakav kakav �eli, tako xto oboji bojom 4 onu od taqaka M ili
P koja prethodno nije obojena.

4. Pretpostavimo da postoje takvi brojevi x i y. Odaberimo par
(x, y) kod koga je x + y minimalno. Lako se vidi da su tada x i y
uzajamno prosti i da je x neparan. Na osnovu poznatog tvr�eǌa
dobijamo da postoje prirodni brojevi m, n, p, q takvi da je (m, n) =
1, (p, q) = 1 i

x = m2 − n2 = p2 − q2 ,



A1

P
N

M

Y1 X1

B1

V1

U1

C1

Z1

C2

Y2

B2

A2

X2

Z2

y = 2mn = pq .

Taqno jedan od brojeva p i q je paran. Mi �emo razmotriti
sluqaj p = 2p1, dok se sluqaj q = 2q1 radi na isti naqin. Sad
imamo da je

mn = p1q

i na osnovu teoreme o qetiri broja zakǉuqujemo da postoje
prirodni brojevi u, v, α, β takvi da je m = uα, n = vβ, p = vα,
q = uβ , pri qemu su u i v uzajamno prosti, kao i α i β . Tada je

u2α2 − v2β2 = 4v2α2 − u2β2 ,

odnosno
u2(α2 + β2) = v2(β2 + 4α2) .

Nije texko primijetiti da je (α2 + β2, β2 + 4α2) = 1, pa dobijamo
da je

α2 + β2 = v2 ,

β2 + 4α2 = u2 ,

pa par (α, β) tako�e zadovoǉava �eǉeni uslov. Kako je pri tom

α + β < 2uvαβ = y < x + y ,

imamo kontradikciju.



QETVRTI RAZRED

1. Dati uslov u qetvorouglu ABCD ekvivalentan je sǉede�im jed-
nakostima:

cosA cosC = cosB cosD ,

cosA cosC = cosB cos(A + B + C) ,

cos(A + C) + cos(A − C) = cos(A + 2B + C) + cos(A + C) ,

cos(A − C) − cos(A + 2B + C) = 0 ,

sin(B + C) sin(A + B) = 0 ,

odakle slijedi da je A + B = 180◦ ili B + C = 180◦, tj. ABCD je
trapez.

2. Ako za prirodne brojeve m, n, m > n va�i m − n
∣∣ m + n, onda za

neko k ∈ N vrijedi

m + n

m − n
= k, tj.

m

n
=

k + 1
k − 1

.

Ovo znaqi da razlika bilo koja dva izabrana broja mora biti
barem 3.

Ako su izabrani brojevi x1 < x2 < . . . < xn, onda je

x1 ≥ 1, x2 ≥ 4, x3 ≥ 7, . . . , x334 ≥ 1000.

Prema tome, ne mo�e se izabrati vixe od 334 broja. Mo�e taqno
toliko, na primjer: 1, 4, 7, . . . , 1000, jer je razlika bilo koja dva
od ovih brojeva djeǉiva sa 3, a zbir nije.

3. Vidi 3. zad. za Tre�i razred.

4. Vidi 4. zad. za Tre�i razred.



17. REPUBLIQKO TAKMIQE�E IZ MATEMATIKE

uqenika sred�ih xkola Republike Srpske

Pale, 27.03.2010.

PRVI RAZRED

1. Izraqunati

|| . . . |||2010− 1| − 2| − 3| − · · · − 99| − 100|.

2. Trougaoni brojevi su brojevi oblika
k(k + 1)

2
, k ∈ N. Dokazati da su za svako

n ∈ N s	ede�a tvr�e�a ekvivalentna

(i) n se mo�e napisati u obliku zbira dva trougaona broja,

(ii) 4n+ 1 se mo�e napisati u obliku zbira dva kvadrata.

3. U trouglu ABC u kome je ∠BAC = 120◦ simetrale uglova u tjemenima A, B,
C sijeku stranice BC, CA, AB redom u taqkama D, E, F . Dokazati da je

∠EDF = 90◦.

4. Odrediti sve prirodne brojeve n, n ≥ 2, za koje se brojevi 1, 2, . . . , 2n mogu

upisati u tablicu 2 × n tako da zbirovi po vrstama i kolonama zadovo	avaju

jednakosti v1 = v2 i k1 = k2 = · · · = kn.

DRUGI RAZRED

1. Da li postoje razliqiti prirodni brojevi m i n takvi da je

(a) m3 − 201m = n3 − 201n,

(b) m3 − 2010m = n3 − 2010n?

2. Dokazati da za pozitivne brojeve a, b, c koji ispu�avaju uslov a + b + c = 1
va�i nejednakost √

a+ bc+
√
b+ ca+

√
c+ ab ≤ 2.

3. Odrediti koliko ima oxtrouglih trouglova sa tjemenima u tjemenima zadatog

pravilnog (2n+ 1)−ugla.

4. Iz taqke M van kru�nice k konstruisane su tangente na tu kru�nicu, koje je

dodiruju u taqkama A i B. Neka je N taqka kru�nice k takva da je AM ‖ BN .

Neka je C druga presjeqna taqka prave MN sa kru�nicom k. Dokazati da je

CN = 2BC.



TRE�I RAZRED

1. Rijexiti jednaqinu

cos 2x =
1

2
+ cosx−

√
3 sinx.

2. Neka tangente iz taqke M dodiruju kru�nicu u taqkama A i B i neka je BC
preqnik te kru�nice. Neka je D podno�je visine iz A na BC. Dokazati da

prava MC polovi du� AD.

3. Dokazati da svaki prirodan broj ima sadr�alac u qijem se dekadnom zapisu

pojav	uje svih deset cifara.

4. Pretpostavimo da prirodan broj n ima s	ede�u osobinu:

Brojevi 1, 1, 2, 2, . . . , n, n se mogu poredati u niz tako da se za svako k =
1, 2, . . . , n izme�u dva pojav	iva�a broja k nalazi taqno k qlanova niza.

Dokazati da je n2 + n dje	ivo sa 4.

QETVRTI RAZRED

1. Naka su a, b dati pozitivni brojevi. Rijexiti u skupu realnih brojeva jednaq-
inu √

a(b+ x)−
√
b(a− x) = x

√
2.

2. Isti kao zadatak 2 za tre�i razred.

3. Odrediti najma�i prirodan broj k za koji se broj 19961996 mo�e predstaviti
u obliku sume k potpunih petih stepena a51 + a52 + . . . a5k, gdje su a1, a2, . . . , ak
prirodni brojevi.

4. Isti kao zadatak 4 za tre�i razred.



18. REPUBLIQKO TAKMIQE�E IZ MATEMATIKE

uqenika sred�ih xkola Republike Srpske

Ba�a Luka, 2.04.2011.

PRVI RAZRED

1. Postoje li prirodni brojevi m i n takvi da je

m2 +mn+ n2 +m+ n = 2011?

2. Dat je jednakokraki trougao ABC sa osnovicom BC, pri qemu je BC < AC, i
�egova opisana kru�nica k1. Kru�nica k2 iznutra dodiruje kru�nicu k1 u

taqki R te dira krake AC i AB u taqkama P i Q. Dokazati da je sredixte M
du�i PQ ujedno i centar upisane kru�nice trougla ABC.

3. Neka su a, b, c du�ine stranica trougla. Dokazati nejednakost∣∣∣∣a− ba+ b
+
b− c
b+ c

+
c− a
c+ a

∣∣∣∣ < 1

8
.

4. Na kru�nici se nalazi n plavih i n crvenih taqaka koje dijele tu kru�nicu

na 2n podudarnih lukova. Svaka crvena taqka je sredixte nekog luka kru�nice
sa plavim krajevima. Dokazati da je i svaka plava taqka sredixte nekog luka

kru�nice sa crvenim krajevima.

DRUGI RAZRED

1. Data su kru�nica k sa preqnikom AB i proizvo	na taqkaM na toj kru�nici.

Neka jeMH normala na preqnik AB i neka su C i D presjeqne taqke kru�nice

k sa kru�nicom k1 qiji je centar u taqki M i polupreqnikom MH. Dokazati

da prava CD polovi du� MH.

2. (a) Ako je x+ y = z dokazati identitet

x
√
y2 − yz + z2 + y

√
z2 − zx+ x2 = z

√
x2 + xy + y2.

(b) Dokazati da za pozitivne brojeve x, y, z va�i nejednakost

x
√
y2 − yz + z2 + y

√
z2 − zx+ x2 ≥ z

√
x2 + xy + y2.



3. Dokazati da se za svako n ∈ N0 broj 20112
n
mo�e predstaviti u obliku zbira

kvadrata tri prirodna broja.

4. Da li je mogu�e sa trinaest pravih, od kojih nijedna ne prolazi kroz centar

nekog pola, izdijeliti xahovsku tablu na dijelove tako da svaki takav dio

sadr�i centar najvixe jednog po	a?

TRE�I RAZRED

1. Ako u trouglu ABC va�i

sinα+ sinβ + sin γ

cosα+ cosβ + cos γ
=
√
3,

dokazati da je jedan od uglova tog trougla jednak 60◦.

2. Ivice OA, OB, OC tetraedra OABC obrazuju pravougli triedar. Neka su

P1, P2, P3, P redom povrxine trouglova OAB, OAC, OBC, ABC i h visina

tetraedra iz tjemena O na stranu ABC. Dokazati da je

a) P 2
1 + P 2

2 + P 2
3 = P 2,

b) h2 ≤ 2P
3
√
3
.

3. Dokazati da jednaqina x2−7xy+y2+11 = 0 ima beskonaqno mnogo cjelobrojnih

rjexe�a.

4. Skup prirodnih brojeva je podije	en na dva skupa Ai B. Dokazati da postoje

prirodni brojevi x i y ve�i od 2011 takvi da x, y i xy le�e u jednom od tih

skupova.

QETVRTI RAZRED

1. Napisani su brojevi 2, 3, . . . , 2011 i svi mogu�i �ihovi proizvodi po dva broja,
po tri broja, itd. sve do proizvoda svih 2010 brojeva. Dokazati da je zbir

reciproqnih vrijednosti svih napisanih brojeva jednak 1005.

2. Dat je trougao ABC u kome je ∠ACB = 60◦ i D, E taqke u kojima upisana

kru�nica dodiruje stranice BC i AC, redom. Dokazati da je

ab

c
≤ 2DE ≤ c.

3. Isti kao zadatak 3 za tre�i razred.

4. Isti kao zadatak 4 za tre�i razred.



19. REPUBLIQKO TAKMIQE�E IZ MATEMATIKE

uqenika sred�ih xkola Republike Srpske

Ba�a Luka, 28.04.2012.

PRVI RAZRED

1. Dokazati da za realne brojeve x i y va�i nejednakost

(x2 + y2)5 ≥ (2xy)5 + (x5 − y5)2.

2. Za koje prirodne brojeve n se razlomak
n3 − 2n2 + 3n+ 1

5n+ 2
mo�e skratiti?

3. U trouglu ABC su konstruisane simetrale AD i BE uglova ∠BAC i ∠ABC.
Ako je DE simetrala ugla ∠ADC, na�i ugao ∠BAC.

4. Dati su razliqiti pozitivni realni brojevi x1, x2, x3,. . . , x2012. Dokazati da

me�u �ima postoje dva, xi i xj , tako da vrijedi

0 <
xj − xi

(1 + xj)(1 + xi)
<

1

2011
.

DRUGI RAZRED

1. Data je kolekcija tegova sa s	ede�im svojstvima:

1◦ Postoji bar pet tegova me�usobno razliqitih masa,

2◦ Za bilo koja dva tega postoje druga dva tega sa istim zbirom masa.

Koji najma�i broj tegova mo�e biti u toj kolekciji?

2. Rijexiti jednaqinu p3 + q3 − r3 = 36r2 u prostim brojevima p, q, r.

3. Dat je 4ABC tako da je ∠BAC = 120◦. Neka simetrala ugla ∠BAC sijeqe

stranicu BC u taqki D. Dokazati da va�i

1

AD
=

1

AB
+

1

AC
.

4. Neka realni brojevi a, b i c zadovo	avaju s	ede�e uslove

a+ 2b+ 3c = 1, a ≥ −1

5
, b ≥ −1

2
, c ≥ −1.

Odrediti najve�u vrijednost izraza
√
5a+ 1 +

√
4b+ 2 +

√
3c+ 3.



TRE�I RAZRED

1. Data je jednaqina p3 + q3 − r3 = 49(p+ q − r).

a) Dokazati da ona ima beskonaqno mnogo rjexe�a u prostim brojevima p, q,
r.

b) Odrediti sve trojke (p, q, r) me�usobno razliqitih prostih brojeva koji

zadovo	avaju datu jednaqinu.

2. Dokazati da za realne brojeve x, y i prirodan broj n va�i nejednakost

(x2 + y2)n ≥ (2xy)n + (xn − yn)2.

3. Tjemena pravilnog desetougla su spojena zatvorenom izlom	enom linijom koja

ima 10 du�i. Dokazati da su me�u tim du�ima bar dvije paralelne.

4. U konveksnom qetverouglu ABCD je

∠ABD = 12◦, ∠ACD = 24◦, ∠DBC = 36◦, ∠BCA = 48◦.

Odrediti ∠ADC.

QETVRTI RAZRED

1. Odrediti sve prirodne brojeve n za koje je 8n − 3n+2 + 25 potpun kub.

2. Niz (xn) je definisan sa

x0 =
15

4
, xn+1 =

1

5

(
x2n + xn + 1

)
, n ∈ N0.

Dokazati da je on neograniqen.

3. Isti kao zadatak 3 za tre�i razred.

4. Isti kao zadatak 4 za tre�i razred.



20. REPUBLIQKO TAKMIQE�E IZ MATEMATIKE

uqenika sred�ih xkola Republike Srpske

Ba�a Luka, 06.04.2013.

PRVI RAZRED

1. Konstruisati trougao ako je zadato tjeme C, centar opisane kru�nice O i

centar upisane kru�nice S.

2. Na tabli su napisana tri pozitivna broja x, y i 1. Dozvo	eno je dopisivati na
tablu zbir ili razliku neka dva ve� napisana broja, ili napisati broj koji je

reciproqan nekom ve� napisanom broju. Da li je uvijek mogu�e dobiti na tabli

broj

a) x2,

b) xy.

3. Odrediti sve proste brojeve p za koje va�i 43 | 7p − 6p − 1.

4. Odrediti najve�i prirodan broj n za koji postoje razliqiti realni brojevi

x1, x2, . . . , xn takvi da je

x21 − x1x2 + x22 = x22 − x2x3 + x23 = · · · = x2n−1 − xn−1xn + x2n.

DRUGI RAZRED

1. Dat je jednakokraki trapez ABCD sa osnovicama AB = 5, CD = 4 i kracima

BC = AD = 4. Na kra�em luku
_
CD opisane kru�nice zadata je taqka M .

Pokazati da vrijednost
MC +MD

MA+MB
ne zavisi od polo�aja taqke M te odrediti

tu vrijednost.

2. Neka su a, b, c cijeli brojevi, razliqiti od nule, za koje va�i a + b + c = 0.
Dokazati da a4 + b4 + c4 | a7 + b7 + c7.

3. Na kru�nici su raspore�eni crveni i plavi brojevi. Svaki crveni broj je

jednak zbiru svojih susjeda, a svaki plavi broj je jednak poluzbiru susjeda.

Dokazati da je zbir svih crvenih brojeva jednak nuli.



4. Dokazati da se broj 155 ne mo�e predstaviti u obliku zbira qetvrtih stepena

petnaest razliqitih prirodnih brojeva.

TRE�I RAZRED

1. Neka je u trouglu ABC: ^A = 120◦, O centar opisane kru�nice i H ortocen-

tar. Dokazati da je OH = AB +AC.

2. Dati su pozitivni realni brojevi a, b, c za koje va�i a3+ b3+ c3 = 3. Dokazati
da je

1

2a+ bc
+

1

2b+ ca
+

1

2c+ ab
≥ 1.

3. Neka je n prirodan broj ve�i od 1. Dokazati da se broj 9n mo�e predstaviti u

obliku zbira kvadrata tri razliqita prirodna broja.

4. U tablicu 10 × 10 zapisani su brojevi 1 do 100; u prvoj vrsti od 1 do 10

slijeva nadesno, u drugoj vrsti od 11 do 20 slijeva nadesno itd. Andrej

razrezuje tablicu na pravougaonike 1 × 2, zatim nalazi proizvod brojeva u

svakom pravougaoniku i sabira tih 50 proizvoda. Kako treba da razre�e

kvadrat da bi dobijeni zbir bio najma�i?

QETVRTI RAZRED

1. Neka su a, b, c realni brojevi ve�i od
√
2 − 1 za koje va�i a2 + b2 + c2 = 3.

Dokazati da je

a

b2 + 2c− 1
+

b

c2 + 2a− 1
+

c

a2 + 2b− 1
≥ 3

2
.

2. Dat je konveksan qetvorougao ABCD povrxine 1 qije se dijagonale sijeku u

taqki M pod uglom α. Neka su O1, O2, O3, O4 redom centri opisanih kru�-

nica trouglova ABM,BCM,CDM,DAM . Odrediti povrxinu qetvorougla

O1O2O3O4.

3. Isti kao zadatak 3 za tre�i razred.

4. Isti kao zadatak 4 za tre�i razred.



21. REPUBLIQKO TAKMIQE�E IZ MATEMATIKE

uqenika sred�ih xkola Republike Srpske

Istoqno Sarajevo, 29. mart 2014.

PRVI RAZRED

1. Brojevi 1, 2, 3, . . . , 10 su razbijeni na dvije grupe tako da je proizvod brojeva u

prvoj grupi dje	iv sa proizvodom brojeva u drugoj grupi. Koju najma�u vri-

jednost mo�e imati koliqnik dije	e�a prvog proizvoda sa drugim?

2. Neka suD i E taqke na stranici trougla ABC takve da je AB = AD i BE = EC
(E je izme�u A i C). Neka je F sredixte luka BC kru�nice opisane oko trougla

ABC. Dokazati da taqke B, E, D, F pripadaju istoj kru�nici.

3. Neka su a, b, c pozitivni brojevi takvi da je ab+ bc+ ca = a+ b+ c. Dokazati
da je a+ b+ c ≥ 3.

4. Iz tablice dimenzije 2014 × 2014 izrezana su qetiri ugaona po	a. Da li se

preostali dio tablice mo�e pokriti pravougaonicima 3× 1?

DRUGI RAZRED

1. Na�i sve cijele brojeve a za koje jednaqina x2 − ax + 5a = 0 ima bar jedno

cjelobrojno rjexe�e.

2. U paralelogramu ABCD taqka M je sredixte stranice BC, a N proizvo	na

taqka stranice AD. Neka je P presjeqna taqka du�i MN i AC, a Q presjeqna

taqka du�i AM i BN . Dokazati da trouglovi BDQ i DMP imaju jednake

povrxine.

3. Dato je 11 razliqitih prirodnih brojeva takvih da je zbir bilo kojih 7 brojeva

ve�i od zbira preostala 4 broja. Koliki je najma�i mogu�i zbir tih 11 brojeva?

4. Na�i sve proste brojeve p takve da broj p2 + 23 ima taqno 10 prirodnih

djelilaca.

TRE�I RAZRED

1. Odrediti cjelobrojna rjaxe�a sistema jednaqina

x2 + yz = 120, y2 + xz = 121.



2. Dat je trougao ABC u kome je ^BAC = 40◦ i ^ABC = 80◦. Neka su D i E
redom taqke na stranicama AC i AB takve da je ^ABD = ^BCE = 30◦ i neka

je F presjeqna taqka pravih CB i DE. Dokazati da je AB = BF .

3. Neka je

S2n = 12 + (12 + 22) + (12 + 22 + 32) + · · ·+ (12 + 22 + · · ·+ (2n)2).

Dokazati da je S2n potpun kvadrat ako i samo ako su
n

3
i n+1 potpuni kvadrati.

4. U nekoj grupi od 20 	udi svaki od �ih poznaje bar 10 preostalih. Dokazati da

izme�u �ih mo�emo izabrati dvije trojke takve da bilo koji qlan jedne trojke

poznaje sva tri qlana druge trojke.

QETVRTI RAZRED

1. Dokazati da za pozitivne brojeve a, b, c, d va�i nejednakost

a

b+ c
+

b

c+ d
+

c

d+ a
+

d

a+ b
≥ 2.

2. Neka je dat oxtrougli trougao ABC sa najma�om stranicom AB i centrom I
upisane kru�nice. Neka kru�nica sa centrom I i polupreqnikom IC sijeqe

stranicu AB u taqkama P i Q, gdje je taqka P bli�a taqki B nego taqki A.
Neka pripisana kru�nica naspram tjemena A dodiruje stranicu BC u taqki

E i neka je taqka F simetriqna taqki C u odnosu na taqku E. Dokazati da je

FP⊥CQ.

3. Isti kao zadatak 3 za tre�i razred.

4. Isti kao zadatak 4 za tre�i razred.



22. REPUBLIQKO TAKMIQE�E IZ MATEMATIKE

uqenika sred�ih xkola Republike Srpske

Ba�a Luka, 4. april 2015.

PRVI RAZRED

1. Da li se brojevi 1, 2, 3, . . . , 10 mogu rasporediti u nekom redoslijedu u niz tako

da se svaki od �ih, poqev od drugog, razlikuje od prethodnog broja za cio broj

procenata prethodnog broja?

2. Neka su x, y, z pozitivni brojevi takvi da je x2+y2+z2 = 3. Dokazati da va�i

x4 + y4 + z4 + 2x+ 2y + 2z ≥ 9.

3. Dat je skup S = {1, 2, 3, . . . , 3n}, n ∈ N i bilo koji �egov podskup T koji ima bar

n+1 elemenata. Dokazati da postoje elementi a, b ∈ T takvi da je bar jedan od

brojeva ab+ 1 ili 4ab+ 1 potpun kvadrat.

4. Neka je O centar kru�nice opisane oko oxtrouglog trougla ABC i neka je AH
(H ∈ BC) visina tog trougla. Neka su M , N , P i Q redom sredixta du�i

AB, AC, BH i CH i neka su k1 i k2 kru�nice opisane oko trouglova AMN i

POQ redom. Dokazati da jedna od presjeqnih taqaka kru�nica k1 i k2 pripada
visini AH.

DRUGI RAZRED

1. Na xahovskom prvenstvu uqestvuje 4n xahista i svaki od �ih odigra sa svakim
od preostalih 4n − 1 igraqa dvije partije, jednu sa bijelim i jednu sa crnim

figurama. Dokazati da na kraju turnira zbir osvojenih poena bilo kojih n
uqesnika ne mo�e biti ve�i od zbira poena preostalih 3n uqesnika.

(U xahovskoj partiji igraq za pobjedu dobija 1 poen, za remi 1/2 poena i za

poraz 0 poena.)

2. Neka je K presjeqna taqka dijagonala AC i BD tetivnog qetvorougla ABCD.
Ako je AK = BC i ∠CAB = ∠CAD, dokazati da taqka K dijeli du� AC po

zlatnom presjeku.

3. Na�i sve parove (p, q) prostih brojeva za koje va�i 5p+ q = (p− q)3.

4. Rijexiti u skupu prirodnih brojeva jednaqinu

xy(x2 + y2) = (x+ 2)(y + 2)(x+ y − 2).



TRE�I RAZRED

1. U pravouglom trouglu ABC centar S upisane kru�nice dijeli simetralu CE
pravog ugla u odnosu CS : SE =

√
3 :
√
2. Odrediti oxtre uglove tog trougla.

2. Neka su x, y, z pozitivni brojevi takvi da je x2+y2+z2 = 3. Dokazati da va�i

x4 + y4 + z4 + x+ y + z ≥ 6.

3. Rijexiti u skupu prirodnih brojeva jednaqinu

ab2 − a2 − ab− b2 + 2a− 2b = 0.

4. U pravilnom 25−uglu konstruisane su sve dijagonale. Dokazati da ne postoji

9 dijagonala koje prolaze kroz istu unutrax�u taqku tog 25−ugla.

QETVRTI RAZRED

1. Neka je K presjeqna taqka dijagonala AC i BD konveksnog qetvorougla ABCD.
Ako je AK = BC, AC : AK = AK : KC i ∠CAB = ∠CAD, dokazati da je

qetvorougao ABCD tetivni.

2. Niz (xn) je definisan sa x1 = 1 i xn+1 = xn +
1

2xn
(n ∈ N). Dokazati da za

n ≥ 2 va�i

n+
1

4
≤ x2n ≤ n+

1

4
+

ln (n− 1)

4
.

3. Isti kao zadatak 3 za tre�i razred.

4. Isti kao zadatak 4 za tre�i razred.



23. REPUBLIQKO TAKMIQE�E IZ MATEMATIKE

UQENIKA SRED�IH XKOLA REPUBLIKE SRPSKE

Ba�a Luka, 9. april 2016.

ZADACI

PRVI RAZRED

1. Student je za 5 godina studija polo�io 31 ispit, pri qemu je svake godine
(poqev od druge) polo�io vixe ispita nego prethodne godine. U petoj godini
on je polo�io tri puta vixe ispita nego u prvoj godini. Koliko je ispita
on polo�io u qetvrtoj godini studija?

2. Neka su a, b, c pozitivni brojevi takvi da je ab+ bc+ ca = 1. Dokazati da je√
a+

1

a
+

√
b+

1

b
+

√
c+

1

c
≥ 2(
√
a+
√
b+
√
c).

3. Neka je ABC oxtrougli trougao (AC < BC) sa polupreqnikom opisane
kru�nice R. Neka je D podno�ne visine iz taqke A na BC. Oznaqimo sa
T taqku na pravoj AD, takvu da je AT = 2R, pri qemu je taqka D izme�u
taqaka A i T , a sa S sredixte luka BC kru�nice opisane oko trougla ABC,
koji ne sadr�i taqku A. Dokazati da je ∠AST = 90◦.

4. Da li postoji permutacija (a1, a2, . . . , an) brojeva 1, 2, 3, . . . , n tako da za
svako k = 2, 3, . . . , n va�i k | ak−1 + ak , ako je

(a) n = 10,

(b) n = 11?

DRUGI RAZRED

1. Dat je pravougli trougao ABC, sa pravim uglom u tjemenu C. Neka je BK
simetrala unutrax�eg ugla u tjemenu B (K ∈ AC). Krug opisan oko trougla
AKB sijeqe stranicu BC u taqki L. Dokazati da je CB + CL = AB.

2. Neka su x, y, z nenegativni brojevi takvi da je x + y + z = 1. Dokazati da
va�i nejednakost

x3 + y3 + z3 + 2(xy + yz + zx) ≥ 3

4
.

Kada u ovoj nejednakosti va�i znak jednakosti?



3. U tablicu dimenzija 7 × 7 upisani su realni brojevi, tako da je proizvod
brojeva u bilo kom kvadratu dimenzija 3×3, jednak proizvodu brojeva u bilo
kom kvadratu 4×4. Da li je mogu�e da proizvod svih brojeva u tablici bude
jednak 2016?

4. Ako su m i n prirodni brojevi za koje va�i

7m2 + 7m+ 2 = n2,

dokazati da je broj n+1 jednak zbiru kvadrata dva uzastopna prirodna broja.

TRE�I RAZRED

1. Na�i sve funkcije f : R→ R takve da za sve x, y ∈ R va�i

f(x2) + f(xy) = f(f(x+ y)).

2. Za okruglim stolom sjedi 2016 	udi, od kojih je svaki ili istino	ubiv, ako
uvijek govori istinu, ili la�ov, ako uvijek la�e. Svakom od �ih je data
po jedna kartica na kojoj je napisan jedan prirodan broj. Brojevi napisani
na karticama su razliqiti. Nakon xto su pogledali svoje brojeve i brojeve
svojih susjeda (po jednog sa lijeve i desne strane), svaki od ovih 	udi je
rekao: ,,Moj broj je ve�i od oba broja mojih susjeda". Poslije toga k 	udi je
reklo: ,,Moj broj je ma�i od oba broja mojih susjeda". Na�i najve�u mogu�u
vrijednost broja k.

3. Ako su m i n prirodni brojevi za koje va�i

7m2 + 7m+ 8 = n2,

dokazati da je broj
n

5
+ 1 jednak zbiru kvadrata dva uzastopna prirodna

broja.

4. Neka je H ortocentar oxtouglog trougla ABC. Prava koja sadr�i taqku A i
normalna je na AC i prava koja sadr�i taqku B i normalna je na BC, sijeku
se u taqki D. Krug sa centrom u taqki C, koji sadr�i taqku H, sijeqe krug
opisan oko trougla ABC u taqkama E i F . Dokazati da je DE = DF = AB.

QETVRTI RAZRED

1. Na�i sve funkcije f : R→ R takve da za sve x, y ∈ R va�i

f(x+ y)f(y) = f(x+ xf(y)).



2. Isti kao zadatak 2 za tre�i razred.

3. Isti kao zadatak 3 za tre�i razred.

4. Neka je ABC oxtrougli trougao, AD simetrala ugla ∠BAC (D ∈ BC), i E
i F ortogonalne projekcije taqke D na AB i AC, redom. Neka je CE∩BF =
{K} i neka BF sijeqe krug opisan oko trougla AEK u taqki L (L 6= K).
Dokazati da je BF ⊥ DL.

RJEXE�A

PRVI RAZRED

1. Odgovor: 8. Neka je prve godine student polo�io x ispita. Tada je u drugoj
godini polo�io bar x + 1 ispit, u tre�oj bar x + 2 ispita i u qetvrtoj
godini bar x+3 ispita. U petoj godini on je polo�io 3x ispita, tako da je
u qetvrtoj polo�io najvixe 3x−1, u tre�oj najvixe 3x−2 i u drugoj godini
najvixe 3x− 3 ispita. Tada je po uslovu zadatka

x+ x+ 1 + x+ 2 + x+ 3 + 3x ≤ 31 ≤ x+ 3x− 3 + 3x− 2 + 3x− 1 + 3x,

7x+ 6 ≤ 31 ≤ 13x− 6.

Kako je x cio broj iz nejednakosti 7x + 6 ≤ 31 dobijamo da je x ≤ 3, a iz
nejednakosti 31 ≤ 13x− 6 da je x ≥ 3. Dakle, x = 3 pa je student u qetvrtoj
godini mogao da polo�i od x+ 3 = 6 do 3x− 1 = 8 ispita.

Ako je u qetvrtoj godini polo�io 6 ili 7 ispita, onda je ukupan broj
polo�enih ispita najvixe 9 + 7 + 6 + 5 + 3 = 30, xto je ma�e od 31. Dakle,
student je u qetvrtoj godini polo�io 8 ispita, pri qemu je po godinama
studija polagao redom 3, 4, 6, 8, 9 ispita.

2. Primijetimo da je

a+
1

a
= a+

ab+ bc+ ca

a
= a+ b+ c+

bc

a
.

Odavde je, na osnovu nejednakosti izma�u aritmetiqke i geometrijske sre-
dine

a+
1

a
≥ b+ c+ 2

√
bc = (

√
b+
√
c)2,

pa je

√
a+

1

a
≥
√
b+
√
c. Analogno je

√
b+

1

b
≥
√
c+
√
a i

√
c+

1

c
≥
√
a+
√
b.

Sabira�em ove tri nejednakosti dobijamo da je√
a+

1

a
+

√
b+

1

b
+

√
c+

1

c
≥ 2(
√
a+
√
b+
√
c).



3. Neka je ∠BAC = α, ∠ABC = β, ∠BCA = γ. Oznaqimo sa O centar kruga
opisanog oko trougla ABC. Poxto je AC < AB, to je β < γ. Neka je E
taqka koja je dijametralno suprotna taqki A. Jasno je da je ∠AOB = 2γ i

∠EAS = ∠BAS − ∠BAO =
α

2
− 1

2
(180◦ − 2γ) =

α

2
+ γ − 90◦.

Tako�e je

∠SAT = ∠SAC − ∠DAC =
α

2
− (90◦ − ∠ACD) =

α

2
+ γ − 90◦,

pa je ∠EAS = ∠SAT . Kako je AE = AT = 2R slijedi da je 4AST ∼= 4ASE,
pa je ∠ASE = ∠AST . Poxto je ∠ASE = 90◦ slijedi da je ∠AST = 90◦.

4. (a) Odgovor: Ne postoji. Pretpostavimo suprotno. Tada

2 | a1 + a2, 4 | a3 + a4, 6 | a5 + a6, 8 | a7 + a8, 10 | a9 + a10,

pa su brojevi a1 + a2 a3 + a4, a5 + a6, a7 + a8 i a9 + a10 parni. Zbog toga je
paran i �ihov zbir

a1 + a2 + a3 + · · ·+ a10 = 1 + 2 + 3 + · · ·+ 10 = 55.

Kontradikcija.

(b) Odgovor: Postoji. Ispisujemo takav niz a1, a2, a3, . . . , a11, redom od
pos	ed�eg qlana a11 do prvog qlana a1. Rasporedimo naizmjeniqno brojeve
4, 3, 2, 1 i 7, 6, 5 zdesna nalijevo: 1, 5, 2, 6, 3, 7, 4 tako da oni predstav	aju
pos	ed�ih 7 qlanova niza. Tada �e va�iti

ak−1 + ak−2 = k, k = 6, 7, . . . , 11.

Da	e ovom nizu dopisujemo slijeva preostala qetiri qlana 8, 9, 10, 11,
s	ede�im reoslijedom 9, 11, 10, 8. Dobijamo tra�eni niz

8, 10, 11, 9, 1, 5, 2, 6, 3, 7, 4.

DRUGI RAZRED

1. Neka je N taqka na polupravoj BC, takva da je CN = CL, pri qemu se taqka
C nalazi izme�u taqaka N i L. Tada je CB + CL = NB pa je potrebno
dokazati da je AB = NB. Kako je

∠CKB = 180◦ − ∠AKB = 180◦ − ∠ALB = ∠ALC



i 4ACL ∼= 4ACN , slijedi da je

∠ANC = ∠ALC = ∠CKB = 90◦ − 1

2
∠B .

Iz trougla ABN je

∠BAN = 180◦ − ∠B − ∠ANB = 180◦ − ∠B − (90◦ − 1

2
∠B) =

= 90◦ − 1

2
∠B = ∠ANB.

Odavde dobijamo da je AB = NB.

2. Kako je

2(xy+yz+zx) = x(y+z)+y(z+x)+z(x+y) = x(1−x)+y(1−y)+z(1−z) =

= x+ y + z − x2 − y2 − z2 = 1− x2 − y2 − z2,
treba dokazati da je

x3 + y3 + z3 + 1− x2 − y2 − z2 ≥ 3

4
,

x3 + y3 + z3 − x2 − y2 − z2 + 1

4
≥ 0,

x3 + y3 + z3 − x2 − y2 − z2 + 1

4
(x+ y + z) ≥ 0.

Pos	ed�a nejednakost va�i jer je ekvivalentna redom sa

x3 − x2 + 1

4
x+ y3 − y2 + 1

4
y + z3 − z2 + 1

4
z ≥ 0,

x(x− 1

2
)2 + y(y − 1

2
)2 + z(z − 1

2
)2 ≥ 0.

Jednakost va�i ako su svi sabirci na lijevoj strani pos	ed�e nejednakosti
jednaki nuli, tj. uz uslov x+ y + z = 1, ako je

(x, y, z) ∈ {(1/2, 1/2, 0), (1/2, 0, 1/2), (0, 1/2, 1/2)}.

3. Odgovor: Mogu�e je. Neka su a i b realni brojevi za koje va�i ab = 1.
Posmatrajmo s	ede�u tablicu

a b a b a b a
b a b a b a b
1 1 1 1 1 1 1
a b a b a b a
b a b a b a b
1 1 1 1 1 1 1
a b a b a b a



Oqigledno je da je proizvod brojeva u svakom kvadratu dimenyija 3 × 3 i
4 × 4 jednak 1. Kako je proizvod svih brojeva u tablici jednak a, mogu�e je
da proizvod brojeva u tablici bude bilo koji realan broj, razliqit od nule,
pa i 2016.

4. Pretpostavimo da za prirodne brojeve m i n va�i 7m2 + 7m + 2 = n2.
Mno�e�em ove jednakosti sa 4 dobijamo redom

7(4m2+4m+1)+1 = 4n2, 7(2m+1)2 = 4n2−1, 7(2m+1)2 = (2n−1)(2n+1).

Kako su brojevi 2n − 1 i 2n + 1 uzajamno prosti, odavde slijedi da imamo
s	ede�a dva sluqaja.

1◦ 2n− 1 = a2, 2n+ 1 = 7b2, za neke cijele (neparne) brojeve a i b. Oduzi-
ma�em ove dvije jednakosti dobijamo da je 7b2 − a2 = 2, odakle slijedi
da je a2 ≡ 5 (mod 7). Kontradikcija.

2◦ 2n+1 = a2, 2n−1 = 7b2, za neke neparne brojeve a i b. Iz 2n+1 = (2k+1)2

slijedi da je n = 2k2 +2k, pa je n+1 = 2k2 +2k+1 = k2 + (k+1)2, xto
je i trebalo dokazati.

Primjedba. Najma�i parovi (m,n) prirodnih brojeva za koje va�i 7m2 +
7m+ 2 = n2 su (m1, n1) = (1, 4) i (m2, n2) = (382, 1012). Pri tome je

n1 + 1 = 5 = 12 + 22 i n2 + 1 = 1013 = 222 + 232.

TRE�I RAZRED

1. Ako uvrstimo x = 0 i y = a dobijamo da je 2f(0) = f(f(a)) za sve a ∈ R, pa
je

2f(0) = f(f(x+ y)) = f(x2) + f(xy).

Uvrxtavaju�i ovdje x = 1 dobijamo da je

2f(0) = f(1) + f(y), tj. f(y) = 2f(0)− f(1)

pa je f konstantna funkcija, tj. f(x) = C. Da	e, uvrxtava�em u polaznu
jednaqinu dobijamo da je C = 0, tj. f(x) ≡ 0 je jedino rjexe�e.

2. Uoqimo qovjeka koji je dobio karticu sa najve�im brojem i qovjeka koji je
dobio karticu sa najma�im brojem. Nakon prve izjave uoqavamo da je prvi
istino	ubiv, a drugi la�ov, pa oni ne mogu biti me�u ovih k 	udi (jer je
nemogu�e da je druga izjava istino	ubivog taqna, a la�ova netaqna). Dakle,
k ≤ 2014. Vrijednost k = 2014 se mo�e posti�i, na primjer u sluqaju kada
su 	udima podije	ene kartice sa brojevima 1, 2, 3, . . . , 2016 u smjeru kreta�a
kaza	ke na satu, pri qemu je kartica sa brojem 2016 data istino	ubivom, a
ostale la�ovima.



3. Pretpostavimo da za prirodne brojeve m i n va�i 7m2 + 7m + 8 = n2.
Mno�e�em ove jednakosti sa 4 dobijamo redom

7(4m2+4m+1)+25 = 4n2, 7(2m+1)2 = 4n2−25, 7(2m+1)2 = (2n−5)(2n+5).

Neka je (2n− 5, 2n+ 5) = d. Imamo s	ede�a dva sluqaja.

1◦ d = 1. Imamo dvije mogu�nosti:

1) 2n − 5 = 7a2, 2n + 5 = b2, za neke cijele (neparne) brojeve a i b.
Oduzima�em dobijamo da je b2−7a2 = 10, odakle slijedi da je b2 ≡ 3
(mod 7). Kontradikcija.

2) 2n−5 = a2, 2n+5 = 7b2, za neke neparne brojeve a i b. Oduzima�em
dobijamo da je 7b2−a2 = 10. Kako je a2 ≡ 1 (mod 8) i b2 ≡ 1 (mod 8),
slijedi da je 7b2 − a2 ≡ 6 (mod 8), pa ne mo�e biti 7b2 − a2 = 10.
Kontradikcija.

2◦ d = 5. Opet imamo dvije mogu�nosti:

1) 2n − 5 = 5a2, 2n + 5 = 5 · 7b2, za neke cijele (neparne, uzajamno
proste) brojeve a i b. Oduzima�em dobijamo da je 5(7b2 − a2) = 10,
tj. 7b2−a2 = 2, odakle slijedi da je a2 ≡ 5 (mod 7). Kontradikcija.

2) 2n− 5 = 5 · 7a2, 2n + 5 = 5b2, za neke neparne prirodne brojeve a i
b. Iz 2n+ 5 = 5(2k + 1)2 slijedi da je n = 10k2 + 10k, pa je

n

5
+ 1 = 2k2 + 2k + 1 = k2 + (k + 1)2,

xto je i trebalo dokazati.

Primjedba 1. Najma�i parovi (m,n) prirodnih brojeva za koje va�i 7m2+
7m+ 8 = n2 su (m1, n1) = (7, 20) i (m2, n2) = (1912, 5060). Pri tome je

n1

5
+ 1 = 5 = 12 + 22 i

n2

5
+ 1 = 1013 = 222 + 232.

Primjedba 2. Ovaj zadatak se mo�e svesti na zadatak 4 za drugi razred
na s	ede�i naqin. Gledaju�i ostatke pri dije	e�u sa 5 dobijamo da 7m2 +
7m + 8 ≡ 0 (mod 5) ako je m ≡ 2 (mod 5), a u svim ostalim sluqajevima
je 7m2 + 7m + 8 ≡ 2 (mod 5) ili 7m2 + 7m + 8 ≡ 3 (mod 5). Dakle, iz
7m2 + 7m + 8 = n2 slijedi da je m = 5a + 2, a ∈ N. Zamjenom m = 5a + 2
u ovu jednaqinu dobijamo da je 7(5a + 2)2 + 7(5a + 2) + 8 = n2, odakle je
nakon sre�iva�a 25(7a2 + 7a + 2) = n2. Slijedi da je n = 5b, b ∈ N, tj.
7a2 + 7a+ 8 = b2.

4. Kako je trougao ABC oxtrougli, taqka H se nalazi u unutrax�osti ovog
trougla. To znaqi da se taqke E i F nalaze na kra�im lukovima AC i BC,
redom. Neka je H ′ osnosimetriqna taqka taqki H u odnosu na pravu AC.



Poznato je da H ′ pripada kru�nici opisanoj oko trougla ABC. Kako je
CH = CH ′, slijedi da se taqka H ′ nalazi na kru�nici sa centrom u taqki
C polupreqnika CH, pa je H ′ = E. Kako je EH ⊥ AC i BH ⊥ AC, slijedi
da su taqke B, H i E kolinearne. Kako je AD ⊥ AC, slijedi da je BE ‖ AD.
Tako�e, kako je ∠CAD + ∠CBD = 90◦ + 90◦ = 180◦, slijedi da se taqka D
nalazi na kru�nici opisanoj oko trougla ABC. Sada imamo da je qetvor-
ougao EADB tetivan. Kako je BE ‖ AD slijedi da je ∠BEA+∠EAD = 180◦.
Iz tetivnosti qetvorougla EADB slijedi da je ∠EBD +∠EAD = 180◦, pa
je ∠BEA = ∠EBD = 180◦, tj. BA = ED. Analogno se pokazuje da je
BA = DF .

QETVRTI RAZRED

1. Stav	aju�i x = y = 0 dobijamo da je f(0)2 = f(0) pa je f(0) = 0 ili f(0) = 1.
Stav	aju�i x = 0 dobijamo da je f(y)2 = f(0).

Ako je f(0) = 0, slijedi da je f(y) = 0 za sve y ∈ R.
Ako je f(0) = 1, slijedi da je f(y) = 1 ili f(y) = −1. Ako bi bilo f(y) = −1,
stav	aju�i x = −a, y = a dobijamo da je f(0) · f(a) = f(0), xto je nemogu�e.

Dakle, jedina rjexe�a su f(x) ≡ 0 i f(x) ≡ 1, xto se lako provjerava.

2. Isti kao zadatak 2 za tre�i razred.

3. Isti kao zadatak 3 za tre�i razred.

4. Neka je {H} = AK ∩ BC. Po Qevinoj teoremi je
AE

BE
· BH
HC
· CF
AF

= 1. Ali,

kako je AD simetrala ugla α, imamo AE = AF pa je
BH

HC
· CF
BE

= 1. Da	e

je, CF =
DF

tg γ
i BE =

DE

tg β
, pa kako je DF = DE imamo da je

CF

BE
=

tg β

tg γ
.

Zbog toga je i
BH

HC
=

tg γ

tg β
pa je H podno�je visine iz tjemena A na stranicu

BC.

Sada je ∠EAK = 90◦ − β, odakle je ∠ELB = 90◦ − β, pa kako je i
∠EDB = 90◦ − β slijedi da je qetvorougao BELD tativan, odakle je
∠DLB = ∠DEB = 90◦, pa je BF ⊥ DL.



24. REPUBLIQKO TAKMIQE�E IZ MATEMATIKE

UQENIKA SRED�IH XKOLA REPUBLIKE SRPSKE

Ba�a Luka, 22. april 2017.

ZADACI

PRVI RAZRED

1. Dat je razlomak
2a27

7b22
, gdje su a i b cifre za koje je b − a = 2. Ako se

�egovom brojiocu doda prirodan broj n, a od imenioca se oduzme isti taj

broj n, dobijeni razlomak �e biti jednak
4

5
. Na�i n.

2. Dat je trougao ABC i taqke K i N na stranicama AB i AC, redom, takve
da je KB = KN . Neka je R sredixte luka AB koji ne sadr�i taqku C.
Prava koja sadr�i taqku R i normalna je na AB sijeqe du� BN u taqki D.
Dokazati da taqke A, K, D, N pripadaju jednoj kru�nici.

3. Data je tabla m × n i tri boje. �elimo da obojimo svaku du� dobijene
mre�e sa jednom od te tri boje tako da svaki jediniqni kvadrat ima dvije
stranice obojene jednom bojom i dvije stranice obojene nekom drugom bojom.
Koliko ima takvih boje�a?

4. Neka su a, b, c pozitivni brojevi takvi da je abc ≤ 1. Dokazati da je

1

a
+

1

b
+

1

c
≥ 1 +

6

a+ b+ c
.

DRUGI RAZRED

1. Dokazati da za proizvo	ne realne parametre a, b i c razliqite od nule bar
jedna od jednaqina

ax2 + 2bx+ c = 0, bx2 + 2cx+ a = 0 i cx2 + 2ax+ b = 0

ima realne korijene.

2. Dat je oxtrougli trougao ABC. Neka je D podno�je visine iz tjemena C
na stranicu AB. Pretpostavimo da je AD = 3BD. Neka su M i N redom
sredixta stranica AB i AC. Neka je P taqka takva da je NP = NC i
CP = CB, pri qemu B i P le�e sa razliqitih strana prave AC. Dokazati
da je ∠APM = ∠PBA.



3. Na�i sve parove prirodnih brojeva (x, y), x > y, za koje va�i
x2 + y2

x+ y
= 2017.

4. Segment S du�ine 50 je pokriven sa nekoliko segmenata du�ine 1, od kojih
je svaki sadr�an u S. Ako bilo koji od tih jediniqnih segmenata uklonimo
onda S vixe ne�e biti potpuno pokriven. Na�i maksimalan broj jediniqnih
segmenata koji zadovo	avaju ove uslove.

TRE�I RAZRED

1. U jednakokraki trapez ABCD upisana je kru�nica sa centrom O koja
dodiruje krakove BC i AD trapeza redom u taqkama M i N .

(a) Dokazati da je
1

AB
+

1

CD
=

2

MN
;

(b) Ako su taqke A, O, M kolinearne, odrediti uglove tog trapeza.

2. Jediniqni kvadrati table n× n, n ≥ 2, obojeni su crnom ili bijelom bojom
tako da svaki crni kvadrat ima bar tri bijela susjeda (susjed je jediniqni
kvadrat sa zajedniqkom stranicom). Koliki je najve�i broj crnih jediniq-
nih kvadrata?

3. Dato je 2000 tegova sa masama od 13, 23, 33, . . . , 20003 grama. Dokazati da
se oni mogu razbiti u dvije grupe sa podjednakim masama i sa podjednakim
brojem tegova (po 1000).

4. Odrediti najve�u konstantu C tako da nejednakost

(x1 + x2 + · · ·+ x6)
2 ≥ C · (x1(x2 + x3) + x2(x3 + x4) + · · ·+ x6(x1 + x2))

va�i za sve realne brojeve x1, x2, . . . , x6.

Za dobijeno C odrediti sve x1, x2, . . . , x6 za koje se dosti�e jednakost.

QETVRTI RAZRED

1. Neka je H ortocentar oxtrouglog trougla ABC. Na du�ima HB i HC
izabrane su redom taqke K i L tako da je ∠AKC = 90◦ = ∠ALB. Dokazati
da je AK = AL.

2. Isti kao zadatak 2 za tre�i razred.

3. Isti kao zadatak 3 za tre�i razred.



4. Dokazati nejednakosti

13

72
− 1

2(n+ 1)2
≤ 1

23
+

1

33
+ · · ·+ 1

n3
<

5

24
− 1

2(n+ 1)2
.

RJEXE�A

PRVI RAZRED

1. Odgovor: n = 2017. Dati uslov je evivalentan redom sa s	ede�im jednaqi-
nama

2a27 + n

7b22− n
=

4

5
, 5(2a27 + n) = 4(7b22− n),

5n+ 4n = 4 · (7072 + 100b)− 5 · (2027 + 100a).

Zamje�uju�i u pos	ed�oj jednakosti b = a+ 2 slijedi da je

(1) 9n = 18753− 100a.

Odavde dobijamo da 9 | 18753− 100a, a kako je

18753− 100a = 18756− 99a− (a+ 3)

i kako su brojevi 18756 i 99a dje	ivi sa 9, slijedi da je broj a + 3 dje	iv
sa 9. Kako je a cifra, ovo va�i samo za a = 6. Da	e, za a = 6 se (1) svodi
na 9n = 18153, odakle dobijamo da je n = 2017.

2. Oqigledno je prava RD simetrala stranice AB. Odavde zak	uqujemo da
va�i AD = BD, tj. ∠ABD = ∠BAD. Tako�e, iz uslova KB = KN imamo
da je ∠KBN = ∠KNB. Sada je ∠KAD = ∠BAD = ∠ABD = ∠KBN =
∠KNB = ∠KND, pa kako se taqke A i B nalaze u istoj poluravni u odnosu
na pravu KD, taqke A, K, D, N pripadaju jednoj kru�ici.

3. Gor�a stranica jediniqnog kvadrata u gor�em lijevom uglu mo�e se obo-
jiti na 3 naqina. Zatim, imamo 3 naqina za izbor druge stranice istog tog
kvadrata koja ima istu boju kao ve� obojena stranica. Preostale dvije stran-
ice ovog kvadrata moraju biti obojene istom bojom, a za ovu boju imamo dvije
mogu�nosti. Zak	uqujemo da jediniqni kvadrat u gor�em lijevom uglu mo�e
biti obojen na 3 ·3 ·2 = 18 naqina. Da	e, bojimo jediniqne kvadrate u prvom
redu slijeva nadesno. Pri tome je svaki put lijeva stranica kvadrata ve�
obojena. Imamo 3 naqina da odaberemo stranicu jediniqnog kvadrata koja
�e biti obojena istom bojom kao i �egova lijeva stranica. Za boje�e pre-
ostale dvije stranice imamo dvije mogu�nosti (boje). Prema tome, imamo 6



naqina za boje�e svakog od ovih kvadrata. Nastav	amo sliqno sa boje�em
prve kolone. Bojimo jediniqne kvadrate odozgo nadole i za svaki od �ih
imamo 6 naqina boje�a.

Sada bojimo kvadrate u redovima 2, 3, . . . ,m i u kolonama 2, 3, . . . , n. Bojimo
ih slijeva nadesno i odozgo nadole. Kod boje�a svakog novog kvadrata on ve�
ima obojene dvije stranice: gor�u i lijevu. Ako su ove stranice razliqitih
boja, onda su i boje preostale dvije stranice ve� odre�ene, i postoje 2 naqina
za �ihovo boje�e. A ako dvije stranice koje su ve� obojene imaju istu boju,
onda i ostale dvije stranice imaju istu boju. Ta boja se mo�e izabrati
na dva naqina. Prema tome, za svaki od ovih kvadrata postoje dva mogu�a
naqina boje�a.

Dakle, ima 18 · 6m−1 · 6n−1 · 2(m−1)(n−1) = 2mn · 3m+n takvih boje�a.

4. Zapiximo datu nejednakost u obliku(
1

a
+

1

b
+

1

c

)
(a+ b+ c) ≥ a+ b+ c+ 6.

Na osnovu nejednakosti izme�u aritmetiqke i geometrijske sredine je

1

a
+

1

b
+

1

c
≥ 3

3
√
abc
≥ 3 i a+ b+ c ≥ 3

3
√
abc.

Zbog toga je
1

3

(
1

a
+

1

b
+

1

c

)
(a+ b+ c) ≥ a+ b+ c

i
2

3

(
1

a
+

1

b
+

1

c

)
(a+ b+ c) ≥ 2

3

3
3
√
abc

3
√
abc = 6.

Sabira�em pos	ed�e dvije nejednakosti dobijamo datu nejednakost.

DRUGI RAZRED

1. Pretpostavimo da nijedna od tri date jednaqine nema realne korijene. Tada
je b2 < ac, c2 < ab i a2 < bc, odakle sabira�em dobijamo da je

a2 + b2 + c2 < ab+ ac+ bc.

Kako je ova nejednakost ekvivalentna sa (a − b)2 + (a − c)2 + (b − c)2 < 0,
dobili smo kontradikciju.



2. Kako je N sredixte stranice AC to je NC = NA. Po pretpostavci je
NP = NC, xto znaqi da je ∠APC periferijski ugao nad preqnikom AC,
pa je ∠APC = 90◦. Poxto je AD = 3BD i M sredixte du�i AB to je
MD = BD. Osim toga je ∠CDB = 90◦ = ∠CDM , pa su trouglovi CDB i
CDM podudarni, odakle slijedi da je CB = CM .

Po pretpostavci je CP = CB, pa je C centar kru�nice koja prolazi kroz
taqke P , M i B. Kako je ∠APC = 90◦ to je AP tangenta ove kru�nice. Zbog
toga je ∠APM = ∠PBM = ∠PBA.

3. Jednaqina x2 + y2 = 2017(x+ y) je ekvivalentna sa jednaqinama

x2 + y2 − 2017(x+ y) = 0, 2x2 + 2y2 − 2 · 2017(x+ y) = 0,

(x− y)2 + (x+ y)2 − 2 · 2017(x+ y) = 0,

(x− y)2 + (x+ y − 2017)2 = 20172.

Ako je x+ y ≤ 2017 onda je 2017(x+ y) ≥ (x+ y)2 > x2+ y2 pa data jednaqina
nema rjexe�a. Dakle, x + y > 2017 pa koriste�i formulu za Pitagorine
trojke dobijamo da postoje prirodni brojevi m i n, m > n, takvi da je

x− y = 2mn, x+ y − 2017 = m2 − n2, 2017 = m2 + n2,

ili
x− y = m2 − n2, x+ y − 2017 = 2mn, 2017 = m2 + n2.

Kako je 2017 prost broj oblika 4k + 1 jednaqina m2 + y2 = 2017 ima jedin-
stveno rjexe�e. To je par (m,n) = (44, 9). Da	e dobijamo sisteme linearnih
jednaqina

x− y = 792, x+ y − 2017 = 1855,

x− y = 1855, x+ y − 2017 = 792,

qija su rjexe�a (x, y) = (2332, 1540) i (x, y) = (2332, 477). To su ujedno i
jedina rjexe�a date jednaqine.

4. Neka su S1, S2, . . . segmenti du�ine 1 koji pokrivaju segment S gledano sli-
jeva nadesno. Dokaza�emo najprije da su bilo koja dva segmenta Sk i Sk+2

disjunktna. Ako bi neka dva segmenta Sk i Sk+2 imala zajedniqku taqku onda
bi �ihova unija bio segment koji sadr�i segment Sk+1. Tada bismo segment
Sk+1 mogli izbaciti a segment S bi bio pokriven ostalim segmentima, xto
je kontradikcija sa uslovom zadatka. Poxto je du�ina segmenta S jednaka
50, to znaqi da segmenata Si, kako sa neparnim tako i sa parnim indeksima
ponaosob, mo�e biti najvixe 49, tj. mo�emo imati najvixe 98 segmenata
du�ine 1 koji pokrivaju S.

Na primjeru �emo pokazati da se taj maksimalan broj mo�e i posti�i. Pos-
matrajmo segment I = [0, 50] na brojevnoj pravoj. Uoqimo na ovom segmentu



taqke Mi koje imaju brojevne vrijednosti
1

2
+ (i− 1) · 49

97
, i = 1, 2, . . . , 98.

Neka su Si segmenti du�ine 1 qija su sredixta taqke Mi, i = 1, 2, . . . , 98.
Kako je MiMi+2 = 98/97, (1 ≤ i ≤ 96), segmenti Si i Si+2 su razdvojeni du�i-
nom 1/97, koju pokriva samo segment Si+1, xto znaqi da ne mo�emo ukloniti
nijedan od segmenata Si, i = 1, 2, . . . , 98, jer bi S istao nepokriven.

TRE�I RAZRED

1. Neka je r polupreqnik kru�nice upisane u dati trapez i neka su K i L
redom sredixta �egovih osnovica AB i CD. Neka je P = KL ∩ MN i
∠BAO = ϕ, tj. ∠BAD = 2ϕ. Posmatrajmo qetvorougao OLDN . On ima
prave uglove u tjemenima L i N , a kako je ∠NDL = ∠ADC = 180◦ − ϕ,
slijedi da je ∠NOL = 2ϕ. Pravougli trouglovi OLD i OND su podudarni,
pa je ∠DOL = ϕ.

(a) Sada iz pravouglih trouglova AKO, OLD i OPN dobijamo

AK = r ctgϕ, DL = r tgϕ, NP = r sin 2ϕ,

pa je
AB = 2r ctgϕ, C = 2r tgϕ, MN = 2r sin 2ϕ.

Odavde slijedi da je

MN

AB
+

MN

CD
=

2r sin 2ϕ

2r ctgϕ
+

2r sin 2ϕ

2r tgϕ
= 2 sin2 ϕ+ 2 cos2 ϕ = 2,

xto je i trebalo dokazati.

(b) Ako su taqke A, O, M kolinearne, onda su uglovi ∠AOK i ∠MOL un-
akrsni, pa je ∠AOK i ∠MOL. Kako je ∠AOK = 90◦ − 2ϕ = ∠MOL = 2ϕ,
slijedi da je 90◦−2ϕ = 2ϕ, tj. ϕ = 30◦. Dakle, oxtri ugao tog jednakokrakog
trapeza je 60◦, a tupi ugao je 120◦.

2. Uoqimo najprije da su jediniqni kvadrati u uglovima table obojeni bijelom
bojom (jer imaju samo dva susjeda). Tako�e, u vrstama (kolonama) koje se
nalaze uz ivice table, ne mogu biti dva susjedna jediniqna kvadrata obojena
crnom bojom, jer ne bi mogli imati tri susjedna bijela jediniqna kvadrata.
Primijetimo da iz istog razloga u svakom kvadratu 2 × 2 mo�emo imati
najvixe dva crna jediniqna kvadrata.

Ako je n neparan broj, podijelimo tablu u 4 dijela: kvadrat (n− 1)× (n− 1)
koji sadr�i sve jediniqne kvadrate u prvih n−1 vrsta i n−1 kolona (gledan
od dna ka vrhu), pravougaonik (n−1)×1 uz desnu ivicu table, pravougaonik
1× (n− 1) uz gor�u ivicu table i jediniqni kvadrat u gor�em desnom uglu
table. Ako kvadrat (n − 1) × (n − 1) izdijelimo na kvadrate 2 × 2 (kojih



ima (n − 1)2/4), jasno je da �emo u �emu imati najvixe (n − 1)2/2 crnih
kvadrata. Tako�e, u pravougaonicima 1× (n− 1) i (n− 1)× 1 mo�emo imati
najvixe (n − 1)/2 crnih kvadrata, a poxto je gor�i desni kvadrat bijele
boje, maksimalan broj crnih kvadrata je

(n− 1)2

2
+

n− 1

2
+

n− 1

2
=

n2 − 1

2
.

Ovaj maksimum se mo�e dosti�i ako tablu obojimo ,,xahovski" crno-bijelo,
sa bijelim jediniqnim kvadratima u uglovima.

Ako je n paran broj, podijelimo tablu u 9 dijelova: kvadrat (n− 2)× (n− 2)
u sredini table, 4 pravougaonika (n− 2)× 1 ili 1× (n− 2) uz ivice table
i 4 jediniqna kvadrata u uglovima table. Ako kvadrat (n − 2) × (n − 2)
izdijelimo na kvadrate 2× 2, a pravougaonike na ma�e pravougaonike 1× 2
ili 2× 1, mo�emo imati maksimalno

(n− 2)2

2
+ 4 · n− 2

2
=

n2 − 4

2

crnih kvadrata.

Ovaj maksimum se mo�e dosti�i ako tablu n×n obojimo na xahovski naqin,
a onda dva crna kvadrata koja se nalaze u uglovima table prebojimo u bijelo,

te imamo tablu koja zadovo	ava uslove zadatka i koja ima
n2

2
− 2 =

n2 − 4

2
crnih po	a.

3. Kako je 2000 = 16 · 125 dovo	no je dokazati da za svakih 16 uzastopnih
prirodnih brojeva postoji takvo razbija�e. Imamo da je

(k+1)3+(k+4)3−(k+2)3−(k+3)3 = (k+4)3−(k+3)3−((k+2)3−(k+1)3) =

= (k+4)2+(k+4)(k+3)+(k+3)2−(k+2)2−(k+2)(k+1)−(k+1)2 = 12k+30,

(1) (k + 1)3 + (k + 4)3 = (k + 2)3 + (k + 3)3 + 12k + 30.

Ako u (1) umjesto k stavimo k + 4 dobijamo da je

(2) (k + 6)3 + (k + 7)3 + 12(k + 4) + 30 = (k + 5)3 + (k + 8)3.

Sabira�em (1) i (2) dobijamo

(3) (k+1)3+(k+4)3+(k+6)3+(k+7)3+48 = (k+2)3+(k+3)3+(k+5)3+(k+8)3.

Ako u (3) umjesto k stavimo k + 8 dobijamo da je
(4)
(k+10)3+(k+11)3+(k+13)3+(k+16)3 = (k+9)3+(k+12)3+(k+14)3+(k+15)3+48.



Sabira�em (3) i (4) dobijamo da je

(k+1)3+(k+4)3+(k+6)3+(k+7)3+(k+10)3+(k+11)3+(k+13)3+(k+16)3 =

= (k+2)3+(k+3)3+(k+5)3+(k+8)3+(k+9)3+(k+12)3+(k+14)3+(k+15)3,

xto je i trebalo dokazati.

4. Primijetimo da se izraz na desnoj strani date nejednakosti

x1x2+x1x3+x2x3+x2x4+x3x4+x3x5+x4x5+x4x6+x5x6+x1x5+x1x6+x2x6

mo�e zapisati u obliku

(x1 + x4)(x2 + x5) + (x2 + x5)(x3 + x6) + (x3 + x6)(x1 + x4).

Koriste�i smjenu X = x1 + x4, Y = x2 + x5 i Z = x3 + x6, data nejednakost
postaje

(X + Y + Z)2 ≥ C · (XY + Y Z + ZX),

gdje su X, Y i Z proizvo	ni realni brojevi.

Za X = Y = Z = 1 imamo da je 9 ≥ 3C, tj. C ≤ 3.

Doka�imo sada da nejednakost

(X + Y + Z)2 ≥ 3(XY + Y Z + ZX),

va�i za proizvo	ne realne brojeve X, Y i Z. Kako je ova nejednakost ekvi-
valentna sa (X − Y )2 + (Y −Z)2 + (Z −X)2 ≥ 0, ona oqito va�i. Pri tome,
jednakost va�i samo ako je X = Y = Z, tj. x1 + x4 = x2 + x5 = x3 + x6.

QETVRTI RAZRED

1. Oznaqimo sa P i Q podno�ja visina spuxtenih iz tjemena C redom na stran-
ice AC i AB. Tada imamo s	ede�e parove sliqnih trouglova

4AKC ∼ 4APK, 4ABP ∼ 4ACQ, 4ALB ∼ 4AQL,

jer su svi ovi trouglovi pravougli i trouglovi u istom paru imaju zajed-
niqki oxtri ugao. Slijedi da je

AK2 = AP · AC = AQ · AB = AL2, tj. AK = AL

.

2. Isti kao zadatak 2 za tre�i razred.



3. Isti kao zadatak 3 za tre�i razred.

4. Lijevu nejednakost dokazujemo matematiqkom indukcijom. Za n = 2 va�i

jednakost
13

72
− 1

18
=

1

8
. Neka je n > 2. Pretpostavimo da nejednakost va�i

za n− 1, tj. da je

(1)
13

72
− 1

2n2
≤ 1

23
+

1

33
+ · · ·+ 1

(n− 1)3
.

Dovo	no je jox dokazati da za svaki prirodan broj n va�i

(2)
1

2n2
− 1

2(n+ 1)2
≤ 1

n3
,

jer sabira�em (1) i (2) dobijamo da lijeva nejednakost va�i za n.

A nejednakost (2) va�i poxto je ekvivalentna sa n(n+ 1)2 − n3 ≤ 2(n+ 1)2,
tj. 0 ≤ 3n+ 2.

Za dokaz desne nejednakosti procijenimo opxti qlan
1

k3
. Imamo za k ≥ 2

1

k3
<

1

k3 − k
=

1

k(k − 1)(k + 1)
=

1

2k

(
1

k − 1
− 1

k + 1

)
=

=
1

2

(
1

k(k − 1)
− 1

k(k + 1)

)
=

1

2

(
1

k − 1
− 1

k
− 1

k
+

1

k + 1

)
,

tj.
1

k3
<

1

2

(
1

k − 1
− 2

k
+

1

k + 1

)
.

Na osnovu ovoga je za n > 2

1

23
+

1

33
+ · · ·+ 1

n3
=

1

23
+

n∑
k=3

1

k3
<

1

23
+

1

2

n∑
k=3

(
1

k − 1
− 2

k
+

1

k + 1

)
=

=
1

23
+

1

2

(
1

2
− 1

3
− 1

n
+

1

n+ 1

)
=

5

24
− 1

2n(n+ 1)
<

5

24
− 1

2(n+ 1)2
.

Primjedba. Mi smo u stvari dokazali jaqu nejednakost

1

23
+

1

33
+ · · ·+ 1

n3
<

5

24
− 1

2n(n+ 1)
,

koja se tako�e lako dokazuje matematiqkom indukcijom.



25. REPUBLIQKO TAKMIQE�E IZ MATEMATIKE

UQENIKA SRED�IH XKOLA REPUBLIKE SRPSKE

Istoqno Sarajevo, 14. april 2018.

ZADACI

PRVI RAZRED

1. Na xahovskom turniru odigrano je ukupno 100 partija. Dva igraqa su
napustila turnir. Svaki od �ih je do napuxta�a turnira odigrao po 5
partija. Da li su oni igrali me�usobno prije napuxta�a turnira?

2. U trougao ABC sa pravim uglom u tjemenu C upisana je kru�nica koja
dodiruje �egove stranice AB, BC, CA redom u taqkama M , N , L. Neka
je K taqka du�i BN takva da je BK = CL. Dokazati da je KL ⊥MN .

3. Neka za realne brojeve a i b va�i |3a− 2b| ≤ 1 i |2a− 3b| ≤ 1. Dokazati
da je |a| ≤ 1 i |b| ≤ 1.

4. Dato je n dekadnih cifara razliqitih od nule, od kojih neke mogu biti
jednake. Od tih n cifara su formirani svi mogu�i n−cifreni brojevi.
Dokazati da me�u �ima mo�e biti najvixe jedan stepen dvojke.

(Na primjer, me�u 30 xestocifrenih brojeva 224588, 224858, . . . , 885422
koji se zapisuju pomo�u cifara 2, 2, 4, 5, 8, 8 samo je broj 524288 = 219

stepen dvojke.)

DRUGI RAZRED

1. Za prirodan broj n oznaqimo sa d(n) najve�i zajedniqki djelilac prirod-
nih brojeva n2 + 1 i (n− 1)3 + 2. Na�i sve vrijednosti d(n), n ∈ N.

2. U ravni su date kru�nice k1 i k2. Neka su p i q �ihove zajedniqke
spo	ax�e tangente i neka je P dodirna taqka tangente p sa kru�nicom
k1, a Q dodirna taqka tangente q sa kru�nicom k2. Dokazati da date
kru�nice odsijecaju na pravoj PQ podudarne tetive.

3. Odrediti sve parove (p, q) realnih brojeva tako da kvadratni trinomi
x2+px+q i px2+qx+1 imaju jedan zajedniqki realni korijen i da zbir
ostala dva �ihova korijena bude 1/2.



4. Jediniqna po	a kvadratne table n × n se boje bijelom i crnom bojom.
Koliko ima razliqitih boje�a te table kod kojih se u svakom kvadratu
2× 2 unutar table nalazi podjednak broj bijelih i crnih po	a?

TRE�I RAZRED

1. Neka je H ortocentar oxtrouglog trougla ABC i D, E, F redom podno�ja
visina iz �egovih tjemena A, B, C. Neka je P presjeqna taqka du�i DF
i BE. Prava koja sadr�i taqku P i normalna je na BC sijeqe stranicu
AB u taqki Q. Neka je N presjeqna taqka du�i AD i EQ. Dokazati da
je taqka N sredixte du�i AH.

2. Odrediti sve parove (p, q) prostih brojeva za koje va�i p | 12q − 1 i
q | 12p+ 1.

3. Za koje n se sve stranice i dijagonale datog pravilnog n−ugla mogu obo-
jiti sa n boja (svaka du� jednom bojom) tako da za bilo koje tri razli-
qite boje postoji trougao, sa tjemenima u tjemenima datog n−ugla, qije
su stranice obojene tim bojama?

4. Niz a0, a1, a2, . . . realnih brojeva zadovo	ava uslove

a0 = 0, |ak−1 − 2ak + ak+1| ≤ 1 (k ∈ N).

Dokazati da va�i

a)

∣∣∣∣ ak+1

k + 1
− ak

k

∣∣∣∣ ≤ 1

2
za svako k ∈ N;

b) Ako je an = 0 za neki prirodan broj n, onda je |ak| ≤
k(n− k)

2
za

svako k = 1, 2, . . . , n− 1.

QETVRTI RAZRED

1. Dat je jednakokraki trapez sa osnovicama AB i CD. Kru�nica k koja
sadr�i taqke D i C, drugi put sijeqe stranicu AD u taqki X, a dijago-
nalu BD u taqki Y . Tangenta na kru�nicu k u taqki C sijeqe pravu AB
u taqki Z. Dokazati da su taqke X, Y , Z kolinearne.

2. Isti kao zadatak 2 za tre�i razred.

3. Isti kao zadatak 3 za tre�i razred.



4. Niz a0, a1, a2, . . . realnih brojeva zadovo	ava uslove

a0 = 0, |ak−1 − 2ak + ak+1| ≤
1

k
(k ∈ N).

Dokazati da va�i

a)

∣∣∣∣ ak+1

k + 1
− ak

k

∣∣∣∣ ≤ 1

k + 1
za svako k ∈ N;

b) Ako je an = 0 za neki prirodan broj n, onda je |ak| < k ln
n

k
za svako

k = 1, 2, . . . , n− 1.

RJEXE�A

PRVI RAZRED

1. Neka je n broj uqesnika turnira. n − 2 igraqa koji su zavrxili turnir

odigrali su me�usobno
(n− 2)(n− 3)

2
partija. Dva igraqa koji su na-

pustili turnir odigrali su zajedno 9 ili 10 partija, u zavisnosti od
toga da li su igrali me�usobno ili nisu. Dakle, dobijamo dvije jedna-
qine

(n− 2)(n− 3)

2
+ 9 = 100,

(n− 2)(n− 3)

2
+ 10 = 100,

koje su ekvivalentne redom sa (n− 2)(n− 3) = 182 i (n− 2)(n− 3) = 180,
pri qemu nas interesuju samo �ihova prirodna rjexe�a. Takvo rjexe�e,
n = 16, ima samo prva jednaqina, odakle slijedi da su igraqi koji su
napustili turnir igrali me�usobno.

2. Neka je I centar upisane kru�nice trougla ABC. Prava IB je simetrala
ugla u tjemenu B, a kako je BM = BN , slijedi da je IB ⊥MN .

Qetvorougao CLIN je kvadrat (sa stranicom jednakom polupreqniku up-
isane kru�nice trougla ABC), pa iz uslova BK = CL slijedi da je
BK = IL. Kako su, osim toga, prave BK i IL paralelne (jer su obje nor-
malne na AC), to je BKLI paralelogram. Odavde slijedi da je KL ‖ IB,
tj. KL ⊥MN .

3. Iz datih uslova dobijamo redom da je

−1 ≤ 3a− 2b ≤ 1 i − 1 ≤ 2a− 3b ≤ 1,

(1)
3a− 1

2
≤ b ≤ 3a+ 1

2
i

2a− 1

3
≤ b ≤ 2a+ 1

3
,



odakle slijedi da je

3a− 1

2
≤ 2a+ 1

3
i

2a− 1

3
≤ 3a+ 1

2
.

Pos	ed�e dvije nejednakosti su ekvivalentne redom sa nejednakostima
a ≤ 1 i −1 ≤ a, pa je −1 ≤ a ≤ 1, tj. |a| ≤ 1.

Analogno se dokazuje da je −1 ≤ b ≤ 1 (xto tako�e slijedi i iz druge
nejednakosti u (1), poxto je −1 ≤ a ≤ 1).

4. Pretpostavimo suprotno, da me�u tim brojevima postoje dva stepena dvo-
jke 2k i 2l, k > l. Tada je broj 2k − 2l = 2l(2k−l − 1), kao razlika dva broja
zapisanih istim ciframa, dje	iv sa 9 (slijedi iz qi�enice da 9 | 10i−1,
za svako i ∈ N). Dakle,

(1) 9 | 2k−l − 1.

Sa druge strane, kako su oba broja 2k i 2l ve�i od 10n−1 i ma�i od 10n, to
je 2k−l = 2k/2l < 10. Odavde dobijamo da je k− l ≤ 3, tj. 1 ≤ k− l ≤ 3, xto
je u suprotnosti sa (1).

DRUGI RAZRED

1. Za dati prirodan broj n pisa�emo kra�e d umjesto d(n). Iz uslova d | n2+1
i d | (n− 1)3 + 2 dobijamo redom

d | n(n2 + 1)− ((n− 1)3 + 2) = 3n2 − 2n− 1,

d | 3(n2 + 1)− (3n2 − 2n− 1) = 2n+ 4,

d | (2n+ 4)2 − 4(n2 + 1) = 16n+ 12,

d | 8(2n+ 4)− (16n+ 12) = 20.

Broj n2 + 1 ne mo�e biti dje	iv sa 4, pa odavde dobijamo d | 10, tj.
d ∈ {1, 2, 5, 10}. Sve ove vrijednosti d = 1, 2, 5, 10 se dosti�u, na primjer,
redom za n = 2, 1, 8, 3.

2. Neka je M dodirna taqka tangente p sa kru�nicom k2, N dodirna taqka
tangente q sa kru�nicom k1, i L, K presjeqne taqke prave PQ sa kru�-
nicama k1 i k2, redom. Koriste�i teoremu o potenciji taqke u odnosu na
kru�nicu dobijamo da je

PK · PQ = PM2, QL ·QP = QN2.

Kako je PM = QN , odavde slijedi da je PK ·PQ = QL ·QP , tj. PK = QL.
Imamo s	ede�a dva sluqaja.



Ako taqka K le�i na du�i PL, tada taqka L le�i na du�i QK, pa je

PL = PK +KL = QL+KL = QK.

Ako taqka L le�i na du�i PK, tada taqka K le�i na du�i QL, pa je

PL = PK −KL = QL−KL = QK.

Dakle, u oba sluqaja je PL = QK, xto je i trebalo dokazati.

3. Odgovor: (p, q) = (−2, 1) i (p, q) = (1/2,−3/2).
Prvo rjexe�e. Neka je x0 zajedniqki korijen datih trinoma. Tada je
x0 korijen i polinoma

x(x2 + px+ q)− (px2 + qx+ 1) = x3 − 1,

pa kako je x0 realan broj, to je x0 = 1. Da	e, iz bilo kojeg od datih
trinoma dobijamo da je 1 + p+ q = 0, tj. q = −p− 1.

Neka su x1 i x2 preostali korijeni prvog i drugog trinoma, redom. Tada
je

x2 + px+ q = (x− 1)(x− x1), px2 + qx+ 1 = p(x− 1)(x− x2),

odakle izjednaqava�em slobodnih qlanova dobijamo da je x1 = q = −p− 1
i x2 = 1/p. Sada iz datog uslova x1 + x2 = 1/2 dobijamo jednaqinu

−p− 1 +
1

p
=

1

2
,

koja je ekvivalentna sa kvadratnom jednaqinom 2p2+3p− 2 = 0. Rjexe�a
ove jednaqine su p1 = −2 i p2 = 1/2, pa su tra�eni parovi (p, q) = (−2, 1)
i (p, q) = (1/2,−3/2).
Oba ova para zadovo	avaju uslove zadatka, jer je

x2 − 2x+ 1 = (x− 1)(x− 1), −2x2 + x+ 1 = −2(x− 1)

(
x+

1

2

)
,

x2 +
1

2
x− 3

2
= (x− 1)

(
x+

3

2

)
,

1

2
x2 − 3

2
x+ 1 =

1

2
(x− 1)(x− 2).

Drugo rjexe�e. Neka je x0 zajedniqki korijen, a x1 i x2 preostali
korijeni prvog i drugog trinoma, redom. Iz datih uslova dobijamo da je

x2 + px+ q = (x− x0)(x− x1), px2 + qx+ 1 = p(x− x0)(x− x2),

odakle na osnovu Vijetovih formula dobijamo

(1) x0 + x1 = −p,



(2) x0x1 = q,

(3) x0 + x2 = −
q

p
,

(4) x0x2 = −
1

p
.

Mno�e�em jednakosti (1) i (4) dobijamo

(5) (x0 + x1)x0x2 = −1,

a iz jednakosti (1), (2) i (3) je

(6) (x0 + x1)(x0 + x2) = x0x1.

Iz (5) dobijamo da je

(7) (x0 + x1)x2 = −
1

x0
,

a iz (6) slijedi da je (x0 + x1) + x2 = x0x1 − (x0 + x1)x0, tj.

(8) (x0 + x1)x2 = −x20.

Iz (7) i (8) dobijamo jednaqinu − 1

x0
= −x20, tj. x30 = 1. Kako je x0 ∈ R,

slijedi da je x0 = 1.

Zamjenom x0 = 1 i x2 =
1

2
− x1 u (7) dobijamo kvadratnu jednaqinu

(1 + x1)

(
1

2
− x1

)
= −1, tj. 2x21 + x1 − 3 = 0.

Rjexe�a ove jednaqine su x1 = 1 i x1 = −3/2, pa kako je x2 =
1

2
− x1

dobijamo s	ede�e dvije trojke (x0, x1, x2) korijena datih trinoma:

(x0, x1, x2) =

(
1, 1,−1

2

)
i (x0, x1, x2) =

(
1,−3

2
, 2

)
.

Da	e, iz (1) i (2) slijedi da je (p, q) = (−2, 1) ili (p, q) = (1/2,−3/2).
Oba ova para zadovo	avaju uslove zadatka, xto se provjerava kao u prvom
rjexe�u.



4. Pretpostavimo da su po	a prve vrste date table obojena naizmjeniqno
bijelom i crnom bojom (dvije mogu�nosti). Tada su i po	a druge vrste
obojena naizmjeniqno bijelom i crnom bojom, pri qemu opet postoje dvije
mogu�nosti (prvo po	e u vrsti mo�e biti bijelo ili crno). To va�i i
za svaku s	ede�u vrstu, pa u ovom sluqaju imamo 2n razliqitih boje�a.

Pretpostavimo sada da su neka dva susjedna po	a u prvoj vrsti obojena
istom bojom. Po uslovu zadatka, tada je boje�e po	a u drugoj vrsti jed-
noznaqno odre�eno, i iz istih razloga u svakoj s	ede�oj. Prva vrsta se
mo�e obojiti na 2n−2 naqina tako da bar dva susjedna po	a budu obojena
istom bojom.

Dakle, broj tra�enih boje�a je 2n + 2n − 2 = 2n+1 − 2.

TRE�I RAZRED

1. Neka je ∠ABC = β i ∠ACB = γ. Kako je ∠AFH = ∠AEH = 90◦ to
je qetvorougao AFHE tetivan. Da	e, zbog DA ‖ PQ zak	uqujemo da je
∠FQP = ∠FAH = ∠FEH = ∠FEP , odakle slijedi da je i qetvorougao
QFPE tetivan. Kako je ∠AFC = ∠ADC = 90◦ to je qetvorougao AFDC
tetivan pa je ∠QFP = ∠AFD = 180◦−∠ACD = 180◦−γ , odakle slijedi
da je ∠QEP = γ. Odavde zak	uqujemo da je ∠EAN = 90◦ − γ = ∠AEP =
∠QEP = ∠AEN , pa je trougao ANE jednakokrak. Odavde slijedi da je
N centar opisanog kruga pravouglog trougla AHE, pa je NA = NH.

2. Odgovor: (p, q) = (7, 17) i (p, q) = (131, 11).

Prvo rjexe�e. Neka za proste brojeve p i q va�i p | 12q−1 i q | 12p+1.
Tada je p 6= q i p | 12p − 12q + 1 i q | 12p − 12q + 1, odakle slijedi
pq | 12p− 12q + 1, pa postoji cio broj n tako da va�i

(1) 12p− 12q + 1 = npq.

Iz ove jednakosti slijedi da je svaki od brojeva n, p, q uzajamno prost sa
12. Zbog toga je p ≥ 5 i q ≥ 5. Imamo s	ede�a dva sluqaja.

1◦ p > q. Iz (1) slijedi da je n prirodan broj koji je uzajamno prost sa
12. Poka�imo da je n = 1. U suprotnom je n ≥ 5 pa je

npq − 12p+ 12q ≥ 5pq − 12p+ 12q > 4p(q − 3) + 12q > 1,

xto je u kontradikciji sa (1). Dakle, n = 1 pa dobijamo redom

pq − 12p+ 12q = 1,

p(q − 12) + 12(q − 12) = −143,

(q − 12)(p+ 12) = −11 · 13,



(p+ 12)(12− q) = 11 · 13.
Kako je p+12 ≥ 17, odavde slijedi da je p+12 = 143 i 12− q = 1, tj.
(p, q) = (131, 11).

2◦ p < q. Iz (1) slijedi da je n negativan cio broj. Neka je m = −n.
Tada je m prirodan broj koji je uzajamno prost sa 12 za koji va�i
mpq + 12p− 12q = −1. Poka�imo da je m = 1. U suprotnom je m ≥ 5
pa je

mpq + 12p− 12q ≥ 5pq − 12q + 12p > 4q(p− 3) + 12p > −1.

Kontradikcija. Dakle, m = 1 pa dobijamo redom

pq + 12p− 12q = −1,

p(q + 12)− 12(q + 12) = −145,
(p− 12)(q + 12) = −5 · 29,
(12− p)(q + 12) = 5 · 29.

Kako je 0 < 12− p < 12 imamo dva sluqaja

12− p = 1, q + 12 = 145 ili 12− p = 5, q + 12 = 29.

U prvom sluqaju je q = 133, xto nije prost broj (133 = 7 · 19), a u
drugom sluqaju dobijamo jox jedno rjexe�e (p, q) = (7, 17).

Drugo rjexe�e. Neka za proste brojeve p i q va�i p | 12q−1 i q | 12p+1.
Tada je p 6= q i postoje prirodni brojevi x i y tako da va�i 12q− 1 = px
i 12p + 1 = qy. Iz ove dvije jednakosti slijedi da je svaki od brojeva x,
y uzajamno prost sa 12. Opet imamo s	ede�a dva sluqaja.

1◦ p > q. Tada je px = 12q − 1 < 12q < 12p. Dakle px < 12p, pa je
x < 12. Kako je x uzajamno prost sa 12, slijedi da je x ∈ {1, 5, 7, 11},
pa imamo s	ede�a qetiri sluqaja.

1) x = 1. Tada je p = 12q − 1 pa je

y =
12p+ 1

q
=

12(12q − 1) + 1

q
= 144− 11

q
.

Kako je y cio broj i q prost broj, odavde slijedi da je q = 11
i p = 131. Dakle, par prostih brojeva (p, q) = (131, 11) je jedno
rjexe�e.

2) x = 5. Tada je p = (12q − 1)/5 pa imamo

y =
12p+ 1

q
=

12(12q − 1)/5 + 1

q
=

144q − 7

5q
= 29− q + 7

5q
.

Kako je q ≥ 5, to je 0 < q + 7 < 5q, pa u ovom sluqaju nemamo
rjexe�a.



3) x = 7. Tada je p = (12q − 1)/7 pa imamo

y =
12p+ 1

q
=

12(12q − 1)/7 + 1

q
=

144q − 5

7q
= 20 +

4q − 5

7q
.

Kako je q ≥ 5, to je 0 < 4q − 5 < 7q, pa u ovom sluqaju nemamo
rjexe�a.

4) x = 11. Tada je p = (12q − 1)/11 pa imamo

y =
12p+ 1

q
=

12(12q − 1)/11 + 1

q
=

144q − 1

11q
= 13− q − 1

11q
.

Kako je q ≥ 5, to je 0 < q − 1 < 11q, pa ni u ovom sluqaju nemamo
rjexe�a.

2◦ p < q. Tada je qy = 12p+1 < 12q. Dakle qy < 12q, pa je y < 12. Kako
je y uzajamno prost sa 12, slijedi da je y ∈ {1, 5, 7, 11}, pa imamo
s	ede�a qetiri sluqaja.

1) y = 1. Tada je q = 12p+ 1 pa imamo

x =
12q − 1

p
=

12(12p+ 1)− 1

p
=

144p+ 11

p
= 144 +

11

p
.

Kako je x cio broj i p prost broj, odavde slijedi da je p = 11 i
q = 133. Kako je 133 = 7 · 19 slo�en broj, u ovom sluqaju nemamo
rjexe�a.

2) y = 5. Tada je q = (12p+ 1)/5 pa imamo

x =
12q − 1

p
=

12(12p+ 1)/5− 1

p
=

144p+ 7

5p
= 29− p− 7

5p
.

Kako je |p − 7| < 5p ovo je cio broj samo za p = 7. Da	e iz
q = (12p + 1)/5 dobijamo da je q = 17. Dakle, par (p, q) = (7, 17)
je jedno rjexe�e.

3) y = 7. Tada je q = (12p+ 1)/7 pa imamo

x =
12q − 1

p
=

12(12p+ 1)/7− 1

p
=

144p+ 5

7p
= 20 +

4p+ 5

7p
.

Kako je 0 < 4p+ 5 < 7p, u ovom sluqaju nemamo rjexe�e.

4) y = 11. Tada je q = (12p+ 1)/11 pa imamo

x =
12q − 1

p
=

12(12p+ 1)/11− 1

p
=

144p+ 1

11p
= 13 +

p+ 1

11p
.

Kako je 0 < p+ 1 < 11p, ni u ovom sluqaju nemamo rjexe�e.



3. Odgovor: Ako je n neparan, n ≥ 3.

Neka je n = 2k paran broj, k ≥ 2. Pretpostavimo da takvo boje�e pos-
toji. Posmatrajmo du�i neke fiksirane boje, na primjer, crvene. Ukupan
broj trouglova qija je jedna stranica crvena nije ma�i od broja parova

preostalih 2k − 1 boja, kojih ima

(
2k − 1

2

)
= (2k − 1)(k − 1). Poxto je

svaka crvena du� stranica 2k − 2 trouglova, odavde slijedi da crvenih
du�i ima bar k. Isto va�i i za du�i bilo koje druge boje, pa ukupan broj
du�i nije ma�i od 2k ·k = 2k2. Me�utim, broj svih stranica i dijagonala

2k−ugla je
(
2k

2

)
= k(2k − 1) < 2k2. Kontradikcija.

Neka je n = 2k+1 neparan broj. Obojimo stranice pravilnog 2k+1−ugla
redom sa tih 2k + 1 boja (svakom bojom po jednu stranicu). Kako je svaka
dijagonala tog 2k + 1−ugla paralelna taqno sa jednom �egovom stran-
icom, obojimo svaku �egovu dijagonalu upravo onom bojom kojom je obo-
jena �oj paralelna stranica. Poka�imo da ovo boje�e zadovo	ava zadate
uslove. Ukupan broj trouglova sa tjemenima u tjemenima tog 2k + 1−ugla

je

(
2k + 1

3

)
, a isto toliko ima i izbora tri razliqite boje iz skupa od

2k+1 boja. Pretpostavimo suprotno, da postoje neke tri (razliqite) boje
za koje ne postoji trougao qije su stranice obojene tim bojama. Na osnovu
prethodnog, tada bi morao postojati neki trougao qije su bar dvije stran-
ice obojene istom bojom. Ali, kako su svake dvije stranice koje su obojene
istom bojom me�usobno paralelne, ovo je nemogu�e.

4. Prvo rjexe�e (sabira�em odgovaraju�ih nejednakosti).

a) Mno�e�em nejednakosti

−1 ≤ ai−1 − 2ai + ai+1 ≤ 1

sa i, i sabiraju�i dobijene nejednakosti za i = 1, 2, . . . , k dobijamo
redom

−
k∑

i=1

i ≤
k∑

i=1

i(ai−1 − 2ai + ai+1) ≤
k∑

i=1

i ,

−k(k + 1)

2
≤

k−1∑
i=0

(i+ 1)ai − 2
k∑

i=1

iai +
k+1∑
i=2

(i− 1)ai ≤
k(k + 1)

2
,

−k(k + 1)

2
≤ a0 + 2a1 − 2a1 − 2kak + (k − 1)ak + kak+1+

+
k−1∑
i=2

(i+ 1− 2i+ i− 1)ai ≤
k(k + 1)

2
,



(1) −k(k + 1)

2
≤ kak+1 − (k + 1)ak+ ≤

k(k + 1)

2
,

odakle dije	e�em sa k(k + 1) dobijamo da va�i∣∣∣∣ ak+1

k + 1
− ak

k

∣∣∣∣ ≤ 1

2
.

b) Neka su k i n prirodni brojevi, k < n. Sabira�em n−k nejednakosti

−1

2
≤ ai+1

i+ 1
− ai

i
≤ 1

2
, i = k, k + 1, . . . , n− 1,

dobijamo da je

−n− k
2
≤ an

n
− ak

k
≤ n− k

2
.

Ako je an = 0, odavde slijedi da je

−n− k
2
≤ −ak

k
≤ n− k

2
, tj. − k(n− k)

2
≤ ak ≤

k(n− k)
2

,

xto je i trebalo dokazati.

Drugo rjexe�e (matematiqkom indukcijom).

a) Doka�imo matematiqkom indukcijom ekvivalentnu nejednakost

(2) −k + 1

2
≤ ak+1 −

k + 1

k
ak ≤

k + 1

2
(k ∈ N).

Za k = 1 ova nejednakost va�i jer je ekvivalentna sa −1 ≤ −2a1 +
a2 ≤ 1. Pretpostavimo da ona va�i za k − 1 (k ≥ 2), tj. da je

−k
2
≤ ak −

k

k − 1
ak−1 ≤

k

2
.

Poxto je −1 ≤ ak−1 − 2ak + ak+1 ≤ 1, slijedi da je

ak+1 −
k + 1

k
ak ≥ 2ak − ak−1 − 1− k + 1

k
ak =

k − 1

k
ak − ak−1 − 1 =

=
k − 1

k

(
ak −

k

k − 1
ak−1

)
− 1 ≥ k − 1

k
·
(
−k
2

)
− 1 = −k + 1

2
;

ak+1 −
k + 1

k
ak ≤ 2ak − ak−1 + 1− k + 1

k
ak =

k − 1

k
ak − ak−1 + 1 =

=
k − 1

k

(
ak −

k

k − 1
ak−1

)
+ 1 ≤ k − 1

k
· k
2
+ 1 =

k + 1

2
.

Dakle

−k + 1

2
≤ ak+1 −

k + 1

k
ak ≤

k + 1

2
,

tj. va�i nejednakost (2).



b) Na osnovu nejednakosti (2) je

kak+1 −
k(k + 1)

2
≤ (k + 1)ak ≤ kak+1 +

k(k + 1)

2
,

(3)
k

k + 1
ak+1 −

k

2
≤ ak ≤

k

k + 1
ak+1 +

k

2
, k = 1, 2, . . .

Neka je an = 0. Iz (3) za k = n− 1 dobijamo da je

(4) −n− 1

2
≤ an−1 ≤

n− 1

2
.

Nejednakost

(5) −k(n− k)
2

≤ ak ≤
k(n− k)

2
, k = 1, 2, . . . n− 1,

dokazujemo matematiqkom indukcijom po k = n− 1, n− 2, . . . , 1. Iz
(4) slijedi da ovo tvr�e�e va�i za k = n− 1. Pretpostavimo da ono
va�i za k + 1 (k + 1 ≤ n− 1), tj. da je

−(k + 1)(n− k − 1)

2
≤ ak+1 ≤

(k + 1)(n− k − 1)

2
.

Tada na osnovu (3) dobijamo da je

ak ≥
k

k + 1
ak+1 −

k

2
≥ − k

k + 1
· (k + 1)(n− k − 1)

2
− k

2
= −k(n− k)

2
,

ak ≤
k

k + 1
ak+1 +

k

2
≤ k

k + 1
· (k + 1)(n− k − 1)

2
+
k

2
=
k(n− k)

2
,

qime je nejednakost (5) dokazana.

QETVRTI RAZRED

1. Na osnovu jednakosti ugla izme�u tangente i tetive i periferijskog
ugla nad istim lukom imamo da je ∠ABD = ∠Y DC = ∠Y CZ . Kako
je ∠Y CZ + ∠Y BZ = 180◦, slijedi da je qetvorougao CY BZ tetivan.
Da	e je ∠CY Z = ∠CBZ = ∠XDC = 180◦ −∠CYX, odakle slijedi da je
qetvorougao XBCY upisan u kru�nicu k, pa je ∠CY Z + ∠CYX = 180◦,
xto znaqi da su taqke X, Y , Z kolinearne.

2. Isti kao zadatak 2 za tre�i razred.

3. Isti kao zadatak 3 za tre�i razred.



4. Prvo rjexe�e (sabira�em odgovaraju�ih nejednakosti).

a) Mno�e�em nejednakosti

−1

i
≤ ai−1 − 2ai + ai+1 ≤

1

i

sa i, i sabiraju�i dobijene nejednakosti za i = 1, 2, . . . , k dobijamo
redom

−k ≤
k∑

i=1

i(ai−1 − 2ai + ai+1) ≤ k,

−k ≤
k−1∑
i=0

(i+ 1)ai − 2
k∑

i=1

iai +
k+1∑
i=2

(i− 1)ai ≤ k,

−k ≤ a0 + 2a1 − 2a1 − 2kak + (k − 1)ak + kak+1+

+
k−1∑
i=2

(i+ 1− 2i+ i− 1)ai ≤ k,

(1) −k ≤ kak+1 − (k + 1)ak+ ≤ k,

odakle dije	e�em sa k(k + 1) dobijamo da va�i∣∣∣∣ ak+1

k + 1
− ak

k

∣∣∣∣ ≤ 1

k + 1
.

b) Neka su k i n prirodni brojevi, k < n. Sabira�em n−k nejednakosti

− 1

i+ 1
≤ ai+1

i+ 1
− ai

i
≤ 1

i+ 1
, i = k, k + 1, . . . , n− 1,

dobijamo da je

−
(

1

k + 1
+

1

k + 2
+ · · ·+ 1

n

)
≤ an

n
− ak

k
≤ 1

k + 1
+

1

k + 2
+ · · ·+ 1

n
.

Ako je an = 0, odavde slijedi da je

|ak| ≤ k

(
1

k + 1
+

1

k + 2
+ · · ·+ 1

n

)
,

pa je dovo	no jox dokazati da proizvo	ne prirodne brojeve k i n,
k < n, va�i

(2)
1

k + 1
+

1

k + 2
+ · · ·+ 1

n
< ln

n

k
.



Na osnovu poznate nejednakosti

(3)
1

i+ 1
< ln (i+ 1)− ln i (i ∈ N)

dobijamo da je

1

k + 1
+

1

k + 2
+ · · ·+ 1

n
< (ln (k + 1)− ln k) + (ln (k + 2)− ln (k + 1))+

+ · · ·+ (ln n− ln (n− 1)) = ln n− ln k = ln
n

k
,

tj. va�i (2).

Primjedba. Nejednakost (3) slijedi, na primjer, iz qi�enice da je niz (xi)

sa opxtim qlanom xi =
(
i+1
i

)i+1
opadaju�i i da konvergira ka e. Naime,

odavde slijedi da je e < xi, odakle logaritmova�em dobijamo da va�i (3).

Drugo rjexe�e (matematiqkom indukcijom).

a) Doka�imo matematiqkom indukcijom ekvivalentnu nejednakost

(4) −1 ≤ ak+1 −
k + 1

k
ak ≤ 1 (k ∈ N).

Za k = 1 ova nejednakost va�i jer je ekvivalentna sa −1 ≤ −2a1 +
a2 ≤ 1. Pretpostavimo da ona va�i za neko k − 1 (k ≥ 2), tj. da je

−1 ≤ ak −
k

k − 1
ak−1 ≤ 1.

Poxto je −1

k
≤ ak−1 − 2ak + ak+1 ≤

1

k
, slijedi da je

ak+1 −
k + 1

k
ak ≥ 2ak − ak−1 −

1

k
− k + 1

k
ak =

k − 1

k
ak − ak−1 −

1

k
=

=
k − 1

k

(
ak −

k

k − 1
ak−1

)
− 1

k
≥ k − 1

k
· (−1)− 1

k
= −1;

ak+1 −
k + 1

k
ak ≤ 2ak − ak−1 +

1

k
− k + 1

k
ak =

k − 1

k
ak − ak−1 +

1

k
=

=
k − 1

k

(
ak −

k

k − 1
ak−1

)
+

1

k
≤ k − 1

k
· 1 + 1

k
= 1,

qime je nejednakost (4) dokazana.



b) Na osnovu nejednakosti (1) je

kak+1 − k ≤ (k + 1)ak ≤ kak+1 + k,

(5)
k

k + 1
ak+1 −

k

k + 1
≤ ak ≤

k

k + 1
ak+1 +

k

k + 1
, k = 1, 2, . . .

Neka je an = 0. Iz (4) za k = n− 1 dobijamo da je

(6) −n− 1

n
≤ an−1 ≤

n− 1

n
.

Nejednakost

(7) −k ln n

k
< ak < k ln

n

k
, k = 1, 2, . . . , n− 1,

dokazujemo matematiqkom indukcijom po k = n− 1, n− 2, . . . , 1. Iz
(6) slijedi da ovo tvr�e�e va�i za k = n− 1, poxto je

|an−1| ≤
n− 1

n
< (n− 1) ln

n

n− 1
.

Pretpostavimo da ono va�i za k + 1 (k + 1 ≤ n− 1), tj. da je

−(k + 1) ln
n

k + 1
< ak+1 < (k + 1) ln

n

k + 1
.

Tada na osnovu (5) dobijamo da je

ak ≤
k

k + 1
ak+1 +

k

k + 1
≤ k

k + 1
· (k + 1) ln

n

k + 1
+

k

k + 1
=

= k

(
ln

n

k + 1
+

1

k + 1

)
< k ln

n

k
;

ak ≥
k

k + 1
ak+1 −

k

k + 1
≥ − k

k + 1
· (k + 1) ln

n

k + 1
− k

k + 1
=

= −k
(
ln

n

k + 1
+

1

k + 1

)
> −k ln

n

k
,

qime je nejednakost (7) dokazana.

(Ovdje smo dva puta primijenili nejednakost ln
n

k + 1
+

1

k + 1
< ln

n

k
,

koja je ekvivalentna sa
1

k + 1
< ln (k + 1)− ln k , i va�i na osnovu

nejednakosti (3).)



26. републичко такмичење из математике ученика средњих школа Републике Српске 

Бања Лука  23.03.2019. године 
 

 
1. Разред 

 

Задаци и рјешења: 

 

 

3.  Ако су  a, b, c  дужине страница произвољnог троугла и ако је  a + b + c = 1, тада важи  

2

1
4222  abccbа . Доказати. 

Рјешење: 

 По Хероновом обрасцу за израчунавање површине троугла имамо да је 



























 cbaP

2

1

2

1

2

1

2

1
 односно   18416 2  abcacbcabP .  (10 

бод.) 

Из     acbcabcbacba  21 2222
 имамо да је 

   222224 cbaacbcab  .        

     (10 бод.)  

Замјеном у формули за површину добијамо   082116 2222  abccbaP  одакле 

слиједи да је 
2

1
4222  abccbа .       

  (5 бод.) 

 

 

4. Нека су  x, y  и  z  реални бројеви, такви да је x2 + y2 + z2 = 8  и  xy + yz + zx = 4. 

     Израчунати вриједност израза  |x| + |y| + |z|. 

 

Рјешење: 

Из једнакости (x+y+z)2 = x2+y2+z2+2xy+2yz+2zx = 8+2·4 = 16, налазимо да је   |x+y+z| = 

4.             

 (5 бод.) 

Докажимо да су бројеви  x, y  и  z  истог знака, одакле ће слиједити да је   |x| + |y| + |z| = 

4.                   

 (5 бод.) 

 Како је  0 = 8−2·4 = x2+y2+z2−2(xy+yz+zx) = (x+y−z)2−4xy, то је xy ≥ 0.  
Аналогно претходном добија се  и  yz ≥ 0 и zx ≥ 0.     (10 

бод.) 
 Из чињеница да је xy ≥ 0, yz ≥ 0  и  zx ≥ 0 закључујемо да су бројеви x, y и z истог знака 

(нулу можемо сматрати бројем са произвољним знаком), па је  
  |x| + |y| + |z| = 4.          (5 

бод.) 

 

 

5. Нека су x  и  y цијели бројеви, такви да 90 дијели  x2 + xy + y2. 

     Доказати да онда  900 дијели  xy. 
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 Рјешење: 

Докажимо да су бројеви  x  и  y дјељиви са  30, одакле ће слиједити тражено тврђење.  

Како  9 | (x2 + xy + y2) = (x − y)2 + 3xy  имамо 9 | (x − y)2, односно 3 | (x – y).  Зато 3 | xy, 

те како и  3 | (x – y), добијамо да  3 | x  и  3 | y.       

  (5 бод.) 

Пошто 10 | (x2 + xy + y2), а (x2 + xy + y2) | (x3 − y3), то 10 |(x3 − y3), па се бројеви  x3  и  y3 

завршавају истом цифром, што је могуће само ако се и бројеви  x  и  y  завршавају 

истом цифром (ово такмичари требају провјерити!).       

  (10 бод.) 

 Користећи ове чињенице, из дјељивости броја х2 + ху + у2 са 10 закључујемо и да је 

број 3х2 дјељив са 10, одакле је и број х дјељив са 10, а онда је, аналогно претходном,  и 

у дјељив са 10.          

    (5 бодова). Коначно, закључујемо да су бројеви х и у дјељиви са 30, 

што значи да је број ху дјељив са 900.       

       (5 бодова). 

 

 

4. У паралелограму ABCD тачке P, Q, R, S су средишта страница AB, BC, CD, DA. Праве 

AQ, BR, CS, DP сијеку се и образују четвороугао. Доказати да је овај четвороугао 

паралелограм и наћи његову површину знајући да је површина паралелограма ABCD  

једнака а2. 

 

Рјешење:  

 

Пошто је AS = CQ и CQAS  то је четвороугао AQCS паралелограм. То такође следи и 

из подударности троуглова ABQ и CDS. Одатле следи и да је SCAQ . На исти начин се 

доказује да је и четвороугао DPBR паралелограм, тј. да је BRPD . Према томе, пошто 

је SCAQ  и BRPD , четвороугао KLMN је паралелограм.    

    (10 бодова). 

Пошто је РК средња линија троугла ABL (јер је АР = РВ и BLPK ), а LQ средња 

линија троугла ВСМ (јер је BQ = QC и CMLQ ), то је  AK = KL и CMLQ
2

1
 .Из истог 

разлога је и CM = MN.         

     (5 бодова).  
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Даље  је: AK = KL = MN = CM = 2 LQ, па је  AQ = AK + KL + LQ = KL + KL + 

KLKL
2

5

2

1
 , одакле је .

5

2
AQKL 

   
Пошто паралелограми AQCS и KLMN имају 

једнаке висине, имаћемо да је: 

AQCSKLMN PP
5

2
 , а будући да је 2

2

1

2

1
aPP ABCDAQCS  , имаћемо коначно   

2 22 1 1
.

5 2 5
KLMNP a a        

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

2. Разред 

 

Задаци и рјешења: 

 

5. а)  Доказати да за све позитивне реалне бројеве а и b за које је a2 > b важи:

2 2

2 2

a a b a a b
а b

   
   . 

б)  Да ли је вриједност израза 
5 3 2 5 3 1

6 62 2 3 2 2 3

 
  

   
  рационалан или 

ирационалан број? 

 

Рјешење: 

а) Како су обе стране позитивне, довољно је провјерити једнакост након квадрирања. 

Након квадрирања лијева страна постаје а b , а десна страна  

 

 

2 2 2 2

2 2 2 2 2
2 2

2
2 2 2 2

( )
2 .

2 4

a a b a a b a a b a a b

a a b a a b a a b
а a а b а b

       
    

      
          (10 бод.) 

б) Користећи резултат под а) имамо: 

  
  

  
  

5 3 2 5 3 1

6 62 2 3 2 2 3

5 3 2 5 3 1

6 62 4 3 2 4 3 2 4 3 2 4 3
2 2

2 2 2 2

5 3 2 5 3 1 5 3 2 5 3 1

3 1 6 3 1 6 2 3 1 2 3 2 3 1 2 3
2 2

2 2 2 2 2 2

5 3 3 3 5 3 1 35 3 2 5 3 1 2 1

3 3 3 1 3 3 3 33 3 3 3 1 3 1 3

12 2 3 2 8 6 3 1 12

6 23 3

 
   

   

 
   

       
   

   
        

   
   

    
        

     

 
    

2 3 12 9 3 7
.

33 3
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Дакле тражени број је рационалан.      (15 бодова) 

 

 

 

 

6. У троуглу ABC, тачка D је средина странице  BC, а тачка E  на страници AB таква да  је 

AE = 2EB. Ако је  ADC = BDE, наћи угао ACB. 

 

Рјешење: 

Нека је F средиште дужи АЕ. Тада је BE = EF = FA. Како је и BD = DC, праве ED и FC 

су паралелне, па по Талесовој теореми CF полови AD.    (10 бод.) 

Означимо са М средиште AD. Из услова задатка је BCF = BDE = ADC, па 

добијамо да је троугао MCD једнакокрак, тј. MC = MD = MA.  (10 бод.) 

 Дакле, C је на полукругу над пречником АD, тј. ACB = ACD = 90°.  (5 бод.) 

 
 

7. Одредити све природне бројеве n такве да је број  2n  + n2
   дјељив са 7. 

 

Рјешење: 

Остаци при дијељењу са 7 бројева 2n су 1, 2 или 4.    (10 бод.)   

Остаци при дијељењу са 7 бројева n2 су  0, 1, 2 или 4.     (10 бод.)  

Дакле, број 2n + n2 nе може бити дјељив са 7.     (5 бод.) 

 

8. Наћи троцифрен број abc  ако је четвороцифрени број  1abc  три пута већи од 

четвороцифреног броја abc2 .  

 

Рјешење: 

Из услова задатка је:   a · 103 + b · 102 + c · 10 + 1 = 3 · (2 · 103 + a · 102 + b · 10 + c). 

Како се број  3c завршава јединицом, то је  c = 7.    (5 бод.) 

Даље је,  1000a + 100b + 71 = 6000 + 300a + (3b + 2) · 10 + 1. Како је  b цифра  

 (0 ≤ b ≤ 9), биће  2 ≤ 3b + 2 ≤ 29. Број  3b + 2 се завршава цифром  7, па је   

 3b + 2 {7, 17, 27}. Могуће је само  b = 5.      (10 бод.) 

 Сада је  1000a + 571 = 6000 + (3а + 1) · 100 + 71. Како је и  a цифра, биће   

 1 ≤ 3a + 1 ≤  28  и  3a + 1 се завршава цифром 5, те је  3a + 1 = 25, тј. a = 8.    

                  Тражени број је  857.       

 (10 бод.) 
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3. Разред 

Задаци и рјешења: 

 

1. Колико има уређених парова природних бројева (х, у) за које важи 

                                    20х = у(х – 15у) 

Рјешење:  

Задана једначина гласи 15у2 – ху + 20х = 0. Дискриминанта  D = x2 - 4·15·20x  те квадратне 

једначине по непознатој у мора бити квадрат целог броја (2 бода). Зато постоји 

ненегативни цео број т такав да је х2 – 1200х = т2. Допуном израза х2 – 1200х до потпуног 

квадрата добијамо 

      (х – 600)2 = т2 + 360000, а растављањем на чиниоце имамо 

     (х – 600 – т)(х - 600 + т) = 360000  (2 бода). 

     Одавде је  х – 600 – т = с1,  х – 600 + т = с2, при чему за целе бројеве с1,с2 важи  

                 с1с2 = 360000  (2 бода). 

Сабирањем добијамо да је 2х – 1200 = с1 + с2 одакле закључујемо да бројеви с1 и с2  

морају бити оба парна јер им је збир и производ паран број (2 бода). 

При томе, користећи однос аритметичке и геометријске средине, закључујемо да бројеви 

с1 и с2  не могу бити негативни, јер је 2х = 1200 + с1 + с2 = 

0)()(2 21212121  сссссссс , што је немогуће за природни број х (2 бода). 

Како је т2 дискриминанта једначине 15у2 – ху + 20х = 0 можемо писати  

        
30

,
30

21

тх
у

тх
у





 . 

Дакле, ако постоји решење (х, у), онда 30 дели барем један од бројева х – т и х + т. 

Будући да је х – 600 – т = с1  и  х – 600 + т = с2 закључујемо да 30 дели барем један од 

бројева с1 и с2  (2 бода). 

Како тражимо само парове (х, у), довољно је пребројати колико има позитивних делиоца 

с1 броја 360000 дељивих са 30 таквих да је 
1

2

360000

с
с   паран број.   

  (3 бода). 

Сваки такав с1  можемо записати у облику сbа 532   при чему је а ϵ {1, 2, 3, 4, 5},  

b ϵ {1, 2} и с ϵ{1, 2, 3, 4}. Дакле, таквих бројева има 5·2·4 = 40.    (10 бодова). 

 

 

2.  Нека су  a, b, c  странице произвољnог троугла и  α, β  углови наспрам страница  а и  b.   

Доказати да важи:       a cos α + b cos β  ≤  c.    Кад важи једнакост? 

 

Рјешење: 

Из синусне теореме је a = 2Rsin α, b = 2Rsin β, c = 2R sin γ,  па је дата неједнакост 

еквивалентна са   sin α cos α + sinβ cos β  ≤  sin γ,   тј.  sin 2α + sin2β ≤   2 sinγ.  

   (5 бод.)  
Међутим,  како је    sin 2α + sin2β = 2sin(α + β) cos(α − β) = 2sin(π − γ) cos(α − β) =  

= 2sinγ cos(α − β).          (10 

бод.) 
На крају је:  2sinγ cos(α − β) ≤  2 sinγ  тј. важи неједнакост sin 2α + sin2β ≤   2 sinγ , а то 

онда значи да важи полазна неједнакост      a cos α + b cos β  ≤  c.    

 (5 бод.) 
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 Једнакост важи када је cos(α − β) = 1, односно када је α = β.    (5 

бод.) 

   

3.    Доказати да за нуле  х1   и   х2  тринома     0,
2

1
2

2  pRp
p

pxx    важи 

неједнакост   .224

2

4

1  xx  

 

Рјешење: 

На основу Вијетових формула имамо да је pxx  21 и  
221

2

1

p
xx  .  (5 

бод.) 
Даље , послије низа трансформација, имамо: 

     .
2

1
222

4

4

21

2

2121

4

21

4

2

4

1
p

pxxxxxxxxxx     (10 

бод.) Искористимо неједнакост између аритметичке и геометријске средине за бројеве 

4p и  
42

1

p
добијемо да је 2

2

1
2

2

1
4

4

4

4 
p

p
p

p .      

 (5 бод.) 

Коначно имамо да је .224

2

4

1  xx        (5 

бод.) 

 

6. На страници  BC троугла  ABC уочимо тачку D и уочимо уписане кругове у троуглове 

ABD  и  ACD. Заједничка спољашња тангента ова два круга, различита од праве BC, 

сијече дуж AD у тачки  K. Доказати да дужина дужи  AK не зависи од положаја тачке 

D.  

 

Рјешење: 

Означимо са  A1, B1, D1 тачке у којима уписани круг у троугао ABD  додирује  

странице  BD, AD, AB;  и означимо са A2, C2, D2  тачке у којима уписани круг у троугао 

ACD додирује странице  CD, AD, AC.  Нека је  AC = b, AB = c,  

BD = u, DC = v  и  AD = d. Нека су  G и H тачке у којима заједничка спољашња 

тангента различита од  BC додирује кругове уписне у троуглове  ABD  и  ACD. 

    (5 бод.) 
Тада је  2AK = (AB1 − GK) + (AC2 − HK) = AB1 + AC2 − GH = AD1 + AD2 − A1A2 =  

= AD1 + AD2 − DA1 − DA2.         

 (10 бод.) 

Међутим,  
2

,
2

,
2

,
2

2121

bvd
DA

cud
DA

vdb
AD

udc
AD











 . 

Замјеном добијамо  

BCABACvucb
bvdcudvdbudc

AK 



2

2 ,  

односно 
2

BCACAB
AK


 , што зависи само од дужина страница троугла АBC. 
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4. Разред 

 

Задаци и рјешења: 

 

1. Нека су a, b  и c позитивни реални бројеви за које важи 1а b c   . Доказати: 

 2 2 22 1 2 1 2 1 2a b b c c a a b c         . 

Рјешење: 
Квадрирањем обе стране неједнакости имамо да је лијева страна, означимо је са L, 

једнака

        2 2 2 2 2 22 2 2 2 2 1 2 1 2 2 1 2 1 2 2 1 2 1L a b b c c a ab b c bc c a ca a b а b c              

, а десна страна неједнакости, означимо је са D, једнака је:  2 2 22D a b c    . 

  

Треба доказати да је L D  тј. да је  

        2 2 2

2 2 2

2 2 2 2 2 1 2 1 2 2 1 2 1 2 2 1 2 1

2 2( )

a b b c c a ab b c bc c a ca a b

а b c

           

   
 

 (5 бод.) 

Квадрирањем једнакости 1a b c    добијамо  2 2 2 2 1a b c ab ac bc       одакле је 

   2 2 22 1ab ac bc а b c      и замјеном на десној страни имамо: 

        2 2 22 2 2 2 2 1 2 1 2 2 1 2 1 2 2 1 2 1 4( )a b b c c a ab b c bc c a ca a b аb bc ca             

. Користећи неједнакост између аритметичке и геометријске средине имамо да је 

  (5 бод.) 

    2 2 1 2 1 2 2 2ab b c аb b c     ,     2 2 1 2 1 2 2 2bc c a bc c a     и  

    2 2 1 2 1 2 2 2cа a b ca a b     . Замјеном лијева страна неједнакости постаје 

 (10 бод.) 

        

    

 

2 2 2

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 1 2 1 2 2 1 2 1 2 2 1 2 1

2( 3 ) 2 2 1

4 .

L a b b c c a ab b c bc c a ca a b

а b b c c a ab bc ca abc ab bc ca a b c ab bc ca

ab bc ca D

            

                

   

2. Нека је Р(х) полином са реалним коефицијентима степена п чије су све нуле реалне и 

веће од 1. Доказати да Р(х) има нулу која није мања од  
 1

1 .
'(1)

Р
п

Р
   

Рјешење: 
Нека су х1, х2, х3, ...,  хn  нуле посматраног полинома и нека важи, без умањења 
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општости,  х1 ≤  х2  ≤ х3≤  ... ≤  хn.  Треба доказати  хn ≥ 
 1

1 .
'(1)

Р
п

Р
   Полином можемо 

написати у облику  

Р(х) = с(х - х1)(х - х2)(х -  х3) ...(х - хn) . Сада имамо 

 

 

              

     
2 3 1 3 1 2 1

1 2 3

1 2 3

'

1 1 1 1
.

п п п

п

п

Р х с х х х х х х с х х х х х х с х х х х х х

Р х с х х х х х х х х

х х х х х х х х

              
 

    

    
   

Уврштавајући х = 1 добијамо: 

 

  1 2 3 1 2 3

' 1 1 1 1 1 1 1 1 1
.

1 1 1 1 1 1 1 1 1п п

Р

Р х х х х х х х х

 
           

        
 

Пошто су све нуле реалне и веће од 1, сви сабирци у загради су позитивни, па имамо

 

  1 2 3

' 1 1 1 1 1 1 1 1 1
.

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1п п п п п п

Р п

Р х х х х х х х х х
          

        
 

Одавде даље имамо
 

 

11

' 1

п
Рх

п Р


 , одакле је   хn ≥ 

 1
1 .

'(1)

Р
п

Р
     (15 

бодова) 

3. Нека су  a, b, c  странице произвољnог троугла и  α, β  углови наспрам страница  а и  b.   

Доказати да важи:       a cos α + b cos β  ≤  c.    Кад важи једнакост? 

Рјешење: 

Из синусне теореме је a = 2Rsin α, b = 2Rsin β, c = 2R sin γ,  па је дата неједнакост 

еквивалентна са   sin α cos α + sinβ cos β  ≤  sin γ,   тј.  sin 2α + sin2β ≤   2 sinγ.  

             (5 

бодова) Међутим,  како је    sin 2α + sin2β = 2sin(α + β) cos(α − β) = 2sin(π − γ) cos(α − β) 

=  

= 2sinγ cos(α − β).          (10 

бодова) 
На крају је:  2sinγ cos(α − β) ≤  2 sinγ  тј. важи неједнакост sin 2α + sin2β ≤   2 sinγ , а то 

онда значи да важи полазна неједнакост      a cos α + b cos β  ≤  c.    

 (5 бодова) 

 Једнакост важи када је cos(α − β) = 1, односно када је α = β.    (5 

бодова) 

 

 

4.  На страници  BC троугла  ABC уочимо тачку D и уочимо уписане кругове у   троуглове    

ABD  и  ACD. Заједничка спољашња тангента ова два круга, различита од праве BC, 

сијече дуж AD у тачки  K. Доказати да дужина дужи  AK не зависи од положаја тачке D.  

 

Рјешење: 
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       Означимо са  A1, B1, D1 тачке у којима уписани круг у троугао ABD  додирује  

странице  BD, AD, AB;  и означимо са A2, C2, D2  тачке у којима уписани круг у троугао 

ACD додирује странице  CD, AD, AC.  Нека је  AC = b, AB = c,  

BD = u, DC = v  и  AD = d. Нека су  G и H тачке у којима заједничка спољашња 

тангента различита од  BC додирује кругове уписне у троуглове  ABD  и  ACD. 

  (5 бод.) 

Тада је  2AK = (AB1 − GK) + (AC2 − HK) = AB1 + AC2 − GH = AD1 + AD2 − A1A2 =  

= AD1 + AD2 − DA1 − DA2.              

  (10 бод.) 

Међутим,  
2

,
2

,
2

,
2

2121
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udc
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 . 

Замјеном добијамо  

BCABACvucb
bvdcudvdbudc

AK 



2

2 , односно 

2

BCACAB
AK


 , што зависи само од дужина страница троугла АBC.  
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∑  Републичко СШ - 2021. 

Рјешења задатака са бодовањем  

Први разред 

 

1. Два путника крећу се из мјеста А и В један другоме у сусрет. Сваки од њих када стигне у оно 

друго мјесто, враћа се назад у почетно мјесто. Први пут су се путници срели на 8 km од мјеста 

А, а други пут, када се враћају назад, на 6 km од мјеста В. Одреди удаљеност мјеста А и В. 

    

Рјешење: 

Нека је x удаљеност мјеста A и  B. Нека су  v1 односно v2 брзине путника који креће из A 

односно из B. Нека је  t1  вријеме протекло до првог сусрета. Тада вриједи 

 
(10 бодова) 

 Нека је  t2  вријеме протекло до другог сусрета. Тада вриједи 

 

 
(10 бодова) 

 

На основу горњих једначина слиједи 

 

mailto:pedagoski.zavod@rpz-rs.org
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∑  Републичко СШ - 2021. 

 
Прво рјешење је немогуће па је удаљеност између мјеста А и В  18 km. 

(5 бодова) 

 
 

2. Сваки од тројице пријатеља пописао је својих десет омиљених рачунарских игара. На сва три 

пописа заједно нашло се 15 различитих игара. Упоређујући своје пописе уочили су да свака 

двојица имају по 6 истих игара на попису. Колико се игара налази на сва три пописа?  

 

Рјешење:   

Означимо са 𝑥 број игара које се налазе на сва три пописа. Тада за сваку двојицу пријатеља 

вриједи да је број игара које се налазе на њихова два пописа, али не и на попису преосталог 

пријатеља, једнак 6 − 𝑥.          (3 бода) 

Будући да свако на попису има по 10 игара, број игара које има на свом попису и не налазе 

се на другим пописима је једнак:   10 − 𝑥 − (6 − 𝑥) − (6 − 𝑥) = 𝑥 − 2.    (8 бодова)  

Расподјелу броја игара можемо приказати дијаграмом на сљедећи начин:  

                                                         (4 бода) 

 

Будући да се на сва три пописа нашло укупно 15 различитих игара, са слике видимо да вриједи 

𝑥 + 3 · (6 − 𝑥) + 3 · (𝑥 − 2) = 15.         (8 бодова)   

Из претходне једначине слиједи да је 𝑥 = 3, односно на сва три пописа су три игре.  

            (2 бода) 

 

 

3. Колико има четвороцифрених бројева дјељивих са 3 чији декадни запис не садржи цифре 2, 4, 

6 и 9?  

 

Рјешење: 

На располагању имамо шест цифара: 0, 1, 3, 5, 7 и 8. Прву цифру можемо изабрати на 5 начина 

(било коју цифру осим нуле).         (5 бодова)  
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∑  Републичко СШ - 2021. 

Другу и трећу цифру можемо изабрати на по 6 начина.     (5 бодова)  

Нека те прве три изабране цифре чине троцифрени број 𝑛. Задњу цифру 𝑦 за тражени 

четвороцифрени број 10𝑛 + 𝑦 можемо увијек изабрати на тачно два начина. Наиме, како од 

шест цифара које имамо на располагању двије дају остатак 0, двије остатак 1 и двије остатак 

2 при дијељењу са 3, тачно два међу бројевима 10𝑛 + 0, 10𝑛 + 1, 10𝑛 + 3, 10𝑛 + 5, 10𝑛 + 7, 10𝑛 

+ 8 су дјељива са 3, независно од броја 𝑛.       (10 бодова)  

Зато је укупан број таквих бројева једнак  5 · 6 · 6 · 2 = 360.     (5 бодова) 

 

 

4. У координатном систему у равни дате су двије праве које се сијеку под правим углом у тачки 

𝐴(6, 8). Пресјечне тачке 𝑃 и 𝑄 тих правих са осом 𝑦 су симетричне у односу на координатни 

почетак. Одреди површину троугла 𝐴𝑃𝑄. 

 

Рјешење: 

       (5 бодова) 

Тачке 𝑃 и 𝑄 налазе се на оси 𝑦 и симетричне су у односу на тачку О, из чега закључујемо да 

су им удаљености од тачке О једнаке, односно да је О средина дужине 𝑃𝑄. Троугао 𝑃𝐴𝑄 је 

правоугли троугао са хипотенузом 𝑃𝑄 јер је <𝑃𝐴𝑄 = 90° .     (5 бодова) 

Како у сваком правоуглом троуглу вриједи да је средина хипотенузе уједно и центар описане 

кружнице, закључујемо  

|𝐴𝑂| = |𝑃 𝑂| = |𝑄𝑂|.          (5 бодова) 

Из правоуглог троугла ОАА' израчунамо |𝐴𝑂| = 
2 26 8  = 10.     

Зато је |𝑃𝑄| = |𝑃𝑂| + |𝑂𝑄| = 2|𝐴𝑂| = 20.        (5 бодова)

     

Дужина висине на хипотенузу једнака је 𝑥-координати тачке 𝐴.      

Слиједи да је површина троугла 𝐴𝑃𝑄 једнака 𝑃∆𝐴𝑃𝑄 = 20 · 3 = 60.    (5 бодова) 
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Други  разред 

 

 

1. Дата је жица дужине 10 m коју треба пресјећи на два дијела, те од једног дијела направити 

квадрат, а од другог једнакостранични троугао. На ком мјесту треба пресјећи жицу да би 

укупна површина квадрата и једнакостраничног троугла била што мања?  

 

Рјешење:  

Означимо са 𝑥 мјесто гдје треба пресјећи жицу, односно нека је 𝑥 обим квадрата, а 10 − 𝑥 обим 

троугла. Тада је површина квадрата 

2

4

х 
 
 

, док је површина једнакостраничног троугла 

2
3 10

4 3

х 
 
 

.           (5 бодова)  

Укупна површина ликова је 

2

4

х 
 
 

+ 

2
3 10

4 3

х 
 
 

=   21
9 4 3 80 3 400 3

144
x х   

 
 .  

            (8 бодова)  

Добили смо квадратну функцију облика у = 𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐. Како је коефицијент 9 4 3а    

позитиван, израз достиже најмању вриједност у тјемену квадратне функције. Његову 

вриједност налазимо по формули 
0

2

b
х

a
  .       (7 бодова)  

Стога је  
 

   
 

0

40 3 9 4 3 40 3 3 440 3

119 4 3 9 4 3 9 4 3
x

  
  

   
.  

Жицу треба пресјећи на удаљености 
 

0

40 3 3 4

11
x


  од њеног краја.   (5 бодова) 

 

 

2. У троуглу 𝐴𝐵𝐶 тачка 𝐷 налази се на страници 𝐵𝐶, а тачка 𝐸 на страници 𝐴𝐶. Дужи 𝐵𝐸 и 𝐴𝐷 

сијеку се у тачки 𝐹, а дуж 𝐵𝐹 дијели површину троугла 𝐴𝐵𝐷 на два једнака дијела. Ако је 

површина троугла 𝐴𝐹𝐸 једнака 7, а површина троугла 𝐴𝐹𝐵 једнака 13, израчунати површине 

троуглова  𝐶𝐸𝐹 и 𝐶𝐹𝐷. 

 

Рјешење: 

PC
Text Box


PC
Text Box


PC
Text Box


PC
Text Box




∑  Републичко СШ - 2021. 

 
Нека је 𝑥 површина троугла 𝐶𝐸𝐹, а 𝑦 површина троугла 𝐶𝐹𝐷. Троуглови 𝐴𝐹𝐵 и 𝐹𝐵𝐷 имају 

заједничку висину из тјемена 𝐵, а будући да имају исте површине имају и исте дужине 

основица на коју је спуштена та висина. Дакле, вриједи |𝐴𝐹| = |𝐹𝐷|.   (5 бодова)  

То значи да троуглови 𝐴𝐹𝐶 и 𝐹𝐷𝐶 имају исте основице на које је спуштена заједничка висина 

из тјемена 𝐶, па имају исте површине, односно: 𝑦 = 𝑥 + 7.     (5 бодова)  

Уочимо да троуглови 𝐴𝐹𝐸 и 𝐴𝐵𝐹 имају заједничку висину из тјемена 𝐴, што значи да је однос 

њихових површина једнак односу дужина основица 𝐸𝐹 и 𝐹𝐵 тј. |𝐸𝐹| : |𝐹 𝐵| = 7 : 13 .  

            (5 бодова)  

С друге стране, троуглови 𝐸𝐹𝐶 и 𝐹𝐵𝐶 имају заједничку висину из тјемена С на те исте 

основице па је однос њихових површина једнак односу дужина тих основица. То значи да 

вриједи: 𝑥 : (𝑦 + 13) = 7 : 13.         (5 бодова)  

Замјеном  𝑦 = 𝑥 + 7 у горњу пропорцију имамо да је 𝑥 : (𝑥 + 20) = 7 : 13 , одакле добијамо  13𝑥 

= 7𝑥 + 140 ⇒ 6𝑥 = 140, те су површине 
70

3
х   и 

91

3
у  .     (5 бодова) 

 

 

3. Ученици неке школе учествовали су на стонотениском турниру. Правилима је предвиђено да 

свака два такмичара одиграју тачно једну партију. Током турнира ученици 𝐴, 𝐵 и 𝐶 су 

одустали од даљег такмичења. Ученик 𝐴 је одустао након што је одиграо двије партије, 𝐵 

након три, а 𝐶 након пет одиграних партија. Остали су такмичари одиграли турнир до краја. 

Ако је на турниру одиграно 197 партија, колико је ученика судјеловало на турниру?  
 

Рјешење: 

Нека је на турниру учествовало 𝑛 ученика. Након што су током такмичења три ученика 

одустала, сваки је од 𝑛 − 3 ученика до краја турнира одиграо тачно једну партију са сваким 

од преосталих. Дакле, међу 𝑛 − 3 ученика одиграно је 
( 3)( 4) 

2

n n 
 партија.  (5 бодова)  

Том броју треба додати број партија (𝑝) у којима су учествовали ученици 𝐴, 𝐵 и 𝐶, прије него 

су одустали. Тих партија је могло бити највише 2 + 3 + 5 = 10 и то уколико 𝐴, 𝐵 и 𝐶 нису 

играли међусобно.          (5 бодова) 
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Будући да су међусобно могли одиграти максимално 3 партије, број 𝑝 може бити 10, 9, 8 или 

7, па вриједи 
( 3)( 4) 

197
2

n n
p

 
  , 𝑝 ∈ {10, 9, 8, 7}.     (5 бодова) 

Ако је 𝑝 = 10, из 
( 3)( 4) 

10 197
2

n n 
  добиjамо једначину (𝑛 − 3)(𝑛 − 4) = 374 која нема 

рјешења у скупу природних бројева јер се број 374 = 2 · 11 · 17 не може написати као 

производ два узастопна природна броја.       (2 бода)  

Ако је 𝑝 = 9, из 
( 3)( 4) 

9 197
2

n n 
   добијамо једначину (𝑛 − 3)(𝑛 − 4) = 376 која нема 

рјешења у скупу природних бројева јер се број 376 = 23 · 47 не може написати као производ 

два узастопна природна броја.         (2 бода) 

Ако је 𝑝 = 8, из 
( 3)( 4) 

8 197
2

n n 
   добијамо једначину (𝑛 − 3)(𝑛 − 4) = 378 која такође 

нема рјешења у скупу природних бројева јер се број 378 = 2 · 3 3 · 7 не може написати као 

производ два узастопна природна броја.       (2 бода) 

Ако је 𝑝 = 7, из  
( 3)( 4) 

7 197
2

n n 
  добијамо једначину (𝑛 − 3)(𝑛 − 4) = 380. Како је 380 = 

19 · 20, закључујемо да је 𝑛 − 4 = 19, тј. 𝑛 = 23. Дакле, на такмичењу  је учествовало 23 

ученика.            (4 бода) 
 

 

4. Природан број 𝑛 има укупно 6 дјелиоца од којих су тачно два прости бројеви. Одредите број 

𝑛 ако је збир свих његових дјелиоца једнак 248.  

 

Рјешење:  

Ако је број 𝑛 облика 𝑛 = 𝑝 · 𝑞 при чему су 𝑝 и 𝑞 прости бројеви, тада број 𝑛 има тачно 4 

дјелиоца. То су бројеви 1, 𝑝, 𝑞, 𝑝𝑞.        (4 бода) 

 Број 𝑛 је облика 𝑝2 · 𝑞 а дјелиоци су му 1, 𝑝, 𝑝2 , 𝑞, 𝑝𝑞, 𝑝2𝑞.     (4 бода)  

Како је збир свих дјелиоца броја 𝑛 једнак 248, вриједи 1 + 𝑝 + 𝑝2 + 𝑞 + 𝑝𝑞 + 𝑝 2 𝑞 = 248.  

            (2 бода)  

Слиједи  (1 + 𝑝 + 𝑝2 ) + 𝑞(1 + 𝑝 + 𝑝2 ) = 248  тј.  (1 + 𝑝 + 𝑝2 )(𝑞 + 1) = 248   (4 бода)  

Даље је  (1 + 𝑝 + 𝑝2 )(𝑞 + 1) = 23 · 31        (2 бода)  

Како је број 1 + 𝑝 + 𝑝2 = 1 + 𝑝(𝑝 + 1) непаран број, мора бити 1 + 𝑝 + 𝑝2 = 31 па је 𝑞 + 1 = 8. 

            (4 бода)  

Дакле 𝑞 = 7, а из 𝑝2 + 𝑝 + 1 = 31 добијамо 𝑝 = 5 (негативно рјешење 𝑝 = −6 одбацујемо). 

Дакле, 𝑛 = 52 · 7 = 175.          (5 бодова) 
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Трећи разред 

 

1. Колико има четвороцифрених бројева дјељивих са 7 чији декадни запис не садржи цифре 1, 

2 и 7?  

 

Рјешење: 

На располагању имамо седам цифара: 0, 3, 4, 5, 6, 8 и 9. Прву цифру можемо изабрати на 6 

начина (било коју цифру осим нуле).        (5 бодова)  

Другу и трећу цифру можемо изабрати на по 7 начина.     (5 бодова)  

Нека те прве три одабране цифре чине троцифрни број 𝑛. Задњу цифру 𝑦 за тражени 

четвороцифрени број 10𝑛 + 𝑦 можемо увијек изабрати на тачно један начин. Наиме, како 

свих седам цифара које имамо на располагању дају различите остатке при дијељењу са 7, 

тачно један од бројева 10𝑛 + 0, 10𝑛 + 3, 10𝑛 + 4, 10𝑛 + 5, 10𝑛 + 6, 10𝑛 + 8, 10𝑛 + 9 је дјељив 

са 7, независно од броја 𝑛.         (10 бодова)  

Зато је укупан број таквих бројева једнак 6 · 7 · 7 · 1 = 294.     (5 бодова) 
 

 

2. Тачка 𝑀 је средина странице 𝐴𝐵, а 𝑇 тежиште троугла 𝐴𝐵𝐶. Ако је 𝐴𝑀𝑇 једнакостраничан 

троугао странице дужине 1, одреди дужине страница троугла 𝐴𝐵𝐶. 
 

Рјешење: 

 
Будући да је |𝑀𝐵| = |𝑀𝐴| = 1, вриједи |𝐴𝐵| = 2.       (5 бодова)  

Надаље, како је |𝐴𝑀| = |𝑇𝑀| = |𝐵𝑀|, слиједи да је 𝑀 центар кружнице описане троуглу 𝐴𝐵𝑇, па 

је према Талесовој теореми 𝐴𝑇𝐵 = 90° . На основу Питагорине теореме слиједи |𝐵𝑇| = 3 . 

            (5 бодова)  

Нека су 𝐾 и 𝐿 редом средине страница 𝐵𝐶 и 𝐶𝐴. Будући да тежиште дијели тежишну дуж у 

односу 2 : 1, слиједи |𝑇 𝐿| = 
1

2
 |𝐵𝑇| = 

3

2
 и |𝑇𝐾| = 

1

2
|𝐴𝑇| = 

1

2
.    (5 бодова)  

Сада из правоуглих троуглова 𝐵𝑇𝐾 и 𝐴𝑇𝐿 добијамо да је |𝐵𝐾| =  
13

2
 и |𝐴𝐿| = 

7

2
 одакле 

слиједи |𝐵𝐶| = 2|𝐵𝐾| = 13 и |𝐴𝐶| = 2|𝐴𝐿| = 7 .      (10 бодова) 
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3. Одреди све парове (𝑎, 𝑏) природних бројева за које вриједи   𝑎𝑏 − 𝑏𝑎 + 2𝑎 = 17𝑎4 − 2𝑏2 + 52. 

 

Рјешење: 

Посматрајући парност израза у једначини, слиједи да је 𝑏 обавезно паран број.  (4 бода) 

 

Претпоставимо прво да је 𝑎 паран број.  

Посматрајмо једначину по дјељивости са 8. Десна страна даје остатак 4 при дијељењу са 8. С 

друге стране, када би оба броја 𝑎 и 𝑏 била већа или једнака од 4, тада би лијева страна била 

дјељива са 8, чиме добијамо контрадикцију. Дакле, вриједи 𝑎 ≤ 3 или 𝑏 ≤ 3.  (4 бода) 

Будући да су 𝑎 и 𝑏 парни, треба провјерити случајеве 𝑎 = 2 и 𝑏 = 2.  

1) Ако је 𝑎 = 2, једначину сводимо на: 2𝑏 − 𝑏2 + 4 = 17 · 16 − 2𝑏2 + 52,  тј. 2𝑏 + 𝑏2 = 320.  

За 𝑏 = 8 добијамо једнакост и једно рјешење (𝑎, 𝑏) = (2, 8).       

Лијева страна једначине расте како и 𝑏 расте, па за све 𝑏 различите од 8 једнакост не вриједи 

те немамо више рјешења.         (4 бода) 

2) Ако је 𝑏 = 2, једначину сводимо на: 𝑎2 − 2𝑎 + 2𝑎 = 17𝑎4 − 2 · 4 + 52, тј. 17𝑎4 − 𝑎2 + 44 = 0. 

Како за све природне бројеве 𝑎 вриједи 𝑎4 > 𝑎2 , лијева страна једначине је очито строго већа 

од нуле, па ова једначина нема природних рјешења.       (4 бода) 

 

Претпоставимо сада да је 𝑎 непаран број.  

Поново гледамо једначину по дјељивости са 8. Како квадрат непарног броја даје остатак 1 при 

дијељењу са 8, десна страна даје остатак 5. С друге стране, када би 𝑎 био већи или једнак од 

3, тада би из истог разлога лијева страна дала остатак 1 при дијељењу са 8, чиме опет добијамо 

контрадикцију. Дакле, вриједи 𝑎 ≤ 2.        (4 бода)   

Будући да је 𝑎 непаран, једина могућност је 𝑎 = 1. Једначину тада сводимо на:  

1 − 𝑏 + 2 = 17 − 2𝑏2 + 52,  2𝑏2 − 𝑏 − 66 = 0, (2𝑏 + 11)(𝑏 − 6) = 0, што нам даје рјешење  

(𝑎, 𝑏) = (1, 6).           4 бода) 

Коначно, сви тражени парови (𝑎, 𝑏) су (1, 6) и (2, 8).      (1 бод) 

 
 
4. Нека су а, b, c позитивни реални бројеви такви да је a + b + c = 1. Доказати да је  

                               
cab

ab

 2

3








bca

ca

abc

bc
 

Решење: Користећи услов задатка a + b + c = 1 уочимо сљедеће једнакости 

             ab + c = ab + 1 – a – b = (a – 1)(b – 1) = (1 – a)(1 – b) = (b + c)(a + c)                                                               

             bc + a = bc + 1 – b – c = (b – 1)(c – 1) = (1 – b)(1 – c) = (a + c)(a + b) 

            ac + b = ac + 1 – a – c = (a – 1)(c – 1) = (1 – a)(1 – c) = (b + c)(a + b)     (5 бодова) 

Из ових једнакости слиједи: 
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))(())(())(( bacb

ca

baca

bc

cacb

ab

bca

ca

abc

bc

cab

ab

















                        

                                                                                                                                (5 бодова) 

Сада, користећи А-Г неједнакост, имамо: 

    

)(
2

1

))((

)(
2

1

))((

)(
2

1

))((

ba

a

cb

c

bacb

ca

ba

b

ca

c

baca

bc

cb

b

ca

a

cacb

ab

























                         (10 бодова) 

Сабирајући све три неједнакости добићемо: 





















))(())(())(( bacb

ca

baca

bc

cacb

ab

bca

ca

abc

bc

cab

ab

 

2

3
)(
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1

















ba

ba

cb

cb

ca

cа
                (5 бодова) 
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Четврти разред 

 

1. Гумена лопта бачена је сa висине од 200 метара. Сваки пут након што се одбије од површине, 

лопта достигне 80% претходне висине. Колико износи укупaн пут који лопта пређе док се не 

заустави? 
 

Рјешење: 

Лопта најприје пређе 200 метара падајући, а потом за свако одбијање пређе једнак пут према 

горе и назад према доле. С обзиром на то да је: 

 

 
закључујемо да лопта пређе укупну удаљеност од 1800 метара.    (25 бодова) 

 

Напомена: Ако ученик у рјешењу заборави помножити било који фактор са 2 (него рјешава 

задатак као да лопта путује само у једном смјеру), рјешење треба бодовати са 15 бодова. 

 

 

 

2. Центар 𝐼 уписане кружнице и центар 𝑂 описане кружнице троугла 𝐴𝐵𝐶 су осносиметричне 

тачке у односу на праву 𝐴𝐵. Тачка 𝐷 је друга пресјечна тачка праве 𝐴𝑂 и описане кружнице 

троугла 𝐴𝐵𝐶. Докажи да вриједи |𝐶𝐴| · |𝐶𝐷| = |𝐴𝐵| · |𝐴𝑂|.   

 

Рјешење 

Нека су 𝛼, 𝛽 и 𝛾 редом мјере углова тог троугла у тјеменима 𝐴, 𝐵 и 𝐶 и нека је 𝑅 дужина 

полупречника описане кружнице тог троугла. Како је 𝑂 центар описане кружнице, вриједи 

|𝐴𝑂| = |𝐵𝑂|. Закључујемо да је троугао 𝐴𝐵𝑂  једнакокрак, односно 𝑂𝐵𝐴 = 𝑂𝐴𝐵. Како су 

𝑂 и 𝐼 осносиметричне тачке, значи и да је 

2


= 𝐼𝐴𝐵 = 𝑂𝐴𝐵 = 𝑂𝐴𝐵 = 𝐼𝐴𝐵 = 

2


, дакле вриједи 𝛼 = 𝛽 и 𝛾 = 180° − 2𝛼. (5 бодова) 
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Из троугла 𝐴𝐼𝐵 добијамо 𝐴𝐼𝐵 = 180° − 
2 2

  
 

 
 = 180° − 𝛼. Како је ADB = 180° - γ, а из 

односа периферијског и централног угла слиједи  𝐴𝑂𝐵 = 2(180° − 𝛾).   (5 бодова) 

Будући да је 𝐴𝐼𝐵 = 𝐴𝑂𝐵, имамо 180° − 𝛼 = 2ˑ(180° − (180° − 2𝛼)) ⇒ 𝛼 = 36° = 𝛽, 𝛾 = 108°.  

              (5 бодова) 

Примјењујући синусну теорему на троугао 𝐶𝐷𝐴 двапут, те троугао 𝐴𝐵𝐶 (троуглови са 

заједничком описаном кружницом полупречника 𝑅), добијамо 

|𝐶𝐷| = 2𝑅 sin
2



 

 
 

= 2𝑅 sin 54° ,  |𝐶𝐴| = 2𝑅 sin 𝛽 = 2𝑅 sin 36° ,  |𝐴𝐵| = 2𝑅 sin 𝛾 = 2𝑅 sin 108°.  

            (5 бодова) 

Будући да је |𝐴𝑂| = 𝑅, добијамо |𝐶𝐴| · |𝐶𝐷| = 4𝑅2 sin 54° sin 36° = 4𝑅 2 sin 54°sin(90° − 54° ) = 

4𝑅2 sin 54°cos 54° = 2𝑅2 sin 108° = |𝐴𝐵| · |𝐴𝑂|.       (5 бодова) 

 
 

 

3. У затвору има 29 затвореника, заведених под редним бројевима од 1 до 29. Свака два 

затвореника са збиром редних бројева 30 су у сукобу, док су остали парови у добрим 

односима. На колико начина се може изабрати затворска фудбалска екипа од 11 затвореника 

међу којима никоја два нису у сукобу? 

Рјешење:   

Из сваког од парова {1, 29}, {2, 28}, . . ., {14, 16} може се одабрати највише по један играч. 

(2 бода) Како једино затвореник под бројем 15 није у сукобу са неким другим затвореником 

екипу можемо саставити са затвореником број 15 или без њега.    (4 бода) 

1) Ако је затвореник број 15 у екипи, треба изабрати још 10 играча. Од 14  парова можемо 

одабрати 10 парова на 








10

14
начина, а 10 играча из сваког од њих на 210  начина. То је 

укупно 210 ˑ 








10

14
 начина.         (10 бодова) 
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2) Ако затвореник 15 није у екипи, треба одабрати 11 од 14 парова и из сваког пара по 

једног играча, а то се може учинити на 211 








11

14
начина.     (10 бодова) 

Укупно има 210 








10

14
+ 211 









11

14
= 1 770 496 начина.       (1 бод) 

 

 

 

4. Нека су а, b, c позитивни реални бројеви такви да је a · b · c = 1. Доказати да је  

   
accbba

cba










 111

4

3
 

 

Решење:  Како су а, b, c позитивни реални бројеви и a · b · c = 1, то ће бити и 1abc   

            (2 бода).  

Користећи ову чињеницу имамо да је  

  

abc

c

abc

b

abc

a

abc

cbacbа

4

1

4

1

4

1

4

3

4

3 












         (8 бодова) 

Разлажући именилац добијене једнакости на погодан начин  и користећи А-Г неједнакост, 

добићемо: 

accbbabac

c

cab

b

cba

a

abcbac

c

cababc

b

baccab

a

bcaacb

c

abcbca

b

acbabc

a
























































111

))(1(

1

))(1(

1

))(1(

1

111

22

1

22

1

22

1

   (15 бодова) 
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Рјешења задатака са бодовањем  

Први разред 

 

1. Одредити све парове природних бројева x и y за које важи  xy + x + y = 2022. 
 

Рјешење: 

хy + x + y + 1 = 2023 

(x + 1)(y + 1) = 1 ˑ 7 · 17 · 17        (11 бодова ) 

 

Имамо сљедеће случајеве: 

 

х + 1 = 1,  y + 1 = 2023;   x = 0, y = 2022   ово није рјешење јер нула није природан број.  

            (2 бода ) 
х + 1 = 7,  y + 1 = 289;     x = 6, y = 288       (2 бода ) 

 

x + 1 = 17,  y + 1 = 119;     x = 16, y = 118      (2 бода ) 

 

x + 1 = 119, y + 1 = 17;    x = 118, y = 16        (2 бода ) 

 

x + 1 = 289, y + 1 = 7;       x = 288, y = 6       (2 бода ) 

 

x + 1 = 2023, y + 1 = 1;     x = 2022, y = 0 ово није рјешење јер нула није природан број. 

            (2 бода ) 

 

    Рјешења су уређени парови  (6, 288); (16, 118); (288, 6)  и  (118, 16).   (2 бода ) 
 

 

mailto:pedagoski.zavod@rpz-rs.org
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2. Дат је  АВС код кога је унутрашњи угао код тјемена В два пута већи од унутрашњег угла 

код тјемена А. Ако тежишна дуж из тјемена С сијече симетралу унутрашњег угла код 

тјемена В под правим углом и ако је ВС = 3, одредити полупречнике описане и уписане 

кружнице  АВС. 

                                  

 

Рјешење: 

 
 

Нека је тачка М средина АВ и тачка D пресјек симетрале унутрашњег угла код В са 

страницом АС, тада је СМ тежишна дуж из тјемена С, а ВD симерална дуж угла код тјемена 

В. Означимо пресјек дужи  СМ и ВD са О. Како је СМ нормално на ВD и МВО = СВО 

слиједи да  је МВО  СВО ( на основу става УСУ ) па је МВ = ВС.   (5 бодова) 

Како је DAM = ABD  то је АD = BD па је  DM висина једнакокраког ABD , те на 

основу тога имамо да је  DMB =90.        (5 бодова ) 

На основу свега овога имамо  да је   DMB   DBС ( на основу става СУС ), а то значи да је  

BCD = 90, па је АВС правоугли са правим углом код тјемена С. На основу услова 

задатка да је угао код В два пута већи од угла код А добијамо да су углови АВС  једнаки 

30, 60 и 90.           (5 бодова ) 

Како је АВС правоугли са угловима 30, 60 и 90 он је половина једнакостраничног 

троугла  па су странице АВ = 6  и  АС = 3 3 . Како је АВ хипотенуза, а центар описане 

кружнице је средина хипотенузе то је полупречник описане кружнице једнак 3 тј. R = 3.  

             (5 бодова) 

Даље је обим  АВС   6 3 3 3 9 3 3 3 3 3ABCO           , а површина је 

2

39

2

333



P .  

Како је 2ˑP = O ˑ r,  гдје је r  полупречник уписане кружнице, имамо да је 

 
2 9 3 3 3

3 33 3 3

P
r

O

  
  


, а након рационалисања 

 3 3 13 3 3 3

23 3 3 3
r

  
  

 
 .      

            (5 бодова) 
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3. Одредити све троцифрене природне бројеве који су 15 пута већи од збира својих цифара. 

 

Рјешење: 

Нека су тражени бројеви 𝑥𝑦𝑧̅̅ ̅̅ ̅ , х ≠ 0, тада важи: 100x + 10y +z = 15( x + y + z ), односно  

85x = 5y + 14z.           (5 бодова ) 

Како су бројеви 85х и 5у дјељиви са 5 то и 14z мора бити дјељив са 5, односно  z мора бити 

дјељив са 5.           (5 бодова ) 

Како је број z цифра то имамо 2 случаја или је z = 0 или је  z = 5.    

            (5 бодова ) 

Ако је z = 0, онда је 85х = 5у , односно у = 17х, а ова једначина нема рјешења јер су х и у 

цифре и х ≠ 0.          (5 бодова ) 

Ако је  z = 5 онда је 85x = 5y + 14  5, односно  17х = у + 14. Рјешење ове једначине  је х =1 и 

у = 3, а то значи да је једини тражени број 135.     (5 бодова ) 

 

 

 

4. Тенисер је до почетка турнеје на шљаци имао 50% побједа. Након првог одиграног турнира 

на шљаци на којем је имао три побједе и један пораз, проценат побједа му је био већи од 

52%. Након другог одиграног турнира на шљаци на којем је имао четири побједе и један 

пораз, проценат побједа му је био мањи од 56%. Колико је мечева тенисер одиграо до 

турнеје на шљаци ако знамо да је до краја сезоне одиграо двоструко више мечева него прије 

турнеје на шљаци и да је на крају сезоне побиједио у 60% мечева? 

 

Рјешење: 

Са 2𝑛 означимо број мечева, које је тенисер одиграо прије турнеје на шљаци. Број побједа је 

једнак 𝑛 јер вриједи 𝑛 : 2𝑛 = 0.5. Након првог турнира, 3 побједе у 4 одиграна меча, вриједи  

(𝑛 + 3) : (2𝑛 + 4) > 0,52 ;  25𝑛 + 75 > 26𝑛 + 52 ;  𝑛 < 23. Значи да је 𝑛 ≤ 22.   (5 бодова ) 

Након другог турнира, 4 побједе у 5 одиграних мечева, вриједи (𝑛 + 7) : (2𝑛 + 9) < 0,56      

25𝑛 + 175 < 28𝑛 + 126;   𝑛 > 49 : 3 . Дакле, вриједи 𝑛  ≥ 17.     (5 бодова ) 

Слиједи да је 𝑛 ∈ {17, 18, 19, 20, 21, 22}.       (5 бодова ) 

На крају сезоне вриједи (𝑛 + 𝑥) : 4𝑛 = 0,6;    2,4𝑛 = 𝑛 + 𝑥 ;   1,4𝑛 = 𝑥. Будући да је 𝑥 природан 

број, 𝑛 мора бити једнако 20, односно тенисер је одиграо 40 мечева до турнеје на шљаци, а 

до краја сезоне  80 мечева.         (10 бодова ) 
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Други  разред 

 

 

1. Нека су a, b, c, d различити реални бројеви такви да је  

(a2  + b2 – 1)(a + b) = (b2 + c2 – 1)(b + c) = (c2 + d2 – 1)(c + d). 

Докажи да је   a + b + c + d = 0. 

 

Рjешење:   

Кренимо од једнакости (a2  + b2 – 1)(a + b) = (b2 + c2 – 1)(b + c). 

Тада је 

   a3 + a2b + ab2 + b3 – (a + b) = c3 + c2b + cb2 + b3 – (c + b) 

(a3 – c3) + (a2 – c2)b + (a – c)b2 – (a – c) = 0 

(a – c)(a2 + ac + c2 + ab +bc + b2 – 1) = 0            (5 бодова) 

Како су а и с различити реални бројеви, то је а – с ≠ 0, па ће важити 

           a2 + ac + c2 + ab +bc + b2 – 1 = 0, тј. 

          a2 + b2 + c2 + ab + ac + bc = 1            (5 бодова) 

Аналогно, из једнакости  (b2 + c2 – 1)(b + c) = (c2 + d2 – 1)(c + d) 

добићемо да је d2 + b2 + c2 + db + bc + cd = 1        (5 бодова) 

Одузимајући ове двије једнакости добићемо 

(a2 + b2 + c2 + ab + ac + bc) – (d2 + b2 + c2 + db + bc + cd) = 0 

(а2 – d2) + (a – d)b + (a – d)c = 0 

(a – d)(a + d + b + c) = 0 

Како су a  и  d различити реални бројеви, то је a – d ≠ 0, из чега слиједи да је 

       a + b + c + d = 0.             (10 бодова) 

 

 

2. На страницама АВ и АС оштроуглог троугла АВС, са ортоцентром Н и центром описане 

кружнице О, одабране су редом тачке P и Q такве да је четвороугао APHQ паралелограм. 

Доказати да важи 2.
PB PQ

QA QO





 

 

Рјешење: 
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Докажимо прво да је ОР = ОQ. Нека права која садржи средиште К дужи АН и нормална је 

на ОК сијече странице АВ и АС редом у тачкама Р' и Q'. Означимо са M и N редом средине 

страница АВ и АС. Због ' ' 90 , ' ' 90OMP OKP ONQ OKQ       четвороуглови 

OMР'K и ONQ'K су тетивни.         (5 бодова ) 

Како су дужи МК и NK средње линије у троугловима АВН и АСН, важи МК BH,  NK CH, 

тј. МК АС  и NK AB. Oдатле је 'ОP K OMK (периферијски над истом тетивом), а 

OMK ВАС  (углови са нормалним крацима) тј. 'OР K ВАС . Слично је и 

'ОQ K ONK  (периферијски над истом тетивом), а ONK ВАС  (углови са 

нормалним крацима) тј. 'OQ K ВАС .      (5 бодова ) 

Према томе троугао OP’Q’ je jеднакокраки и К је средиште дужи P’Q’, па је АP’НQ’ 

паралелограм јер му се дијагонале полове, одакле је ' , 'P P Q Q   , а одатле слиједи да је 

троугао ОPQ једнакокраки тј. ОP = OQ.      (5 бодова ) 

Примијетимо, даље да су правоугли троуглови BPH, CQH  и OPK слични, одакле је 

, .
BH PH BP CH QH CQ

OK PK OP OK PK OP
           (5 бодова ) 

Користећи ове односе и једнакости , ,
2

PQ
PK QK AP QH AQ PH    , РО = QO  

добијамо да важи 2.

2

PB PQ PB PQ PB PQ PQ PQ

PB PK PQQA QO PH PO PK
PO

PO

  
    

 


  (5 бодова ) 

 

 

3. Три домаћице су на пијаци добиле 9 затворених боца с млијеком, и у њима је, редом: 2, 5, 8, 

11, 14, 17, 20, 23 и 26 децилитара млијека. На колико начина оне могу подијелити ове боце 

између себе (без отварaња боца), а да при томе свака добије исти број боца и исту количину 

млијека? 

 

Рјешење: 

У посматраних 9 боца укупно има 126 децилитара млијека, па слиједи да свака домаћица 

треба да добије по 3 боце са укупно 42 децилитра млијека. Посматрајмо домаћицу која је 
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добила боцу са 26 децилитара млијека. У преостале двије боце она има укупно још 16 

децилитара, што је могуће само на сљедећа два начина: 2 + 14 или 5 + 11. (5 бодова) 

Претпоставимо да важи први случај. Тада она домаћица која је добила боцу са 23 децилитра 

у преосталим двјема боцама има укупно 19 децилитара млијека, што је (од неподјeљених 

боца) могуће добити само као 8 + 11; тада трећој домаћици остају боце са 5, 17 и 20 

децилитара млијека.          (5 бодова)  

Дакле, у овом случају, у зависности од тога која је ,,прва“, која ,,друга“, а која ,,трећа“ 

домаћица, имамо 6 начина подјеле (колико има и пермутација ове три домаћице). (5 бодова) 

Слично, уколико претпоставимо да је прва домаћица добила боце са 5, 11 и 26 децилитара 

млијека, тада видимо да она која је добила боцу са 23 децилитра мора добити још боце са 2 и 

17 децилитара, а трећој онда остају боце са 8, 14 и 20 децилитара млијека.  (5 бодова) 

Дакле, и овдје имамо 6 начина подјеле (опет у зависности од пермутације домаћица). Према 

томе, укупно постоји 12 начина да подијеле боце у складу с условима задатка.  (5 бодова) 

 

 

4. Нађи све тројке (р, q, r) простих бројева за које важи   p2 − qr = 2500. 

 

Рјешење: 

Очигледно, р > 3 (јер би у супротном лијева страна била мања од десне), па како је р прост 

број, слиједи р ≡ ±1 (мод 3), а одатле имамо р2 ≡ 1 (мод 3).     (5 бодова) 

Тако имамо и 2500 ≡ 1 (мод 3), те уколико постаљену једначину трансформишемо у облик   

р2 − 2500 = qr, лијева стране је дјељива са 3, па то мора бити и десна.   (5 бодова)  

Како су q и r прости бројеви, један од њих мора бити 3. Претпоставимо, без умањења 

општости, да је то q. Примијетимо 2500 = 502, па се лијева страна може факторисати као 

разлика квадрата, послије чега преостаје (р − 50)(р + 50) = qr = 3r.    (5 бодова)  

Како је р прост број, имамо само сљедеће двије могућности.  

1) р − 50 = 3, р + 50 = r одакле слиједи р = 53 и r = 103, што јесу прости бројеви па имамо 

једно рјешење.  

2) р − 50 = 1, р + 50 = 3r одакле слиједи р = 51, што није прост број, те овдје немамо рјешења.  

 (5 бодова)  

Узимајући у обзир и то да q и r могу замијенити улоге, постоје укупно двије тројке које 

задовољавају услове задатка:  (р, q, r) ∈ {(53, 3, 103), (53, 103, 3)}.   (5 бодова) 
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Трећи разред 

 

 

1. Доказати да је цифра стотина броја 22021 + 22022 + 22023 парна. 

Рjешење:   

Запишимо дати број у облику   

22021 (1 + 2 + 4) = 7 · 210 · 211 · 22000 = 7 · 210 · 211 · (220)100.     (7 бодова) 

Пошто је  210 = 1024, 211 = 2048 и 220  = (210)2 то се двоцифрени завршетак броја 220  поклапа 

са двоцифреним завршетком броја 242, па је двоцифрни завршетак броја 220 једнак 76.   

              (5 бодова 

Двоцифрени завршетак броја 762 је такође 76, па је двоцифрени завршетак датог броја једнак 

двоцифреном завршетку производа 7 · 48 · 24 ·76, а то је 64.    (5 бодова) 

Пошто је број 22021+ 22022 + 22023 дjељив са 8, а двоцифрени завршетак му је 64, то цифра 

стотина мора бити парна.         (8 бодова) 

 
 
2. Дат је троугао АВС. Нека је центар уписаног круга тачка I и нека уписани круг додирује 

странице троугла ВС, АС, АВ у тачкама L, M, K редом. Нека је р права која садржи тачку В и 

паралелна је дужи KL. Пресјек правих МL  и р је тачка S, а пресјек правих МК и р је R. 

Доказати неједнакост 

                        

2
sin

sin
)(

3 


 RIStg  

Рјешење: 

 
Из услова задатка добијамо да је IBR = IBS = 90°  јер је права RS симетрала 

спољашњег угла код  тјемена В у ΔАВС ( , )BI KL KL RS . Нека је  r полупречник 
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уписане кружнице. Тангенс RIS израчунаћемо као тангенс збира BIS + BIR. 

Примјеном синусне теореме на ΔBLS добијамо 

 

)
2

90sin()
2

90sin(








BLBS
, а из ΔBIL je  

2


ctgrBL  , па добијамо да је 

                  

2
cos

2
cos

2 



 ctgrBS            (5 бодова) 

Посматрајући правоугли троугао ΔBIS закључујемо да је 

cos
2

2
cos

2( )

sin
2

r ctg

BS
tg BIS

rBI








 

  =

2
cos

2
cos

2
cos






        (5 бодова) 

Аналогно добијамо симетричан израз за 
cos cos

2 2( )

cos
2

tg BIR

 





  .   (5 бодова) 

Коначно, применом формуле за тангенс збира углова добијамо 

2 2

2

cos cos cos
2 2 2( ) ( )

cos cos sin
2 2 2

tg RIS tg BIS BIR

  

  



   



. 

Сада, на основу неједнакости аритметичке и геометријске средине позитивних бројева 

2
cos2   и 

2
cos2   слиједи 

2 3 3

2 cos cos cos 2 sin cos
sin2 2 2 2 2( )

cos cos sin sin sin
2 2 2 2 2

tg RIS

    


    

   

   



.     (10 бодова) 

 

 

3. Два играча наизмјенично уписују један од бројева 474, 524, 574, 624, 674, 724, 774, 824 или 

874 у неко слободно поље таблице 3 × 3, при чему сваки број може бити искоришћен само 

једном. Притом први играч у првом потезу не смије уписати број у централно поље. Игра се 

завршава када један од играча добије збир 2022 у било којој врсти, колони или дијагонали 

чија су сва три поља попуњена, и тада тај играч побјеђује. Уколико се цијела таблица попуни 

а нико не оствари тај збир, побједник је други играч. Који играч има побједничку стратегију? 

Образложи одговор. 
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Рјешење: 

Побјеђује први играч.  

За наведене бројеве важи да је  674 = 2022 : 3, а остали се могу добити тако што ако је x неки 

од дозвољених бројева са списка, тада је и број у = 2 · 674 − x са списка дозвољених бројева 

тј. х + у =  2 · 674 гдје је један мањи од 674, а други већи од 674.    (8 бодова) 

Први играч треба у првом потезу да упише број 674 у једно угаоно поље. Други играч тада 

мора да упише свој број, рецимо x, у неко од поља b или c (види слику).  

         (7 бодова) 

Уколико то не учини, тада би његов број био у истој врсти, колони или дијагонали са 

уписаним бројем 674, па би први играч у сљедећем потезу могао комплетирати збир 2022 

уписивањем броја  2 · 674 − x на треће поље.       (5 бодова) 

Први играч потом треба да на незаузето од поља b или с упише број 2 · 674 − x.  

Послије овог потеза, гдје год да други играч упише свој наредни број, рецимо y, он ће бити у 

истој врсти, колони или дијагонали са уписаним бројем 674, па ће први играч уписивањем 

броја 2 · 674 − y на треће поље моћи да комплетира збир 2022 и побиједи.   (5 бодова) 

  

 

4. Дата су произвољна 2022 природна броја од којих ниједан није дјељив са 2022. Докажите да 

постоји неколико бројева чији је збир дјељив са 2022. 

 

Рјешење: 

Нека су 𝑎1, 𝑎2, 𝑎3,...,𝑎2022 произвољни природни бројеви од којих ниједан није дјељив са 2022. 

Посматрајмо сљедеће збирове:  

𝑎1  

𝑎1 + 𝑎2  

𝑎1 + 𝑎2 + 𝑎3  

. 

.  

.  

𝑎1 + 𝑎2 + 𝑎3 + · · · + 𝑎2022  

Ако међу овим збировима постоји број дјељив са 2022 доказ је готов.   (5 бодова) 

Ако ни један од датих збирова није дјељив са 2022 онда при дијељењу са 2022 дају један од  

остатакa: 1, 2, 3,..., 2021.          (5 бодова) 
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Како има 2022 збира, а остатака је 2021, према Дирихлеовом принципу слиједи да бар два 

збира дају исти остатак при дијељењу са 2022, односно 𝑎1 + 𝑎2 + 𝑎3 + · · · + 𝑎𝑘 = 2022𝑚 + 𝑟  и 

𝑎1 + 𝑎2 + 𝑎3 + · · · + 𝑎𝑙 = 2022𝑛 + 𝑟.        (10 бодова) 

За 𝑘 < 𝑙 вриједи: 𝑎𝑘+1 + 𝑎𝑘+2 + · · · + 𝑎𝑙 = 2022(𝑛 − 𝑚) па је збир 𝑎𝑘+1 + 𝑎𝑘+2 + · · · + 𝑎𝑙 дјељив са 

2022 што је и требало доказати.         (5 бодова) 
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Четврти разред 

 

1. Нека су a, b, c, d позитивни реални бројеви. Доказати да је немогуће да важе све три 

неједнакости:      a + b < c + d,     (a + b)(c + d) < ab + cd,    (a + b)cd < (c + d)ab. 

Рјешење:  

Множећи прву и другу неједнакост добијамо 

(a + b)2 (c + d) < (c + d)(ab + cd)  тј. (a + b)2 < ab + cd, јер је c + d > 0.     (5 бодова) 

Аналогно, множећи другу и трећу неједнакост добијамо 

(a + b)2 (c + d) cd < (ab + cd) (c + d)ab тј. (a + b)2 cd < (ab + cd) ab,  (c + d > 0).   (5 бодова) 

Како је (a + b)2 - 4аb = (a – b)2 ≥ 0   слиједи (a + b)2 ≥ 4аb.      (5 бодова)  

Из неједнакости   (a + b)2 < ab + cd   и  (a + b)2 cd < (ab + cd) ab   следи да је 

4ab < ab + cd  и  4abcd < (ab + cd)ab       (5 бодова)  

Из прве неједнакости добијамо  cd > 3ab, а из друге неједнакости ab > 3cd што је немогуће 

јер  би онда важило   abcdаb 3
3

1
  тј.  abcdаb 3

3

1
 .     (5 бодова). 

 

2. Дат је троугао АВС. Нека је центар уписаног круга тачка I и нека уписани круг додирује 

странице троугла ВС, АС, АВ у тачкама L, M, K редом. Нека је р права која садржи тачку В и 

паралелна је дужи KL. Пресјек правих МL  и р је тачка S, а пресјек правих МК и р је R. 

Доказати неједнакост 

                        

2
sin

sin
)(

3 


 RIStg  

Рјешење: 
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Из услова задатка добијамо да је IBR = IBS = 90°  јер је права RS симетрала 

спољашњег угла код  тјемена В у ΔАВС ( , )BI KL KL RS . Нека је  r полупречник 

уписане кружнице. Тангенс RIS израчунаћемо као тангенс збира BIS + BIR. 

Примјеном синусне теореме на ΔBLS добијамо 

 

)
2

90sin()
2

90sin(








BLBS
, а из ΔBIL je  

2


ctgrBL  , па добијамо да је 

                  

2
cos

2
cos

2 



 ctgrBS            (5 бодова) 

Посматрајући правоугли троугао ΔBIS закључујемо да је 

cos
2

2
cos

2( )

sin
2

r ctg

BS
tg BIS

rBI








 

  =

2
cos

2
cos

2
cos






       (5 бодова) 

Аналогно добијамо симетричан израз за 

cos cos
2 2( )

cos
2

tg BIR

 





  .   (5 бодова) 

Коначно, применом формуле за тангенс збира углова добијамо 

2 2

2

cos cos cos
2 2 2( ) ( )

cos cos sin
2 2 2

tg RIS tg BIS BIR

  

  



   



. 

Сада, на основу неједнакости аритметичке и геометријске средине позитивних бројева 

2
cos2   и 

2
cos2   слиједи 

2 3 3

2 cos cos cos 2 sin cos
sin2 2 2 2 2( )

cos cos sin sin sin
2 2 2 2 2

tg RIS

    


    

   

   



.     (10 бодова) 

 

 

3. Два лопова су украли сандук у ком су били златни ланчићи, наруквице и прстенови. 

Започели су расправу о томе како ће међусобно подијелити ланчиће, наруквице и прстенове 

и закључили су да ће на расправу потрошити укупно 5865 минута ако о свакој могућој 

расподјели расправљају по 5 минута. Одредите колико је у сандуку било ланчића, колико 
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наруквица и колико прстенова ако се зна да је највише било прстенова, а најмање наруквица. 

Сви су ланчићи међусобно једнаки, а исто вриједи за наруквице и прстенове.  

 

Рјешење: 

Очито је укупан број могућих расподјела блага једнак 5865 : 5 = 1173.   (5 бодова) 

Означимо с 𝑙 број златних ланчића, с 𝑛 број златних наруквица и с 𝑝 број златних прстенова. 

Ако први лопов добија 𝑥 ланчића, 𝑦 наруквица и  z прстена, тада је добитак другог гусара 

једнозначно одређен, тј. он добиjа  𝑙 − 𝑥 ланчића, 𝑛 − 𝑦  наруквица и 𝑝 − z  прстенова.  

            (5 бодова) 

Како је 𝑥 ∈ {0, 1, 2, . . . , 𝑙}, 𝑦 ∈ {0, 1, 2, . . . , 𝑛}, z ∈ {0, 1, 2, . . . , 𝑝}, закључујемо да је број 

могућих расподјела блага једнак (𝑙 + 1)(𝑛 + 1)(𝑝 + 1).      (5 бодова) 

Дакле, добијамо једначину (𝑙 + 1)(𝑛 + 1)(𝑝 + 1) = 1173. Раставимо ли број 1173 на факторе 

добијамо (𝑙 + 1)(𝑛 + 1)(𝑝 + 1) = 3 · 17 · 23.       (5 бодова) 

Због услова да је у сандуку било највише златних прстенова, а најмање златних наруквица 

закључујемо да је 𝑝 = 22, 𝑛 = 2, 𝑙 = 16, а то занчи да  је у сандуку било 16 златних ланчића, 

двије наруквице и 22 прстена.         (5 бодова) 

 

4. Квадратна таблица n×n попуњена је природним бројевима од 1 до n2 , при чему су у првом 

реду (врсти) записани по реду бројеви од 1 до n, у другом реду од n + 1 до 2 n, у трећем од    

2 n + 1 до 3n, итд. Из ове се таблице изреже квадрат m × m (m < n). Докажите да је двоструки 

збир бројева који су у том изрезаном квадрату дјељив са m2 .  

 

Рјешење: 

Таблица изгледа овако 

(5 бодова) 

Изрежимо квадрат m × m 

 
(5 бодова) 
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Израчунајмо збир бројева који се налазе у сваком реду (врсти) у таблици m × m. 

Збир у првом реду (врсти) је: 
 

1

1

2

m m
S mx


   

Збир у другом реду (врсти) је: 
 

2

1

2

m m
S mx mn


    

Збир у трећем реду (врсти) је: 
 

2

1
2

2

m m
S mx mn


    

. 

. 

. 

Збир у т реду (врсти) је:  
 1

1
2

m

m m
S mx m m


        (10 бодова) 

Тада је: 

 

Израз у загради је природан број па је тврђење доказано.     (5 бодова) 
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