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OPXTINSKO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE

UQENIKA SREDǋIH XKOLA, 02.02.2008.

Prvi razred , A kategorija

1. Odrediti da li je broj 10510510

+ 5105105

deǉiv sa 11.

2. Odrediti sve vrednosti realnog parametra a, za koje jednaqina∣∣∣∣∣|x − 1| − 2
∣∣− 3

∣∣∣ = a

ima najve�i mogu�i broj rexeǌa.

3. Ana i Oǉa su jednog dana xetale (po najkra�em putu) do svojih
momaka Koste i Laze. One su se srele u hladu jednog starog drveta.
Tom prilikom su primetile da se Oǉin momak Laza nalazi taqno na
pola puta koji Ana prelazi do crkve, da se Anin momak Kosta nalazi
taqno na sredini puta od banke do crkve, da je banka od Oǉine ku�e
jednako udaǉena kao crkva od Anine i da je rastojaǌe izme�u banke i
crkve jednako rastojaǌu izme�u Anine i Oǉine ku�e, ali da se banka
nalazi sa desne strane kada Ana iz svoje ku�e gleda Oǉu na balkonu
ǌene ku�e. Dogovorile su se da se u povratku u 7 uveqe ponovo sretnu
ispod istog drveta. Da bi Ana stigla na vreme zamolila je Kostu da
joj izraquna koje je rastojaǌe izme�u ǌegove ku�e i starog drveta.
On zna da rastojaǌe izme�u ǌegove i Anine ku�e iznosi 2km. Koliki
�e put Ana pre�i od Kostine ku�e do starog drveta?

4. Poznato je da bi 60 krava pojelo svu travu sa livade za 24 dana, a
30 krava za 60 dana. Svakog dana izraste ista koliqina trave.
(a) Koliko krava bi pojelo svu travu sa livade za 100 dana?
(b) Za koliko dana bi 10 krava pojelo svu travu sa livade?

5. Na polici se nalazi 14 kǌiga. Na koliko naqina je mogu�e iza-
brati 5 kǌiga tako da nikoje dve izabrane kǌige nisu susedne?

Prvi razred , B kategorija

1. Koliko ima petocifrenih brojeva zapisanih neparnim ciframa,
me�u kojima je bar jedna jedinica?

2. Odrediti sve proste brojeve p takve da je 5p+1 kvadrat prirodnog
broja.

3. U xy-ravni odrediti povrxinu figure ograniqene linijom

|x + 1| + |y − 2| = 3.

4. Videti prvi zadatak za prvi razred A kategorije.

5. Videti qetvrti zadatak za prvi razred A kategorije.
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Drugi razred , A kategorija

1. Dokazati da se nijedan prost broj oblika p = 22n

+ 1 ne mo�e
predstaviti kao razlika petih stepena dva prirodna broja.

2. Nad kvadratnim trinomom ax2 + bx + c (a �= 0) dozvoǉeno je vrxiti
slede�e operacije:

1◦ me�usobno zameniti a i c za c �= 0;

2◦ zameniti x sa x + t, gde je t neki realan broj.

Mo�e li se primenom ovih operacija

(a) polinom x2 − x − 2 transformisati u x2 − x − 1?
(b) polinom x2 − x − 2 transformisati u 4x2 + 3x?

3. Da li postoji kompleksan broj z takav da taqke odre�ene brojevima
1, z2007 i z2008 qine temena pravouglog trougla?

4. Za uglove �ABC va�i

tg α : tg β : tg γ = 1 : 2 : 3.

Izraqunati obim ovog trougla, ako je stranica naspram ugla γ jednaka
AB = 3.

5. Neka je M proizvoǉna taqka u �ABC, R1, R2, R3 rastojaǌa taqke
M od taqaka A,B,C, redom, a r1, r2, r3 rastojaǌa taqke M od stranica
BC,CA,AB, redom. Dokazati da je

R1 + R2 + R3 � 2 (r1 + r2 + r3) .

Drugi razred , B kategorija

1. Odrediti sve taqke M unutar trougla ABC, takve da su povrxine
trouglova MAB, MBC i MCA jednake.

2. Neka je z1 = 1 + 2i. Odrediti kompleksan broj z ako je∣∣∣∣z − 3
2 − z

∣∣∣∣ = 1 ∧ Re
(

2z − 9i

z1 + i

)
= 2.

3. U skupu realnih brojeva rexiti jednaqinu

2
x2 − 4

+
x − 4

x2 + 2x
=

1
x2 − 2x

.

4. Videti prvi zadatak za drugi razred A kategorije.

5. Marija je prvi utorak u mesecu provela u Beogradu, a prvi utorak
posle prvog ponedeǉka u mesecu provela je u Novom Sadu. Slede�eg
meseca, Marija je prvu sredu provela u Nixu, a prvu sredu posle
prvog utorka u mesecu na Zlatiboru. Gde je Marija te godine provela
8. mart?
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Tre�i razred , A kategorija

1. Neka je a ∈ R. U skupu realnih brojeva rexiti sistem

x + y + (1 − a)z = a,
(1 − a)x − y + z = −1,

x + (a − 1)y − z = 0.

2. U kupu je upisana lopta. Dokazati da je odnos povrxina kupe i
lopte jednak odnosu ǌihovih zapremina.

3. Neka je x > 0 realan broj. Odrediti poredak brojeva (sortirati
po veliqini)

x, xx, xxx
, xxxx

, xxxxx

.

4. Neka je f : N → N ∪ {0} takva da:

1◦ f(1) = 0;

2◦ f(p) = 1 za svaki prost broj p ;

3◦ f(ab) = af(b) + bf(a) za sve prirodne a i b.

Odrediti sve n za koje je f(n) = n.

5. U svakom poǉu table 12 × 2008 upisan je po jedan prirodan broj.
Jednim potezom je dozvoǉeno udvostruqiti sve brojeve neke vrste ili
smaǌiti za 1 sve brojeve neke kolone. Da li se uvek posle nekog broja
poteza mo�e dobiti tablica u kojoj su svi brojevi jednaki 0?

Tre�i razred , B kategorija

1. Videti prvi zadatak za tre�i razred A kategorije.

2. Dokazati da jednaqina

2 · sin2
(x

2

)
· sin2

(x

6

)
=

1
x2

+ x2

nema rexeǌa u skupu realnih brojeva.

3. Na koxarkaxkom turniru uqestvovalo je 8 ekipa i svaka je sa
svakom odigrala po jednu utakmicu. Za pobedu se dobija dva poena, a
pora�ena ekipa dobija 0 poena (nema nerexenih utakmica). Ekipe su
sakupile redom 14,12,8,8,6,4,2,2 poena. Koliko utakmica su posledǌe
qetiri ekipe izgubile od prve qetiri ekipe?

4. U skupu realnih brojeva rexiti sistem

log|x−y|
xy

2
= 2,

x + y = xy + 1.

5. Videti drugi zadatak za tre�i razred A kategorije.
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Qetvrti razred , A kategorija

1. Odrediti za koje a, b ∈ R grafici funkcija

f(x) = a · 2x + b i g(x) = b · 2−x + a

imaju taqno dve zajedniqke taqke. Odrediti te taqke.

2. Odrediti sve prirodne brojeve n za koje je 5n +12n potpun kvadrat.

3. Ako je a2
n−1 − 2an−2 < n · n

√
a2
0, dokazati da bar jedno rexeǌe jedna-

qine
xn + an−1x

n−1 + an−2x
n−2 + . . . + a1x + a0 = 0

nije realan broj.

2. Neka je H ortocentar oxtrouglog �ABC, a a, b i c odgovaraju�e
stranice. Dokazati da je

AH

a
· BH

b
· CH

c
� 1

3
√

3
.

5. Na koliko razliqitih naqina se mogu pore�ati xest tomova enci-
klopedije na policu, tako da 1. tom nije ni prvi ni posledǌi u nizu,
2. tom se nalazi pored 3. toma, a 5. i 6. tom se ne nalaze jedan pored
drugog?

Qetvrti razred , B kategorija

1. Neka je a ∈ R. U skupu realnih brojeva rexiti sistem

x + y + z = 0,
x + ay − 3z = 1,

ax − y + z = 0.

2. Izraqunati povrxinu paralelograma konstruisanog nad vektorima
−→p = 2−→a + 3

−→
b i −→q = −→a − 4

−→
b , pri qemu je |−→a | = |−→b | = 1 i −→a ⊥ −→

b .

3. Videti tre�i zadatak za tre�i razred B kategorije.

4. U loptu polupreqnika r upisan je vaǉak najve�e mogu�e povrxine
omotaqa. Odrediti zapreminu tog vaǉka.

5. Videti prvi zadatak za qetvrti razred A kategorije.
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OKRU�NO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE

UQENIKA SREDǋIH XKOLA, 23.02.2008.

Prvi razred , A kategorija

1. Kroz preseqne taqke A i B kru�nica k1 i k2 konstruisane su dve
paralelne prave koje po drugi put seku kru�nicu k1 u taqkama C i D,
a kru�nicu k2 u taqkama E i F . Dokazati da je CD = EF .

2. (a) Na koliko naqina se mogu izabrati dva nesusedna dvocifrena
broja?

(b) Koliko ima petocifrenih brojeva u kojima se cifra 5 pojavǉuje
taqno dva puta i qije su preostale tri cifre razliqiti elementi
skupa {1, 2, 3, 4, 6, 7}?
3. Koliko se najvixe topova mo�e postaviti na ,,xahovsku” tablu
dimenzija 5×4, tako da svaki top ,,napada” najvixe jednog od preosta-
lih? (Neki top ,,napada” sve topove koji su u vrsti u kojoj se i on
nalazi, kao i sve topove koji su u koloni u kojoj se on nalazi.)

4. Za x, y, z ∈ Z va�i

x2z + y2x + z2y = x2y + y2z + z2x + x + y + z.

Dokazati da 27 | x + y + z.

5. Neka je �ABC takav da je AB = 3, BC = 4 i CA = 2. Na�i
izlomǉenu liniju XY Z sa krajevima X,Z na rubu �ABC, takvu da je
XY = Y Z = 1 i koja deli �ABC na dva dela jednakih povrxina.

Prvi razred , B kategorija

1. U skupu realnih brojeva rexiti

|x − 3| + 2
|2x − 3| − 5

� 0.

2. Neka su E i F , redom, sredixta stranica AB i CD qetvorougla
ABCD. Ako su sredixta du�i AF , CE, BF i DE nekolinearne taqke,
dokazati da qine temena paralelograma.

3. Odrediti sve a, b ∈ Q takve da je

(a −
√

2)(6 − a +
√

2) = b.

4. Videti prvi zadatak za prvi razred A kategorije.

5. Videti drugi zadatak za prvi razred A kategorije.
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Drugi razred , A kategorija

1. Neka je a ∈ R. U skupu realnih brojeva rexiti

x + a3 = 3
√

a − x .

2. Oko jednakostraniqnog �ABC je opisana kru�nica. Neka je M
taqka koja pripada luku BC te kru�nice, kojem ne pripada teme A.
Dokazati da je MA = MB + MC.

3. Neka su α ∈
(
0,

π

2

)
i β ∈

[ π

4
,
π

2

)
takvi da va�i

sinα =
2 tg β

1 + tg2 β
.

Odrediti mogu�e vrednosti α + 2β.

4. Neka su realni brojevi a i b takvi da im je razlika jednaka fiksnom
broju α, a proizvod jednak fiksnom pozitivnom broju β. Odrediti sve
polinome oblika x2 + px + q takve da, kakvi god bili brojevi a i b sa
gore navedenom osobinom, max{a, b} je koren tog polinoma, gde su p i
q izra�eni u zavisnosti od α i β.

5. U prizemǉu zgrade od 5 spratova, u lift su uxli Aca, Duxan,
Luka, Nataxa i Ceca. Na koliko naqina se lift mo�e isprazniti
tako da ni u jednom trenutku neki muxkarac i neka �ena ne budu sami
u liftu? (Svako od ǌih izlazi na nekom od 5 spratova; lift se kre�e
od prizemǉa do 5. sprata (ne vra�a se).)

Drugi razred , B kategorija

1. Odrediti sve z ∈ C za koje je∣∣∣∣ z

1 − iz

∣∣∣∣ = 1.

2. Videti prvi zadatak za drugi razred A kategorije.

3. Odrediti sve a ∈ R tako da koreni kvadratne jednaqine

(2a − 3)x2 − 2(a + 1)x + a + 7 = 0

budu ve�i od 1.

4. Neka prava p ne sadr�i nijedno teme nekog pravilnog 2008-ugla.
Odrediti najve�i broj du�i qiji su krajevi temena tog 2008-ugla koje
seqe prava p.

5. Videti drugi zadatak za drugi razred A kategorije.
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Tre�i razred , A kategorija

1. U �ABC, simetrala �BAC seqe BC u taqki D; prava koja sadr�i
D i paralelna je sa AC seqe AB u taqki E; prava koja sadr�i E i
paralelna je sa BC seqe AC u taqki F . Dokazati da je AE = FC.

2. Ispitati da li je tg 1◦ racionalan broj.

3. Neka su a1 � a2 � . . . � an � 0 realni brojevi takvi da je

a1 + a2 + . . . + an = 1.

Dokazati da je

a2
1 + 3a2

2 + 5a2
3 + . . . + (2n − 1)a2

n � 1.

4. Na koliko se najmaǌe tetraedara mo�e ise�i kocka?

5. L-trimino je figura sastavǉena od tri jediniqna kvadrata, nekog
od oblika

Odrediti najmaǌe m, tako da je iz kvadratne mre�e dimenzija 5×5 (sa-
stavǉene od 25 jediniqnih kvadrata) mogu�e izrezati m L-trimina, a
pritom se iz ostatka ne mo�e izrezati vixe nijedan L-trimino. (Pri-
likom izrezivaǌa, kvadrati koji qine L-trimino se moraju poklapati
sa kvadratima mre�e.)

Tre�i razred , B kategorija

1. U skupu realnih brojeva rexiti

log2 log 1
2

x + 1
x − 3

� 1.

2. Odrediti ugao koji grade vektori �a i �b, ako su vektori �m = 2�a −�b
i �n = �a + 5�b me�usobno ortogonalni i |�a| = 2,

∣∣�b∣∣ = 3.

3. Videti tre�i zadatak za drugi razred A kategorije.

4. Videti prvi zadatak za tre�i razred A kategorije.

5. Videti peti zadatak za tre�i razred A kategorije.
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Qetvrti razred , A kategorija

1. Neka su a, b, c ∈ R. Dokazati da jednaqina

(x − a)(x − b) + (x − b)(x − c) + (x − c)(x − a) = 0

ima bar jedno rexeǌe u skupu realnih brojeva.

2. Odrediti sve m ∈ R, tako da koreni jednaqine

x3 − 12x2 + mx − 60 = 0

predstavǉaju du�ine stranica pravouglog trougla.

3. Neka su A i B taqke neke kru�nice, a P i Q taqke, takve da su
prave AP i BQ tangente na tu kru�nicu, AP = BQ i prava PQ nije
paralelna sa pravom AB. Dokazati da prava AB polovi du� PQ.

4. Da li postoji funkcija f : N → N, koja nije identiqki jednaka nekoj
funkcija

gk : N → N, gk(n) = nk, k ∈ N0,

takva da je f(mn) = f(m) · f(n) za sve m,n ∈ N i da je f(2008) potpun
kvadrat?

5. Koliko ima nizova nula i jedinica du�ine 10, takvih da se me�u
svaka tri uzastopna qlana niza nalazi najvixe jedna jedinica?

Qetvrti razred , B kategorija

1. Dokazati da je za svaki prost broj p � 5, polinom (x + 1)p − xp − 1
deǉiv polinomom x2 + x + 1.

2. Izraqunati intezitet vektora �a +�b + �c, ako su �a, �b i �c jediniqni
vektori, takvi da je ugao izme�u bilo koja dva od ǌih

π

3
.

3. Odrediti na koliko se naqina mogu rasporediti 4 kuglice u 7
kutija, ako se

(a) i kuglice i kutije razlikuju;

(b) ne razlikuju ni kutije ni kuglice.

4. Videti prvi zadatak za qetvrti razred A kategorije.

5. Videti drugi zadatak za qetvrti razred A kategorije.
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DR�AVNO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE

UQENIKA SREDǋIH XKOLA, 29.03.2008.

Prvi razred , A kategorija

1. Odrediti na koliko naqina se mogu izabrati prirodni brojevi a,
b i c tako da va�i:

1◦ a < b < c < 52; 2◦ a deli c; 3◦ b deli c;

4◦ a i b nisu deǉivi kvadratom prirodnog broja ve�eg od 1;

5◦ c jeste deǉiv kvadratom prirodnog broja ve�eg od 1.

2. U trouglu ABC je �ABC = 45◦ i �CAB = 15◦. Neka je M taqka
na polupravoj BC takva da je

−−→
BM = 3 · −−→BC. Odrediti uglove trougla

ABM .

3. Odrediti ostatak pri deǉeǌu polinoma x2008 − x2007 − 3x + 4 poli-
nomom (x − 1)3.

4. Oko trougla ABC opisati jednakostraniqan trougao PQR najve�e
mogu�e du�ine stranice (�PQR je opisan oko �ABC ako je A ∈ QR,
B ∈ RP , C ∈ PQ).

5. Dokazati da postoji prirodan broj n takav da je broj 2pn+3 slo�en
za svaki prost broj p.

Prvi razred , B kategorija

1. Neka su a i b prirodni brojevi. Dokazati da je broj (a + b)6 − a6

deǉiv brojem a2 + ab + b2.

2. Dokazati da je broj 3105 + 4105 deǉiv sa 49 · 181.

3. Neka je P taqka u unutraxǌosti �ABC, takva da je �PAC = �PBC.
Neka su M i K podno�ja normala iz taqke P na stranice BC i AC,
redom. Ako je D sredixte stranice AB, dokazati da je DK = DM .

4. Videti drugi zadatak za prvi razred A kategorije.

5. Kapetan je dobio zadatak da rasporedi 12 vojnika (razliqitih po
visini) u 3 vrste po 4 vojnika, tako da su ispuǌeni slede�i uslovi:

1◦ svaki vojnik je ni�i od svih vojnika koji se nalaze iza ǌega (u
ostalim vrstama);

2◦ svaki vojnik je ni�i od svih vojnika koji se nalaze desno od ǌega
(u ǌegovoj vrsti);

3◦ u posledǌoj vrsti se nalaze 4 najvixa vojnika.

Na koliko naqina kapetan to mo�e uqiniti?
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Drugi razred , A kategorija

1. U skupu celih brojeva rexiti n(n + 1)(n + 2) = m2.

2. Neka je n > 1 prirodan broj, a a1, a2, . . . , an celi brojevi, tako da
va�i

a2
1 + a2

2 + . . . + a2
n + n3 � (2n − 1)(a1 + a2 + . . . + an) + n2.

Dokazati da su svi ai nenegativni i da broj a1 + a2 + . . . + an + n + 1
nije potpun kvadrat.

3. U �ABC va�i �CAB = 2 ·�BCA. Neka je N centar spoǉa pripisa-
ne kru�nice �ABC koji dodiruje stranicu BC, a taqka M sredixte
stranice AC. Ako je presek du�i BC i NM taqka P , dokazati da je
AB = BP .

4. Na stranicama pravilnog petougla ABCDE uoqeno je n razliqitih
taqaka (me�u uoqenim taqkama mogu biti i taqke A, B, C, D i E).
Ispostavilo se da postoji taqno 2008 trouglova qija su sva temena
neke od tih taqaka (trougao je odre�en sa tri nekolinearne taqke).
Koliki je najmaǌi mogu�i broj uoqenih taqaka?

5. U bolnicu je dovedeno 10 obolelih osoba. Me�u 1000 flaxa u ma-
gacinu, samo u jednoj se nalazi lek. Ukoliko neko od tih osoba popije
makar jednu kap iz flaxe u kojoj se nalazi lek, nakon 24 sata lekar
�e primetiti simptome ozdravǉeǌa. Lekar ima zadatak da u roku od
24 sata otkrije flaxu u kojoj se nalazi lek, da bi se pripremio za
mogu�u epidemiju. Dokazati da lekar mo�e da obavi svoj zadatak.

Drugi razred , B kategorija

1. U skupu realnih brojeva rexiti

|x2 + x − 2| = 4x + 2.

2. Neka su D, E i F podno�ja visina iz taqaka A, B i C, redom,
oxtrouglog trougla ABC. Dokazati da je

BD · CD = DE · DF.

3. U skupu realnih brojeva rexiti

4 ·
√

2x − 1
2x

+
√

14 � 14 ·
√

2x−2

2x − 1
.

4. Poznato je da je 37 = 2187 > 2048 = 211. Dokazati da va�i

(log24 48)2 + (log12 54)2 > 4.

5. Koliko najmaǌe �aka mo�e biti u grupi u kojoj va�i slede�e –
svaki �ak poznaje najmaǌe xest �aka, i ne postoje tri �aka koja se
me�usobno poznaju (poznanstva su uzajamna)?
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Tre�i razred , A kategorija

1. Polo�aj velike i male kazaǉke na satu naziva se dvostruko mogu�im
ako �e zamenom mesta velike i male kazaǉke one opet korektno pokazi-
vati neko vreme. Koliko ima dvostruko mogu�ih polo�aja kazaǉki?

2. Neka je n > 1 prirodan broj. Odrediti koeficijent uz x
n2+n−4

2 u
razvoju polinoma

(x + 1)1 · (x + 2)2 · . . . · (x + n)n.

3. U svako poǉe tablice 8×7 upisan je broj na slede�i naqin: u poǉe
(i, j) koje se nalazi u preseku i-te vrste i j-te kolone upisan je broj
i · (2j + 1). U tako dobijenoj tablici dozvoǉeno je izabrati bilo koji
kvadrat 3 × 3 ili kvadrat 4 × 4 i pove�ati za 1 svaki broj u poǉima
izabranog kvadrata. Da li se polazna tablica primenom takvih ope-
racija mo�e transformisati u tablicu u kojoj su svi brojevi parni?

4. U skupu prirodnih brojeva rexiti

7x + 12y = 13z.

5. Neka je d > 0 realan broj. Konstruisati pravougaonik MNPQ
dijagonale NQ = d upisan u dati trougao ABC, tj. pravougaonik
kome stranica MN pripada pravoj odre�enoj sa AB, a temena P i Q
pripadaju stranicama BC i CA, redom.

Tre�i razred , B kategorija

1. Dokazati da se kru�nice

x2 + y2 − 2x − 12y + 12 = 0 i x2 + y2 + 2x − 9y + 15 = 0

dodiruju iznutra i odrediti jednaqinu ǌihove zajedniqke tangente.

2. Neka je SABC trostrana piramida, qiji su svi iviqni uglovi kod
vrha S pravi i neka je O podno�je visine iz taqke S na ravan ABC.
(a) Dokazati da je O ortocentar trougla ABC.
(b) Ako su povrxine trouglova ABC i OBC jednake P1 i P2, redom,
odrediti povrxinu trougla SBC.

3. U skupu realnih brojeva rexiti

log 1
3

(
4cos 2x + 4cos2 x

)
� sgn

(
logx 5

√
1−x
)

4. Da li se u ravni mo�e konstruisati

(a) 2006; (b) 2007; (v) 2008

podudarnih kru�nica, tako da svaka od ǌih dodiruje taqno 3 druge
kru�nice i nikoje dve kru�nice se ne seku?

5. Videti prvi zadatak za tre�i razred A kategorije.
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Qetvrti razred , A kategorija

1. Niz prirodnih brojeva (an)n∈N definisan je sa a1 = 3 i an+1 = 3an

za n � 1. Odrediti posledǌe dve cifre broja a2008.

2. Neka je ABCDEF xestougao upisan u kru�nicu polupreqnika 1,
tako da su stranice AB, CD, EF du�ine 1. Dokazati da sredixta
stranica BC, DE i AF formiraju jednakostraniqni trougao.

3. Neka su α, β i γ sve nule polinoma x3 − 9x + 9. Dokazati da je

α2 + α − 6 ∈ {β, γ}.
4. U skupu realnih brojeva rexiti

2008log2006(x−1) − 2006log2008(x+1) = 2.

5. 100 sijalica je pore�ano u tablu 10 × 10, pri qemu svaka mo�e da
bude upaǉena ili ugaxena. U jednom koraku je dozvoǉeno:

1◦ promeniti staǌa svih sijalica u jednoj vrsti;

2◦ promeniti staǌa svih sijalica u jednoj koloni;

3◦ upaliti proizvoǉnu sijalicu koja je okru�ena sa 4 upaǉene (si-
jalice koje okru�uju sijalicu S su one koje se nalaze na poǉima
koja imaju zajedniqku stranicu sa poǉem na kome se nalazi S).

U poqetku su sve sijalice ugaxene. Da li je mogu�e nizom ovakvih
koraka posti�i da sve sijalice osim jedne u uglu i jedne ǌoj susedne
budu ugaxene?

Qetvrti razred , B kategorija

1. Neka je a ∈ R. U skupu realnih brojeva rexiti
√

x − 4a + 16 − 2 · √x − 2a + 4 +
√

x = 0.

2. Ako je O preseqna taqka dijagonala AC i BD pravilnog petougla
ABCDE, dokazati da je

AO2 = AC · OC.

3. Neka su m i n prirodni brojevi. Dokazati da je broj m4n + 1 − m
deǉiv sa 30.

4. Odrediti sve kompleksne brojeve z, tako da taqke koje odgovaraju
brojevima 1, z, z2 i z3 (ne obavezno u datom poretku) qine temena para-
lelograma.

5. U skupu realnih brojeva rexiti

logx2(2 − x2) + logx2+5x+7(5x + 7) � 1.
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REXEǋA ZADATAKA OPXTINSKOG TAKMIQEǋEǋA IZ

MATEMATIKE UQENIKA SREDǋIH XKOLA, 02.02.2008.

Prvi razred , A kategorija

1. Kako je 510510

neparan broj, sledi da je

10510510

≡ (−1)5
10510

≡ −1 (mod 11).

Kako je 55 = 5 · 25 · 25 ≡ 5 · 3 · 3 = 45 ≡ 1 (mod 11) i kako je broj 105
105

deǉiv sa 5, sledi 5105105

≡ 1 (mod 11).

Sledi 10510510

+5105105

≡ −1+1 = 0 (mod 11), da ovaj broj je deǉiv sa
11 (Tangenta 49, str. 12, M644, Nagradni zadaci, rexeǌe u Tangenti
50, str. 11).

2. Neka je f(x) =
∣∣∣∣∣|x − 1| − 2

∣∣− 3
∣∣∣.

Kako je |x − 1| − 2 =
{ −x − 1, za x < 1

x − 3, za x � 1 , sledi da je
∣∣|x − 1| − 2

∣∣− 3 =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
−x − 4, za x < −1
x − 2, za − 1 � x < 1
−x, za 1 � x < 3

x − 6, za x � 3

, pa je f(x) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

−x − 4, za x < −4
x + 4, za − 4 � x < −1
2 − x, za − 1 � x < 1

x, za 1 � x < 3
6 − x, za 3 � x < 6
x − 6, za x � 6

.

Prava paralelna x-osi mo�e se�i ovaj grafik u najvixe 6 taqaka, xto
se doga�a za 1 < a < 3.

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9−1−2−3−4−5−6−7

1

2

3

4

5

6

7

x

y

OP08 1A2
3. Neka taqke O,A,B,C,K,L,D odgovaraju Oǉinoj ku�i, Aninoj
ku�i, banki, crkvi, Kostinoj ku�i, Lazinoj ku�i, drvetu, redom. Po
uslovima zadatka OACB je pozitivno orijentisan paralelogram. Za-
ista, iz OB = OC i BC = OA sledi da je OACB paralelogram (ako
bi OACB imao samopresecaǌa, tj. ako bi se OB i AC sekle, tada bi
OABC bio kvadrat, taqka L bi bila ǌegovo sredixte, a kako je taqka
K sredixte du�i BC, a D presek du�i AK i OB, bilo bi O − L − D,
tj. Oǉa bi doxla do Laze pre susreta sa Anom), a orijentacija iz
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podatka da je �AOB < 180◦. Iz uslova zadatka je i K sredixte du�i
BC, L sredixte du�i AC, a D presek du�i OL i AK.

Neka je �a =
−→
OA, �b =

−−→
OB. Tada je

−−→
OD = m · −→OL = m ·

(
�a +

1
2
·�b
)

i
−−→
AD = n · −−→AK = n ·

(
�b − 1

2
· �a
)

.

Kako je
−−→
OD =

−→
OA+

−−→
AD, sledi m ·

(
�a +

1
2
·�b
)

= �a+n ·
(
�b − 1

2
· �a
)
, odakle

je (
m +

1
2
· n − 1

)
· �a +

(
1
2
· m − n

)
·�b = �o,

pa kako su vektori �a i �b nekoli-
nearni mora biti

m +
1
2
· n − 1 = 0 i

1
2
· m − n = 0.

Rexavaǌem ovog sistema dobija

se m =
4
5

i n =
2
5

, odakle je
−−→
KD =

3
5
·−−→KA, pa �e Ana od Kostine

ku�e do starog drveta pre�i put
du�ine 1, 2km.

O A

B CK

L
D

OP08 1A3

4. Neka je koliqina trave koju pojede jedna krava za jedan dan x,
koliqina trave koja izraste na livadi za jedan dan y, a poqetna
koliqina trave na livadi z. Po uslovima zadatka je

24 · 60x = z + 24y i 60 · 30x = z + 60y,

odakle je y = 10x i z = 24 · 60x − 24 · 10x = 24 · 50x.
Iz y = 10x sledi da je odgovor na pitaǌe dela (b) nikad, jer za jedan
dan izraste taqno onoliko trave koliko 10 krava popase.
Ako a krava popase livadu za 100 dana, sledi a · 100x = z + 100y =
24 · 50x + 1000x = 22 · 100x, odakle je a = 22, tj. odgovor na pitaǌe dela
(a) je 22 krave.
5. Uoqenom izboru 5 kǌiga tako da nikoje dve izabrane kǌige nisu
susedne, mo�e se pridru�iti niz nula i jedinica, tako xto je i-ti
qlan niza 1 ako je i-ta kǌiga izabrana, a 0 ako nije. Ovako dobijen
niz se sastoji od 9 nula i 5 jedinica i pritom nikoje dve jedinice
nisu susedne.
Me�utim, i svakom nizu koji se sastoji od 9 nula i 5 jedinica i
pritom nikoje dve jedinice nisu susedne odgovara jedan izbor kn-
jiga koji zadovoǉava uslove zadatka, pa tra�enih izbora ima koliko
ovakvih nizova.
Sa druge strane, ovakav niz se mo�e videti kao raspore�ivaǌe 5 je-
dinica na 10 mesta (pre prve nule, izme�u i-te i i + 1-ve nule za
i ∈ {1, 2 . . . , 8} i posle 9-te nule), pa je ukupan broj ovakvih nizova(

10
5

)
= 252 (Tangenta 48, str. 33, Pismeni zadaci, zadatak 2).
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Prvi razred , B kategorija

1. Kako petocifrenih brojeva zapisanih neparnim ciframa ima 55

(svaka od 5 cifara mo�e se izabrati na 5 naqina), a petocifrenih
brojeva zapisanih ciframa {3, 5, 7, 9} ima 45 (svaka od 5 cifara mo�e se
izabrati na 4 naqina), to petocifrenih brojeva zapisanih neparnim
ciframa, me�u kojima je bar jedna jedinica ima 55 − 45 (Tangenta 48,
str. 37, Pismeni zadaci, zadatak 18).

2. Neka je 5p + 1 = x2 za neko x ∈ N. Sledi 5p = (x − 1)(x + 1), pa kako
su 5 i p prosti, postoje slede�e mogu�nosti:

1. x − 1 = 5, x + 1 = p, odakle je p = 7 (5 · 7 + 1 = 62);

2. x + 1 = 5, x − 1 = p, odakle je p = 3 (5 · 3 + 1 = 42);

3. x − 1 = 1, x + 1 = 5p, odakle je 5p = 3, tj. u ovom sluqaju nema
rexeǌa (trivijalno ne mo�e biti x − 1 = 5p, x + 1 = 1, jer je
5p > 1 i x − 1 < x + 1).

Dakle, p mo�e biti 3 ili 7 (Tangenta 44, str. 36, Pismeni zadaci,
zadatak 16).

3. Kako je |a| =
{

a, za a � 0
−a, za a < 0 , sledi da je linija iz zadatka

x + 1 + y − 2 = 3, tj. y = 4 − x, za x � −1 ∧ y � 2,

x + 1 − y + 2 = 3, tj. y = x, za x � −1 ∧ y < 2,

−x − 1 + y − 2 = 3, tj. y = 6 + x, za x < −1 ∧ y � 2,

−x − 1 − y + 2 = 3, tj. y = −x − 2, za x < −1 ∧ y < 2,

odnosno kvadrat qija su temena
(−1, 5), (−1,−1), (2, 2) i (−4, 2) (na
primer ubacivaǌem x = −1 i y = 2
u gorǌe jednaqine). Dijagonala
ovog kvadrata je 6 = 5 − (−1) =
2 − (−4), pa je tra�ena povrxina
6 · 6
2

= 18 (Tangenta 44, str. 35,

Pismeni zadaci, zadatak 10).
0 1 2 3−1−2−3−4−5
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4. Videti rexeǌe prvog zadatka za prvi razred A kategorije.

5. Videti rexeǌe qetvrtog zadatka za prvi razred A kategorije.

Drugi razred , A kategorija

1. Neka je p = 22n

+ 1 = k5 − l5 = (k − l)(k4 + k3l + k2l2 + kl3 + l4) za
neke k, l ∈ N. Kako je p prost i k4 + k3l + k2l2 + kl3 + l4 > k − l, sledi
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da je k − l = 1, pa je 22n

+ 1 = (k + 1)5 − k5 = 5k4 + 10k3 + 10k2 + 5k + 1,
odakle je 22n

= 5(k4 +2k3 +2k2 + k), xto je nemogu�e (5 ne mo�e deliti
stepen dvojke) (Tangenta 47, str. 16, Nagradni zadaci, M609, rexeǌe
u Tangenti 48, str. 17).

2. Zamenom a i c dobija se trinom cx2 + bx + a, qija je diskriminanta
jednaka diskriminanti polaznog trinoma.
Druga operacija quva razliku nula jednaqine ax2 + bx+ c = 0. Kako za

diskriminantu trinoma ax2 + bx + c va�i b2 − 4ac = a2

(
b2

a2
− 4 · c

a

)
=

a2 · ((x1 + x2)2 − 4x1x2

)
= a2(x1 − x2)2, gde su x1 i x2 nule jednaqine

ax2 + bx + c = 0 (po Vietovim pravilima je x1 + x2 = − b

a
i x1x2 =

c

a
) ni

druga operacija ne meǌa diskriminantu.
Kako je diskriminanta trinoma x2 −x− 2 jednaka (−1)2 − 4 · 1 · (−2) = 9,
a trinoma x2 − x − 1 jednaka (−1)2 − 4 · 1 · (−1) = 5, sledi da je odgovor
na pitaǌe dela (a) negativan (Tangenta 44, str. 18, Nagradni zadaci,
M548, rexeǌe u Tangenti 45, str. 20).
Odgovor na pitaǌe dela (b) je pozitivan, jer je (na primer):

x2−x−2 2◦ za x=−2−→ x2−5x+4 1◦
−→ 4x2−5x+1 2◦ za x=1−→ 4x2+3x.

3. Postoji. Neka je |z| = 1. Tada je |z2008| = |z|2008 = 1 i |z2007| =
|z|2007 = 1, odnosno taqke koje odgovaraju brojevima z2007 i z2008 nalaze
se na jediniqnoj kru�nici. Ukoliko postoji broj z takav da je z2007 =
−1 i z2008 �∈ {1,−1}, tada je trougao qija su temena taqke odre�ene
brojevima 1, z2007 i z2008 pravougli (hipotenuza tog trougla je du�
odre�ena taqkama koje odgovaraju brojevima 1 i z2007), pa je dovoǉno
dokazati da postoji broj z sa navedenim osobinama.

Neka je z0 =
1
2

+ i

√
3

2
. Tada je z3

0 = −1, pa je z2007
0 = (z3

0)669 = (−1)669 =

−1 i z2008
0 = z0 · z2007

0 = −z0 �∈ {−1, 1}, odnosno z0 je broj sa tra�enim
osobinama.

4. Po uslovima zadatka sva tri tangesa su istog znaka, pa je �ABC

oxtrougli. Kako je tg γ = tg(π − (α + β)) = − tg(α + β) = − tg α + tg β

1 − tg α tg β
,

sledi da (u proizvoǉnom nepravouglom trouglu) va�i

tg α + tg β + tg γ = tg α · tg β · tg γ. (∗)
Ako je k = tg α, tada je tg β = 2k i tg γ = 3k, pa iz (∗) sledi 6k = 6k3,
odnosno k = 1 (jer je k > 0).

Kako su uglovi oxtri, sledi sinα =
tg α√

1 + tg2 α
=

1√
2

, sin β =

tg β√
1 + tg2 β

=
2√
5

, sin γ =
tg γ√

1 + tg2 γ
=

3√
10

, pa je BC = AB · sin α

sin γ
=

√
5
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i AC = AB · sinβ

sin γ
= 2

√
2 (sinusna teorema).

Konaqno, obim �ABC je AB + BC + CA = 3 +
√

5 + 2
√

2. (Tangenta 45,
str. 18, Nagradni zadaci, M579, rexeǌe u Tangenti 46, str. 27).

5. Ako je M ′ taqka simetriqna sa M u odnosu na simetralu �BAC,
rastojaǌe taqke M ′ od pravih AB i AC je r2 i r3, redom, i taqka
M ′ se nalazi u �BAC, pa prava AM ′ seqe du� BC u nekoj taqki A′.
Neka su B1 i C1 podno�ja normala iz B i C, redom, na AM ′. Kako je
BC = BA′ + A′C � BB1 + CC1 i AM ′ = R1, sledi

BC · R1 � BB1 · R1 + CC1 · R1 = 2 · P (�M ′AB) + 2 · P (�M ′AC)

(P (�XY Z) predstavǉa povrxinu
�XY Z), odakle je aR1 � cr2 + br3,

tj. R1 � c

a
· r2 +

b

a
· r3.

Analogno je R2 � a

b
· r3 +

c

b
· r1 i

R3 � b

c
· r1 +

a

c
· r2, odakle je (kako

za x, y > 0 va�i
x

y
+

y

x
� 2)

B C

A

M
M ′

r1

r2r3

A′

B1

C1

OP08 2A5

R1 + R2 + R3 �
(

b

c
+

c

b

)
r1 +

( c

a
+

a

c

)
r2 +

(
a

b
+

b

a

)
r3 � 2(r1 + r2 + r3).

Jednakost va�i ako i samo ako je �ABC jednakostraniqan, a taqka
M ǌegovo te�ixte (Tangenta 49, str. 5, Neke nejednakosti u vezi sa
trouglom, nejednakost (B)).

Napomena. Ova nejednakost je poznata i kao Erdős–Mordell-ova nejedna-
kost.

Drugi razred , B kategorija

1. Kako je povrxina �ABC jednaka zbiru povrxina trouglova MAB,
MBC i MCA, ove tri povrxine su jednake tre�ini povrxine �ABC.

Kako �ABC i �MAB imaju zajedniqku stranicu AB i kako je odnos
ǌihovih povrxina 3 : 1, visina �ABC koja odgovara stranici AB
je tri puta ve�a od visine �MAB koja odgovara stranici AB, tj.
taqka M se nalazi na pravoj paralelnoj pravoj AB, koja se nalazi u
istoj poluravni odre�enoj pravom AB u kojoj i taqka C i koja je na
rastojaǌu od prave AB jednakom tre�ini visine �ABC koja odgovara
stranici AB.

Analogno, taqka M se nalazi na pravoj paralelnoj pravoj BC, koja
se nalazi u istoj poluravni odre�enoj pravom BC u kojoj i taqka A i
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koja je na rastojaǌu od prave BC jednakom tre�ini visine �ABC koja
odgovara stranici BC, pa (ako postoji) taqka M mora biti jedinstve-
na (prave paralelne dvema razliqitim stranicama nekog trougla nisu
paralelne, pa se seku).

Sa druge strane, kako te�ixte trougla deli te�ixne du�i u odnosu
2 : 1, rastojaǌe od te�ixta trougla do neke stranice tog trougla
je jednako tre�ini visine koja odgovara toj stranici, pa te�ixte
trougla zadovoǉava uslove zadatka.

Dakle, jedina taqka koja zadovoǉava uslove zadatka je te�ixte
trougla.

2. Izrazi iz zadatka su definisani za z �= 2. Kako je (za z �= 2)∣∣∣∣z − 3
2 − z

∣∣∣∣ = 1 ⇔ z − 3
2 − z

·
(

z − 3
2 − z

)
= 1 ⇔ (z − 3)(z − 3) = (2 − z)(2 − z)

⇔ zz − 3z − 3z + 9 = zz − 2z − 2z + 4 ⇔ z + z = 5,

odakle je Re z =
5
2

, jer je ω + ω = 2 · Re ω za svako ω ∈ C.

Sliqno je

Re
(

2z − 9i

z1 + i

)
= 2 ⇔ 2z − 9i

z1 + i
+
(

2z − 9i

z1 + i

)
= 4

⇔ 2z − 9i

1 − i
+

2z + 9i

1 + i
= 4 ⇔ (2z − 9i)(1 + i) + (2z + 9i)(1 − i) = 8

⇔ 2z − 9i + 2iz + 9 + 2z + 9i − 2iz + 9 = 8
⇔ −2i(z − z) = 10 + 2(z + z) = 10 + 4 · Re z.

Kako je Re z =
5
2

i kako je ω − ω = 2i · Im ω za svako ω ∈ C, sledi
4 · Im z = 20, tj. Im z = 5.

Dakle, z = Re z + Im z =
5
2

+ 5i (Tangenta 41, str. 32, Pismeni zadaci,

zadatak 5).

3. Jednaqina iz zadatka nije definisana za x ∈ {−2, 0, 2}.
Za x �= −2, 0, 2 va�i

2
x2 − 4

+
x − 4

x2 + 2x
=

1
x2 − 2x

⇔ 2x + (x − 4)(x − 2) = x + 2
⇔ x2 − 5x + 6 = 0,

a posledǌa kvadratna jednaqina ima rexeǌa x = 2 i x = 3.

Me�utim, kako jednaqina nije definisana za x = 2, jedino rexeǌe je
x = 3 (Tangenta 42, str. 42, Pismeni zadaci, zadatak 1).
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4. Videti rexeǌe prvog zadatka za drugi razred A kategorije.

5. Ako prvi utorak u mesecu nije i prvi dan u mesecu, prvi utorak u
mesecu je istovremeno i prvi utorak posle prvog ponedeǉka u mesecu,
pa po uslovima zadatka sledi da je prvi utorak u prvopomenutom
mesecu i prvi dan tog meseca. Analogno, u slede�em mesecu je sreda
prvi dan tog meseca.
Dakle, prvopomenuti mesec ima 7k + 1 dana (za neko k ∈ N), a kako
meseci imaju 28, 29, 30 ili 31 dan, sledi da je taj mesec februar i
da je godina prestupna.
Dakle, slede�i mesec je mart, a 8. mart je prva sreda posle prvog
utorka u tom mesecu, tj. Marija je 8. mart provela na Zlatiboru.

Tre�i razred , A kategorija

1. Kako je

Δ =

∣∣∣∣∣∣
1 1 1 − a

1 − a −1 1
1 a − 1 −1

∣∣∣∣∣∣ = a3 − 3a2 + 4 = (a − 2)2(a + 1),

Δx =

∣∣∣∣∣∣
a 1 1 − a
−1 −1 1
0 a − 1 −1

∣∣∣∣∣∣ = a + 0 + (a − 1)2 − a(a − 1) − 1 − 0 = 0,

Δy =

∣∣∣∣∣∣
1 a 1 − a

1 − a −1 1
1 0 −1

∣∣∣∣∣∣ = 1 + a − a2 = −(a − 2)(a + 1),

Δz =

∣∣∣∣∣∣
1 1 a

1 − a −1 −1
1 a − 1 0

∣∣∣∣∣∣ = −a3 + 2a2 + a − 2 = −(a − 2)(a + 1)(a − 1),

za a �∈ {−1, 2} va�i Δ �= 0, pa sistem za ove a ima jedno rexeǌe

(x, y, z) =
(

Δx

Δ
,
Δy

Δ
,
Δz

Δ

)
=
(

0,− 1
a − 2

,−a − 1
a − 2

)
.

Za a = 2 prva jednaqina sistema glasi x+y−z = 2, a tre�a x+y−z = 0,
pa u ovom sluqaju sistem nema rexeǌa (xto se moglo zakǉuqiti i iz
toga xto je a = 2 dvostruka nula Δ, a jednostruka Δy i Δz).
Za a = −1 sistem postaje

x + y + 2z = −1,
2x − y + z = −1,
x − 2y − z = 0.

Oduzimaǌem prve jednaqine od tre�e, odnosno dvostruke prve jedna-
qine od druge, dobija se ekvivalentan sistem

x + y + 2z = −1,
− 3y − 3z = 1,
− 3y − 3z = 1,
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odnosno
x + y + 2z = −1,

− 3y − 3z = 1,

odakle je (za proizvoǉno z ∈ R) y = −z − 1
3

i x = −1 − y − 2z =

−1 + z +
1
3
− 2z = −z − 2

3
, pa u ovom sluqaju sistem ima beskonaqno

mnogo rexeǌa {(
−z − 2

3
,−z − 1

3
, z

)
| z ∈ R

}
(Tangenta 42, str. 39, Pismeni zadaci, zadatak 4).

2. Neka je r polupreqnik lopte, a R, H i s polupreqnik osnove, visina
i izvodnica kupe opisane oko te lopte, redom. Izra�avaǌem povrxine

osnog preseka kupe na dva naqina,
dobija se RH = (R + s)r, odakle

je
RH

r
= R + s, pa je

R2H

4r3
=

R(R + s)
4r2

, odnosno

1
3
· R2Hπ

4
3
· r3π

=

R(R + s)π
4r2π

, tj.
VK

VL
=

PK

PL
.

r

R

r

·

H
s

OP08 3A2

3. Ako je x = 1 svi navedeni brojevi su me�usobno jednaki.

Neka je 0 < x < 1. Kako je eksponencijalna funkcija strogo monotono
opadaju�a ako joj je osnova maǌa od 1, sledi 0 < x < 1 ⇒ x0 > xx > x1

⇒ x1 < xxx

< xx ⇒ xx > xxxx

> xxx ⇒ xxx

< xxxxx

< xxxx

,

pa je (za 0 < x < 1) tra�eni raspored

x < xxx
< xxxxx

< xxxx

< xx.

Neka je x > 1. Kako je eksponencijalna funkcija strogo monotono
rastu�a ako joj je osnova ve�a od 1, sledi

1 < x ⇒ x1 < xx ⇒ xx < xxx ⇒ xxx

< xxxx

⇒ xxxx

< xxxxx

,

pa je (za x > 1) tra�eni raspored

x < xx < xxx

< xxxx

< xxxxx

.
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4. Iz uslova 3◦ zadatka sledi

f(ab)
ab

=
f(a)

a
+

f(b)
b

,

pa ako je g(x) =
f(x)

x
, zahtev zadatka postaje da se odrede svi n ∈ N

takvi da je g(n) = 1, gde je g : N → Q+ ∪ {0} takva da:

1◦ g(1) = 0;

2◦ g(p) =
1
p

za svaki prost broj p ;

3◦ g(ab) = g(b) + g(a) za sve prirodne a i b.

Iz novog uslova 3◦ sledi da za n = pα1
1 · pα2

2 · . . . · pαk

k (kanonska fakto-
rizacija broja n) va�i g(n) = α1g(p1) + α2g(p2) + . . . + αkg(pk), pa treba
odrediti sve n za koje je

α1

p1
+

α2

p2
+ . . . +

αk

pk
= 1. (‡)

Svi sabirci u prethodnoj jednakosti su pozitivni, pa je (∀i ∈
{1, 2, . . . , k}) αi � pi. Nakon mno�eǌa iste jednakosti sa p1 · p2 · . . . · pk,
dobija se jednakost u kojoj su svi sabirci sem jednog deǉivi sa pi, pa
i taj sabirak (p1 ·p2 · . . . ·pk · αi

pi
) mora biti deǉiv sa pi, pa pi | αi, odakle

je αi � pi (za svako {1, 2, . . . , k}).
Sledi da su svi sabirci u (‡) jednaki 1, pa se u toj jednakosti po-
javǉuje samo jedan sabirak, odnosno tra�eni brojevi su brojevi obli-
ka pp, gde je p prost broj (Tangenta 44, str. 18, Nagradni zadaci,
M554, rexeǌe u Tangenti 45, str. 22).

5. Neka je smaǌivaǌe za 1 svih brojeve neke kolone prva, a udvostru-
qavaǌe svih brojeva neke vrste druga operacija i neka se na tabli
vrxi slede�i algoritam:

1◦ uoqi se kolona te table;

2◦ primeǌuje prva operacija, dok najmaǌi element te kolone ne
postane 1 (skup N je ograniqen odozdo, pa je ovo mogu�e uraditi);

3◦ ako su svi elementi te kolone jednaki 1, algoritam se zavrxava,
a inaqe se na sve vrste koje odgovaraju elementima te kolone
koji su jednaki 1 primeni druga operacija, a nakon toga vrati na
korak 2.

Algoritam se zavrxava. Zaista, najve�i broj u toj koloni (mo�e ih
biti i vixe) se nakon prve operacije smaǌi za 1, kao i nakon primene
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koraka 3◦ pa 2◦ prethodnog algoritma, pa �e svi elementi uoqene
kolone u jednom momentu postati jednaki 1. Ponovnom primenom prve
operacije svi elementi te kolone postaju 0.

Primena prve operacije na nekoj koloni ne meǌa elemente ostalih
kolona te table, a primena druge operacije prirodne brojeve slika
u prirodne, dok elementi koji su jednaki 0 ostaju 0. Sledi da su
nakon gorǌeg algoritma svi brojevi drugih kolona ostali prirodni
(ako su bili prirodni), odnosno 0 (ako su bili 0), pa se ponavǉaǌem
algoritma na svim kolonama ove table dobija tabla u kojoj su svi
brojevi jednaki 0.

Tre�i razred , B kategorija

1. Videti rexeǌe prvog zadatka za tre�i razred A kategorije.

2. Jednaqina iz zadatka je definisana za x �= 0.
Kako je (∀ϕ)| sin ϕ| � 1, sledi da je

|L| =
∣∣∣2 · sin2

(x

2

)
· sin2

(x

6

)∣∣∣ � 2 · 1 · 1.

Na osnovu nejednakosti izme�u aritmetiqke i geometrijske sredine,
sledi

D =
1
x2

+ x2 �
√

1
x2

· x2 = 2,

pri qemu jednakost va�i ako i samo ako je x2 = 1, tj. x ∈ {−1, 1}.
Kako je L = D, mora biti L = D = 2, tj. x ∈ {−1, 1}. Me�utim, kako je

2 · sin2

(
1
2

)
· sin2

(
1
6

)
�= 2 �= 2 · sin2

(−1
2

)
· sin2

(−1
6

)
,

sledi da ova jednaqina nema rexeǌa u R (Tangenta 46, str. 20, Na-
gradni zadaci, M591, rexeǌe u Tangenti 47, str. 19).

3. Posledǌe qetiri ekipe su me�usobno odigrale
(

4
2

)
= 6 meqeva i

u ǌima je osvojeno 6 · 2 = 12 poena. Svaki od ovih poena je pripao
jednoj od posledǌe qetiri ekipe. Kako su one osvojile 6+4+2+2 = 14
poena, posledǌe qetiri ekipe su u utakmicama protiv prve qetiri
ekipe osvojile 14−12 = 2 poena, tj. posledǌe qetiri ekipe pobedile su
prve qetiri ekipe u jednoj utakmici, odnosno posledǌe qetiri ekipe
izgubile od prve qetiri ekipe u 4 · 4 − 1 = 15 utakmica (ukupan broj
utakmica koje su posledǌe qetiri ekipe odigrale protiv prve qetiri
ekipe je 4 · 4 = 16) (Tangenta 49, str. 13, Nagradni zadaci, M651,
rexeǌe u Tangenti 50, str. 14).

4. Jednaqine iz zadatka su definisane za
xy

2
> 0, |x−y| > 0 i |x−y| �= 1.

Iz druge jednaqine sledi (x − 1)(y − 1) = 0, odakle je x = 1 ili y = 1.
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Ako je y = 1, iz prve jednaqine sledi
x

2
= |x−1|2 = (x−1)2 = x2−2x+1,

odakle je 2x2 − 5x + 2 = 0, tj. x ∈
{

1
2

, 2
}
. Me�utim, ako je x = 2, tada

je |x − y| = |2 − 1| = 1, pa ovo nije rexeǌe.

Kako je sistem simetriqan po x i y, za x = 1 dobija se rexeǌe y =
1
2

.

Dakle, realna rexeǌa sistema iz zadatka su
(

1
2

, 1
)

i
(

1,
1
2

)
(Tange-

nta 42, str. 47, Prijemni ispiti, zadatak 13).
5. Videti rexeǌe drugog zadatka za tre�i razred A kategorije.

Qetvrti razred , A kategorija

1. Iz a · 2x + b = b · 2−x + a dobija se a · 22x + (b − a) · 2x − b, odakle je

2x = 1 ili 2x = − b

a
. Dakle, grafici f i g imaju taqno dve zajedniqke

taqke ako i samo ako je ab < 0 i a �= −b i tada su to taqke (0, a + b) i(
log2

(
− b

a

)
, 0
)
.

2. Ako je n neparan (tj. n = 2k + 1 za neko k ∈ N0), tada je

52k+1 + 122k+1 ≡ 2 · 22k ≡ 2 · (−1)k (mod 5)

i ne mo�e biti potpun kvadrat, jer kvadrati pri deǉeǌu sa 5 mogu
davati ostatke 0,1 ili 4.
Ako je n paran (tj. n = 2k za neko k ∈ N) i x2 = 5n + 12n za neko x ∈ N,
tada je 52k = x2 − 122k = (x − 12k)(x + 12k). Ako 5 | x − 12k i 5 | x + 12k,
tada 5 | 2 · 12k = (x + 12k) − (x − 12k), xto je nemogu�e, pa je x − 12k = 1
i x + 12k = 52k, odakle je 2 · 12k = 52k − 1 = 25k − 1 > 24k = 2k · 12k.
Za k � 2 sledi 2·12k > 2k ·12k > 2·12k, xto je kontradikcija. Proverom,
za k = 1 se dobija rexeǌe, tj. n = 2 je jedini prirodni broj koji
zadovoǉava uslove zadatka (52 + 122 = 132) (Tangenta 45, str. 17,
Nagradni zadaci, M570, rexeǌe u Tangenti 46, str. 23).

3. Ako bi sva rexeǌa jednaqine iz zadatka (x1, x2, . . . , xn–ima ih n jer
polinom n-tog stepena ima n kompleksnih nula) bili realni brojevi,
tada bi na osnovu nejednakosti izme�u aritmetiqke i geometrijske

sredine bilo
x2

1 + x2
2 + . . . + x2

n

n
� n
√

x2
1 · x2

2 · . . . · x2
n , odakle je (x1 + x2 +

. . . + xn)2 − 2 · (x1x2 + . . . + xn−1xn) � n · n

√
x2

1 · x2
2 · . . . · x2

n , odnosno a2
n−1 −

2an−2 � n · n

√
a2
0, xto je u suprotnosti sa uslovom zadatka.

4. Neka su A′ i B′ podno�ja normala �ABC iz taqaka A i B, redom,
a α, β, γ odgovaraju�i uglovi trougla. Kako je �AB′H ∼ �ACA′,

sledi
AH

AB′ =
AC

AA′ , a kako je AA′ = b sin γ (iz �ACA′), AB′ = c cos α (iz
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�ABB′) i c = a · sin γ

sinα
(sinusna teorema), sledi AH =

bc cos α

b sin γ
= a ctg α.

Analogno je BH = b ctg β i CH = b ctg γ, pa treba dokazati da je

ctg α · ctg β · ctg γ � 1
3
√

3
. (†)

Kako je tg α + tg β + tg γ = tg α ·
tg β · tg γ (videti (∗) u rexeǌu 4.
zadatku sa opxtinskog takmiqeǌa
za drugi razred A kategorije), na
osnovu nejednakosti izma�u ari-
tmetiqke i geometrijske sredine

C

A

B A′

B′
H

·

·

OP08 4A4

sledi tg α · tg β · tg γ = tg α + tg β + tg γ � 3 · 3
√

tg α · tg β · tg γ, odnosno
tg α·tg β ·tg γ � 3

√
3, odakle neposredno sledi (†). Jednakost va�i ako i

samo ako je �ABC jednakostraniqan (Tangenta 46, str. 20, Nagradni
zadaci, M589, rexeǌe u Tangenti 47, str. 19).

5. Neka je A skup rasporeda xest tomova enciklopedije, tako da 1.
tom nije ni prvi ni posledǌi u nizu i 2. tom se nalazi pored 3. toma,
a B skup rasporeda xest tomova enciklopedije, tako da 1. tom nije ni
prvi ni posledǌi u nizu, 2. tom se nalazi pored 3. toma i 5. tom se
nalazi pored 6. toma.
S obzirom da 2. i 3. tom moraju biti jedan pored drugog oni se mogu
zamisliti kao jedan tom, vode�i raquna da se tako prepolovǉava
broj rasporeda. Prema tome, elementi skupa A se mogu videti kao
rasporedi pet tomova, s tim da 1. tom mo�e biti na jednoj od tri
nekrajǌe pozicije (ostali nemaju ograniqeǌa) i unutar toma koji je
nastao spajaǌem 2. i 3. toma treba odrediti ǌihov raspored, pa je
|A| = 2 · 3 · 4! = 144.
Analogno, prilikom odre�ivaǌa |B| se 5. i 6. tom mogu videti kao
jedan, pa je |B| = 2 · 2 · 2 · 3! = 48.
Konaqno, ukupan broj rasporeda koji zadovoǉavaju tra�ene uslove je
|A| − |B| = 144 − 48 = 96.

Qetvrti razred , B kategorija

1. Kako je

Δ =

∣∣∣∣∣∣
1 1 1
1 a −3
a −1 1

∣∣∣∣∣∣ = a − 3a − 1 − 3 − 1 − a2 = −(a2 + 2a + 5),

Δx =

∣∣∣∣∣∣
0 1 1
1 a −3
0 −1 1

∣∣∣∣∣∣ = 0 + 0 − 1 − 0 − 0 − 1 = −2,

Δy =

∣∣∣∣∣∣
1 0 1
1 1 −3
a 0 1

∣∣∣∣∣∣ = 1 + 0 + 0 − 0 − 0 − a = 1 − a,
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Δz =

∣∣∣∣∣∣
1 1 0
1 a 1
a −1 0

∣∣∣∣∣∣ = 0 + a + 0 + 1 − 0 − 0 = 1 + a,

za svako a ∈ R va�i Δ �= 0, pa sistem ima jedno rexeǌe

(x, y, z) =
(

Δx

Δ
,
Δy

Δ
,
Δz

Δ

)
=
(

2
a2 + 2a + 5

,
a − 1

a2 + 2a + 5
,− a + 1

a2 + 2a + 5

)
(Tangenta 46, str. 39, Pismeni zadaci, zadatak 4).

2. Kako je povrxina paralelograma nad vektorima �x i �y jednaka
|�x × �y| = |�x| · |�y| · sin �(�x, �y), �x × �x = 0, �x × �y = −�y × �x i kako je (po
uslovima zadatka) |�a| = |�b| = 1 i �(�a,�b) =

π

2
, sledi da je tra�ena

povrxina jednaka

|�p × �q| =
∣∣∣(2�a + 3�b) × (�a − 4�b)

∣∣∣ = ∣∣∣2a × �a + 3�b × �a − 8�a ×�b − 12�b ×�b
∣∣∣

=
∣∣∣11�b × �a

∣∣∣ = 11 · |�b| · |�a| · �(�a,�b) = 11 · sin π

2
= 11.

(Tangenta 46, str. 39, Pismeni zadaci, zadatak 2).

3. Videti rexeǌe tre�eg zadatka za tre�i razred B kategorije.

4. Ravan koja sadr�i osu vaǉka iz uslova zadatka seqe loptu po
kru�nici polupreqnika r, a va-
ǉak po pravougaoniku upisanom u
ovu kru�nicu. Ako su R i H po-
lupreqnik osnove i visina ovog
vaǉka, redom, tada su stranice
tog pravougaonika 2R i H, a dija-
gonala 2r, pa je (Pitagorina teo-
rema) H2 = 4(r2 − R2) (0 < R < r).

r

r

H

2R

OP08 4B4

Sledi da je povrxina omotaqa vaǉka M(R) = 2RHπ = 4π ·R ·
√

r2 − R2,
pa kako je

M ′(R) = 4π ·
(√

r2 − R2 + R · −2R

2
√

r2 − R2

)
=

4π√
r2 − R2

· (r2 − 2R2),

sledi da je M ′(R) > 0 za R ∈
(

0,
r√
2

)
i M ′(R) < 0 za R ∈

(
r√
2

, r

)
, tj.

M(R) je maksimalno za R =
r√
2

i tada je H = r
√

2, a zapremina tog

vaǉka V = R2Hπ =
r3π · √ 2

2
(Tangenta 50, str. 33, Pismeni zadaci,

zadatak 3).
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Napomena. Na osnovu nejednakosti izme�u aritmetiqke i geometrijske

sredine sledi R ·
√

r2 − R2 =
√

R2 · (r2 − R2) � R2 + (r2 − R2)
2

i pritom

jednakost va�i za R2 = r2−R2, tj. R =
r√
2

, tj. u prethodnom se moglo

izbe�i korix�eǌe izvoda.

5. Videti rexeǌe prvog zadatka za qetvrti razred A kategorije.

REXEǋA ZADATAKA OKRU�NOG TAKMIQEǋEǋA IZ

MATEMATIKE UQENIKA SREDǋIH XKOLA, 23.02.2008.

Prvi razred , A kategorija

1. Lema. Ako neka prava seqe kru	nicu u taqkama P i S, a ǌoj para-
lelna prava u taqkama Q i R, tada je PQ = RS.

Dokaz. PQ i RS su ili kraci ili dijagonale jednakokrakog trapeza
(prava koja prolazi kroz centar kru�nice, a normalna je na uoqenu
pravu je osa simetrije).

Q R

SP

Q R

PS

OK08 1A1-1 OK08 1A1-2

Iz prethodne leme primeǌene na k1 sledi CD = AB, dok se primenom
na k2 dobija AB = EF , odakle je CD = EF .

A

B
C

E

D

F A

B

C

E

D

F

OK08 1A1-3 OK08 1A1-4

2. (a) Dvocifranih brojeva ima 99 − 9 = 90, pa parova dvocifrenih

brojeva ima
(

90
2

)
= 4005, a parova uzastopnih dvocifrenih brojeva
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90 − 1 = 89. Dakle, dva nesusedna dvocifrena broja se mogu izabrati
na 4005 − 89 = 3916 naqina.

(b) Mesta na kojima se nalazi cifra 5 se mogu izabrati na
(

5
2

)
naqina, preostale 3 cifre iz uoqenog skupa na

(
6
3

)
naqina i na pre-

ostala tri mesta se mogu rasporediti na 3! naqina, pa je tra�eni

broj je
(

5
2

)
·
(

6
3

)
· 3! = 1200 (Tangenta 46, str. 39, Pismeni zadaci,

zadatak 1).
3. Na tabli 5 × 4, pri uslovima zadatka, se mo�e postaviti 6 topova
(videti sliku).
Neka je na toj tabli raspore�en
najve�i mogu�i broj topova, tako
da su ispuǌeni uslovi zadatka.
Po prethodnom primeru taj broj
nije maǌi od 6. Ako se u svakoj
koloni nalazi najvixe jedan top,
broj topova na tabli je najvixe
4, pa postoji kolona koja sadr�i
bar dva topa. Kako se oni me�u-
sobno napadaju, u toj koloni, kao
i u vrstama u kojima se nalaze ova
2 topa, ne sme biti drugih topova,

� �

�

�

�

�

OK08 1A3

tj. svi se nalaze u preostale 3 vrste i preostale 3 kolone (na pre-
ostalih 9 poǉa).
Analogno, ako se u svakoj od preostale 3 kolone nalazi najvixe 1 top,
ukupan broj topova na tabli je najvixe 2 + 3 = 5, pa se u nekoj od ǌih
nalazi bar dva topa. Kako se oni me�usobno napadaju, u toj koloni,
kao i u vrstama u kojima se nalaze ova 2 topa, ne sme biti drugih
topova, tj. svi se nalaze u preostala 2 poǉa, pa je najve�i mogu�i
broj topova 2 + 2 + 2 = 6.
Dakle, tra�eni broj je 6.
4. Algebarskim transformacijama dobija se da je polazna jednakost
ekvivalentna sa

(x − y)(y − z)(z − x) = x + y + z. (�)

Ako bi x, y i z davali razliqite ostatke pri deǉeǌu sa 3, tada bi
ǌihovi ostaci pri deǉeǌu sa tri bili 0, 1 i 2 (u nekom redosledu),
pa je x + y + z ≡ 0 + 1 + 2 ≡ 0 (mod 3), a (x− y)(y − z)(z − x) �≡ 0 (mod 3),
tj. neka dva od x, y i z moraju dati isti ostatak pri deǉeǌu sa 3.
Neka je, bez gubǉeǌa opxtosti, x ≡ y (mod 3). Me�utim, tada 3 | (x −
y)(y−z)(z−x), pa je, na osnovu (�), 0 ≡ x+y+z ≡ 2x+z ≡ −x+z (mod 3),
odnosno x ≡ z (mod 3). Dakle, svaki umno�ak u (x − y)(y − z)(z − x) je
deǉiv sa 3, tj. 33 | (x− y)(y − z)(z − x), pa iz (∗) sledi da 27 | x + y + z.
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5. Neka je �ABC takav da je AB = 3, BC = 4 i CA = 2 (takav trougao
postoji).
Neka su K, L, M sredixta stra-
nica BC, CA, AB, redom, N sre-
dixte du�i LM , a P sredixte
du�i CK.
Tada je ML = 2 i ML ‖ BC (sre-
dǌa linija �ABC), pa je MN =
NL = 1 i MN ‖ NL ‖ BC. Po
konstrukciji je CP = PK = 1 (i,
naravno, CP ‖ PK ‖ BC).

K
L

M

N

P

A B

C

OK08 1A5

Analogno (KM je sredǌa linija �ABC) je KM = CL = NP =
1
2
· AC

i KM ‖ PN ‖ CL ‖ AC.
Sledi da su qetvorouglovi NMKP i LNPC podudarni paralelogrami
(rombovi stranice 1), kao i da je �AML ∼= �MBK (AM = MB,
AL = MK, ML = BK), pa poligoni MBPN i AMNPC imaju jednake
povrxine (oba se ,,sastoje” od jednog romba stranice 1 i jednog od
gore pomenutih trouglova).
Dakle, poligonalna linija sastavǉena od du�i MN i NP zadovoǉava
uslove zadatka. Prvi razred , B kategorija
1. Da ne bi doxlo do deǉeǌa nulom, mora biti |2x− 3| − 5 �= 0, a kako
je i |x−3|+2 > 0 za svako realno x, sledi da je nejednaqina iz zadatka
ekvivalentna sa |2x − 3| − 5 < 0.

Za x � 3
2

ona je ekvivalentna sa 2x − 3 < 5, tj. x < 4 (odnosno rexeǌa

su x ∈
[

3
2

, 4
)
), a za x <

3
2

sa 3− 2x < 5, tj. x > −1 (odnosno rexeǌa su

x ∈
(
−1,

3
2

)
).

Dakle, rexeǌe je x ∈ (−1, 4) (Tangenta 44, str. 33, Pismeni zadaci,
zadatak 2(a)).
2. Neka su M,N,P,Q sredixta du�i AF , CE, BF i DE, redom, i
�a =

−−→
DA, �b =

−−→
DB i �c =

−−→
DC. Tada je

−−→
MN =

−−→
DN −−−→

DM =
1
2
·
(
�c +

−−→
DE
)
− 1

2
·
(
�a +

−−→
DF
)

=
1
2
·
(

�c +
�a +�b

2

)
− 1

2
·
(

�a +
�c

2

)
=

1
4
·
(
−�a +�b + �c

)
i, analogno,

−−→
QP =

−−→
DP −−−→

DQ =
1
2
·
(
�b +

−−→
DF
)
− 1

2
· −−→DE

=
1
2
·
(
�b +

�c

2

)
− 1

2
· �a +�b

2
=

1
4
·
(
−�a +�b + �c

)
,

tj.
−−→
MN =

−−→
QP , odakle sledi da je MNPQ paralelogram.
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3. Sre�ivaǌem izraza iz zadatka dobija se(
a2 − 6a + b + 2

)
+
√

2 · (2a − 6) = 0.

Me�utim, kako je broj
√

2 iracionalan, sledi da je p +
√

2 · q = 0 za
p, q ∈ Q ako i samo ako je p = q = 0, pa je a2 − 6a + b + 2 = 2a − 6 = 0,
odakle je a = 3, b = 7 (Tangenta 45, str. 38, Pismeni zadaci, zadatak
5).

4. Videti rexeǌe prvog zadatka za prvi razred A kategorije.

5. Videti rexeǌe drugog zadatka za prvi razred A kategorije.

Drugi razred , A kategorija

1. Jednaqina je definisana za svako x ∈ R. Neka je y = 3
√

a − x . Tada
je x = a − y3, pa jednaqina postaje y3 + y = a3 + a, tj. (y − a)(y2 +
ya + a2 + 1) = 0. Kako je y2 + ya + a2 + 1 > 0 (kvadratna funkcija sa
vode�im koeficijentom pozitivnim i diskriminantom a2−4·1·(a2+1) =
−3a2 − 4 < 0), jedino rexeǌe posledǌe jednaqine je y = a, odakle je
3
√

a − x = a, tj. jedino rexeǌe je x = a − a3 (Tangenta 50, str. 10,
M673, Nagradni zadaci).

Napomena. Da jednaqina ima najvixe jedno rexeǌe se moglo videti i
bez rastavǉaǌa, na osnovu strogog rasta funkcije y → y3 + y.

2. Po uslovima zadatka, qetvorougao MCAB je tetivan, pa, po
Ptolomejevoj teoremi, sledi MA · BC = MB · AC + MC · AB. Kako
je �ABC jednakostraniqan, sledi BC = AC = AB, odakle je MA =
MB + MC.

Drugo rexeǌe. Neka je R rotacija
sa centrom u B, koja slika taqku
C u taqku A (po uslovima za-
datka, ova rotacija je ili za 60◦

ili za −60◦, u zavisnosti od ori-
jentacije �ABC) i neka je R(M) =
D.
Trougao BMD je jednakostrani-
qan (BM = BD i �DBM = 60◦),
pa je MB = MD. Tako�e, MC =
DA (jer je R(M) = D i R(C) = A).

M

B C

A

D

OK08 2A2

Pritom je i �BDA = �BMD = 120◦ (jer je R(�BMC) = �BDA), a
kako je �MDB = 60◦, sledi da su taqke M , D i A kolinearne.

Dakle, MA = MD + DA = MB + MC.

3. Iz datih ograniqeǌa za α i β sledi da je
π

2
< α + 2β <

3π

2
.
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Neka je t = tg β. Tada je sin 2β =
2 tg β

1 + tg2 β
=

2t

1 + t2
, cos 2β =

1 − tg2 β

1 + tg2 β
=

1 − t2

1 + t2
, a, po uslovima zadatka, sinα =

2t

1 + t2
.

Sledi da je cos2 α = 1 − sin2 α = 1 −
(

2t

1 + t2

)2

=
(1 − t2)2

1 + t2
. Kako je α

oxtar, sledi da je cos α > 0, a kako je t = tg β � 1 (jer je β ∈
[ π

4
,
π

2

)
),

sledi da je cos β =
t2 − 1
1 + t2

, pa je

sin(α + 2β) = sinα cos 2β + cos α sin 2β

=
2t

1 + t2
· 1 − t2

1 + t2
+

t2 − 1
1 + t2

· 2t

1 + t2
= 0,

odnosno, α + 2β = kπ, za neko k ∈ Z. Iz gorǌeg ograniqeǌa, sledi da
mora biti α + 2β = π.

4. Sistem a − b = α ∧ ab = β > 0 po nepoznatima a i b ima uvek dva
rexeǌa

(a1, b1) =

(
α +

√
α2 + 4β

2
,
−α +

√
α2 + 4β

2

)
i

(a2, b2) =

(
α −

√
α2 + 4β

2
,
−α −

√
α2 + 4β

2

)
.

1◦ ako je α > 0, sledi max(a1, b1) = a1 i max(a2, b2) = a2, pa je x2−αx−
β kvadratni polinom qiji su koreni a1 i a2 (odnosno x2−|α|x−β);

2◦ ako je α < 0, sledi max(a1, b1) = b1 i max(a2, b2) = b2, pa je x2−αx−β
kvadratni polinom qiji su koreni su b1 i b2 (odnosno x2−|α|x−β).

Dakle, tra�eni polinom je x2 − |α|x − β (tj. p = |α| i q = −β).

5. Lift se (bez ikakvih uslova) mo�e isprazniti na 55 = 3125 naqina,
jer svaka od tih 5 osoba mo�e si�i na bilo kom spratu od 1. do 5.

Neka je N broj naqina na koji oni mogu izlaziti iz lifta tako da Aca
i Ceca ostanu sami. Duxan, Luka i Nataxa mogu napustiti lift do
k-tog sprata tako da bar neko si�e na k-tom spratu na k3 − (k − 1)3

naqina (tada su Aca i Ceca ostali sami u liftu). Svako od ǌih
dvoje mo�e da iza�e na nekom od preostalih 5 − k spratova. Kako k
mo�e biti bilo koji sprat od 1. do 4. (jer Aca i Ceca moraju da ostanu
sami) to je

N =
4∑

k=1

[(
k3 − (k − 1)3

) · (5 − k)2
]

= 42 + 7 · 32 + 19 · 22 + 37 · 12 = 192.
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Umesto Ace i Cece tu mo�e ostati bilo koji muxko-�enski par, a

takvih parova ima
(

3
1

)
·
(

2
1

)
= 6, pa je broj naqina da ovih 5 osoba

napusti lift, tako da ni u jednom trenutku muxkarac i �ena nisu
sami u liftu jednak

55 −
(

3
1

)
·
(

2
1

)
· N = 3125 − 6 · 192 = 1 973.

Drugi razred , B kategorija

1. Mora biti |1 − iz| �= 0. tj. z �= −i. Ako je z = x + iy, x, y ∈ R, sledi

x2 + y2 = |z|2 = |1− iz|2 = |(1 + y) − ix|2 = (1 + y)2 + x2, odakle je y = −1
2

.

Dakle, skup rexeǌa je
{

z | Imz = −1
2

}
(tj. svi brojevi oblika x− i · 1

2
za x ∈ R).

2. Videti rexeǌe prvog zadatka za drugi razred A kategorije.

3. Mora biti a �= 3
2

(inaqe jednaqina nije kvadratna). Po uslovima
zadatka, jednaqina ima realna rexeǌa, pa joj je diskriminanta nene-
gativna, tj. 0 � 4(a + 1)2 − 4(2a − 3)(a + 7) = −4(a + 11)(a − 2) = 4D1, tj.
mora biti a ∈ [−11, 2 ].

Dakle, treba razmotriti situacije:

1◦
3
2

< a � 2; tada je maǌi koren jednaqine α =
a + 1 −√

D1

2a − 3
, pa

treba ispitati da li je α > 1, xto je ekvivalentno sa
√

D1 < 4−a,
pa kako su obe strane posledǌe nejednakosti (u ovom sluqaju)
nenegativne, posledǌe je ekvivalentno sa (a + 2)(2a − 3) > 0, xto
je taqno;

2◦ −11 � a <
3
2
; tada je maǌi koren jednaqine α =

a + 1 +
√

D1

2a − 3
, pa

treba ispitati da li je α > 1, xto je ekvivalentno sa
√

D1 < a−4,
a posledǌe nije taqno, jer je

√
D1 � 0, a (u ovom sluqaju) a−4 < 0,

tj. u ovom sluqaju nema rexeǌa.

Dakle, oba korena jednaqine (2a− 3)x2 − 2(a+1)x+ a+7 = 0 su ve�a od

1 ako i samo ako je a ∈
(

3
2

, 2
]

(Tangenta 49, str. 29, Pismeni zadaci,

zadatak 4).

4. Prava koja ne sadr�i temena uoqenog 2008-ugla seqe du� odre�enu
sa neka dva ǌegova temena ako i samo ako se ona nalaze u razliqitim
poluravnima odre�enim tom pravom. Dakle, ako se u jednoj od tih
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poluravni nalazi x temena, u drugoj se nalazi 2008 − x, odnosno broj
uoqenih du�i koje seqe ta prava je x(2008 − x).
Kako je, na osnovu nejednakosti izme�u aritmetiqke i geometrijske

sredine, x(2008 − x) �
(

x + 2008 − x

2

)2

= 10042, sledi da je taj broj ne

ve�i od 10042 i dosti�e se kada se u svakoj od poluravni odre�enih
tom pravom nalazi 1004 temena uoqenog 2008-ugla.

5. Videti rexeǌe drugog zadatka za drugi razred A kategorije.

Tre�i razred , A kategorija

1. Kako je DE ‖ AC, sledi da
je �DAC = �EDA. Kako je AD
simetrala �BAC, sledi �DAC =
�EAD. Dakle, �EDA = �EAD,
pa je �ADE jednakokraki, odakle
je AE = DE.
Kako je DE ‖ CF i EF ‖ CD,
qetvorougao DEFC je paralelo-
gram, pa je i DE = FC.
Dakle, AE = DE = FC.

A B

C

D

E

F

OK08 3A1

2. Za k ∈ {1, 2, . . . , 29} va�i tg(k+1)◦ =
tg k◦ + tg 1◦

1 − tg k◦ · tg 1◦
, pa ako je tg k◦ ∈ Q

sledi tg(k + 1)◦ ∈ Q.

Iz prethodnog, ako je tg 1◦ ∈ Q, sledi da su racionalni, redom,

tg 2◦, tg 3◦, . . . , tg 30◦, xto je kontradikcija, jer je tg 30◦ =
√

3
3

ira-
cionalan broj.

Iz dobijene kontradikcije sledi da je broj tg 1◦ iracionalan.

3. Iz uslova zadatka sledi:

a2
1 � a2

1

3a2
2 � a2

2 + 2a1a2

5a2
3 � a2

3 + 2a1a3 + 2a2a3

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
(2n − 1)a2

n � a2
n + 2a1an + . . . + 2an−1an,

odakle je, sabiraǌem,

a2
1 + 3a2

2 + 5a2
3 + . . . + (2n − 1)a2

n � (a1 + a2 + . . . + an)2 = 1.

4. Svaka od strana kocke ne mo�e biti strana tetraedra, pa na ǌu
nale�u osnovama bar dve strane tetraedara na koje je razlo�ena, tj.
ivice ovih tetraedara razla�u svaku stranu kocke na bar 2 trougla.
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Bez umaǌeǌa opxtosti, neka je
strana kocke du�ine 1. Neka
se kocka ABCDA1B1C1D1 mo�e
ise�i na 4 tetraedra. Tada
na strane ABCD i A1B1C1D1

nale�u sva 4 tetraedra, pa sva
4 za osnovu imaju jednakokrako-
pravougli trougao kraka 1 (kva-
drat se pravom mo�e razlo�iti
na 2 trougla jedino ako se ta
prava poklapa sa nekom od dijag-
onala kvadrata), dok im je visina
koja odgovara toj osnovi ne ve�a
od 1.

A B

CD

A1
B1

C1D1

OK08 3A4

Sledi da je zapremina svakog od ovih tetraedara na ve�a od
1
3
·1
2
·1 =

1
6

,

pa je ukupna zapremina ova 4 tetraedra ne ve�a od 4 · 1
6

=
2
3

, xto je
nemogu�e, jer je zapremina kocke 1.
Kocka se mo�e ise�i na 5 tetraedara (slika OK08 3A4; to su
tetraedri ABDA1, BCDC1, A1B1C1B, A1C1D1D i BDA1C1) (Tangenta
43, str. 43, Nagradni zadaci, M543, rexeǌe u Tangenti 44, str. 29)
5. Jedan L-trimino postavǉen na uoqenu tablu mo�e imati zajedni-
qkih poǉa sa najvixe jednim od qetiri ugaona kvadrata 2 × 2 (slika
OK08 3A5-1). Sledi da je 3 L-trimina nedovoǉno, jer su tada nepo-
puǌena sva qetiri poǉa u jednom od tih ugaonih kvadrata, pa se mo�e
dodati (u taj kvadrat) jox jedan L-trimino.

OK08 3A5-1 OK08 3A5-2
Qetiri L-trimina su dovoǉna. Zaista, na slici OK08 3A5-2 su na
tablu 5 × 5 postavǉena 4 L-trimina, a ne mo�e se postaviti vixe
nijedan L-trimino.

Tre�i razred , B kategorija

1. Da bi jednaqina bila definisana, mora biti x �= 3,
x + 1
x − 3

> 0 i

log 1
2

x + 1
x − 3

> 1, tj. (logaritamska funkcija sa osnovom maǌom od 1 je
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opadaju�a)

0 <
x + 1
x − 3

< 1 ⇔
(

x + 1
x − 3

> 0 ∧ 4
x − 3

< 0
)

,

odakle sledi da mora biti x ∈ (−∞,−1).
Kako je logaritamska funkcija rastu�a ako joj je osnova ve�a od 1, a
opadaju�a ako joj je osnova maǌa od 1, za x ∈ (−∞,−1) sledi

log2 log 1
2

x + 1
x − 3

� 1 ⇔ log 1
2

x + 1
x − 3

� 2 ⇔ x + 1
x − 3

� 1
4
⇔ 3x + 7

4(x − 3)
� 0,

tj. (za x ∈ (−∞,−1) je x − 3 < 0) x � −7
3

, pa je rexeǌe ove jednaqine

x ∈
[
−7

3
,−1
)

(Tangenta 47, str. 36, Pismeni zadaci, zadatak 5).

2. Kako je �x · �y = |�x| · |�y| · cos �(�x, �y) (specijalno, �x · �x = |�x|2 i �x · �y = �y · �x),
po uslovima zadatka sledi da je

0 = �m · �n = (2�a −�b) · (�a + 5�b) = 2 |�a|2 + 10�a ·�b −�b · �a − 5
∣∣�b∣∣2

= 2 · 22 + 9 · |�a| · ∣∣�b∣∣ · cos �(�a,�b) − 5 · 32 = −37 + 9 · 2 · 3 · cos �(�a,�b),

odakle je cos �(�a,�b) =
37
54

, tj. ugao izme�u �a i �b je arccos
37
54

(Tangenta

50, str. 33, Pismeni zadaci, zadatak 2).

3. Videti rexeǌe tre�eg zadatka za drugi razred A kategorije.

4. Videti rexeǌe prvog zadatka za tre�i razred A kategorije.

5. Videti rexeǌe petog zadatka za tre�i razred A kategorije.

Qetvrti razred , A kategorija

1. Neka je f(x) = (x − a)(x − b) + (x − b)(x − c) + (x − c)(x − a) i neka
je a � b � c (bez umaǌeǌa opxtosti). Ako je a = b ili b = c, tada je
f(b) = (b − a)(b − c) = 0, pa se mo�e pretpostaviti da je a < b < c. Kako
je f(b) = (b − c)(b − a) < 0 i f(a) = (a − b)(a − c) > 0, postoji nula f koja
je izme�u a i b (postoji i izme�u b i c, jer je i f(c) > 0) (polinom je
neprekidna funkcija).

Drugo rexeǌe. Kako je f(x) = 3x2 − 2(a + b + c)x + (ab + bc + ca), f je
kvadratna funkcija qija je diskriminanta (2(a + b + c))2−4 ·3 ·(ab+bc+
ca) = 4 · (a2 + b2 + c2 − ab − bc − ca

)
= 2 · [(a − b)2 + (b − c)2 + (c − a)2

]
� 0,

pa ima realno rexeǌe.

2. Neka su a, b i c koreni jednaqine iz zadatka, koji su stranice
pravouglog trougla i neka je (bez umaǌeǌa opxtosti) c2 = a2 + b2.
Iz Vietovih pravila je a + b + c = 12 i ab + bc + ca = m, pa je 2c2 =
a2 + b2 + c2 = (a + b + c)2 − 2(ab + bc + ca) = 144 − 2m, tj. m = 72 − c2.
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Kako je i c3 − 12c2 + mc − 60 = 0 (c je koren ove jednaqine), sledi
0 = c3−12c2+(72−c2)c−60 = −12c2+72c−60, tj. 0 = c2−6c+5 = (c−5)(c−1).
Ako je c = 1, sledi a+b = 11 i a2 +b2 = 1, pa je, na osnovu nejednakosti
izme�u kvadratne i aritmetiqke sredine (kao stranice trougla, a i

b su pozitivni brojevi), 1 = a2 + b2 � 2 ·
√

a + b

2
= 2 ·

√
11
2

> 1.

Iz dobijene kontradikcije sledi da je c = 5 i tada je m = 72 − 52 = 47
(proverom se dobija da su za m = 47 koreni date jednaqine 3, 4 i 5)
(Tangenta 44, str. 45, Pismeni zadaci, zadatak 5).

3. Neka su M i N , redom,
sredixta du�i AB i PQ. Iz
podudarnosti trouglova OAP i
OBQ (AP = QB, OA = OB,
�OAP = 90◦ = �OBQ) sledi
�OPQ ∼ �OAB (OP = OQ, OA =
OB, �AOB = �AOP + �POB =
�BOQ + �POB = �POQ), odakle
je �OMN ∼ �OAP (OM : ON =
OA : OP , �MON = �PON −
�POM = �AOM − �POM =
�AOP ). Dakle, �OMN = 90◦ =
�OMB, pa A,B i N le�e na istoj
pravoj.

A

PB

Q

O

M
N

OK08 4A3

4. Neka je f definisana na skupu prostih brojeva sa:

f(2) = 32, f(3) = 22, f(p) = p2, za p > 3,

a za proizvoǉan (slo�en) n ∈ N sa

f(n) = f(p1)α1f(p2)α2 · . . . · f(ps)αs ,

gde je n = pα1
1 pα2

2 · . . . · pαs
s (kanonska faktorizacija broja n).

Ova funkcija zadovoǉava uslove zadatka.

5. Neka se nizu koji zadovoǉava uslove zadatka na kraj dodaju jox
dve nule (tako se dobija niz du�ine 12). Uslovi zadatka zadovoǉeni
ako i samo ako se (u novodobijenom nizu) nakon svake jedinice nalaze
dve nule. Drugim reqima, svakoj jedinici se mo�e pridru�iti blok
du�ine tri (koji sadr�i jedinicu i dve naredne nule), takvi blokovi
se ne preklapaju, i izvan tih blokova su sve nule.

Ako jedinica u nizu ima k, takvih nizova ima
(

12 − 2k

k

)
(kombinacije

k blokova i 12 − 3k nula), pa je ukupan broj ovakvih nizova
4∑

k=0

(
12 − 2k

k

)
=
(

12
0

)
+
(

10
1

)
+
(

8
2

)
+
(

6
3

)
+
(

4
4

)
= 60.



44

Qetvrti razred , B kategorija

1. Polinom x2 + x + 1 ima dve razliqite nule, pa je dovoǉno pokazati
da je (α + 1)p − αp − 1 = 0, gde je α nula polinoma x2 + x + 1, tj. va�i
α2 + α + 1 = 0 i 0 = (α2 + α + 1) · (α − 1) = α3 − 1 (odnosno α3 = 1).
Iz ovih veza i kako je p neparan sledi da je (α+1)p −αp −1 = (−α2)p −
αp −1 = −(α2p +αp +1). Kako je svaki prost broj ve�i od 4 ili oblika
6k + 1 za neko k ∈ N ili oblika 6k + 5 za neko k ∈ N0, sledi:

1◦ ako je p = 6k + 1 za neko k ∈ N, tada je α2p + αp + 1 = α12k+2 +
α6k+1 + 1 = α2 + α + 1 = 0, tj. (α + 1)p − αp − 1 = 0;

2◦ ako je p = 6k + 5 za neko k ∈ N0, tada je α2p + αp + 1 = α12k+10 +
α6k+5 + 1 = α + α2 + 1 = 0, tj. (α + 1)p − αp − 1 = 0.

2. Kako je �x · �y = |�x| · |�y| · cos �(�x, �y) (specijalno, �x · �x = |�x|2 i �x · �y = �y · �x),
i kako je, po uslovima zadatka, |�a| =

∣∣�b∣∣ = |�c| = 1, odnosno kako je ugao

izme�u bilo koja dva razliqita vektora iz ovog skupa
π

3
, sledi

∣∣�a +�b + �c
∣∣2 =

(
�a +�b + �c

)2

= |�a|2 + |�b|2 + |�c|2 + 2 · |�a| · |�b| · cos �(�a,�b)

+ 2 · |�b| · |�c| · cos �(�b,�c) + 2 · |�c| · |�a| · cos �(�c,�a)

= 3 + 2 ·
(
cos �(�a,�b) + cos �(�b,�c) + cos �(�c,�a)

)
= 6.

Dakle,
∣∣�a +�b + �c

∣∣ = √
6.

3. Ako se i kuglice i kutije razlikuju, svaka kuglica se, nezavisno od
ostalih, mo�e rasporediti u proizvoǉnu od 7 kutija, pa je odgovor
na pitaǌe dela (a) 74 = 2401.
Ako se ne razlikuju ni kutije ni kuglice, tra�eni broj je jednak broju
neure�enih razbijaǌa broja 4 na 7 delova (tj. broj rexeǌa jednaqine
x1+x2+ . . .+x7 = 4 pri uslovima x1 � x2 � . . . � x7 � 0). Za ove brojeve
se ova razbijaǌa lako mogu ispisati (u pitaǌu su ,,mali” brojevi):

7 = 4 + 0 + 0 + 0 + 0 + 0 + 0 = 3 + 1 + 0 + 0 + 0 + 0 + 0
= 2 + 2 + 0 + 0 + 0 + 0 + 0 = 2 + 1 + 1 + 0 + 0 + 0 + 0
= 1 + 1 + 1 + 1 + 0 + 0 + 0,

tj. odgovor da pitaǌe dela (b) je 5 (Tangenta 48, str. 14, Nagradni
zadaci, M626(a)(g), rexeǌe u Tangenti 49, str. 16).

4. Videti rexeǌe prvog zadatka za qetvrti razred A kategorije.

5. Videti rexeǌe drugog zadatka za qetvrti razred A kategorije.
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REXEǋA ZADATAKA DR�AVNOG TAKMIQEǋEǋA IZ

MATEMATIKE UQENIKA SREDǋIH XKOLA, 29.03.2008.

Prvi razred , A kategorija

1. Kako je c deǉivo kvadratom prirodnog broja, c mo�e biti jedan od
brojeva:

4, 8, 9, 12, 16, 18, 20, 24, 25, 27, 28, 32, 36, 40, 44, 45, 48, 49, 50,

tj. c je ili oblika pk (gde je p prost broj i k � 2) ili oblika pk · ql

(gde su p, q prosti brojevi, k, l ∈ N i max{k, l} � 2). Zaista, ako bi
c imao bar 3 prosta faktora i bio deǉiv sa kvadratom, tada bi (za
neke proste p, q, r, neke k, l,m ∈ N, max{k, l,m} � 2 i N ∈ N) bilo
c = pk · ql · rm · N � 22 · 3 · 5 · 1 = 60.

1◦ Ako je c oblika pk, gde je p prost broj (to su brojevi 4,8,9,16,25,
27,32,49) po uslovima zadatka mora biti a = 1 i b = p (xto je samo
1 mogu�nost za izbor), tj. svaka od 8 mogu�nosti za c jednoznaqno
odre�uje a i b.

2◦ Ako je c oblika pk · ql, gde su p i q prosti brojevi (to su ostali

brojevi), tada se a i b mogu izabrati na
(

4
2

)
= 6 naqina (bira

se 2 broja od brojeva 1, p, q i pq – a je maǌi od ta 2 broja), tj.
svaka od 11 mogu�nosti za c daje 6 razliqitih mogu�nosti za a
i b.

Dakle, tra�enih izbora ima 8 · 1 + 11 · 6 = 74.

2. Neka je N podno�je normale
iz M na AC. Tada je �MNC =
90◦, �NCM = 15◦ + 45◦ = 60◦ i
�CMN = 30◦, pa je CM = 2 · CN ,
tj. �BCN i �BMN su jednako-
kraki. Kako je �ABN = �BAN =
15◦, i �ABN je jednakokraki,
pa je N centar opisanog kruga
trougla ABM (NA = NB = NM).

A B

C

M

N

DR08 1A2

Dakle, �BAM =
1
2
·�BNM =

1
2
· (30◦ + 90◦) = 60◦, �BMA =

1
2
·�ANB =

75◦ i �ABM = 180◦ − �BAM − �BMA = 45◦.
3. Neka je A(x) = x2008 −x2007 −3x+4. Algebarskim transformacijama
se dobija

A(x) = x2008 − x2007 − 3x + 3 + 1 = (x − 1)
(
x2007 − 3

)
+ 1

= (x − 1)
[(

x2007 − 1
)− 2

]
+ 1

= (x − 1)
[
(x − 1)

(
x2006 + x2005 + . . . + x + 1

)− 2
]
+ 1. (♠)
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Neka je B(x) = x2006 + x2005 + . . . + x + 1. Polinom B(x) pri deǉeǌu
sa x − 1, na osnovu Bezuove teoreme, daje ostatak B(1) = 2007. Sledi
B(x) = (x − 1)Q(x) + 2007, za neki Q ∈ R[x]. Uvrxtavaǌem posledǌe
jednakosti u (♠), dobija se

A(x) = (x − 1)3Q(x) + 2007(x − 1)2 − 2(x − 1) + 1.

Dakle, tra�eni ostatak je 2007(x−1)2−2(x−1)+1 = 2007x2−4016x+2010.

4. Lema. Neka su taqke A1, B1, C1 takve da su �CBA1,�ACB1,�ABC1

jednakostraniqni i nemaju zajedniqkih unutraxǌih taqaka sa �ABC i
OA, OB , OC , redom, ǌihovi centri. Tada je �OAOBOC jednakostraniqan.

Dokaz. Neka RX,α oznaqava rotaciju sa centrom u taqki X za ugao
α, a Sx simetriju u odnosu na pravu x. Kako je OAB = OAC, OBC =
OBA, OCA = OCB i �BOAC = �COBA = �AOCB = 120◦, sledi da
je ROA,120◦ ◦ ROB ,120◦ ◦ ROC ,120◦ direktna izometrijska transformaci-
ja sa fiksnom taqkom B (ROA,120◦ ◦ ROB ,120◦ ◦ ROC ,120◦(B) = ROA,120◦ ◦
ROB ,120◦(A) = ROA,120◦(C) = B), pa je to rotacija sa centrom u B za
ugao 120◦ + 120◦ + 120◦ = 360◦, tj. identitet. Odavde sledi da je
ROB ,120◦ ◦ ROC ,120◦ = R−1

OA,120◦ = ROA,240◦ .

Neka je x prava odre�ena taqkama OB i OC , y1 = ROC ,−60◦ i y2 =
ROB ,60◦ . Tada je ROB ,120◦ ◦ ROC ,120◦ = Sy2 ◦ Sx ◦ Sx ◦ Sy1 = Sy2 ◦ Sy1 =
RX,240◦ , gde je X preseqna taqka pravih y1 i y2, tj. taqka takva da je
�XOBOC pozitivno orijentisan jednakostraniqan trougao (orijenti-
san �(y1, y2) je 120◦, pa je ugao ove rotacije 240◦).

Sledi ROA,240◦ = ROA,240◦ , odakle je OA ≡ X, pa je �OAOBOC jednako-
straniqan.

Napomena. Trougao OAOBOC je poznat i kao Napoleonov trougao.

A B

C
OA

OB

OC

A B

C

OA

OB

OC

Q

R

PD
E

DR08 1A4-1 DR08 1A4-2

Analiza. Neka su OA, OB , OC definisane kao u lemi. Kako je �BPC =
60◦, sledi da taqka P pripada geometrijskom mestu taqaka u ravni iz
kojih se du� BC vidi pod uglom 60◦, tj. kru�nom luku B̂C sa centrom
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OA, koji je van �ABC. Analogno, taqke Q i R pripadaju kru�nim
lukovima ĈA i ÂB, redom, sa centrima u OB i OC , redom.
Neka je taqka P na luku B̂C. Neka su taqke Q i R preseqne taqke
prava PC i PB i lukova ĈA i ÂB, redom. Kako je �RPQ = �PRA =
�PQA = 60◦, sledi da je Q − A − R i da je �PQR jednakostraniqan,
pa treba odrediti za koju taqku P ∈ B̂C se dobija trougao najve�e
stranice.
Neka su D i E sredixta du�i CP i CQ, redom. Tada je CP = 2 · CD
i CQ = 2 · CE. Odavde je PQ = 2 · (CD + DE) = 2 · DE. Kako je
trapez OBOADE pravougli (prava koja spaja centre kruga i tetive je
normalna na tetivu) sa �OADE = �DEOB = 90◦, sledi OAOB � DE.
Dakle, PQ je najve�a kada je OAOB = DE, tj. kada je PQ ‖ OAOB. Iz
leme sledi da je tada i QR ‖ OBOC i RP ‖ OCOA.
Konstrukcija. Neka su OA, OB , OC konstruisane kao u lemi (ko-
nstruixu se jednakostraniqni trouglovi nad stranicama trougla (van
trougla), a zatim ǌihovi centri) i neka su prave oA, oB , oC prave koje
sadr�e A,B,C i koje su paralelne sa OBOC , OCOA, OAOB, redom. Tada
je P = oB ∩ oC , Q = oC ∩ oA, R = oA ∩ oB.
Dokaz. Korektnost konstrukcije sledi iz analize.
Diskusija. Svaki korak konstrukcije je dobro definisan i jedinstven,
pa za svaki �ABC postoji jedinstveno rexeǌe.

5. Prosti brojevi ve�i od 5 se zavrxavaju nekom od cifara 1,3,7,9, pa
se ǌihovi qetvrti stepeni zavrxavaju cifrom 1. Sledi da je cifra
jedinica broja 2p4 + 3, za p �= 2 i p �= 5, jednaka 5, pa je on deǉiv sa
5 (a kako je i ve�i od 5, sledi da je ovaj broj slo�en). Proverom, i
brojevi 2 · 24 + 3 = 35 = 5 · 7 i 2 · 54 + 3 = 1 253 = 7 · 179 su slo�eni.
Dakle za n = 4 i proizvoǉan prost broj p, broj 2pn + 3 je slo�en.
Napomena. Kra�e, za (p, 5) = 1 (tj. za p �= 5) je p4 ≡ 1 (mod 5), odakle
je 2p4 + 3 ≡ 0 (mod 5) (xto uz 2p4 + 3 > 5) povlaqi da je broj 2p4 + 3
slo�en.

Prvi razred , B kategorija

1. Kako je

(a + b)6 − a6 =
[
(a + b)3 + a3

] · [(a + b)3 − a3
]

= [(a + b) + a] · [(a + b)2 − a(a + b) + a2
] · [(a + b)3 − a3

]
=

(
a2 + ab + b2

) · (2a + b) · [(a + b)3 − a3
]

,

sledi tvr�eǌe zadatka.

2. Kako je 37 = 2187 = 45 · 49 − 18 ≡ −18 (mod 49) i 47 = 16 384 =
334 · 49 + 18 ≡ 18 (mod 49), sledi

3105 +4105 =
(
37
)15

+
(
47
)15 ≡ (−18)15 +(18)15 = −1815 +1815 = 0 (mod 49).
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Kako je 35 = 243 = 181+62 ≡ 62 (mod 181) i 45 = 1024 = 6 ·181−62 ≡ −62
(mod 181), sledi

3105 +4105 =
(
35
)21

+
(
45
)21 ≡ (62)21 +(−62)21 = 6221−6221 = 0 (mod 181).

Dakle, broj 3105 +4105 je deǉiv i sa 49 i sa 181, pa kako je (49, 181) = 1,
sledi da je deǉiv i sa 49 · 181 (Tangenta 46, str. 40, Pismeni zadaci,
zadatak 5).

3. Neka su E i F sredixta du�i AP i BP , redom. Tada je E
sredixte hipotenuze pravouglog �APK, pa je AE = KE = PE i

�PEK = 2·�PAC. DF je sredǌa linija �ABP , pa je DF =
1
2
·AP = PE.

Analogno, F sredixte hipotenuze pravouglog �PBM , pa je MF =
PF = BF i �PFM = 2 · �PBC. DE je sredǌa linija �ABP , pa je

DE =
1
2
· BP = PF .

Sledi da je qetvorougao DEPF
paralelogram, i �DEP = �DFP ,
pa je �KED ∼= �DFM (SUS,
KE = PE = DF , DE = PF =
MF , �DEK = �PEK + �DEP =
2 · �PAC + �DEP = 2 · �PBC +
�DFP = �PFM + �DFP =
�DFM), odakle je DK = DM .

A B

C

P
K

M

D

E F
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4. Videti rexeǌe drugog zadatka za prvi razred A kategorije.

5. Neka su vojnici oznaqeni brojevima od 1 do 12 po visini (tako da
je 1 najni�i, a 12 najvixi). Na osnovu uslova 2◦ i 3◦ sledi da su u
posledǌoj vrsti vojnici 9,10,11,12 (i to tim redom sleva na desno).
Kako je vojnik 8 najvixi od prestalih vojnika on mora da bude u dru-
goj vrsti ,,skroz desno” (zbog uslova uslova 1◦ i 2◦). Kako je vojnik 1
najni�i on �e morati da bude u prvoj vrsti ,,skroz levo” (zbog uslova

uslova 1◦ i 2◦). Dakle, raspored vojnika je oblika
1 ? ? ?
? ? ? 8
9 10 11 12

.

Neka kapetan postavǉa ostale vojnike po visini, poqev od najni�eg.
Neka je svakom rasporedu vojnika dodeǉen formalni zbir oblika
1±1 ± 1 ± 1 ± 1 ± 1 ± 1︸ ︷︷ ︸

6

, gde izbor znaka + ispred i-te jedinice odgo-

vara postavǉaǌu i-tog vojnika na prvo slobodno mesto u prvom redu,
a − postavǉaǌu i-tog vojnika na prvo slobodno mesto u drugom redu
(na ovakav naqin bi�e ispuǌen uslov 2◦). Kako je i u prvom i u dru-
gom redu slobodno 3 mesta, zbiru mora odgovarati izbor 3 znaka + i

3 znaka − (tj. ne vixe od
(

6
3

)
izbora), uz ograniqeǌe da se ne mo�e

postaviti vojnik na mesto u drugoj koloni ako je mesto ,,iznad” prazno
(da bi bio ispuǌen uslov 1◦), odnosno zbir brojeva do i-tog mesta uvek
mora biti nenegativan.
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Ako je zbir brojeva u nekom trenutku negativan u jednom momentu mora
biti jednak −1, a na osnovu parnosti sledi da se to mo�e desiti na
ili posle tre�e ili posle pete jedinice. Ako je zbir posle tre�e
jedinice −1, tada je na prva dva mesta izabran znak −, a na preostala
4 se proizvoǉno raspore�uju 3 znaka + i jedan −, tj. ovakvih izbora

ima
(

4
3

)
. Analogno, ako je zbir posle pete jedinice −1, tada je na

posledǌa dva mesta izabran znak +, a na preostala 4 se proizvoǉno

raspore�uju 3 znaka − i jedan +, tj. ovakvih izbora ima
(

4
3

)
. Me�u-

tim, nizovi kod kojih su i zbir posle tre�e i zbir posle pete jedinice
jednaki −1 su uraqunati u oba prethodna brojaǌa. Tada je na prva dva
mesta izabran −, na posledǌa dva +, a na preostala dva se proizvoǉno

raspore�uju jedan + i jedan −, tj. ovakvih nizova ima
(

2
1

)
.

Konaqno, iz prethodnog sledi da je tra�eni broj razmextaǌa(
6
3

)
−
[(

4
3

)
+
(

4
3

)
−
(

2
1

)]
= 14.

Napomena. Broj nizova iz rexeǌa zadatka je Katalanov broj C4 = 14

(Katalanov broj je Cn =
1

n + 1
·
(

2n

n

)
za n ∈ N). Zbog ,,malog” broja

rexeǌa, do rexeǌa se mo�e do�i i ,,grubom silom”. Svi rasporedi
su:

1 2 3 4
5 6 7 8
9 10 11 12

1 2 3 5
4 6 7 8
9 10 11 12

1 2 3 6
4 5 7 8
9 10 11 12

1 2 3 7
4 5 6 8
9 10 11 12

1 2 4 5
3 6 7 8
9 10 11 12

1 2 4 6
3 5 7 8
9 10 11 12

1 2 4 7
3 5 6 8
9 10 11 12

1 2 5 6
3 4 7 8
9 10 11 12

1 2 5 7
3 4 6 8
9 10 11 12

1 3 4 5
2 6 7 8
9 10 11 12

1 3 4 6
2 5 7 8
9 10 11 12

1 3 4 7
2 5 6 8
9 10 11 12

1 3 5 6
2 4 7 8
9 10 11 12

1 3 5 7
2 4 6 8
9 10 11 12

Drugi razred , A kategorija

1. Kako je (n, n + 1) = 1 i (n + 1, n + 2) = 1, sledi (n + 1, n(n + 2)) = 1,
pa je ili n + 1 = x2 i n(n + 2) = y2 ili n + 1 = −x2 i n(n + 2) = −y2 za
neke x, y ∈ N0.

1◦ Ako je n(n + 2) = y2, sledi (n + 1)2 − 1 = n(n + 2) = y2, pa je y = 0
i |n + 1| = 1, tj. n ∈ {−2, 0}.

2◦ Ako je n(n + 2) = −y2, sledi (n + 1)2 − 1 = n(n + 2) = −y2, tj.
(n+1)2 + y2 = 1, pa je ili y = 1 i |n+1| = 0 ili y = 0 i |n+1| = 1,
tj. n ∈ {−2,−1, 0}.
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U svakom sluqaju se dobija m = 0, pa su rexeǌa

(m,n) ∈ {(0, 0), (0,−1), (0,−2)} .

2. Nejednakost iz zadatka je ekvivalentna sa

n∑
i=1

(ai − n)(ai − (n − 1)) � 0.

Kako je za ai /∈ {n − 1, n} svaki sabirak prethodne sume pozitivan,
nejednakost va�i ako i samo ako je svaki od sabiraka jednak ili n− 1
ili n. Sledi da su svi ai pozitivni i va�i

n2 + 1 = n(n− 1) + n + 1 � a1 + a2 + . . . + an + n + 1 � n2 + n + 1 < (n + 1)2 ,

tj. broj a1+a2+. . .+an+n+1 se nalazi izme�u dva uzastopna kvadrata,
pa ne mo�e biti potpun kvadrat.

3. Neka je Q taqka preseka AN
i BC. Kako je AQ simetrala
�BAC, �AQC je jednakokraki.
Iz Menelajeve teoreme za �AQC
(poxto je M − P − N) sledi

AN

NQ
· QP

PC
· CM

MA
= 1,

pa je (zbog CM = MA)
QP

CP
=

NQ

AN
.

A

C

N

M

B

Q

P

DR08 2A3

Kako je CN simetrala spoǉaxǌeg ugla kod temena C, sledi (iz �AQC)
CA

CQ
=

AN

NQ
, pa je

QP

CP
=

AQ

CA
, tj. AP je simetrala �QAC.

Dakle, �QAP =
1
2
· �BCA, pa je �BAP =

3
2
· �BCA = �BPA, tj. AB =

BP (�ABP je jednakokrak).

4. Neka je broj taqaka koje pripadaju stranicama petougla jednak
a, b, c, d, e, redom, i neka je t od ǌih neko teme petougla. Tada je ukupan
broj uoqenih taqaka n = a + b + c + d + e − t, a ukupan broj trouglova
odre�enih sa ovih n taqaka

2008 =
(

n

3

)
−
(

a

3

)
−
(

b

3

)
−
(

c

3

)
−
(

d

3

)
−
(

e

3

)
, (�)

(gde je
(

k

3

)
= 0 za k < 3).

Iz (�) i
(

n

3

)
<

(n − 1)3

6
sledi 2008 �

(
n

3

)
<

(n − 1)3

6
, pa je n � 24.
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Ako je n = 24, na osnovu (�) va�i
(

a

3

)
+
(

b

3

)
+
(

c

3

)
+
(

d

3

)
+
(

e

3

)
=(

24
3

)
− 2008 = 16. Kako je a + b + c + d + e = 24 + t � 24, to je ili bar

jedan od brojeva a, b, c, d, e ve�i od 5 ili bar dva (qetiri) jednaka 5,
pa bar jedan sabirak leve strane prethodne jednakosti nije maǌi od

min
{(

6
3

)
, 2 ·
(

6
3

)}
= 20 > 16. Iz dobijene kontradikcije sledi da je

broj uoqenih taqaka je ve�i od 24.

Ako je n = 25, (�) va�i
(

a

3

)
+
(

b

3

)
+
(

c

3

)
+
(

d

3

)
+
(

e

3

)
=
(

25
3

)
−2008 = 292.

Treba prikazati 292 kao zbir brojeva oblika
(

k

3

)
, k ∈ N0 (tj. brojeva

0,1,4,10,20,35,56,84,120,165,220,286,364,...). Kako je

292 = 286 + 4 + 1 + 1 + 0 =
(

13
3

)
+
(

4
3

)
+
(

3
3

)
+
(

3
3

)
+
(

2
3

)
i 25 = 13 + 4 + 3 + 3 + 2, ako se na stranicama petougla nalazi, re-
dom, 13,4,3,3 i 2 taqke, pri qemu nijedna nije teme petougla, ǌima je
odre�eno taqno 2 008 trouglova.

Dakle, najmaǌi mogu�i broj uoqenih taqaka je n = 25.

5. Neka su bolesnici b0, b1, . . . , b9, a flaxe f1, f2, . . . , f1 000. Neka je
i = c9,i ·29+c8,i ·28+. . .+c0,i ·20 binarna reprezentacija prirodnog broja i
ne ve�eg od 1 000 (kako je 1 000 < 210−1 binarna reprezentacija ovakvih
brojeva nema vixe od 10 cifara). Za svako k = 0, . . . , 9 lekar sadr�aj
flaxe fi treba da da bolesniku bk ako i samo ako je ck,i = 1. Ujutru,
ako su se simptomi ozdravǉeǌa pojavili kod bolesnika {bj | j ∈ J }
(gde je J ⊆ {1, 2, . . . , 10}), on �e znati da je flaxa u kojoj se nalazi lek
fi, gde je i =

∑
j∈J

2j.

Drugi razred , B kategorija

1. Kako je |x2 + x − 2| =
{

x2 + x − 2, za x ∈ (−∞,−2 ] ∪ [ 1,+∞)
−x2 − x + 2, za x ∈ (−2, 1) ,

sledi:
1◦ ako je x ∈ (−∞,−2 ]∪[ 1,+∞) jednaqina postaje x2−3x−4 = 0. ǋena

rexeǌa su −1 i 4. Me�utim, −1 se u ovoj situaciji ne prihvata
kao rexeǌe polazne jednaqine, jer −1 �∈ (−∞,−2 ] ∪ [ 1,+∞);

2◦ ako je x ∈ (−2, 1) jednaqina postaje −x2 − 5x = 0. ǋena rexeǌa
−5 i 0. Me�utim, −5 se u ovoj situaciji ne prihvata kao rexeǌe
polazne jednaqine, jer −5 �∈ (−2, 1).

Dakle, rexeǌa jednaqine iz zadatka su x = 0 i x = 4.
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2. Kako je �ABC oxtrougli, va�i B − E − A, A − F − B i B − D − C,
tj. taqke F , D i B se nalaze u istoj polupavni odre�enoj pravom AC.

Qetvorougao AFDC je tetivan (�AFC = �ADC = 90◦), pa je �ACB =
180◦ − �AFD = �DFB.
Analogno, qetvorougao ABDE je
tetivan (�BEA = �BDA = 90◦),
pa je �ABC = 180◦ − �DEA =
�CED.
Iz prethodnog sledi da va�i
�BDF ∼ �DCE, odakle je

BD

DE
=

DF

CD
,

tj. BD · CD = DE · DF .

A B

C

D

E

F

DR08 2B2

3. Da ne bi doxlo do deǉeǌa sa 0, mora biti 2x �= 1 (2x > 0 za
svako x ∈ R). Da bi potkorene veliqine bile nenegativne, mora biti
2x − 1 � 0. Dakle, da bi jednaqina imala smisla, mora biti 2x > 1, tj.
x ∈ (0,∞).

Neka je t =

√
2x − 1

2x
(mora biti t > 0). Nejednaqina postaje

4t +
√

14 � 7
t
⇔ 4t2 +

√
14 t − 7 � 0 (jer je t > 0). Koreni kvadratnog

izraza iz posledǌe nejednaqine su t1,2 =
−√

14 ±√
14 + 4 · 4 · 7
8

=

−√
14 ±√

14 · 9
8

=
−√

14 ± 3 · √ 14
8

. Kako je
−√

14 − 3 · √ 14
8

< 0 <

2 · √ 14
8

=
√

14
4

, sledi da je 0 < t �
√

14
4

.

Kako je t �
√

14
4

⇔
√

2x − 1
2x

�
√

14
4

⇔ 1 − 1
2x

=
2x − 1

2x
� 7

8
⇔ 1

8
� 1

2x
⇔

2x � 23, sledi da je rexeǌe nejednaqine iz zadatka x ∈ (0, 3 ] (Tangenta
43, str. 41, Pismeni zadaci, zadatak 2).

4. Neka je x = log2 3. Kako je logaritamska funkcija rastu�a kada
je ǌena osnova ve�a od 1, iz 37 > 211 sledi log2 37 > log2 211, odnosno

x = log2 3 >
11
7

. Sledi log12 54 =
log2 54
log2 12

=

log2 33 + log2 2
log2 3 + log2 22

=
3x + 1
x + 2

= 3 − 5
x + 2

> 3 − 5
11
7 + 2

=
8
5

. (�)

Kako je 3 < 22, sledi x = log2 3 < 2, pa je log24 48 =
log2 48
log2 24

=

log2 3 + log2 24

log2 3 + log2 23
=

x + 4
x + 3

= 1 +
1

x + 3
> 1 +

1
2 + 3

=
6
5

. (�)

Konaqno, iz (�) i (�) sledi (log24 48)2 + (log12 54)2 >

(
6
5

)2

+
(

8
5

)2

= 4.
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5. Neka je P(x) skup poznanika �aka x u grupi i neka su a i b neka
dva �aka koji se poznaju. Kako ne postoje tri �aka koja se me�usobno
poznaju, skupovi P(a) \ {b} i P(b) \ {a} moraju biti disjunktni. Po
uslovu zadatka je |P(a)| � 6 i |P(b)| � 6, pa je ukupan broj �aka najmaǌe
|{a, b}| + |P(a) \ {b}| + |P(b) \ {a}| � 2 + 5 + 5 = 12.

Neka je grupa od 12 �aka takva da se mo�e podeliti na dve skupine
po 6 �aka, tako svaki �ak poznaje sve �ake iz skupine u kojoj se ne
nalazi. Ovakva grupa zadovoǉava uslove zadatka, pa je odgovor na
pitaǌe zadatka 12.

Tre�i razred , A kategorija

1. Neka je α ∈ [ 0, 2π) ugao koji minutna kazaǉka zaklapa sa polupravom
qija je poqetna taqka centar sata i koja sadr�i taqku na kojoj se vrh
minutne kazaǉke nalazi u 12 qasova. Da bi vreme bilo korektno, ugao
β koji satna kazaǉka zaklapa sa istom polupravom mora biti oblika

fk(α) =
kπ

6
+

α

12
za neko k ∈ {0, 1, . . . , 11}.

0 2π

2π

DR08 3A1

Ako se i zamenom polo�aja kazaǉki opet dobija korektno vreme, mora
biti α = fl(β) za neko l ∈ {0, 1, . . . , 11}. Sledi fk(α) = f−1

l (α) za neke
k, l ∈ {0, 1, . . . , 11} (za svako k ∈ {0, 1, . . . , 11} funkcija fk je invertibilna

i va�i f−1
k (β) = −2kπ + 12β za

kπ

6
� β <

kπ

6
+

π

6
). Tako�e, svako re-

xeǌe jednaqine fk(α) = f−1
l (α) odre�uje par (fk(α), α) koji predstavǉa

dvostruko mogu�i polo�aj kazaǉki.
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Sledi da se broj rexeǌa se mo�e videti kao broj preseqnih taqaka
grafika funkcija (fk)11k=0 (12 paralelnih du�i bez jednog kraja) i
grafika funkcija (f−1

k )11k=0 (12 paralelnih du�i bez jednog kraja), a
taj broj je 143 = 12 · 12 − 1 (f11(α) = f−1

11 (α) ⇒ α = 2π /∈ [ 0, 2π)).

2. Stepen polinoma P (x) = (x+1)1·(x+2)2·. . .·(x+n)n je s = 1+2+. . .+n =
n2 + n

2
. Kako je P (x) moniqan, mo�e se zapisati u obliku P (x) =

xs + as−1x
s−1 + as−2x

s−2 + . . . + a1x + a0, za neke realne as−1, . . . , a1, a0.

Koeficijent uz x
n2+n−4

2 je as−2 (jer je s =
n2 + n

2
=

n2 + n − 4
2

+ 2).

Neka su x1, x2, . . . , xs sve nule polinoma P (x). Iz ǌegove definicije,
sledi da su to brojevi −1,−2,−2,−3,−3,−3, . . . ,−n,−n, ...,−n︸ ︷︷ ︸

n

. Na osno-

vu Vietovih formula va�i as−2 =
∑

1�i<j�s

xixj, pa je

as−2 =
1
2
·
⎛⎝( s∑

i=1

xi

)2

−
(

s∑
i=1

x2
i

)⎞⎠ =
1
2
·
⎛⎝ n∑

j=1

(j · (−j))

⎞⎠2

− 1
2
·

n∑
j=1

(
j · (−j)2

)
=

1
2
·
⎛⎝ n∑

j=1

j2

⎞⎠2

− 1
2
·

n∑
j=1

j3

=
1
2
·
((

n(n + 1)(2n + 1)
6

)2

−
(

n(n + 1)
2

)2
)

=
(n − 1)n2(n + 1)2(n + 2)

18
.

3. Neka je poǉima tre�e i xeste vrste dodeǉena crvena, a ostalim
poǉima bela boja. Tada, kako god se na tabli izabere podtabla 3 × 3
ili podtabla 4×4 ona sadr�i paran broj poǉa kojima je dodeǉena bela
boja (3×3 uvek sadr�i 6, a 4×4 ili 8 ili 12 ovakvih poǉa), pa se nakon
primene opisanih operacija parnost zbira na ovim poǉima ne meǌa.
Me�utim, zbir brojeva na ovim poǉima na poqetku je neparan (poqetni

zbir brojeva u i-toj vrsti je
7∑

j=1

(2j + 1) = 63, pa je poqetni zbir na

poǉima kojima je dodeǉena bela boja 63 · (1 + 2 + 4 + 5 + 7 + 8) = 63 · 27),
a na kraju bi trebao da bude 0, tako da je odgovor na pitaǌe zadatka
negativan.

4. Neka je L = 7x + 12y, D = 13z.

Ako je y = 1, tada je L ≡ 5 (mod 7) i D ≡ (−1)z (mod 7), tj. ili D ≡ 1
(mod 7) ili D ≡ −1 (mod 7), pa ne va�i L ≡ D (mod 7), a samim tim ne
va�i i L = D.
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Neka je y � 2. Tada 8 | 122 | 12y, pa je L ≡ (−1)x + 0 ≡ (−1)x (mod 8).
Kako za svako k ∈ N0 va�i 52k ≡ 1 (mod 8) i 52k+1 ≡ 5 (mod 8), sledi
da je ili D ≡ 1 (mod 8) ili D ≡ 5 (mod 8), pa L = D mo�e biti samo
ako je L ≡ D ≡ 1 (mod 8), odnosno ako su brojevi x i z parni. Zato
je D ≡ (−1)z ≡ 1 (mod 7), pa da bi bilo L = D, mora biti 5y ≡ 1
(mod 7). Kako je r7(5) = 6 (tj. 56 ≡ 1 (mod 7) i 5t �≡ 1 (mod 7) za sve
t ∈ {1, 2, 3, 4, 5}; 5 je primitivni koren po modulu 7), sledi da 6 | y.
Dakle, x, y i z moraju biti parni. Neka je x = 2a, y = 2b i z = 2c, za
neke a, b, c ∈ N. Jednaqina se transformixe u

(7a)2 + (12b)2 = (13c)2,

odnosno brojevi 7a, 12b i 13c qine primitivnu (jer je (7a, 12b) = 1)
Pitagorinu trojku, pa postoje uzajamno prosti prirodni brojevi m i
n, m > n, takvi da je 7a = m2 − n2, 12b = 2mn i 13c = m2 + n2. Iz
22b · 3b = 12b = 2mn (kako su m i n uzajamno prosti brojevi, m > n)
sledi da mogu nastupiti sluqajevi:

1◦ n = 1, m = 22b−1 · 3b. Tada su m − 1 i m + 1 uzastopni neparni
brojevi, pa ne mogu istovremeno biti stepeni (sa eksponentom iz
N0) broja 7. Ovo je u suprotnosti sa 7a = m2 − 1 = (m− 1)(m + 1);

2◦ {m,n} = {22b−1, 3b}. Tada je |m2 − n2| ≡
≡ |24b−2 − 32b| ≡ |(24)b−1 · 22 − 2b| ≡ |2b−1 · 22 − 2b| ≡ |2b| (mod 7),

pa 7 � m2 − n2, xto je kontradikcija sa 7a = m2 − n2.

Dakle, 7x + 12y = 13z nema rexeǌa u skupu prirodnih brojeva.

5. Analiza. Neka je c du�ina stranice AB i hc du�ina visine koja
odgovara ovoj stranici. Neka je C ′ taqka takva da je C ′B ⊥ AB i
CC ′ ‖ AB. Tada je �ABC ′ pravougli trougao sa visinom koja odgovara
stranici AB du�ine hc. Neka je M ′N ′P ′Q′ pravougaonik, takav da je
N ′Q′ = d, M ′, N ′ ∈ AB, P ′ ∈ BC ′ i Q′ ∈ C ′A (jasno je da je tada B ≡ N ′)
i P = BC ∩ P ′Q′, Q = CA ∩ P ′Q′, a M i N podno�ja normala iz Q i P
na AB, redom.

A

C

B ≡ N ′

Q′
PQ

P ′

NM M ′

C′

A

C

B ≡ N ′

Q′
PQ P ′

NM M ′

C′

DR08 3A5-1 DR08 3A5-2

Tada je MQ = NP = M ′Q′ = N ′P ′ = hc − C ′P ′, a va�i i
P ′Q′

AB
=

C ′P ′

hc
=

PQ

AB
(sliqnost), pa su pravougaonici MNPQ i M ′N ′P ′Q′ podudarni.
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Konstrukcija. Konstruixe se taqka C ′, definisana kao u analizi.
Taqka Q′ je presek du�i AC ′ i kru�nice sa centrom u B polupreqnika
d, P = BC ∩ P ′Q′, Q = CA ∩ P ′Q′, a su M i N podno�ja normala iz Q
i P na AB, redom.

Dokaz. Korektnost konstrukcije sledi iz analize.

Diskusija. Svi koraci su dobro definisani i jedinstveni, sem ko-
nstrukcije taqke Q′. Sledi da zadatak ima 0, 1 ili 2 rexeǌa, u zavi-
snosti od toga u koliko taqaka kru�nica sa centrom u B polupreqnika
d seqe du� AC ′ (kako je visina �ABC ′ koja odgovara stranici AC ′ je-

dnaka
chc√
c2 + h2

c

, ako je d <
chc√
c2 + h2

c

ili d � max {c, hc} ima 0 rexeǌa,

ako je d =
chc√
c2 + h2

c

jedno, a 2, inaqe).

Tre�i razred , B kategorija

1. Jednaqina prve kru�nice je (x − 1)2 + (y − 6)2 = 52 (tj. ǌen centar

je (1, 6), a polupreqnik r1 = 5), a druge (x + 1)2 +
(

y − 9
2

)2

=
(

5
2

)2

(tj. ǌen centar je (1, 6), a polupreqnik r2 =
5
2
). Kako je rastojaǌe

izme�u centara

√
(1 − (−1))2 +

(
6 − 9

2

)2

=
5
2

= r1 − r2, sledi da se

druga kru�nica nalazi unutar prve i da je dodiruje iznutra.

Ako taqka (x0, y0) pripada i jednoj i drugoj kru�nici, tada je x2
0 +y2

0 +
2x0 − 9y0 + 15 = 0 i x2

0 + y2
0 − 2x0 − 12y0 + 12 = 0, odakle je (oduzimaǌem)

4x0 + 3y0 + 3 = 0, tj. prava 4x + 3y + 3 = 0 sadr�i ovu taqku. Ova
prava ne sadr�i vixe nijednu taqku neke od kru�nica. Zaista, ako
bi taqka pripadala i prvoj kru�nici, ǌena koordinate zadovoǉavaju
i jednaqinu kru�nice i jednaqinu prave, pa bi se, opet oduzimaǌem,
dobilo da pripada i drugoj kru�nici (i analogno za drugu kru�nicu).
Kako ova prava ima taqno jednu zajedniqku taqku sa kru�nicama, ona
im je tangenta (Tangenta 47, str. 36, Pismeni zadaci, zadatak 3).

2. Neka je A1 podno�je normale
iz S na pravu BC. Kako je AS ⊥
SBC i SA1 ⊥ BC, po teoremi o
tri normale sledi AA1 ⊥ BC, pa
je BC ⊥ SAA1. Odatle je svaka
ravan koja sadr�i BC, pa i ra-
van ABC normalna na ravan SAA1,
pa projekcija O taqke S na ABC
pripada preseku ovih ravni, tj.
pravoj AA1.

A

B

C

S

A1

O

DR08 3B2
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Analogno, taqka O pripada pravoj BB1, gde je B1 podno�je normale
iz B na AC, tj. O je ortocentar �ABC.

Kako je �SAA1 pravougli (jer je �A1SA = 90◦) i kako je O podno�je
normale iz temena pravog ugla ovog trougle, sledi �AOS ∼ �OA1S

(�A1SO = �SAA1), odakle je
SA1

OA1
=

AA1

SA1
, tj. SA2

1 = OA1 · SA1.

Konaqno, povrxina �SBC je
1
2
· BC · SA1 =

1
2
· BC ·

√
OA1 · SA1 =√

BC · AA1

2
· BC · OA1

2
=
√

P1 · P2 .

3. Da bi jednaqina bila definisana, mora biti 1 − x � 0 (potkorena
veliqina mora biti nenegativna) i x > 0 ∧ x �= 1 (jer je x u bazi
logaritma), tj. mora biti x ∈ (0, 1).

Iz
√

1 − x > 0 sledi 5
√

1−x > 1, pa kako je logaritamska funkcija
opadaju�a ako joj je osnova maǌa od 1, sledi logx 5

√
1−x < logx 1 = 0, tj.

sgn
(
logx 5

√
1−x
)

= −1, pa se nejednaqina iz zadatka svodi na

log 1
3

(
42 cos2 x−1 + 4cos2 x

)
� −1

⇔ 1
4
·
(
4cos2 x

)2

+ 4cos2 x � 3 ⇔
(
4cos2 x

)2

+ 4 · 4cos2 x − 12 � 0

⇔
(
4cos2 x − 2

)
·
(
4cos2 x + 6

)
� 0.

Kako je 4cos2 x + 6 > 0, nejednaqina se svodi na 4cos2 x − 2 � 0 ⇔ cos2 x �
log4 2 =

1
2

, xto je za x ∈ (0, 1) ispuǌeno ako i samo ako je x ∈
[ π

4
, 1
)
.

4. Neka je K broj kru�nica koje zadovoǉavaju uslove zadatka. Kako
svaka kru�nica dodiruje taqno 3 druge kru�nice i kako svaka dodirna
taqka pripada taqno dvema kru�nicama, ukupan broj dodirnih taqaka

je
3K

2
, pa K mora biti paran broj. Sledi da je odgovor na pitaǌe

dela (b) negativan.

O1

O2

O3

O4

O1

O2 O3

O6 O5

O4

DR08 3B4-1 DR08 3B 4-2
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Kako postoji tetivan mnogougao A1A2 . . . A1 004, takav da je A2kA2k+1 = 2
(A1 005 ≡ A1) za svako k ∈ {1, 2, . . . , 502} i A2k−1A2k =

√
3 za svako k ∈

{1, 2, . . . , 502}, ako se nad svakom stranicom du�ine
√

3 ovog mnogougla
konstruixe figura podudarna sa figurom sa slike DR08 3B 4-1 (tako
da se O1 i O3 poklapaju sa temenima mnogougla; O1O3 =

√
3), dobija

sa konfiguracija koja zadovoǉava uslove zadatka sa 4 · 502 = 2 008
kru�nica.

Kako postoji tetivan mnogougao A1A2 . . . A1 002, takav da je A2k−1A2k = 2
za svako k ∈ {1, 2, . . . , 501}, A2kA2k+1 =

√
3 za svako k ∈ {1, 2, . . . , 500} i

A1 002A1 = 2 +
√

3, ako stranicom du�ine A1 002A1 = 2 +
√

3 ovog mno-
gougla konstruixe figura podudarna sa figurom sa slike DR08 3B 4-
2 (O1O4 = 2 +

√
3), a nad svakom stranicom du�ine

√
3 figura podu-

darna sa figurom sa slike DR08 3B 4-1, dobija sa konfiguracija koja
zadovoǉava uslove zadatka sa 6 + 4 · 500 = 2 006 kru�nica.

5. Videti rexeǌe prvog zadatka za tre�i razred A kategorije.

Qetvrti razred , A kategorija

1. Kako je (3, 4) = 1 i (3, 25) = 1, prema Ojlerovoj teoremi je 32 ≡ 1
(mod 4) i 320 ≡ 1 (mod 25), pa je 320 ≡ 1 (mod 100). Iz a1 = 3 i a2 =
33 = 27 sledi

a3 = 3a2 = 327 = 320 · 37 ≡ 1 · 37 ≡ 81 · 27 ≡ 87 (mod 100).

Ako je an ≡ 87 (mod 100), tada je an = 100k + 87 = 20(5k + 4) + 7, odakle
je

an+1 = 3an = 3100k+87 =
(
320
)5k+4 · 37 ≡ 37 ≡ 87 (mod 100),

pa sledi an ≡ 87 (mod 100), odnosno, indukcijom, an ≡ 87 (mod 100) za
sve n � 3.

Dakle, a2008 ≡ 87 (mod 100), tj. a2008 zavrxava ciframa 87.

2. Neka je data konfiguracija
smextena u kompleksnu ravan tako
da je uoqeni krug jediniqni, tj.
ǌegovom centru (neka je to taqka
O) odgovara 0 i neka su a, b, c, d, e, f
kompleksni brojevi koji odgo-
varaju taqkama A,B,C,D,E, F , re-

dom. Neka je ε = cos
2π

3
+ i · sin 2π

3
.

�OAB, �OCD i �OEF su jedna-
kostraniqni, pa va�i

A

B
C

D

E

F
O

DR08 4A2

a + ε · b = 0, ε · c + ε2 · d = 0, ε2 · e + f = 0.
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Sabiraǌem se dobija

a + f

2
+ ε · b + c

2
+ ε2 · d + e

2
= 0,

odakle sledi da je trougao sa temenima u taqkama koje odgovaraju

brojevima
a + f

2
,

b + c

2
i

d + e

2
jednakostraniqan.

Zaista, ako za razliqite kompleksne brojeve x, y, z va�i x+ε·y+ε2 ·z =
0, tada je

x − y = −(1 + ε) · y − ε2 · z = ε2(y − z) ⇒ |x − y| = |y − z|

i, analogno, |x − y| = |z − x|.
3. Neka je P (x) = x3 − 9x+9. Kako su α, β i γ sve nule P (x), na osnovu
Vietovih formula je

α + β + γ = 0, αβ + βγ + γα = −9, αβγ = −9.

Neka je y = α2 + α − 6. Treba dokazati da je y ∈ {β, γ} ⇔ (y = β ∨ y =
γ) ⇔ (y − β)(y − γ) = 0. Kako je α nula P (x), sledi (y − β)(y − γ) =

= y2 − (β + γ)y + βγ = (α2 + α − 6)2 − (−α)(α2 + α − 6) +
−9
α

= α4 + 3α3 − 10α2 − 18α + 36 − 9
α

= α(α3 − 9α + 9) + 3α3 − α2 − 27α + 36 − 9
α

= α · 0 + 3(α3 − 9α + 9) − α2 + 9 − 9
α

= 3 · 0 − α3 − 9α + 9
α

= 0,

tj. α2 + α − 6 ∈ {β, γ}.
Drugo rexeǌe. Broj α2 + α − 6 je nula polinoma P (x). To sledi iz

P
(
α2 + α − 6

)
=

(
α2 + α − 6

)3 − 9
(
α2 + α − 6

)
+ 9

= α6 + 3α5 − 15α4 − 35α3 + 81α2 + 99α − 153
=

(
α6 − 9α4 + 9α3

)
+
(
3α5 − 27α3 + 27α2

)
+

(−6α4 + 54α2 − 54α
)

+
(−17α3 + 153α − 153

)
= α3P (α) + 3α2P (α) − 6αP (α) − 17P (α) = 0.

Kako su α, β i γ sve nule P (x), sledi α2 + α − 6 ∈ {α, β, γ}. Ako je
α2 + α − 6 = α, tada je ili α =

√
6 ili α = −√

6 . Kako je

P
(
±
√

6
)

= ±6 ·
√

6 ∓ 9 ·
√

6 + 9 = ∓3 ·
√

6 + 9 �= 0,

α nije nula P (x). Iz dobijene kontradikcije sledi α2 + α − 6 �= α.

Konaqno, iz α2+α−6 ∈ {α, β, γ} i α2+α−6 �= α, sledi α2+α−6 ∈ {β, γ}.
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Tre�e rexeǌe. Nule P (x) se mogu izraqunati. Za rexavaǌe jednaqine
tre�eg stepena mogu se koristiti Kardanove formule (rexeǌa x1, x2

i x3 jednaqine x3 + px + q = 0 odre�uju su formulama xi = ui + vi

(i ∈ {1, 2, 3}), gde su ui (i ∈ {1, 2, 3}), sva rexeǌa jednaqine u3 = −q

2
+√

q2

4
+

p3

27
, dok su vi (i ∈ {1, 2, 3}), odre�eni sa vi = − p

3ui
).

Prvo treba rexiti jednaqinu u3 = −9
2

+

√
92

4
+

(−9)3

27
, odnosno

u3 = −9
2

+
3
√

3
2

· i = 3
√

3

(
−
√

3
2

+
1
2
· i
)

= (
√

3)3 · (cos 150◦ + sin 150◦) .

Rexeǌa posledǌe jednaqine su u1 =
√

3 · (cos 50◦ + sin 50◦), u2 =√
3 · (cos 170◦ + sin 170◦) i u3 =

√
3 · (cos 290◦ + sin 290◦), pa je v1 =√

3 · (cos(−50◦) + sin(−50◦)), v2 =
√

3 · (cos(−170◦) + sin(−170◦)) i v3 =√
3·(cos(−290◦) + sin(−290◦)) (poxto je vi = −−9

ui
, za i ∈ {1, 2, 3}). Dakle,

sva rexeǌa jednaqine x3 − 9x + 9 = 0 su x1 = u1 + v1 = 2
√

3 · cos 50◦,
x2 = u2 + v2 = 2

√
3 · cos 170◦ i x3 = u3 + v3 = 2

√
3 cos 290◦. Sada se mogu

izraqunati vrednosti izraza x2
i + xi − 6 (za i ∈ {1, 2, 3}):

x2
1 + x1 − 6 =

(
2
√

3 cos 50◦
)2

+
(
2
√

3 cos 50◦
)
− 6

= 12 · cos2 50◦ + 2
√

3 · cos 50◦ − 6

= 12 · 1 + cos 100◦

2
+ 2

√
3 · cos 50◦ − 6

= 2
√

3 ·
(

2 ·
√

3
2

· cos 100◦ + cos 50◦
)

= 2
√

3 · (2 cos 30◦ cos 100◦ + cos 50◦)

= 2
√

3 · (cos 70◦ + cos 130◦ + cos 50◦)

= 2
√

3 cos 70◦ = 2
√

3 cos 290◦ = x3,

x2
2 + x2 − 6 =

(
2
√

3 cos 170◦
)2

+
(
2
√

3 cos 170◦
)
− 6

= 12 · cos2 170◦ + 2
√

3 · cos 170◦ − 6

= 12 · 1 + cos 340◦

2
+ 2

√
3 · cos 170◦ − 6

= 2
√

3 ·
(

2 ·
√

3
2

· cos 340◦ + cos 170◦
)

= 2
√

3 · (2 cos 30◦ cos 340◦ + cos 170◦)

= 2
√

3 · (cos 310◦ + cos 370◦ + cos 170◦)

= 2
√

3 cos 310◦ = 2
√

3 cos 50◦ = x1,



61

x2
3 + x3 − 6 =

(
2
√

3 cos 290◦
)2

+
(
2
√

3 cos 290◦
)
− 6

= 12 · cos2 290◦ + 2
√

3 · cos 290◦ − 6

= 12 · 1 + cos 580◦

2
+ 2

√
3 · cos 290◦ − 6

= 2
√

3 ·
(

2 ·
√

3
2

· cos 580◦ + cos 290◦
)

= 2
√

3 · (2 cos 30◦ cos 580◦ + cos 290◦)

= 2
√

3 · (cos 550◦ + cos 610◦ + cos 290◦)

= 2
√

3 cos 550◦ = 2
√

3 cos 170◦ = x2.

Ako je S = {x1, x2, x3}, iz predhodnog sledi x2
i +xi−6 ∈ S \{xi} za svako

i ∈ {1, 2, 3}, qime je tvr�eǌe dokazano.

4. Neka je a = log2006(x − 1) i b = log2008(x + 1). Tada se jednaqina
transformixe u 2008a − 2006b = 2. Kako je 2006a = 2006log2006(x−1) =
x − 1 i 2008b = 2008log2008(x+1) = x + 1, sledi i 2008b − 2006a = 2, pa je
2008a − 2006b = 2 = 2008b − 2006a, odakle je 2008a + 2006a = 2008b + 2006b.
Iz posledǌe jednakosti sledi da je a = b (jer je funkcija 2008x +
2006x strogo rastu�a). Dakle, jednaqina se svodi na 2008a −2006a = 2,

odnosno
(

2008
2006

)a

= 1 + 2 ·
(

1
2006

)a

.

Poxto je funkcija na levoj strani posledǌe jednaqine strogo rastu-
�a, a na desnoj strogo opadaju�a, ta jednaqina mo�e imati najvixe
jedno rexeǌe, a jedno ǌeno rexeǌe je a = 1. Iz 1 = a = log2006(x − 1),
sledi da je jedino rexeǌe jednaqine x = 2007.

5. Neka je I broj parova susednih sijalica razliqitih staǌa (sijali-
ce su susedne ako se nalaze na poǉima koja imaju zajedniqku stranicu).
U poqetku je I = 0, a (ako bi odgovor na pitaǌe zadatka bio pozitivan)
na kraju �e biti I = 3. Me�utim, nijedan korak ne meǌa parnost I
(operacija 1◦ ne meǌa broj razliqitih parova u jednoj vrsti; ako
je k broj razliqitih parova, takvih da jedna od sijalica pripada
vrsti na koju se primeǌuje 1◦, a druga u ǌoj susednoj vrsti, tada
je 10 − k broj parova sijalica koji nisu razliqiti takvih da jedna
pripada prvopomenutoj, a druga drugopomenutoj vrsti; nakon primene
operacije, broj ovakvih razliqitih parova �e biti 10−k ≡ k (mod 2);
analogno i za operaciju 2◦ (simetrija); operacija 3◦ smaǌuje I za
4). Iz dobijene kontradikcije sledi da je odgovor na pitaǌe zadatka
negativan.

Qetvrti razred , B kategorija

1. Zbog definisanosti jednaqine mora biti x− 4a + 16 � 0, x − 2a + 4,
x > 0, tj. x � 4a − 16, x � 2a − 4 i x � 0. Daǉe je

√
x − 4a + 16 − 2 ·√

x − 2a + 4 +
√

x = 0 ⇔ √
x − 4a + 16 +

√
x = 2 · √x − 2a + 4, a kako su



62

u posledǌoj jednaqini obe strane nenegativne, ona je ekvivalentna sa
(kvadriraǌem) x − 4a + 16 + x + 2 · √x − 4a + 16 · √x = 4x − 8a + 16 ⇔√

x − 4a + 16 · √x = x − 2a.
Kako je leva strana posledǌe jednaqine nenegativna, mora biti i
desna, tj. mora biti x � 2a. Pri ovom uslovu, jednaqina je ekvi-
valentna sa (kvadriraǌem) (x− 4a + 16)x = (x− 2a)2 ⇔ x2 − 4ax + 16x =

x2 − 4ax + 4a2 ⇔ x =
a2

4
. Ovo jeste rexeǌe ako su ispuǌena sva

ograniqeǌa koja su postavǉana u toku rada, pa je to potrebno ispi-

tati. Kako je
a2

4
� 0, uslov x � 0 je trivijalno ispuǌen. Sliqno,

uslov x � 4a−16 se svodi na
a2

4
� 4a−16 ⇔ a2−16a+64 � 0 ⇔ (a−8)2 � 0

(xto je uvek taqno). Ako rexeǌe zadovoǉava uslov x � 2a, zadovoǉa-
va i uslov x � 2a − 4, pa je potrebno proveriti samo prvi. Kako je
a2

4
� 2a ⇔ a2 − 8a = a(a − 8) � 0, on je ispuǌen za a ∈ (−∞, 0 ] ∪ [ 8,∞).

Dakle, za a ∈ (−∞, 0 ]∪ [ 8,∞) jednaqina ima jedno rexeǌe x =
a2

4
, a za

a ∈ (0, 8) jednaqina nema rexeǌa.

2. Zbir unutraxǌih uglova pe-
tougla je 3 · 180◦, pa je �ABC =
3
5
· 180◦ = 108◦. Kako je AB = BC,

�ABC je jedakokraki sa uglovima
nad krakovima od 36◦.
Kako je i �CBO = 36◦, sledi da je
i �COB jedakokraki sa uglovima

nad krakovima od 36◦, pa je
OC

BC
=

AB

AC
, tj. AC · OC = AB · BC.

A

B

C D

E

O

DR08 4B2

Konaqno, tvr�eǌe sledi iz prethodnog i AB = BC = AO, jer je
�ABO = 72◦ i �BOA = 180◦ − �ABO − �OAB = 180◦ − 72◦ − 36◦ = 72◦,
tj. i �BOA je jednakokrak (Tangenta 44, str. 42, Pismeni zadaci,
zadatak 2).

3. Neka je I = m4n+1−m = m(m4n−1). Brojevi m i m4n−1 su razliqite
parnosti, pa je bar jedan od ǌih paran (samim tim i I). Ako 3 | m,
tada 3 | I. Inaqe je m2 ≡ 1 (mod 3), pa je m4n = (m2)2n ≡ 1 (mod 3),
tj. 3 | m4n − 1 (tj. opet 3 | I). Ako 5 | m, tada 5 | I. Inaqe je m4 ≡ 1
(mod 5), pa je m4n = (m4)n ≡ 1 (mod 5), tj. 5 | m4n − 1 (tj. opet 3 | I).
Konaqno, I je deǉivo i sa 2 i sa 3 i sa 5, pa kako su ovi brojevi
uzajamno prosti, I je deǉivo i sa 2 · 3 · 5 = 30.

4. Qetiri razliqite (komplanarne) taqke, koje nisu kolinearne, u
nekom poredku qine temena paralelograma ako i samo ako je sre-
dixte du�i odre�ene nekim dvema taqkama identiqno sa sredixtem
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du�i odre�enom drugim dvema taqkama. Sledi da su mogu�e slede�e
situacije:

1◦
1 + z

2
=

z2 + z3

2
⇔ (1 + z) = z2(1 + z) ⇔ (z − 1)(z + 1)2 ⇔ z ∈ {−1, 1}.

Me�utim, tada je z2 = 1, pa ove taqke nisu razliqite;

2◦
1 + z2

2
=

z + z3

2
⇔ 1 + z2 = z(1 + z2) ⇔ (z − 1)(z − i)(z + i) ⇔ z ∈

{1,−i, i}. Kao i u sluqaju 1◦ z = 1 nije rexeǌe. Ako je z = i,
uoqene taqke su {1, i,−1,−i} (razliqite), a ako je z = −i, uoqene
taqke su {1,−i,−1, i} (razliqite);

3◦
1 + z3

2
=

z + z2

2
⇔ 0 = z3−z2−z +1 = z2(z−1)− (z−1) = (z−1)2(z +

1) ⇔ z ∈ {−1, 1}, pa kao i u sluqaju 1◦ ovo nisu rexeǌa.

Dakle, rexeǌe zadatka je z ∈ {−i, i}.
5. Nejednaqina je definisana za

x2 > 0 ∧ x2 �= 1 ∧ 2 − x2 > 0 ∧ x2 + 5x + 7 > 0 ∧ x2 + 5x + 7 �= 1

∧5x + 7 > 0, tj. za x ∈ D =
(
−7

5
,−1
)
∪ (−1, 0) ∪ (0, 1) ∪ (1,

√
2
)
.

Za x ∈ D je x + 2 > 0 i x + 3 > 0, pa je x2 + 5x + 7 = (x + 2)(x + 3) + 1 > 1.
Poxto je 5x + 7 < x2 + 5x + 7 za svako x ∈ D, kako je logaritamska
funkcija rastu�a ako je ǌena osnova ve�a od 1, za svako x ∈ D va�i

logx2+5x+7(5x + 7) < logx2+5x+7(x
2 + 5x + 7) = 1. (§)

Ako je x ∈ D i x2 > 1, tada je 2− x2 < 1, pa je logx2(2− x2) < logx2 1 = 0.
Ako je x ∈ D i x2 < 1, tada je 2 − x2 > 1, pa (kako je logaritamska
funkcija opadaju�a ako je ǌena osnova maǌa od 1), va�i logx2(2−x2) <
logx2 1 = 0. Dakle, za svako x ∈ D va�i

logx2(2 − x2) < 0. (¶)

Iz (¶) i (§) sledi (za svako x ∈ D) logx2(2 − x2) + logx2+5x+7(5x + 7) <
0 + 1 = 1, pa je rexeǌe polazne nejednaqine x ∈ D.
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