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Nieden del od ovaa kniga ne smeena nieden na~in na da se replicira:  da se fotokopira, 

umno`uva i na bilo koj na~in, vklu~uvaj}i i elektronski sredstv,  bez pismeno odobrenie na 
izdava~ot.   



 

 
 

PREDGOVOR  

 
Vo na{ata dr`ava skoro pedeset godini, niz najrazli~ni formi na 

rabota, Sojuzot na matemati~arite ja organiziraat rabotata na nadarenite 
u~enici za matematika. Ovie aktrivnosti se proprateni so soodvetna 
literature kako {to e matemati~koto spisanie SIGMA i negovata 
biblioteka i bibliotekata MATEMATI^KA [KOLA.  

Ovaa kniga e nameneta tokmu za nadarenite u~enici i istata 
sodr`i tri temi od elementarnata matematika, i toa 

 

-Diferencn ravenki 
-Teorema za mnimaks 
-Edna klasa problem na boewe od Remziev tip.  
 

Na~inot na prezentirawe na temite ovozmo`uva u~enicite 
samostojno da navlezat vo spomenatite matemati~ki oblasti, koi vo 
izminatiot period bile predmet na razrabotka na specijalizirani 
seminari za nadareni u~enici. Imeno, temata Diferencni ravenki e 
razrabotuvana vo ramkite na mate matemati~kata {kola 1994, a ostanatite 
dve temi se prezentirani na letnata {kola na Turnirot nagradovite vo 
Novi-Sad, 1995 godina 

Se nadevame deka ovaa mala kniga }e ovozmo`i na{ite nadareni 
u~enici da gi pro{irat svoite matemati~ki znaewa, a so samoto toa i da ja 
izberat matematikata kako svoja `ivotna opredelba.  

 
Skopje, januari 2001 godina   Avtorite 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 

 
 
PREDGOVOR KON VTOROTO IZDANIE 

 
 Rabotata so nadarenite i u~enici i onie koi poka`uvaat afinitet 
za matematika e e eden od osnovnite delovi od misijata na Sojuzot na 
matemati~ari na Makedonija. Vo svoeto 64 godi{no postoewe, brojnite 
genracii na matemati~ari sekoj vo svojot period na rabotewe ostavile 
dlaboka i neizbri{liva traga vo ostvaruvaweto na ova misija. Kako 
rezulat na toa nastanati se brojni knigi vo koi se sodr`at temi koi 
tretiraat sodr`ini od “elementarnata matematika”. Se razbira golem del 
od niv se bezvremenski kako {to e bezvremenska i matematikata. Zatoa e 
dobro, kako {to toa e i ovaa kniga, povremeno da se pretstavuvaat na 
mladite generacii na matemati~ari, onie koi gi pravat svoite prvi ~ekori 
kon poseriozni temi za nivna kvalitetna matemati~ka nadgradba. Sekako 
deka osnovna obrazovna podloga na brojnite kvalitetni informati~ari e 
Sojuzot na matemati~ari na Makedonija ~ii natprevaruva~i bea tie, 
na`alost raseani nasekade vo svetot kako i matemati~arite, po site 
paraleli i meredijani na planetata zemja.  
 Preizdavaweto na ovaa kniga e samo edna alka od sinxirot na 
literatura izdadena vo ramkite na SMM. Vakvata dobra praktika sekako 
deka ne mo`e da se ispolnuva vo celost, se razbira zaradi dobro poznatite 
tradicionalni pri~ini-hroni~en nedostatok na finansiski i materijalni 
sredstva. Mnogu kvalitetni naslovi ne sme vo mo`nost da gi preizdademe i 
pokraj vonrednite napori na ~lenovite-volonteri na Sojuzot na 
matemati~ari na Makedonija. 
 Se nadevame deka preizdavaweto na ovaa kniga }e pomogne vo 
postignuvawe na podobri rezultati na narednite generacii na mladi 
matemati~ari.  
   
 Skopje, 08.02.2014    Avtorite 
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DIFERENCNI RAVENKI 
 

Vo knigata Liber abaci (Kniga za abakot), koja ja napi{al 
poznatiot italijanski matemati~ar Leonardo od Piza popoznat kako 
Fibona~i se sre}ava i slednata zada~a.  

 

Par zajaci, po~nuvaj}i od vtoriot mesec na `ivotot, edna{ me-
se~no okotuva po par zajaci. Ako na po~etokot na godinata bil 
eden par zajaci, kolku parovi zajaci bile na krajot od godinata.  
 

So ( )f n  da go ozna~ime brojot na parovite posle n− ot mesec. Jasno, 

(0) 1f =  i (1) 2f = . Po istekot na ( 2)n+ −ot mesec imame ( 1)f n+  stari parovi 

i onolkunovorodeni parovi, kolku {to bile parovi na krajot od n− ot 
mesec, t.e. ( )f n . Spored toa, ~lenovite na nizata { ( )}f n  ja zadovoluvaat 

relacijata  ( 2) ( 1) ( )f n f n f n+ = + + . Od dosega iznesenoto sleduva deka  
 

(2) (1) (0) 3

(3) (2) (1) 5

.......................................

(12) (11) (10) 377,

f f f

f f f

f f f

= + =

= + =

= + =

 

 

{to zna~i deka baraniot broj na parovi zajaci na krajot na godinata }e bide 
377. ♦ 
 

 

Pri re{avaweto na zada~ata na Fibona~i dobivme niza za koja pr-
vite dva ~lena se dadeni, a sekoj sleden ~len e funkcija od prethodnite dva. 
Vidovme deka so posledovatelni presmetuvawa mo`e da se najde sekoj ~len 
na vaka zadadenata niza. Me|utoa, logi~no e da se zapra{ame dali op{tiot 
~len na nizata mo`e eksplicitno da se izrazi. Problemite od vakov vid se 
tema na prou~uvawe na teorijata na diferencnite (rekurentnite) ra-
venki, na koja }e se osvrneme vo na{ite natamo{ni razgleduvawa.  
 

Definicija. Neka se dadeni prvite k  ~lenovi 0 1,..., kx x −  na nizata 

{ }nx . Funkcionalnata vrska  
 

1 2( , ,..., )n k n k n k nx f x x x+ + − + −= ,      (1) 
 

so koja sekoj ~len na nizata { }nx  se izrazuva so pomo{ na k  prethodni, se 

narekuva diferencna (rekurzivna) ravenka od k − ti red.  
 

 

Za nizata { }na  }e velime deka e re{enie na diferencnata ravenka 

(1) ako nejzinite ~lenovi ja zadovoluvaat funkcionalnata vrska (1). Rela-
cijata so koja se dobivaat site nizi koi se re{enija na diferencnata 
ravenka (1) ja narekuvame op{to re{enie na diferencnata ravenka (1).  

 

Kako {to vidovme vo zada~ata na Fibona~i odnapred se zadadeni 
prvite dva ~lena na baranata niza, so ~ija pomo{ gi nao|ame ostanatite 
~lenovi na nizata. Vo vrska so ova go imame sledniot poim.  
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Prvite k  ~lenovi 0 1,..., kx x −  na nizata { }nx  gi narekuvame po~etni 

uslovi na diferencnata ravenka (1).  
 

 

Zabele{ka. Pred da premineme na ra{avawe na nekoi klasi dife-
rencni ravenki, da zabele`ime deka ne postoi op{t metod so koj mo`e da se 
re{at site diferencni ravenki.  

 

 

Vo natamo{nite razgleduvawa, so , , ,� � � �  i �  }e gi ozna~uvame 
mno`estvata prirodni, celi, racionalni, realni i kompleksni broevi, so-
odvetno.  

 
 
1. Linearna diferencna ravenka od prv red 
 
1.1. Definicija. Neka , :P Q →� � . Diferencnata ravenka od oblik  
 

 

1 [ ( ) 1] ( )n nx P n x Q n+ + − = ,    (2) 
 

so po~eten uslov 0x , ja narekuvame linearna diferencna ravenka od prv 

red. Ako, ( ) 0Q n = , za sekoj n∈� , toga{ diferencnata ravenka ja narekuvame 

homogena, a vo sprotivno ja narekuvame nehomogena.  
 
 

1.2. Teorema. Ako ( ) 1P n ≠ , za sekoj n∈� , toga{ op{toto re{enie na 

homogenata linearna diferencna ravenka  
 

 

1 [ ( ) 1] 0n nx P n x+ + − = ,     (3) 
 

e dadeno so  
 

 

1

0
[1 ( )]

n

n
i

x C P i
−

=
= −∏ ,     (4) 

 

kade C  e proizvolna konstanta.  
 

 

Dokaz. Ako 0 0x = , toga{ od (3) sleduva deka 0nx = , za sekoj n∈� , pa 

zatoa op{toto re{enie na (3) mo`e da se zapi{e vo oblikot (4), pri 0C = .  
 

 

Neka pretpostavime deka 0 0x ≠ . Toga{, od uslovot na teoremata i 

od (3) sleduva deka  0nx ≠ , za sekoj n∈� . Ako vo (3) posledovatelno za n  

zememe vrednosti 0,1,..., 1k −  gi dobivame ravenstvata 
 

1 0

2 1

1

[1 (0)]

[1 (1)]

.............................

[1 ( 1)]k k

x P x

x P x

x P k x −

= −

= −

= − −

    (5) 

 
 

Ako od prvoto ravenstvo vo zamenime za 1x  vo vtoroto, a potoa za 2x  vo tre-

toto itn. go dobivame ravenstvoto 
1

0
0
[1 ( )]

k

k
i

x x P i
−

=
= −∏ , koe e od oblik (4), za 

0C x= . ♦ 
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1.3. Primer. Re{i gi diferencnite ravenki  
 

 
 

a) 1 ( 1) 0n nx n x+ − + = , i    

b) 1 0n nx qx+ − = .  
 

 

Re{enie. a) Imame, 1 ( ) 1 , 0,1,..., 1P i i i n− = + = − , {to spored teorema 1.2 

zna~i deka op{toto re{enie na razgleduvanata ravenka e  
 
 

1

0
(1 ) !

n

n
i

x C i C n
−

=
= + = ⋅∏ . 

 

b) Imame, 1 ( ) , 0,1,..., 1P i q i n− = = − , {to spored teorema 1.2 zna~i deka 

op{toto re{enie na razgleduvanata ravenka e  
 

 
 

1

0

n
n

n
i

x C q Cq
−

=
= =∏ . ♦ 

 
 

1.4. Pred da preminema na re{avawe na op{tata linearna nehomoge-
na diferencna ravenka od prv red }e razgledame u{te eden primer.  

 
 
 

Primer. Re{i ja diferencnata ravenka  
 

 

1 ( )n nx x R n+ − = .              (6)  
 
 
 

Re{enie. Ako vo (6) posledovatelno stavime 0,1,2,..., 1n k= −  dobivame  
 

1 0

2 1

1

(0),

(1),

..........................

( 1)k k

x x R

x x R

x x R k−

− =

− =

− = −

         (7) 

 

 

So sobirawe na levite i desnite strani na ravenstvata (7) dobivame 
1

0
0

( )
k

k
i

x x R i
−

=
= + ∑ , {to zna~i deka op{toto re{enie na ravenkata (6) e dadeno so 

1

0
( )

n

n
i

x C R i
−

=
= + ∑ . ♦ 

 
 

1.5. Teorema. Ako ( ) 1P n ≠ , za sekoj n∈� , toga{ op{toto re{enie na 

nehomogenata linearna diferencna ravenka  
 
 

1 [ ( ) 1] ( )n nx P n x Q n+ + − = ,      (8) 
 

e dadeno so  
 

0

11 ( )

0 0[1 ( )]

( ) [1 ( )]
j

i

nn Q j
n

j iP i

x C P i

=

−−

= =−∏

= + −∑ ∏ ,                (9) 

kade C  e proizvolna konstanta.  
 

 

Dokaz. Neka stavime 
1

0
[1 ( )], 0,1,...

n

n n
i

x y P i n
−

=
= − =∏ . So zamena vo (8) ja 

dobivame diferencnata ravenka  
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1

1
0 0
[1 ( )] [ ( ) 1] [1 ( )] ( )

n n

n n
i i

y P i y P n P i Q n
−

+
= =

− + − − =∏ ∏ , 
 
 
 

koja e ekvivalentna na ravenkata  
 

 

0

( )
1

[1 ( )]
n

i

Q n
n n

P i

y y

=

+
−∏

− = .  

 

 

Od primer 1.4 sleduva deka op{toto re{enie na poslednata ravenka e 
dadeno so  

 

 

0

1 ( )

0 [1 ( )]
j

i

n Q j
n

j P i

y C

=

−

= −∏

= + ∑ . 

 

 

Kone~no, ako zamenime vo 
1

0
[1 ( )]

n

n n
i

x y P i
−

=
= −∏  dobivame deka {to zna~i deka 

op{toto re{enie na ravenkata (8) e dadeno so (9). ♦ 
 
 

 

1.6. Primer. Re{i ja diferencnata ravenka  
 

1 ( )n nx ax Q n+ − = , 
 

a∈�  i :Q →� � .  
 

 

Re{enie. Od teorema 1.5 sleduva deka op{toto re{enie na dadenata 
diferencna ravenka e  

 

 

1

1 1( ) 1

0 0
( ) ( )

j

n nQ j n n n j
n xj j

x C x Cx Q j x
+

− −
− +

= =
= + = +∑ ∑ , C∈� . ♦ 

 
 
 

1.7. Zada~i za samostojna rabota. Re{i gi diferencnite ravenki    

 

a) 1 2 7n nx x+ − = ,            b) 2
1 1,n nx ax n a+ − = + ∈�  

v) 1 ( 1) 0n nx n x+ − + = , 0 3x = , i           d) 2
1 0( 1) 1, 1n nx n x n x+ − + = + = .  

 

Odgovori. a) 
1

1

0
2 7 2 ,

n
n n i

n
i

x C C
−

− −

=
= ⋅ + ∈∑ � ,  

 
 

b) 
1

2 1

0
7 ( 1) ,

n
n n i

n
i

x C a i a C
−

− −

=
= ⋅ + + ∈∑ � ,  

v) 3 !nx n= , i               g) 21
1

!
0

![1 ]
n

i
n i

i
x n

−
+

=
= + ∑ . ♦ 

 
 

2. Linearna diferencna ravenka od vtor red 
 
2.1. Definicija. Neka , , :P Q R →� � . Diferencnata ravenka od ob-

lik  
 

 

2 1( ) ( ) ( )n n nx P n x Q n x R n+ ++ + = ,     (10) 
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so po~eten uslov 0x , ja narekuvame linearna diferencna ravenka od vtor 

red. Ako, ( ) 0R n = , za sekoj n∈� , toga{ diferencnata ravenka ja narekuvame 

homogena, a vo sprotivno ja narekuvame nehomogena.  
 

2.2. Lema. Neka e dadena linearnata homogena diferencna ravenka 
od vtor red  

2 1( ) ( ) 0n n nx P n x Q n x+ ++ + = ,    (11) 
 

i neka { }na  i { }nb  se dve nejzini re{enija. Toga{, za sekoi ,A B∈�  nizata 

{ }n nA a B b⋅ + ⋅  e re{enie (11).  
 

Dokaz. Neka { }na  i { }nb  se dve re{enija na ravenkata (11) i  ,A B∈� . 

Imame,  

2 2 1 1

2 1 2 1

( ) ( )( ) ( )( )

[ ( ) ( ) ] [ ( ) ( ) ]

0 0 0

n n n n n n

n n n n n n

Aa Bb P n Aa Bb Q n Aa Bb

A a P n a Q n a B b P n b Q n b

A B

+ + + +

+ + + +

+ + + + + =

= + + + + +

= ⋅ + ⋅ =

 

{to zna~i deka { }n nA a B b⋅ + ⋅  e re{enie (11). ♦ 
 

2.3. Definicija. Za re{enijata { }na  i { }nb  na linearnata homogena 

diferencna ravenka (11) }e velime deka se proporcionalni ako postoi 
A∈�  takov {to n na Ab= , za sekoj 0n ≥ . Vo sprotiven slu~aj }e velime deka 

re{enijata { }na  i { }nb  se neproporcionalni.  
 

2.4. Lema. a) Re{enijata { }na  i { }nb  na homogenata ravenka (11) se 

proporcionalni ako i samo ako 0 0 1 1: :a b a b= .  

b) Re{enijata { }na  i { }nb  na homogenata ravenka (11) se nepropor-

cionalni ako i samo ako 0 0 1 1: :a b a b≠ . 
 

Dokaz. a) Ako re{enijata { }na  i { }nb  se proporcionalni, toga{ 

0 0a Ab=  i 1 1a Ab= , pa zatoa 0 0 1 1: :a b A a b= = .  
 

Obratno, neka 0 0 1 1: :a b a b A= = . Toga{, 0 0a Ab=  i 1 1a Ab= . Neka 

pretpostavime deka za n na Ab=  i 1 1n na Ab+ += . Toga{, od (11) sleduva  

2 1 1

1 2

( ) ( ) ( ) ( )

[ ( ) ( ) ]

n n n n n

n n n

a P n a Q n a P n Ab Q n Ab

A P n b Q n b Ab

+ + +

+ +

= − − = − −

= − − =
 

Sega, od principot na matemati~ka indukcija sleduva deka k ka Ab= , za sekoj 

0k ≥ , t.e. re{enijata { }na  i { }nb  se proporcionalni.  

b) Neposredno sleduva od a). ♦ 
 

 

2.5. Teorema. Ako { }na  i { }nb  se dve neproporcionalni re{enija na 

homogenata ravenka (11), toga{ za sekoe re{enie { }nx  na (11) postojat edin-

stveni ,A B∈C  takvi {to k k kx Aa Bb= + , za sekoj 0k ≥ .  

 

Dokaz. Sekoe re{enie { }nx  na (11) ednozna~no e opredeleno so 

svoite prvi dva ~lena 0x  i 1x . Neka, 0x a=  i 1x b= . Jasno, ako konstantite 

A  i B  gi opredelime taka {to  
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0 0

1 1

Aa Bb a

Aa Bb b

+ =


+ =
,     (12) 

 

 

toga{ za sekoj 0k ≥  }e va`i k k kx Aa Bb= + . Bidej}i re{enijata { }na  i { }nb  se 

neproporcionalni, od lema 2.4. b) sleduva deka 0 0 1 1: :a b a b≠ , {to zna~i deka 

sistemot (12) ima edinstveno re{enie, t.e. postojat edinstveni ,A B∈C  
takvi {to k k kx Aa Bb= + , za sekoj 0k ≥ . ♦  

 

2.6. Pred da premineme na razgleduvawe na postapkata za re{avawe 
na linearna homogena diferencna ravenka od vtor red so konstantni koe-
ficienti, bez da ja doka`uvame, }e ja formulirame teoremata za re{enija-
ta na nehomogenata linearna diferencna ravenka od vtor red.  

 

Teorema. Neka e dadena nehomogenata diferencna ravenka od vtor 
red (10). Ako { }na  i { }nb  se dve neproporcionalni re{enija na soodvetnata 

homogena ravenka (11), a { }nx  e re{enie na nehomogenata ravenka (10), toga{ 

sekoe re{enie { }ny  na (10) postojat ,A B∈C  takvi {to  
 

 

k k k ky Aa Bb x= + + ,  
 

za sekoj 0k ≥ . ♦ 

 
 
3. Homogena linearna diferencna ravenka so  

konstantni koeficienti od vtor red 
 
 

3.1. Definicija. Diferencnata ravenka  
 

 
 

2 1 0, ,n n nx bx cx b c+ ++ + = ∈� ,     (13) 
 

ja narekuvame homogena diferencna ravenka so konstantni koeficienti od 
vtor red.  
 

 

Na ravenkata (13) i ja pridru`uvame kvadratnata ravenka  
 

 
 

2 0r br c+ + =      (14) 
 

koja ja narekuvame karakteristi~na ravenka za ravenkata (13).  
 

 
 

3.2. Lema. Neka α  i β  se razli~ni re{enija na karakteristi~nata 
ravenka (14) za ravenkata (13). Toga{, nizite { }na  i { }nb  opredeleni so 

n
na α=  i n

nb β= , 0,1,2,...n =  se neproporcionalni re{enija na ravenkata (13).  
 
 

Dokaz. Bidej}i α  e re{enie na karakteristi~nata ravenka (14) za 

ravenkata (13), imame 2 0b cα α+ + = , pa zatoa  
 

 

2 1 2
2 1 ( ) 0 0n n n n n

n n na ba ca b c b cα α α α α α α+ +
+ ++ + = + + = + + = ⋅ = , 

 

 

{to zna~i deka nizata { }na  opredelena so n
na α= , 0,1,2,...n =  e re{enie na 

ravenkata (13).  
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Analogno se doka`uva deka i nizata { }nb  e re{enie na (13).  
 

Bidej}i 0 0 1 1: 1:1 : :a b a bα β= ≠ = , od lema 2.4 b) sleduva deka nizite { }na  

i { }nb  se neproporcionalni re{enija na ravenkata (13). ♦ 
 
 

3.3. Lema. Neka α  e dvoen koren na karakteristi~nata ravenka (14) 
za ravenkata (13). Toga{, nizite { }na  i { }nb  opredeleni so n

na α=  i n
nb nα= , 

0,1,2,...n =  se neproporcionalni re{enija na ravenkata (13).  
 

Dokaz. Dokazot za nizata { }na  e analogen na dokazot od lema 3.2. Bi-

dej}i α  e dvoen koren, od Vietovite pravila sleduva deka 2 bα = − . Spored 
toa,  
 

 

2 1
2 1

2 1 1

( 2) ( 1)

( ) (2 ) 0 0 0

n n n
n n n

n n n n

b bb cb n b n cn

n b c b n

α α α

α α α α α α α

+ +
+ +

+ +

+ + = + + + +

= + + + + = ⋅ + ⋅ =
 

 

{to zna~i deka nizata  opredelena so n
nb nα= , 0,1,2,...n =  e re{enie na ra-

venkata (13).  
 

Analogno se doka`uva deka i nizata { }nb  e re{enie na (13).  
 

Bidej}i 0 0 1 1: 0:1 : :b a b aα α= ≠ = , od lema 2.4 b) sleduva deka nizite { }na  

i { }nb  se neproporcionalni re{enija na ravenkata (13). ♦ 
 

3.4. Zabele{ka. Za ravenkata (13) na edinstven na~in ja formirame 
nejzinata karakteristi~na ravenka (14), so ~ija pomo{ nao|ame dve nepro-
porcionalni re{enija na (13). Sega od teorema 2.5 sleduva deka, ako { }nx  e 

re{enie na (13), toga{ postojat edinstveni ,A B∈C  takvi {to  
 

k k kx Aa Bb= + , za sekoj 0k ≥ , 
 

kade nizite { }na  i { }nb  se dadeni so lemite 3.2 i 3.3.   
 

3.5. Primer. Re{ete gi diferencnite ravenki  
 

 

a) 2 13 2 0n n nx x x+ +− + = , so po~etni uslovi 0 0x =  i 1 1x = .  
 

b) 2 14 4 0n n nx x x+ +− + = , so po~etni uslovi 0 1x =  i 1 4x = .  
 

v) 2 12 2 0n n nx x x+ +− + = , so po~etni uslovi 0 1x =  i 1 4x = .  
 

 

Re{enie. a) Korenite na karakteristi~nata ravenka 2 3 2 0r r− + =  se 
2 i 1 i tie se razli~ni. Nizite {2 }n  i {1}  se neproporcionalni re{enija, pa 

zatoa op{toto re{enie na dadenata ravenka e 2n
nx A B= ⋅ + , 0,1,2,...n = . 

Konstantite A  i B  gi opredeluvame od po~etnite uslovi i go dobivame 
sistemot  
 

 

0

1

2 0

2 1

A B

A B

⋅ + =


⋅ + =
 

 

 

~ie re{enie e 1A=  i 1B = − . Spored toa, re{enieto na dadenata ravenka e 
2 1n

nx = − , 0,1,2,...n = .  
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b) Karakteristi~nata ravenka e 2 4 4 0r r− + =  i taa ima dvoen koren 
2. Nizite {2 }n  i { 2 }nn  se neproporcionalni re{enija, pa zatoa op{toto 

re{enie na dadenata ravenka e 2 2n n
nx A B n= ⋅ + ⋅ , 0,1,2,...n = . Konstantite A  i 

B  gi opredeluvame od po~etnite uslovi i go dobivame sistemot  
 

 

0 0

1 1

2 0 2 1

2 1 2 4

A B

A B

⋅ + ⋅ ⋅ =


⋅ + ⋅ ⋅ =
 

 

 

~ie re{enie e 1A=  i 1B = . Spored toa, re{enieto na dadenata ravenka e 
2 2 2 ( 1)n n n

nx n n= + = + , 0,1,2,...n = .  
 

v) Karakteristi~nata ravenka e 2 2 2 0r r− + =  i taa ima kowugirano 
kompleksni koreni 1 i−  i 1 i+ . Nizite {(1 ) }ni−  i {(1 ) }ni+  se neproporcio-

nalni re{enija, pa zatoa op{toto re{enie na dadenata ravenka e 
(1 ) (1 )n n

nx A i B i= − + + , 0,1,2,...n = . Konstantite A  i B  gi opredeluvame od 

po~etnite uslovi i go dobivame sistemot  
 

 
 

0 0

1 1

(1 ) (1 ) 1

(1 ) (1 ) 4

A i B i

A i B i

− + + =


− + + =
 

 

 

~ie re{enie e 1 3
2

iA +=  i 1 3
2

iB −= . Spored toa, re{enieto na dadenata ravenka 

e 1 3 1 3
2 2

(1 ) (1 )i in n
nx i i+ −= − + + , 0,1,2,...n = . ♦ 

 

3.6. Zada~i za samostojna rabota. Re{i gi diferencnite ravenki  
 

 
 

a) 2 12 3 0n n nx x x+ +− − = , pri po~etni uslovi 0 3x =  i 1 1x = ,  
 

 

b) 2 110 25 0n n nx x x+ +− + = , pri po~etni uslovi 0 2x =  i 1 5x = − ,  
 

 

v) 2 1 0n n nx x x+ +− + = , pri po~etni uslovi 0 2x =  i 1 1x = ,  
 

 

g) 2 12 4 0n n nx x x+ +− + = , pri po~etni uslovi 0 1x =  i 1 1x = ,  
 

 

d) 2 14 3 0n n nx x x+ +− + = , pri po~etni uslovi 0 10x =  i 1 16x = , i   
 

 

|) 3 2
2 1n nnx x x−

+ += , pri po~etni uslovi 0 1x =  i 1 2x = .   
 

 

Odgovori. a) 3 2( 1)n n
nx = + − ,     

 
 

b) 5 (2 3 )n
nx n= −  

v) Prvo se nao|a deka 1 3 1 3
2 2

( ) ( )i in n
nx + −= + , a potoa so pomo{ na 

Moavrovata formula se doka`uva deka 
3

2cos n
nx π= .   

 
 

g) Prvo se nao|a deka (1 3) (1 3)

2

n ni i
nx

+ + −
= , a potoa so pomo{ na 

Moavrovata formula se doka`uva deka 
3

2 cos nn
nx π= .    

 

 

d) 17 3n
nx += + .  
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|) 2 12
n

nx −= . So matemati~ka indukcija doka`i deka 0nx > , za sekoj 

0,1,2,...n =  i potoa vovedi ja smenata logn ny x= . ♦ 

 
 

4. Sistem diferencni ravenki od oblikot 1

1

n n n

n n n

x px qy

y rx sy

+

+

= +


= +
 

 
 

4.1. Vo op{t slu~aj re{avaweto na sistemot diferencni ravenki  
 

1

1

n n n

n n n

x px qy

y rx sy

+

+

= +


= +
   (15) 

 

 

se sveduva na re{avawe na linearna homogena diferencna ravenka od vtor 
red. Mo`ni se dva slu~ai:  
 

a) Ako 0q r= = , toga{ sistemot (15) go dobiva oblikot 1

1

n n

n n

x px

y sy

+

+

=


=
 i 

vo ovoj slu~aj re{enijata gi nao|ame kako vo primer 1.3 b).  
 

 

b) Neka pretpostavime deka 0q ≠  ili 0r ≠ , na primer 0q ≠ . Od 

prvata ravenka na sistemot (15) nao|ame  
 

 

1n n nqy x px+= −  i 1 2 1n n nqy x px+ + += − .          (16) 
 

Vtorata ravenka ja mno`ime so q  i dobivame 1n n nqy qrx qsy+ = + . Ako vo 

poslednata ravenka od (16) zamenime za 1nqy +  i nqy  ja dobivame ravenkata  
 

2 1 1( )n n n n nx px qrx s x px+ + +− = + − , 
 

koja e ekvivalentna na homogenata linearna diferencna ravenka so kon-
stantni koeficienti od vtor red:  
 

 

2 1 1( ) ( ) 0n n nx p s x ps qr x+ + +− + + − = .           (17) 
 

So toa, problemot na nao|awe na nizata { }nx  go svedovme na re{avawe na 

homogena linearna diferencna ravenka so konstantni koeficienti od vtor 
red, za {to govorevme vo prethodnata to~ka. Nizata { }ny  mo`e da se 

opredeli od relacijata 1n nx px
n q

y + −
= .  

 

4.2. Primer. Re{i gi sistemite diferencni ravenki:  
 

a) 1

1

3

5

n n n

n n n

x x y

y x y

+

+

= +


= −
, so po~etni uslovi 0 00, 6x y= = .  

 

 

b) 1

1

2

4

n n n

n n n

x x y

y x y

+

+

= −


= +
, so po~etni uslovi 0 02, 1x y= = .  

 

Re{enie. a) Primenuvaj}i ja postapkata od 4.1 b) posledovatelno 
nao|ame 1 1 2 13 , 3n n n n n ny x x y x x+ + + += − = − . So zamena vo 1 5n n ny x y+ = −  ja dobivame 

ravenkata 2 1 13 5 3n n n n nx x x x x+ + +− = − +  koja e ekvivalentna na ravenkata 
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2 12 8 0n n nx x x+ +− − = . Karakteristi~nata ravenka na poslednata diferencna 

ravenka e 2 2 8 0t t− − =  i nejzini re{enija se 4 i 2− . Spored toa, 
4 ( 2)n n

nx A B= ⋅ + ⋅ − . Od 0 00, 6x y= =  i 1 0 03x x y= +  nao|ame 1 6x = . Zna~i 

koeficientite A  i B  go zadovoluvaat sistemot ravenki  
 

0 0

1 1

4 ( 2) 0

4 ( 2) 6

A B

A B

⋅ + ⋅ − =


⋅ + ⋅ − =
 

 

~ii re{enija se 1, 1A B= = − , pa zatoa 4 ( 2)n n
nx = − − . Za nizata { }ny  imame  

1 1
1 3 4 ( 2) 3[4 ( 2) ] 4 5( 2)n n n n n n

n n ny x x + +
+= − = − − − − − = + − . 

 
 

b) Primenuvaj}i ja postapkata od 4.1 b) posledovatelno nao|ame 

1 1 1 22 , 2n n n n n ny x x y x x+ + + += − = − . So zamena vo 1 4n n ny x y+ = +  ja dobivame 

ravenkata 1 2 12 4(2 )n n n n nx x x x x+ + +− = + −  koja e ekvivalentna na ravenkata 

2 16 9 0n n nx x x+ +− + = . Karakteristi~nata ravenka na poslednata diferencna 

ravenka e 2 6 9 0t t− + =  i taa ima dvoen koren 3. Spored toa, 3 3n n
nx A Bn= ⋅ + ⋅ . 

Od 0 02, 1x y= =  i 1 0 02x x y= −  nao|ame 1 3x = . Zna~i koeficientite A  i B  go 

zadovoluvaat sistemot ravenki  
 

0 0

1 1

3 0 3 2

3 1 3 3

A B

A B

⋅ + ⋅ ⋅ =


⋅ + ⋅ ⋅ =
 

~ii re{enija se 2, 1A B= = − , pa zatoa 3 (2 )n
nx n= − . Za nizata { }ny  imame  

 

1
12 2 3 (2 ) 3 [2 ( 1)] 3 (1 )n n n

n n ny x x n n n+
+= − = ⋅ − − − + = + . ♦  

 
 
 

4.3. Neka e dadena diferencnata ravenka  
 

 
 

1
n

n

px q
n rx s

x
+

+ +
= .     (18) 

Sekoe re{enie na ravenkata (18) e opredeleno so prviot ~len. Neka 0x a= . 

Da go razgledame sistemot  
 
 

1

1

n n n

n n n

y py qz

z ry sz

+

+

= +


= +
 

 

koj gi zadovoluva uslovite 0y a=  i 0 1z = . Neka, { }ny  i { }nz  se re{enija na 

ovoj sistem. Stavame, n

n

y
n z

x =  i dobivame 0

0
0

y

z
x a= =  i  

 

 

1

1
1

yn

zn n n n n
ynn n n n
zn

p q
y py qz px q

n z ry sz rx s
r s

x +

+

+
+ +

+ + +
+

= = = = , 

 

t.e. vaka najdenata niza e re{enie na diferencnata ravenka (18).  
 
 

4.4. Primer. Re{i ja diferencnata ravenka:  
 

 

a) 2
1 4

n

n

x
n x

x
−

+ +
= , pri po~eten uslov 0 0x = , i  
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b) 1

1 3
n

n

x
n x

x
−

+ +
= , pri po~eten uslov 0 1x = .  

 
 

Re{enie. a) Prvo go re{avame sistemot 1

1

2

4

n n n

n n n

y y z

z y z

+

+

= −


= +
, koj gi 

zadovoluva po~etnite uslovi 0 00, 1y z= = . So eliminacija na nz  i 1nz +  ja 

dobivame ravenkata 2 15 6 0n n ny y y+ +− + = . Nejzinata karakteristi~na ravenka 

e 2 5 6 0t t− + =  i istata ima re{enija 2 i 3. Zatoa, 2 3n n
ny A B= ⋅ + ⋅ . Ako se 

iskoristat po~etnite uslovi nao|ame 2A=  i 2B = − , {to zna~i 

2 2 2 3n n
ny = ⋅ − ⋅ . Za nizata { }nz  nao|ame 1

2
2 2 3n ny y n n

nz +−
= = − + ⋅ .  

 

 
 

Kone~no, 2 2 23

2 23

n n

n nnx ⋅ − ⋅

− + ⋅
= .  

 

 

b) Prvo go re{avame sistemot 1

1 3

n n n

n n n

y y z

z y z

+

+

= −


= +
, koj gi zadovoluva 

po~etnite uslovi 0 01, 1y z= = . So eliminacija na nz  i 1nz +  ja dobivame 

ravenkata 2 14 4 0n n ny y y+ +− + = . Nejzinata karakteristi~na ravenka e 
2 4 4 0t t− + =  i istata ima dvoen koren 2. Zatoa, 2 2n n

ny A Bn= ⋅ + ⋅ . Ako se 

iskoristat po~etnite uslovi nao|ame 1A=  i 1B = − , {to zna~i 2 2n n
ny n= − . 

Za nizata { }nz  nao|ame 1 2 2n n
n n nz y y n+= − = + .  

 

 
 

Kone~no, 2 2 1
12 2

n n

n n
n n

n nn
x − −

++
= = . ♦ 

 
 

4.5. Zada~i za samostojna rabota. a) Re{i gi sistemite diferencni 
ravenki  
 

1) 1

1

4 2n n n

n n n

x x y

y x y

+

+

= −


= +
, so po~etni uslovi 0 01, 1x y= = .  

2) 1

1

2 8

2 6

n n n

n n n

x x y

y x y

+

+

= −


= −
, so po~etni uslovi 0 01, 2x y= − = .  

 

 

b) Re{i ja diferencnata ravenka  
 

 

1) 1 4

1 1 6
n

n

x
n x

x
−

+ −
= , pri po~eten uslov 0 1x = ,  

2) 2 3

1 3 4
n

n

x
n x

x
−

+ −
= , pri po~eten uslov 0 1x = − , i  

3) 1

1 1
n

n

x
n x

x
+

+ − +
= , pri po~eten uslov 0 0x = .  

 

Odgovori.  
 
 

a)  1) 2n
n nx y= = ,   2) (10 1)( 2) , (5 2)( 2)n n

n nx n y n= − − = + −  
 

b)  1) 2( 2) ( 1)

4( 2) 3( 1)

n n

n nnx
− − −

− − −
= ,   2) 6 1

6 1
n

n n
x −

+
= ,              3) 

4
n

nx tg π= . ♦ 
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5. Re{avawe na nekoi nehomogeni linearni diferencni 
ravenki so konstantni koeficienti od vtor red 

 
5.1. Soglasno, so teorema 2.6 za da ja re{ime nehomogenata dife-

rencna ravenka so konstantni koeficienti od vtor red 
 

 

2 1 ( )n n nx bx cx f n+ ++ + =     (19) 
 

kade ,b c∈R  i ( ) 0f n ≡/  dovolno e da ja re{ime soodvetnata homogena ravenka  
 

2 1 0n n nx bx cx+ ++ + =     (20) 
 

 

i da najdeme barem edno re{enie { }nx  na ravenkata (19). Toga{, op{toto 

re{enie na (19) e zbir na re{enieto na ravenkata (20) i { }nx .  
 

 

Mo`e da se doka`e deka, ako { }na  i { }nb  se neproporcionalni re-
{enija na homogenata ravenka (20), toga{ edno re{enie na nehomogenata ra-
venka (19) e dadeno so  
 

 

1 1

1 2 1 2

1

0
( )t n t n

t t t t

n a b b a
n a b b a

t
x f t+ +

+ + + +

− −

−
=

= ∑ , 
 

 

{to zna~i deka op{toto re{enie na ravenkata (19) e dadeno so  
 

 
 

1 1

1 2 1 2

1

0
( )t n t n

t t t t

n a b b a
n n n a b b a

t
y Aa Bb f t+ +

+ + + +

− −

−
=

= + + ∑ . 
 
 

5.2. [to se odnesuva do re{enieto { }nx  na ravenkata (19), bez dokaz 
}e navedeme nekolku oblici na re{enieto na istata koi zavisat od vidot na 
funkcijata ( )f n .  
 

 

a) Ako ( )f n  e polinom od k − ti stepen, toga{  
 

 

- 
0

k
i

n i
i

x A n
=

= ∑ , ako 1 ne e koren na karakteristi~nata ravenka 

2 0r br c+ + = ,  
 

- 1

0

k
i

n i
i

x A n +

=

= ∑ , ako 1 e eden od razli~nite koreni na karakteri-

sti~nata ravenka 2 0r br c+ + = ,  
 

- 2

0

k
i

n i
i

x A n +

=

= ∑ , ako 1 e dvoen koren na karakteristi~nata ravenka 

2 0r br c+ + = ,  
 

 

b) Ako ( ) ( ) n
kf n P n eα= , kade kP  e polinom od k − ti stepen, toga{  

 

 

- 
0

k
n i

n i
i

x e A nα

=

= ∑ , ako α  ne e koren na karakteristi~nata ravenka 

2 0r br c+ + = ,  
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- 1

0

k
n i

n i
i

x e A nα +

=

= ∑ , ako α  e eden od razli~nite koreni na karakte-

risti~nata ravenka 2 0r br c+ + = ,  
 

- 2

0

k
n i

n i
i

x e A nα +

=

= ∑ , ako α  e dvoen koren na karakteristi~nata ra-

venka 2 0r br c+ + = ,  
 
 

 

v) Ako ( ) ( ) n
kf n P n a= , kade kP  e polinom od k − ti stepen, toga{  

 

 

- 
0

k
n i

n i
i

x a A n
=

= ∑ , ako a  ne e koren na karakteristi~nata ravenka 

2 0r br c+ + = ,  
 

- 1

0

k
n i

n i
i

x a A n +

=

= ∑ , ako a  e eden od razli~nite koreni na karakteri-

sti~nata ravenka 2 0r br c+ + = ,  
 

- 2

0

k
n i

n i
i

x a A n +

=

= ∑ , ako a  e dvoen koren na karakteristi~nata ra-

venka 2 0r br c+ + = ,  
 

 
 

Vo site prethodni slu~ai koeficientite , 0,1,2,...,iA i k=  koi se ja-
vuvaat vo re{enijata se neopredeleni i istite gi opredeluvame so zamena 
na re{enieto vo ravenkata (19). Ovoj metod e poznat kako metod na neopre-
deleni koeficienti i se zasniva na faktot deka dva polinomi se ednakvi 
ako i samo ako im se ednakvi koeficientite pred soodvetnite stepeni. ]e 
razgledame eden primer.  
 
 

5.3. Primer. Re{i ja nehomogenata diferencna ravenka:  
 

 
 

a) 2 1 1n n nx x x n+ ++ − = − , i  
 

 

b) 2
2 12n n nx x x n+ +− + = .  

 
 

Re{enie. a) Op{toto re{enie na soodvetnata homogena diferencna 

ravenka e dadeno so: 5 1 5 1
2 2

( ) ( 1) ( )n n nA B− ++ − . Bidej}i desnata strana na 

ravenkata e polinom od prva stepen i 1 ne e koren na karakteristi~nata 
ravenka 2 1 0r r+ − =  dobivame deka 0 1nx A A n= + . So zamena vo ravenkata 

dobivame 1 0 1 0 1 0( 2) ( 1) 1A n A A n A A n A n+ + + + + − − = +  od kade posle sreduvaweto 

nao|ame 1 1 0( 1) (3 1) 0A n A A− + + + = , t.e.  
 

1 1 0A − =  i 1 03 1 0A A+ + = . 
 

Spored toa, 1 01, 4A A= = − , pa zatoa op{toto re{enie na ravenkata e  
 

 

5 1 5 1
2 2

( ) ( 1) ( ) 4n n n
ny A B n− += + − + − . 
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b) Op{toto re{enie na soodvetnata homogena diferencna ravenka 
e dadeno so: A Bn+ . Bidej}i desnata strana na ravenkata e polinom od vtora 
stepen i 1 e dvoen koren na karakteristi~nata ravenka 2 2 1 0r r− + =  
dobivame deka 2 3 4

0 1 2nx A n A n A n= + + . Analogno kako vo zada~ata pod a) 

nao|ame 51 1
2 1 012 3 12

, ,A A A= = − = , pa zatoa op{toto re{enie na ravenkata e  
5 1 12

12 3 12ny A Bn n n= + + − + . ♦  
 

5.4. Zada~i za samostojna rabota. Re{i gi diferencnite ravenki  
 

 

a) 2 12 1n n nx x x n+ +− + = + ,         b) 3
2 15 6 4 2n n nx x x n n+ +− + = + +  

v) 2 14 3 2n
n n nx x x+ +− + = ,         g) 2 2

2 14 3 ( 1) n
n n nx x x n e+ +− + = − ,  

d) 2 14 3 2 ( 1)n
n n nx x x n+ +− + = +         |) 2 17 12 ( 1) n

n n nx x x n e+ +− + = + .  
 
 

6. Triangulacija na n-agolnik i rpoblem na zagradi  
 

 

6.1. Nabquduvame konveksen n−  
agolnik 1 2... nA A A , (crt. 1). Pod trian-
gulacija na n− agolnikot }e podrazbira-
me negova podelba na triagolnici pri 
{to se ispolneti uslovite  
 

a) ili triagolnicite nemaat za-
edni~ki to~ki,  
 

b) ili imaat samo zaedni~ko teme,  
 

v) ili imaat zaedni~ka strana.  
 
 
 
 

 
 
 
 
 

 

Na crt. 2 a), b) i v) imame triangulacija na petagolnikot, a dodeka na crt. 2 
g) i d) nemame triangulacija na petagolnikot.  
 

 

Problemot na triangulacija se sostoi vo nao|awe na brojot nT , 
3n ≥  na triangulaciite koi se sostojat samo od dijagonali na n− agolnikot. 

Ovie triangulacii gi narekuvame dijagonalni. Za dve dijagonalni 
triangulacii }e velime deka se ekvivalentni ako vo niv “u~estvuvaat” isti 
dijagonali. Po definicija stavame 1 20, 1T T= = . O~igledno 3 1T = , bidej}i 
triagolnikot e ve}e trianguliran na edinstven na~in.  
 

 

Da zabele`ime deka od edno teme na n− agolnikot poa|aat 3n−  
dijagonali i tie formiraat 2n−  triagolnici. ]e go opredelime brojot x  
na dijagonalite koi se koristat vo dijagonalna triangulacija. Zbirot na 

 
Crt. 2 

 
Crt. 1 
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vnatre{nite agli na sekoja dijagonalna triangulacija mora da bide ednakov 
na zbirot na vnatre{nite agli na n− agolnikot, koj e ednakov na ( 2)n π− . 
Bidej}i zbirot na vnatre{nite agli na triagolnikot e ednakov na π  dobi-
vame deka sekoja dijagonalna triangulacija mora da ima 2n−  triagolnici, 
pa vkupniot broj na rabovi e ednakov na 3( 2) 3 6n n− = − , pri {to dijagonalite 
se broeni dvapati, a stranite na n− agolnikot se broeni edna{. Zna~i, 
2 3 6x n n+ = − , t.e. 3x n= − , {to zna~i deka vo sekoja triangulacija u~estvu-
vaat to~no 3n− .  

 

6.2. Teorema. Broevite , 2nT n ≥  ja zadovoluvaat diferencnata ra-
venka  
 

1 2 3 1 1 3 2...n n n n nT T T T T T T T T+ − −= + + + + .   (21) 
 

Dokaz. Da go razgledame mnogua-
golnikot 1 1... nP A A += , (crt. 3). Stranata 

1 1nA A +  pripa|a na nekoj triagolnik na 
sekoja dijagonalna triangulacija na P . 
Tretoto teme na toj triagolnik mo`e da 
bide nekoe od temiwata , 2,...,kA k n= . Da 
go presmetame brojot na na~inite na koi 
tretoto teme mo`e da bide nekoe od temiwata , 2,...,kA k n= . Triagolnikot 

1 1n kA A A+  go deli mnoguagolnikot P  na dva pomali konveksni mnoguagolnici 

i toa “dolen” konveksen k − agolnik 1... kA A  i “goren” konveksen 

( 2)n k− + − agolnik 1 1...k k nA A A+ + . Dolniot k − agolnik mo`e da se triangulira 

na kT  na~ini, a gorniot ( 2)n k− + − agolnik na 2n kT − +  , pa zatoa vkupniot broj 

na triangulacii vo ovoj slu~aj e 2k n kT T − + . No, za sekoj 2,...,k n=  na prethodno 
opi{aniot na~in dobivame razli~ni triangulacii, pa zatoa 

1 2 3 1 1 3 2...n n n n nT T T T T T T T T+ − −= + + + + , t.e. va`i (21). ♦ 
 

6.3. Od dosega iznesenoto sleduva deka za da go opredelime brojot na 
triagulaciite, treba da ja re{ime nelinearnata diferencna ravenka (21). 
Za taa cel }e doka`eme deka broevite , 4nT n ≥  zadovoluvaat poednostavna 
diferencna ravenka.  

 

Lema. Broevite , 4nT n ≥  ja zadovoluvaat diferencnata ravenka  
 

3 1 4 2 2 4 1 32( 3)
( ... )n

n n n n nn
T T T T T T T T T− − − −−

= + + + + .  (22) 
 

Dokaz. Da go razgledame mnogu-
agolnikot 1... nA A , (crt. 4). Dijagona-

lata 1 kA A , 3,..., 1k n= −  go deli P  na dva 

mnoguagolnika 1P  i 2P , t.e. na dolen  

konveksen k − agolnik 1 1... kP A A=  i na 
goren konveksen ( 2)n k− + −  agolnik 

2 1 1...k k nP A A A A+= , (crt. 4). Brojot na 

 
Crt. 3 

 

Crt. 4 
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triangulaciite na P  vo koi u~estvuva dijagonalata 1 kA A  e ednakov na 

2k n kT T − + . Od temeto 1A  izleguvaat 3n−  dijagonali 1 3 1 4 1 1, ,..., nA A A A A A − , pa 

zatoa brojot na triangulaciite za site dijagonali od temeto 1A  e ednakov 

na 3 1 4 2 2 4 1 3...n n n nT T T T T T T T− − − −+ + + +  i ova va`i za site temiwa. Zna~i brojot 

3 1 4 2 2 4 1 3( ... )n n n nn T T T T T T T T− − − −+ + + +  gi opfa}a site mo`ni triangulacii za 
sekoja dijagonala, i pritoa broime dvapati, za sekoe teme na dijagonalata. 
Spored toa, brojot 3 1 4 2 2 4 1 32

( ... )n
n n n nT T T T T T T T− − − −+ + + +  e broj za sekoja mo`na 

dijagonala {to u~estvuva vo triangulacija na P . No, bidej}i sekoja 
triangulacija ja broime za sekoja dijagonala pooddelno, a imame 3n−  
dijagonali dobivame deka brojot na triangulaciite e  
 

 

3 1 4 2 2 4 1 32( 3)
( ... )n

n n n nn
T T T T T T T T− − − −−

+ + + + , 

t.e. va`i formulata (22). ♦ 
  

6.4. Teorema. Za sekoj 2n ≥  va`i  
 

 

( )2( 2)1
21

n
n nn

T
−

−−
= .      (23) 

Dokaz. Bidej}i 2 1T = , od (21) dobivame  
 

 

1 3 1 1 32 ...n n n nT T T T T T+ − −− = + + . 

Sega od (22) sleduva 2( 3)
3 1 4 2 2 4 1 3...

n
n n n n n n

T T T T T T T T T
−

− − − −+ + + + = , pa zatoa 
2( 3)

1 2
n

n n n n
T T T

−
+ − = , t.e. 2(2 3)

1
n

n n n
T T

−
+ = . Od poslednata formula posledovatelno 

dobivame  
 
 

2 3

1 1

2(2 3) 2 (2 3)(2 5) 2 (2 3)(2 5)(2 7)
1 1 2( 1) ( 1)( 2)

2 (2 3)(2 5)(2 7)...(23 3)(2 2 3) 2 (2 3)(2 5)(2 7)...(23 3)(2 2 3) ( 1)

( 1)( 2)...32 ( 1)( 2)...32

...

n n

n n n n n n
n n n nn n n n n n

n n n n n n n

n n n n n n

T T T T

− −

− − − − − −
+ − −− − −

− − − ⋅ − ⋅ − − − − ⋅ − ⋅ − −

− − ⋅ − − ⋅

= = = =

= = ⋅

( )

( 2)...321

( 1)( 2)...321

(2 3)(2 5)(2 7) ...31 (2 2)(2 4)...6 4 2 (2 2)! 2( 1)1 1
1( 1)( 2)...32 ( 1)( 2)...321 ( 1)!( 1)!

n

n n

n n n n n n n
nn n n n n n n n n

− ⋅ ⋅

− − ⋅ ⋅

− − − ⋅ ⋅ ⋅ − − ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ − −
−− − ⋅ − − ⋅ ⋅ − −

= ⋅ = ⋅ =

 

 

Kone~no, ako vo poslednata formula namesto 1n+  stavime n  ja do-
bivame formulata (23). ♦ 
 
 

6.5. Problemot na triangulacija prv go re{il Ojler, no podocna 
Katalan  re{avaj}i go problemot na zagradi koj pokasno }e go formulira-
me gi otkril broevite od oblik ( )1 2n

n nn
C = , koi vo negova ~est se nare~eni 

katalanovi broevi.  
 

Problem na zagradi. Neka 1 2, ,..., nx x x  se eden do drug zapi{ani bro-
evi vo proizvolen redosled. Od asocijativniot zakon sleduva deka pri 
proizvolno mno`ewe na ovie broevi sekoga{ dobivame ist rezultat. Na 
primer, tri broja mo`eme da gi pomno`ime na dva na~ini 1 2 3( )x x x  i 1 2 3( )x x x  
i u{te po brojot na permutaciite na tie broevi, pa zatoa vkupniot broj na 
razli~ni mno`ewa e 2 3! 12⋅ = . Sli~no, ~etiri broevi mo`eme da gi 
pomno`ime na pet na~ini  
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1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4( ) ) (( ) ) ( ( )) (( ) ) ( ( ))x x x x x x x x x x x x x x x x x x x x= = = =  
 

i u{te po brojot na permutaciite se dobiva 5 4! 120⋅ = . Vo vrska so prethod-
nite primeri }e razgledame dve zada~i:  
 
 

 

a) Na kolku razli~ni na~ini mo`e da se pomno`at n  broevi?  
b) Na kolku razli~ni na~ini mo`e da se pomno`at n  broevi, koi 

se fiksirani? Na primer 1 2, ,..., nx x x .  
 

 

Prvo }e ja re{ime zada~ata pod a). Neka so nZ  go ozna~ime bara-

niot broj. Da go razgledame bilo koj od 1nZ −  proizvodite na broevite 

1 2 1, ,..., nx x x − . Na sekoj od ovie proizvodi go dodavame brojot nx  i toa mo`e da 
se napravi na dva na~ini:  

 

- kako nadvore{en mno`itel (...)nx  ili (...) nx ,  
- kako vnatre{en mno`itel, pri {to na sekoe od ( 2)n− − te mno-

`ewa za presmetuvawe na eden od proizvodite na broevite 

1 2 1, ,..., nx x x −  dodavaweto mo`e da se napravi na 4 na~ini. Imeno, 
ako imame mno`ewe na dva sosedni broja a  i b , toga{ vna-
tre{noto vmetnuvawe na brojot nx  mo`e da se napravi na eden 

od slednite ~etiri na~ini: ( ) , ( ) , ( ), ( )n n n nx a b ax b a x b a bx .  
 

 

Od prethodno iznesenoto sleduva deka brojot nx  mo`e da se vmetne 

ili da se dodade na sekoj od 1nZ −  proizvodite na broevite 1 2 1, ,..., nx x x −  na 

4( 2) 2 4 6n n− + = −  na~ini. Zna~i, broevite nZ , 2,3,...n =  ja zadovoluvaat 
diferencnata ravenka  

 

1(4 6)n nZ n Z −= − ,      (24) 
 

so po~eten uslov 1 1Z = . Re{enieto na ravenkata (24) e dadeno so  
 

 

1

1 2 1

1

2 (2 3)(2 5)...31 (2 2)(2 3)(2 4)(2 5) ...4321

( 1)! (

(4 6) (4 6)(4 10) (4 6)(4 10)...(4 3 6)(4 2 6)

2(2 3)2(2 5)...2(2 3 3)2(2 2 3) 2 (2 3)(2 5) ... 3 1

( 1)!
n

n n n

n

n n n n n n

n n

Z n Z n n Z n n Z

n n n n

n
−

− −

−

− − ⋅ ⋅ ⋅ − − − − ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅

− −

= − = − − = − − ⋅ − ⋅ −

= − − ⋅ − ⋅ − = − − ⋅ ⋅ ⋅

= − =

( )

(2 2)!

1)! ( 1)!

2 2
1( 1)! .

n

n

n
nn

−

−

−
−

=

= −

 

 

 

Za da ja re{ime zada~ata pod b) dovolno e brojot nZ  da go podelime 

so brojot na permutaciite na broevite 1 2, ,..., nx x x , t.e. so !n . Zna~i re{enie 

na zada~ata pod b) e ( )1 2 2
1!

nZ n
nn n

−
−=  i toa e ( 1)n− − ot katalanov broj.  

 

6.6. Zabele{ka. Bidej}i mno`eweto na broevite 1 2, ,..., nx x x  zapi-
{ani vo ovoj redosled, za sekoj fiksiran {1,2,..., }r n∈  mo`e da se napravi ako 

prvo se pomno`at broevite 1 2, ,..., rx x x , potoa se pomno`at broevite 

1 2, ,...,r r nx x x+ +   i se najde nivniot proizvod ili pak ako prvo se pomno`at 

broevite 1 2, ,..., n rx x x − , potoa se pomno`at broevite 1 2, ,...,n r n r nx x x− + − +  i se 
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najde nivniot proizvod zaklu~uvame deka broevite nZ  ja zadovoluvaat 
diferencnata ravenka  

 

 

1 1 2 2 2 2 1 1...n n n n nZ Z Z Z Z Z Z Z Z− − − −= + + + + . 
 
 
7. Fibona~ievi broevi  
 
7.1. Na po~etokot od na{ite razgleduvawa ja spomenavme zada~ata 

na Leonardo Fibona~i, no ne ja re{ivme soodvetnata diferencna ravenka. 
Vo ovoj del }e se navratime na istata i }e razgledame nekolku svojstva na 
nizata na Fibona~i.  

 

7.2. Zada~a. Re{i ja diferencnata ravenka  
 

2 1n n nf f f+ += + ,      (25) 
 

so po~etni uslovi 0 10, 1f f= = .  
 

Re{enie. Ravenkata (25) e linearna diferencna ravenka od vtor red 
so konstantni koeficienti. Nejzinata karakteristi~na tavenka e 

2 1 0r r− − = , so re{enija 1 5
2

a +=  i 1 5
2

b −= . Spored toa, op{toto re{enie na 

ravenkata (25) e dadeno so 1 5 1 5
2 2

( ) ( )n n
nf A B+ −= + . Od po~etnite uslovi 

0 10, 1f f= =  go dobivame sistemot ravenki  
 

1 5 1 5
2 2

1A B+ −+ =  i 0A B+ =  
 

~ie re{enie e 1 1

5 5
,A B= = − . Spored toa, re{enieto na (25) e dadeno so  

 

1 5 1 51
2 25

[( ) ( ) ]n n
nf

+ −= − . ♦ 
 

7.3. Zada~a. Doka`i deka za fibona~ievite broevi va`i:  
 

a) 1 1n m n m n mf f f f f+ − += + , 2n ≥  b) 2 2
2 1 1n n nf f f+ += + ,  

v) 2 2
2 1 1n n nf f f+ −= − , 2n ≥   g) 3 3 3

3 1 1n nn nf f f f+ −= + − , 2n ≥  

d) 2 1 2( 1)n m
n m n m n mf f f f+ −

− + − = − , n m>  |) 4
2 1 1 2 1n n n n nf f f f f− − + +− = .  

 

Re{enie. a) Za 2n =  i  3n =  formulata e to~na bidej}i  
 

 

2 1 1 1 2m m m m mf f f f f f f+ + += + = +  i 

3 2 1 1 1 2 1 2 3 1( ) 2m m m m m m m m m mf f f f f f f f f f f f f+ + + + + + += + = + + = + = +  
 

 

Neka pretpostavime deka formulata e to~na za n k=  i 1n k= + , t.e.  
 

 

1 1k m k m k mf f f f f+ − += +  i 1 1 1k m k m k mf f f f f+ + + += + . 
 

Ako gi sobereme poslednite dve ravenstva dobivame  
 

 

1 1 1 1( ) ( )k m k m k k m k k mf f f f f f f f+ + + − + ++ = + + + , 
t.e.  
 

 

2 1 2 1k m k m k mf f f f f+ + + + += + . 
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Spored toa, formulata e to~na za 2n k= + , pa zatoa tvrdeweto sleduva od 
principot na matemati~ka indukcija.  
 

 

b) Vo zada~ata pod a) namesto n  stavete 1n+ , a namesto m  stavete n .  
 

 

v) Ako vo formulata od zada~ata pod a) namesto m  stavime n   
dobivame 2 1 1 1 1( )n n n n n n n nf f f f f f f f− + − += + = +  i kako 1 1n n nf f f+ −= −  so zamena vo 
poslednoto ravenstvo go dobivame baranoto ravenstvo.  
 

 

g) Ako vo formulata od zada~ata pod a) namesto n  stavime 2n , a 
namesto m  stavime n   dobivame 3 2 1 2 1n n n n nf f f f f− += + . So pomo{ na for-
mulite od zada~ite pod b) i v) poslednoto ravenstvo mo`e da se 
transformira na sledniot na~in:  
 

 

2 2 2 2
3 2 1 2 1 11 1 1

3 3 2 3 3 3
11 1 1 1

( ) ( )

( ) .

n n n n n n n nn n n

n n n nn n n n

f f f f f f f f f f f

f f f f f f f f

− + −− + −

++ − + −

= + = + + −

= + − − = + −
 

 

 

d) To~nosta na formulata za 1n m= +  sleduva od formulata pod b). 
Neka pretpostavime deka za n k=  va`i 2 1 2( 1)k m

k m k m mkf f f f+ −
− + − = − . Od b) 

sleduva 2 2
2 1 1k k kf f f+ +

= + , a od a) sleduva 2 1 1 1k k m k m k m k mf f f f f+ − + + − + += + . Od 
poslednite dve ravenstva i od induktivnata pretpostavka dobivame  
 

2 2 1 2 2
1 1 1 ( ) ( 1) ( 1)k m k m

k m k m k m k m m mk kf f f f f f f f+ − +
+ − + + − ++

− = − − = − − = − , 
 

t.e. ravenstvoto va`i za 1n k= + , pa od principot na matemati~ka indukcija 
sleduva deka va`i za sekoj priroden broj 1n m≥ + .  
 

 

|) Ako vo formulata od zada~ata pod d) stavime 1m =  i 2m =  
dobivame 2 2

1 1 1( 1)n
n n nf f f f− + − = −  i 2 1 2

2 2 2( 1)n
n n nf f f f+

− + − = − , {to zna~i deka 
2

1 1 ( 1)n
n n nf f f− + = + −  i 2

2 2 ( 1)n
n n nf f f− + = − − . Ako gi pomno`ime poslednite dve 

ravenstva go dobivame ravenstvoto  4
2 1 1 2 1n n n n nf f f f f− − + + = − , koe e 

ekvivalentno na baranoto ravenstvo. ♦ 
 

 

7.4. Zada~a. Doka`i deka za fibona~ievite broevi va`i:  
 

 

a) 2
1

1
n

i n
i

f f +
=

= −∑ ,   b) 4
1
( 1) ( 3)

n

i n
i

n i f f n+
=

− + = − +∑  
 

 

v) 2 3
1

2
n

i n n
i

if nf f+ +
=

= − +∑ ,  g) 2 1 2
1

n

i n
i

f f−
=

=∑  
 

 

d) 2 2 1
1

1
n

i n
i

f f +
=

= −∑ ,   |) 1
1
( 1) ( 1) 1

n
i n

i n
i

f f −
=

− = − −∑ .  
 

 

Re{enie. a) Od 2 1k k kf f f+ += −  sleduva  
 

 

2 1 2 2 2
1 1

( ) 1
n n

i i i n n
i i

f f f f f f+ + + +
= =

= − = − = −∑ ∑ . 
 

 

b) Od zada~ata pod a) imame  
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1 1 2 1 2 3 1 2
1

2

3 4 5 2 1 2
1

4

( 1) ( ) ( ) ... ( ... )

( 1) ( 1) ( 1) ... ( 1)

( 3)

n

i n
i

n

n i
i

n

n i f f f f f f f f f f

f f f f f n f f

f n

=

+

+
=

+

− + = + + + + + + + + + +∑

= − + − + − + + − = − − −∑

= − +

 

 

 

v) Od zada~ite pod a) i b) sleduva  
 

 

2 4
1 1 1

2 4 2 2 3

( 1) ( 1 ) ( 1)( 1) ( ( 3))

( ) 2 2

n n n

i i i n n
i i i

n n n n n

if n f n i f n f f n

nf f f nf f

+ +
= = =

+ + + + +

= + − + − = + − − − +∑ ∑ ∑

= − − + = − +

 

 

 

g) Imame 2 1 2 2 2k k kf f f− −= −  pa zatoa:  
 

 

2 1 2 2 2 2 0 2
1 1

( )
n n

i i i n n
i i

f f f f f f− −
= =

= − = − =∑ ∑ . 
 

 

d) Imaj}i gi predvid ravenstvata pod a) i g) dobivame  
 

 

2

2 2 1 2 2 2 2 1
1 1 1

1 1
n n n

i i i n n n
i i i

f f f f f f− + +
= = =

= − = − − = −∑ ∑ ∑ . 
 

 

|) Od 1
1 2 1 2( 1) ( 1) ( 1) ( 1) ( 1)k k k k k

k k k k kf f f f f−
− − − −− = − + − = − − −  sleduva  

 

 
 

1 1 1
1 1 2 1 1 0

1 2

1

( 1) ( 1) [( 1) ( 1) ] ( 1) ( 1)

( 1) 1

n n
i i i n

i i i n
i i

n
n

f f f f f f f

f

−
− − −

= =

−

− = − + − − − =− + − − −∑ ∑

= − −

 

 

{to i treba{e da se doka`e. ♦ 
 

 
 

7.5. Zada~a. Doka`i deka brojot nf  e najblizok priroden broj na 

brojot 
5

na , kade 1 5
2

a += .  
 

Re{enie. Spored zada~a 7.2 imame 
5

n na b
nf

−= , kade 1 5
2

a +=  i 1 5
2

b −= . 

Sega tvrdeweto na zada~ata sleduva od neravenstvoto  
 
 
 

| | 1 1
25 5 5 5 5

| | | |
nn n n n ba a b a

nf
−− = − = < < . ♦ 

 
 

7.6. Zada~i za samostojna rabota. a) Doka`i deka za fibona~ievite 
broevi se ispolneti ravenstvata:   
 

    

   1) 3 2 1

3 2
1

n
n f

i
i

f + −

=

=∑ ,         2) 2
1

1

n

i n n
i

f f f +
=

=∑               3) 
2 1

2
1 2

1

n

i i n
i

f f f
−

+
=

=∑ , 
 

 
 

4)
2

2
1 2 1

1
1

n

i i n
i

f f f+ +
=

= −∑    5) 3 2 1( 1) 6 53
10

1

n
n n

n f f
i

i
f + −− − +

=

=∑ ,      6) 3

1 1 1 2

1

2
2i n

i i n n

n f f

f f f f
i

+

− + + +

+

=

= −∑  
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b) Doka`i deka za sekoi ,k n∈�  dropkata 2

3 1

n n

n n

kf f

kf f
+

+ +

+

+
 e neskratliva.  

 

v) Prirodnite broevi 1 2,x x  se pomali od 10000. Poa|aj}i od niv e 

konstruirana niza 1 2, ,..., nx x x , taka {to brojot 3x  e ednakov na 1 2| |x x− , 

brojot 4x  e ednakov na najmaliot me|u broevite 1 2| |x x− , 1 3| |x x−  i 3 2| |x x− , 

brojot 5x  e ednakov na najmaliot me|u broevite 1 2| |x x− , 1 3| |x x− , 1 4| |x x− , 

2 3| |x x− , 2 4| |x x−  i 3 4| |x x−  itn. Doka`i deka 21 0x = .  

 
 
8. Re{avawe na nekoi nelinearni diferencni ravenki  
 
8.1. Na krajot od na{ite razgleduvawa }e se osvrneme na nekolku za-

da~i od nelinearni diferencni ravenki, pri {to }e prezentirame nekolku 
razli~ni postapki koi mo`at da se iskoristat pri re{avawe i na drugi 
nelinearni diferencni ravenki.  

 

8.2. Zada~a. Re{i ja diferencnata ravenka 1 (2 )n n nx x cx
+

= − , so po-

~eten uslov 0x a=  
 

Re{enie. Ako 0c = , toga{ dadenata ravenka ima oblik 1 2n nx x
+

= , t.e. 

taa e linearna i nejzinoto re{enie e 2n
nx a= .  

 

Neka 0c ≠ . Ravenka posledovatelno ja transformirame:  
 

1 (2 )n n ncx cx cx
+

= −  ⇔ 1 (1 (1 ))(1 (1 ))n n ncx cx cx
+

= − − + − ⇔  
2

1 1 (1 )n ncx cx
+

= − −  ⇔ 2
11 (1 )n ncx cx

+
− = − .  

 

Od poslednata ravenka, so pomo{ na matemati~ka indukcija nao|a-

me 21 (1 )
n

ncx ca− = − , od kade sleduva 
21 (1 )

n
ca

n c
x

− −
= . �   

 
 

8.3. Zada~a. Re{i ja diferencnata ravenka 1
1 2

( )
n

c
n n x

x x
+

= + , so po~eten 

uslov 0x a=  
 

Re{enie. Zabele`uvame deka deka  
 

2( )1
1 2

n

n

x c
n x

x c
−

+
− =  i 

2( )1
1 2

n

n

x c
n x

x c
+

+
+ = . 

 

Spored toa, 
2

1

2
1

( ) 2

( )
( )n n n

n nn

x c x c x c

x c x cx c

+

+

− − −

+ ++

= = , od {to soglasno principot na 

matemati~ka indukcija sleduva 2( )
nn

n

x c a c

x c a c

− −

+ +

= , od kade go nao|ame nx . � 
 

8.4. Zada~a. Re{i ja diferencnata ravenka 2
1 2 1n nx x

+
= − , so po~eten 

uslov 0x a=  

Re{enie. Neka c  e broj koj ja zadovoluva relacijata 1

2
c c a

−
+

= . Lesno 

se proveruva deka nizata { }nx  zadadena so  
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2 2

2

n n
c c

nx
−

+
=  

e baranoto re{enie. Navistina,  
 
 

1 1 2 2 2 2 2 22 2 2 2( ) 2 ( ) 2 2
1 2 2 4 2

2 1 2( ) 1 2 1
n n n nn n n nc c c cc c c c

n nx x
+ + − −− −+ − ++ +

+
= = = − = − = −  

i  
 

0 02 2 1

0 2 2
c c c cx a

− −
+ +

= = = . � 
 

 

8.5. Zada~a. Nizata { }nx  e re{enie na diferencnata ravenka 
1

1 1
n

n

x
n x

x
−

+ +
= , koe go zadovoluva uslovot 1998 3x = . Kolku e 1x ?  

 

Re{enie. So neposredna proverka nao|ame deka 0

0

1

1 1

x

x
x

−

+
= , 

0

1
2 x

x = − , 

0

0

1

3 1

x

x
x

+

−
= −  i 4 0x x= , {to zna~i deka razgleduvanata niza e periodi~na so 

period 4. Od 1998 4 499 2= ⋅ +  nao|ame deka 2 3x = , pa kako 1

1

1
2 1

x

x
x

−

+
=  dobivame 

1

1

1

1
3

x

x

−

+
= , od kade nao|ame 1 2x = − . � 

 
 

8.6. Zada~a. Re{i go sistemot diferencni ravenki 1 2
,n nx y

nx
+

+
=  

2

1
n n

n n

x y
n x y

y
+ +

=  so po~etni uslovi 0x a=  i 0y b= .  
 

Re{enie. So mno`ewe na dadenite ravenki dobivame  

1 1n n n nx y x y
+ +

= . 
 

Od poslednata relacija i od principot na matemati~ka indukcija sleduva 
deka n nx y ab= , za sekoj n∈� . Go eliminirame ny  od ekvivalentniot sistem 

ravenki 1 2
,n nx y

nx
+

+
=  n nx y ab=  i go dobivame sistemot:  

 

n nx y ab= , 1
1 2

( )
n

ab
n n x

x x
+

= + . 
 

Sega, vtorata ravenka ja re{avame kako vo zada~a 8.3 i nao|ame 
2( )

nn

n

x ab a ab

x ab a ab

− −

+ +

= , a od realacijata n nx y ab=  go nao|ame ny . � 
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TEOREMA ZA MINIMAKS 
 
Vo ovoj del e razrabotena teoremata na minimaks, koja e otkriena 

vo sredinata na devedesettite godini. Teoremata vsu{nost se odnesuva na 
problemot na postoewe na maksimalna vrednost na minimumot i nao|awe 
potrebniot i dovolni uslovi za egzistencija na maksimalnata vrednost na 
minimumot.  

Samata tema sodr`i i del vo koj ovaa teorema se primenuva, kako i 
nejzinata vrska so polinomite na ^ebi{ev i kompleksnite funkcii. Sakam 
da napomenam deka vo vrska so ovaa problematika postojat niza otvoreni 
pra{awa, kako {to e sledniot otvoren problem.  

 

Da se re{i zada~ata na MAXIMUM MINIMORUM ako namesto 
funkcijata (11), ja razgleduvame funkcijata 

1

1 1

| | | |
( ) ... , 1

k k
n

k PP PP
E P k= + + ≥ . 

Pred da premineme na razgleduvawe na teoremata na minimaks }e 
razgledame eden primer.  

 

Neka 1 2, (0,1)x x ∈  se takvi {to 1 20 1x x< < < . Da ja razgledame 
funkcijata 
 

 

1 2

1 1
1 2| | | |

( ) , [0,1]\{ , }
x x x x

f x x x x
− −

= + ∈ . 
 

 
 

Od 
1 2

lim ( ) lim ( )
x x x x

f x f x
→ →

= = +∞  sleduva deka pravite 1x x=  i 2x x=  se vertikalni 

asimptoti za funkcijata ( )f x . Jasno, funkcijata ( )f x  e neprekinata na 

intervalite 1 1 2[0, ); ( , )x x x  i 2( ,1]x , {to zaedno so prethodno iznesenoto zna~i 

deka taa ima tri lokalni minimumi i toa vo to~kite 0,1 i vo 0 1 2( , )x x x∈ , 

kade 0 0'( ) 0, ''( ) 0f x f x= > . Pritoa 1 2
0 2

x x
x

+
= . 

 

Neka m  e minimumot na funk-
cijata ( )f x , t.e.  
 

0min{ (0), (1), ( )}m f f f x= . 
 

Jasno, m  }e zavisi od iz-
borot na to~kite 1x  i 2x , 

1 20 1x x< < < , t.e. 1 2( , )m m x x= . 
 

Se postavuva pra{a-we-
to za koi vrednosti na 1x  i 2x , 

1 20 1x x< < <  minimumot m  e 
maksimalen i kolkava e taa 
maksimalna vrednost na mini-
mumot 1 2( , )m m x x= ? 

Crte` 1 

0 1 
0x 2x1x x

)(xf
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Maksimalnata vrednost na minimumot 1 2( , )m m x x=  }e ja nare~eme 
MAXIMUM MINIMORUM za funkcijata ( )f x . Odgovorot na 
prethodnoto pra{awe }e go najdeme so pomo{ na takanare~eniot 
asimtotski metod. 
 

 

Neka (0) (1)f f≠ . Da gi pridvi`ime asimptotite 1x x=  i 2x x=  do-
volno malku kon pomalata od vrednostite (0)f  i (1)f , bez da go menuvame 

rastojanieto 2 1x x−  me|u asimptotite. Pri ova pomestuvawe nie vsu{nost 
go translatirame delot od grafikot na ( )f x  koj se nao|a me|u asimptotite, 
pa zatoa min ( )f x  me|u asimptotite ne se menuva. Me|utoa min{ (0), (1)}f f  se 

zgolemuva, pa zatoa 1 2( , )m m x x= ne se namaluva. Spored toa, ako (0) (1)f f≠ , 

toga{ 1 2( , )m m x x=  ne ja dostignuva svojata maksimalna vrednost. Zna~i mora 
da e (0) (1)f f= , od {to sleduva 
 

1 2 1 2

1 1 1 1
1 1x x x x− −

+ = + . 
 

 

Poslednoto ravenstvo e ekvivalentno na ravenstvoto 
 

 

1 2 1 2 1 2[1 ( )][2 ( )] 0x x x x x x− + − + = , 
 

od {to sleduva 1 2 1x x+ = . Spored toa asimptotite na funkcijata ( )f x  se 
simetri~ni vo odnos na sredinata na intervalot [0,1] , od {to sleduva deka 

1
0 2

x = . 

Ponatamu, ako 1
2

( ) (0) (1)f f f< =  i ako gi pridvi`ime asimptotite 

kon sredinata na intervalot, pri {to ja zapazuvame simetri~nosta za da 
(0) (1)f f= , dobivame deka 1

1 2 2
( , ) ( )m x x f=  se zgolemuva. 

Ako pak 1
2

(0) (1) ( )f f f= <  i ako gi pridvi`ime asimptotite kon kra-

evite na intervalot, pri {to ja zapazuvame simetri~nosta za da (0) (1)f f= , 

dobivame deka 1 2( , ) (0) (1)m x x f f= =  se zgolemuva. 
Od dosega iznesenoto sleduva deka maksimalnata vrednost na mini-

mumot 1 2( , )m x x  se dostignuva koga 1
2

(0) (1) ( )f f f= = . Od (0) (1)f f=  sleduva 

1 2 1x x+ =  t.e. 1 1
1 22 2

x x− = − . Ako stavime 1
12

x x= − , toga{ 1
1 2

x x= −  i 1
2 2

x x= + , pa 

so smena vo 1
2

(0) ( )f f=  ja dobivame ravenkata  
1 1

2 2

1 1 1 1
x xx x− +

+ = + , od kade ja 

dobivame kvadratnata ravenka 24 2 1 0x x+ − =  ~ii re{enija se  1 5
4

'x − +=  i 

1 5
4

''x − −= . 

No, 1
1 2

x < , {to zna~i 1
12

0x x= − > , pa zatoa 1 5
4

x − += . Spored toa za,  

3 51
1 2 4

x x −= − =  i 1 51
2 2 4

x x += + = , 

minimumot 1 2( , )m m x x=  ja dostignuva svojata maksimalna vrednost koja e  
 

1 5

4

1 2 2
2

( ) 2(1 5)
x

m f
− +

= = = = + . 
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1. MAXIMUM MINIMORUM na funkcijata  
1

1 1
| | | |

( ) ...
nx x x x

f x
− −

= + +  

 
Neka 1 2, ,..., (0,1)nx x x ∈  i 

1 20 ... 1nx x x< < < < < .    (1) 
Da ja razgledame funkcijata 
 

1 2

1 1 1
1| | | | | |

( ) ... , [0,1]\{ ,..., }
n

nx x x x x x
f x x x x

− − −
= + + + ∈   (2) 

i neka m  e apsolutniot minimum na funkcijata (2), t.e. 1( ,..., )nm m x x= , a nm  

e maksimumot na funkcijata 1( ,..., )nm m x x= , t.e. nm  e MAXIMUM MINI-

MORUM za funkcijata ( )f x . 
 

Lema 1. Potreben uslov za maksimalnost na apsolutniot minimum 
na funkcijata ( )f x  e da site lokalni minimumi na ( )f x  se ednakvi me|u 

sebe. 
 

Dokaz. Neka site lokalni minimumi na ( )f x  ne se ednakvi me|u 
sebe. Da go razgledame najgolemiot lokalen minimum na ( )f x , ili eden od 

najgolemite lokalni minimumi ako gi ima pove}e. 
 

Ako najgolemiot lokalen minimum se dostignuva vo edna od to~kite 
0 ili 1, toga{ ja pomestuvame asimptotata 1x x=  ili nx x=  vo sprotiven 
pravec od 0 ili 1 i pritoa apsolutniot minimum na funkcijata (2) se 
zgolemuva, {to zna~i deka toj ne bil maksimalen. 
 

Ako najgolemiot lokalen minimum ne se dostignuva na kraevite na 
intervalot [0,1] , toga{ toj se nao|a me|u asimptotite kx x=  i 1kx x += , za 

nekoe 1, 2,..., 1k n= − . Gi oddale~uvame asimptotite kx x=  i 1kx x +=  za nekoj 
dovolno mal broj 0ε >  taka {to najgolemiot lokalen minimum ostanuva 
pogolem od apsolutniot minimum na ( )f x . Pri ova pridvi`uvawe najgole-
miot lokalen minimum se namaluva, a site ostanati lokalni minimumi se 
zgolemuvaat. Spored toa, apsolutniot minimum na funkcijata (2) ne bil 
maksimalen. ♦ 
 

Zabele{ka 1. Mo`e da se doka`e deka uslovot od lema 1 e i dovolen 
za da apsolutniot minimum na ( )f x  bide maksimalen. Pri dokazot na ova 

tvrdewe povtorno se koristi metodot za pridvi`uvawe na asimptotite.  
So 1* *( ,..., )nm m x x=  da go ozna~ime najgolemiot od site lokalni 

minimumi na funkcijata ( )f x , a so *
nm  minimumot na funkcijata 

1* *( ,..., )nm m x x= , t.e. *
nm  e MINIMUM MAXIMORUM na ( )f x . ]e doka`eme 

deka postoi to~ka * * *
1 2* ( , ,..., )nx x x x=  vo oblasta (1) vo koja najgolemiot loka-

len minimum na ( )f x  dostignuva minimum. 
Navistina, najgolemiot lokalen minimum na ( )f x  zavisi od izborot 

na asimptotite 1 1 2,..., , 0 ... 1n nx x x x x x x= = < < < < <  i e neprekinata funkcija 

*( )m x  od to~kite 1 2( , ,..., )nx x x x=  vo oblasta (1). So pridvi`uvawe na x  kon 
granicata na oblasta (1), *( )m x  te`i kon beskone~nost, pa zatoa najgolemiot 
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lokalen minimum na ( )f x  dostignuva minimum *
nm  vo nekoja vnatre{na to~ka 

* * *
1 2* ( , ,..., )nx x x x= . 

 

Lema 2. Potreben uslov za minimalnost na najgolemiot lokalen 
minimum na funkcijata ( )f x  e da site lokalni minimumi na ( )f x  se ednak-
vi me|u sebe. 

Dokaz. Da pretpostavime deka site lokalni minimumi na ( )f x  ne se 
ednakvi me|u sebe. Da go razgledame najmaliot (ili eden od najmalite) lo-
kalen minimum na ( )f x . 
 

Ako najmaliot lokalen minimum na ( )f x  se dostignuva na kraevite 

od intervalot [0,1] , toga{ kon nego ja dobli`uvame najbliskata asimptota 

1x x=  ili nx x=  i pritoa najgolemiot lokalen minimum na ( )f x  se namaluva, 
{to zna~i deka toj ne bil minimalen. 
 

 

Ako najmaliot lokalen minimum ne se dostignuva na kraevite na 
intervalot [0,1] , toga{ toj se nao|a me|u asimptotite kx x=  i 1kx x += , za 

nekoe 1, 2,..., 1k n= − . Gi pribli`uvame asimptotite kx x=  i 1kx x +=  za nekoj 
dovolno mal broj 0ε > , no taka {to najmaliot lokalen minimum ostanuva 
pomal od najgolemiot lokalen minimum na ( )f x . Pri ova pribli`uvawe 
najmaliot lokalen minimum se zgolemuva, a site ostanati lokalni mi-
nimumi se namaluvaat. Spored toa, najgolemiot lokalen minimum na funk-
cijata ( )f x  ne bil minimalen. ♦  
 

 

Zabele{ka 2. Mo`e da se doka`e deka uslovot od lema 2 e i dovolen za 
da najgolemiot lokalen minimum na ( )f x  bide minimalen. Pri dokazot na ova 
tvrdewe povtorno se koristi metodot na pridvi`uvawe na asimptotite.  
 

 

Lema 3. Pri prethodno vovedenite oznaki va`i *
n nm m≤ . 

 

Dokaz. Neka * *
1* ( ,..., )nx x x=  e to~ka od oblasta (1) vo koja najgolemiot 

lokalen minimum dostignuva minimum. Spored lema 2 site lokalni mini-
mumi na ( )f x  se ednakvi, pa zatoa * *

1( ,..., )n nm x x m= . Od druga strana, za sekoj 

1( ,..., )nx x x=  od oblasta (1) va`i 1( ,..., )n nm x x m≤ , pa zatoa poslednoto neraven-

stvo va`i i za * *
1* ( ,..., )nx x x= , odnosno * * *

1( ,..., )n nm x x m≤ , t.e. *
n nm m≤ . ♦ 

 

 

Lema 4. Pri prethodno vovedenite oznaki va`i *
n nm m= . 

 

Dokaz. Neka * * *
1 2* ( , ,..., )nx x x x=  e to~ka od oblasta (1) vo koja najgo-

lemiot lokalen minimum dostignuva minimum. Spored lema 2 imame 
* * *
1( ,..., )n nm x x m= . Od druga strana spored zabele{ka 1 ednakvosta na lokal-

nite minimumi e dovolen uslov za da apsolutniot minimum na ( )f x  bide 

maksimalen i kako vo to~kata * * *
1 2* ( , ,..., )nx x x x=  site lokalni minimumi se 

ednakvi, dobivame deka vo ovaa to~ka najmaliot lokalen minimum na ( )f x  e 

maksimalen, t.e. * *
1( ,..., )n nm x x m= . Zna~i, *

n nm m= . ♦ 
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Na krajot od ovoj del }e ja doka`eme slednata teorema koja ni ovoz-
mo`uva efektivno da go ocenime nm . 
 

Teorema 1. Pri proizvolen raspored na asimptotite  
 

1 1 2,..., , 0 ... 1n nx x x x x x x= = < < < < < , 
 

najgolemiot lokalen minimum na ( )f x  e pogolem ili ednakov na nm , MAXI-

MUM MINIMORUM na ( )f x .  
 

Dokaz. Neka 1( ,..., )nx x x=  e proizvolna to~ka od oblasta (1) i neka 

*m  e najgolemiot lokalen minimum na ( )f x . Bidej}i za sekoj 1( ,..., )nx x x=  od 

oblasta (1) va`i *
1*( ,..., )n nm x x m≥ , a od lema 4 imame *

n nm m= , dobivame 

* nm m≥ . ♦  

 
 

2. Teorema za minimaks 
 

Vo ovoj del }e ja izlo`ime teoremata so koja se dava ocenka za MA-

XIMUM MINIMORUM - ot na funkcijata 
 

1

1 1
1| | | |

( ) ... , [ 1,1]\{ ,..., }, 1
k k

n
k nx x x x

E x x x x k
− −

= + + ∈ − ≥   (3) 
 

so vertikalni asimptoti 1 1,..., , 1 ... 1n nx x x x x x= = − < < < < . 
 

Teorema za minimaks. Gi fiksirame k  i n  i ozna~uvame so ,k nm  

MAXIMUM MINIMORUM - maksimalen od minimumite na funkcijata ( )kE x  

na 1[ 1,1]\{ ,..., }nx x−  po bilo koja polo`ba na asimptotite  
 

1 1,..., , 1 ... 1n nx x x x x x= = − < < < < . 
 

Toga{,  
 

1) postoi idealna polo`ba na asimptotite pri koja minimumot na 
( )kE x  na 1[ 1,1]\{ ,..., }nx x−  e ednakov na ,k nm ; 

 

2) takvata idealna polo`ba na asimptotite e edinstvena; 
 

3) polo`bata na asimptotite e idealna ako i samo ako site lokalni 
minimumi na ( )kE x  na 1[ 1,1]\{ ,..., }nx x−  se ednakvi me|u sebe; 
 

4) pri proizvolna polo`ba na asimptotite najgolemiot lokalen 
minimum na ( )kE x  na 1[ 1,1]\{ ,..., }nx x−  e pogolem ili ednakov na ,k nm . 
 

Za da ja doka`eme teoremata za minimaks mo`e da se iskoristi 
na~inot na razmisluvawe kako vo paragraf 1 za funkcijata ( )f x  (formula 

(2)), koja e dobiena od ( )kE x  za 1k =  i e definirana na 1[0,1]\{ ,..., }nx x . 
Edinstven problem mo`e da pretstavuva tvrdeweto 2) odnosno edinstve-
nosta na idealnata polo`ba. ]e ja doka`eme negovata to~nost, no povtorno 
za funkcijata ( )f x  (formula (2)). 
 

Neka 1( ,..., )nx x x=  i 1( ,..., )nx x x=  se dve razli~ni to~ki od oblasta 

10 ... 1nx x< < < < , i neka  
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0 1( , ,..., )nm m m m=  i 0 1( , ,..., )nm m m m=  
 

se soodvetno po koordinati od levo na desno lokalnite minimumi na ( )f x . 
 

 

Lema 1. Ako x  i x  se razli~ni to~ki, toga{  m m≠  za  
a) za 1n = ;   b) za 2n = . 

 

 

Dokaz. a) Od x x≠  imame deka 11x x≠ , pa mo`e da zememe deka 11x x< . 

To~no e i toa deka so rastewe na 1x , 0m  opa|a, a 1m  raste. Zna~i od 11x x<  

imame deka 00m m> , a 11m m< , pa zatoa 0 10 1( , ) ( , )m m m m≠ , t.e. m m≠ . 
 

b) Ako 11m m= , toga{ 2 12 1x x x x− = −  (t.e. rastojanieto me|u 

asimptotite pri dvete polo`bi x  i x  e ednakvo), pa so rastewe na 1x , 0m  

opa|a, a 2m  raste. Zna~i povtorno m m≠ . ♦ 
 

Zada~a 1. Da gi fiksirame site 1,..., nx x  osven eden, na primer kx . 

Kako se menuvaat koordinatite jm  na to~kata m  pri zgolemuvawe na kx ? 
 

 

Re{enie. Site ,jm j k<  se namaluvaat, a site ,jm j k≥  se zgole-

muvaat. ♦ 
 

 

Zada~a 2. Da gi fiksirame site 1,..., nx x  osven dve sosedni, na primer 

kx  i 1, 1 1kx k n+ ≤ ≤ − . [to se slu~uva so koordinatite jm  na m , ako kx  i 1kx +  

se pridvi`uvaat za isto rastojanie 0r ≠  vo sprotivni nasoki t.e. kx  

preminuva vo kx r+ , a 1kx +  preminuva vo 1kx r+ − ? 
 

 

Re{enie. Za 0r > , kx  i 1kx +  se dobli`uvaat, pa site ,jm j k≠  se 

namaluvaat, a km  se zgolemuva. Za 0r < , se slu~uva obratnoto, t.e. kx  i 1kx +  

se oddale~uvaat, pa site ,jm j k≠  se zgolemuvaat, a km  se namaluva. ♦ 
 

Zabele{ka. Kako vo prethodnite, taka i vo natamo{nite razgledu-
vawa pri pridvi`uvaweto na kx  i 1kx +  redosledot na asimptotite ne smee 
da se menuva, pa zatoa treba r  da go izbereme taka {to | |r  e dovolno mala 
veli~ina. 
 

Neka 1( ,..., )nx x x=  e to~ka od oblasta 10 ... 1nx x< < < < . Definirame 
 

1 2 1 3 2 1( ) min{ , , ,..., ,1 }n n nr x x x x x x x x x−= − − − − .  (4) 
 

Izbirame broevi 1 2, ,..., nr r r , ne site ednakvi na nula i takvi {to  
( )

4
| |

r x
kr < , za site ,1k k n≤ ≤ .    (5) 

Od to~kata x  so slednite n  operacii ja nao|ame to~ka x :  
 

1) 1x   preminuva vo 1 1 1x x r= + , a 2x  vo *
2 2 1x x r= − , 

2) *
2x  preminuva vo *

2 2 2x x r= + , a 3x  vo *
3 3 2x x r= − , 

3) *
3x  preminuva vo *

3 3 3x x r= + , a 4x  vo *
4 4 3x x r= − , 

..........................................................................................    (6) 
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n -1) *
1nx −  preminuva vo *

1 1 1n n nx x r− − −= + , a nx  vo  *
1n n nx x r −= − , 

n ) *
nx  preminuva vo *

n n nx x r= + . 
 

Lema 2. Ako za broevite 1 2, ,..., nr r r  va`i neravenstvoto (5), toga{ 
posle sekoja od n -te operacii od (6), novodobienite asimptoti ne izleguva-
at od oblasta 10 ... 1nx x< < < < .  
 

Dokaz. Sekoja asimptota se menuva ne pove}e od dva pati (na primer 
, 2 1kx k n≤ ≤ −  prvo preminala vo *

kx , a potoa vo kx ), pri {to vo sekoj ~ekor 

istata se pomestuva za pomalku od 
4
r  kade {to r  e minimalnoto rastojanie 

1| |j jx x− − , 0 1 10 ... 1n nx x x x += < < < < = , 1 1j n≤ ≤ + . Zatoa, posle sekoja operacija 

asimptotite ne izleguvaat od oblasta 10 ... 1nx x< < < < . ♦ 
 

Vo slednite tri lemi i zada~a 3 }e pretpostavime deka broevite 

1 2, ,..., nr r r  go zadovoluvaat neravenstvoto (5).  
 

 

Lema 3. Ako broevite 1 2, ,..., nr r r  se nenegativni pri {to ne site se 

ednakvi na nula, toga{ za to~kite m  i m  soodvetni na x  i x  va`i nera-
venstvo 00m m> . 
 

Dokaz. Vo sekoj od prvite 1n−  ~ekori od (6) se povtoruva postapkata 
od zada~a 2 pri {to od 0,1 1kr k n≥ ≤ ≤ −  sleduva deka 0m  postojano se namaluva 

ili ostanuva nepromenet (ako 0kr = ). Sega od zada~a 1 sleduva deka vo n -ot 

~ekor 0m  povtorno se namaluva ili ostanuva nepromenet (ako 0nr = ). 

Me|utoa, bidej}i barem eden od broevite 1 2, ,..., nr r r  ne e ednakov na nula 

dobivame deka va`i strogo neravenstvo t.e. 00m m> . ♦ 
 

 

Lema 4. Ako broevite 1 2, ,..., nr r r  se negativni i ednakvi me|u sebe, 

toga{ za soodvetnite lokalni minimumi pri rasporedite x  i x  va`at 
strogite neravenstva 00m m<  i jjm m>  za sekoj ,1j j n≤ ≤ . 
 

Dokaz. Bidej}i 1 2, ,..., nr r r  se ednakvi me|u sebe, pri premin na x  vo x  

se menuva samo prvata koordinata {to zna~i deka va`i 1 1 1x x r= + , i 

, 2k kx x k n= ≤ ≤ . Od 1 0r <  sleduva 1 1x x< , pa spored zada~a 1 dobivame deka 

0 0m m> , a j jm m<  za sekoj ,1j j n≤ ≤ . ♦ 
 

 

Lema 5.  Neka brojot 0r  go dodademe kon broevite 1 2, ,..., nr r r . Ako 

me|u broevite 0 1 20, , ,..., nr r r r=  brojot jr  e najmal, toga{ jjm m> .  
 

Dokaz. Ako 0j = , toga{ broevite 1 2, ,..., nr r r  se nenegativni, pa 
tvrdeweto sleduva od lema 3.  
 

Neka 0j > . Spored toa 0jr < . So pomo{ na n - te operacii od (6), ja 

doveduvame to~kata x  vo me|uto~ka *x  pri {to 1 2, ,..., nr r r  gi zemame da se 



Избрани содржини од елементарна математика 

 34 

site negativni i ednakvi na jr . Spored lema 4 imame deka 
*
jjm m> . Sega so 

n -te operacii od (6) *x  ja transformirame vo x , pri {to operirame so 
nenegativni broevi ,1k jr r k n− ≤ ≤ . Spored zada~a 2 vo sekoj k  - ti ~ekor 

k j≠ , 
*
jm  se namaluva dodeka pak vo j -tiot ~ekor nemame pomestuvawe na 

asimptotite, pa 
*
jm  ne se menuva. Zna~i, 

*
j jm m≥ , od {to sleduva deka 

jjm m> . ♦ 
 

 

Zada~a 3. Da se izrazat broevite 1 2, ,..., nr r r , so pomo{ na koordina-

tite jx  i jx  na to~kite x  i x ? 
 

Re{enie. Pod pretpostavka da broevite 1 2, ,..., nr r r  go zadovoluvaat 
neravenstvoto (5), dovolno e da gi zememe 
 

1 21 2( ) ( ) ... ( ),1kk kr x x x x x x k n= − + − + + − ≤ ≤  
 

Poslednoto ravenstvo neposredno sleduva od ravenstvoto (6). ♦ 
 

 

Lema 6. Za proizvolni to~ki x  i x  od oblasta 10 ... 1nx x< < < < , x x≠ , 
mo`e da se najde takov N  i to~ki 
 

0 1 2, , ,..., Nx x x x x x= =  

od oblasta 10 ... 1nx x< < < <   takvi {to za sekoj ,1k k N≤ ≤ , to~kata kx , so 

pomo{ na n -te operacii od (6), e dobiena od to~kata 1kx − , pri {to se 

koristat edni i isti broevi 1 2, ,..., nr r r  i bez da se izleguva nadvor od oblasta 

10 ... 1nx x< < < < . 
 

Dokaz. Neka 1
4
min{ ( ), ( )}r x r xρ =  kade  ( )r x  i ( )r x  se definirani so (4). 

Neka 1 2, ,..., nr r r  se broevite od re{enieto na zada~a 3 i neka prirodniot broj 

N  e takov {to 0 ,1
jr

j N
r j n= ≤ ≤  se po apsolutna vrednsot pomali od  ρ . Gi 

povrzuvame x  i x  so to~kite 
 

1 21 1 2 2( ) ( ( ), ( ),..., ( )), 0 1nn nx t x t x x x t x x x t x x t= + − + − + − ≤ ≤ , 

i ozna~uvame so ( ), 0,1,...,k
k N

x x k N= =  (kade 0x x=  i Nx x= ). 
 

Za priozvolna to~ka ( ),0 1x t t≤ ≤  va`i ( ( )) min{ ( ), ( )}r x t r x r x≥ . 
 

Zna~i 10
4

| | ( )j kr r xρ< <  za sekoi j  i k  (1 ,1j n k N≤ ≤ ≤ ≤ ). 
 

Sega, od zada~a 3 sleduva deka so n - te operacii od (6) i broevite 
0 0 0

1 2, ,..., nr r r , to~kata 1kx −  preminuva vo to~kata kx  (1 k N≤ ≤ ). Pritoa, od lema 

2 sleduva deka ovie to~ki ne se nadvor od oblasta 10 ... 1nx x< < < < . ♦ 
 

Lema 7. Ako x  i x  se to~ki od oblasta 10 ... 1nx x< < < < , x x≠ , toga{  

jjm m>  za nekoe , 0j j n≤ ≤ . 
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Dokaz. Spored lema 6 gi nao|ame broevite 0 0 0
1 2, ,..., nr r r  so koi i so 

operaciite dadeni vo (6) x  preminuva vo x  preku 1N −  me|uto~ka. Ako go 
na broevite 0 0 0

1 2, ,..., nr r r  go dodademe brojot 0
0 0r =  i so 0

jr  go ozna~ime 

najmaliot me|u broevite 0 0 0 0
0 1 2, , ,..., nr r r r , toga{ pri sekoj premin na kx  vo 

1kx + , 0 1k N≤ ≤ − , jm  se namaluva t.e. 1, 0 1k k
j jm m k N+> ≤ ≤ −  (lema 5). Zna~i, za 

po~etnoto jm  i krajnoto jm  imame deka jjm m> . ♦ 
 

 

Lema 8. Ako x  i x  se to~ki od oblasta 10 ... 1nx x< < < < , x x≠ , toga{  

11 j jj jm m m m −−− > −  za nekoj , 0j j n≤ ≤ . 
 

Dokaz. Od toa {to x x≠ , sleduva deka postoi ,1k k n≤ ≤  takov {to 

kkx x≠ . Bez ograni~uvawe na op{tosta mo`eme da zememe deka kkx x> . Neka 

j  e indeksot za koj razlikata jj jx x− = ∆  e maksimalna (ili j  e najmaliot 

od takvite indeksi, ako j∆  prima maksimalna vrednost pri nekolku 

indeksi j ), i da doka`eme deka 11 j jj jm m m m −−− > − . 
 

Da gi pomestime site asimptoti kx x=  za j∆  vo levo, so {to kx  

preminuva vo k k jx x= −∆� . Pri toa lokalnite minimumi km  ne se menuvaat; 

j -ta asimptota se poklopuva so jx x= , a za kraevite od intervalot 0 0x =  i 

1 1nx + =  i za site asimptoti ispolneti se neravenstvata , 0 1kkx x k n≤ ≤ ≤ +� . 
 

Sega da gi pomestime site kx�  vo kx . Toga{ se menuva i razlikata 

1j jm m −− . Da doka`eme deka za sekoj k  za koj kkx x<� , so pridvi`uvawe na kx�  

vo kx  se namaluva razlikata 1j jm m −− .  
 

Za 1 k j≤ < , spored zada~a 1 i dvata broja ( jm  i 1jm − ) se zgolemuvaat, 

no 1jm −  bidej}i e poblisku do asimptotata {to se pridvi`uva, se zgolemuva 

pove}e od jm , pa razlikata 1j jm m −−  se namaluva. 
 

Za j k n< ≤ , spored zada~a 1 i dvata broja ( jm  i 1jm − ) se namaluvaat, 

no jm  bidej}i e poblisko do asimptotata {to se pridvi`uva, se namaluva 

pove}e od 1jm − , pa razlikata 1j jm m −−  se namaluva. 
 

Ostanuva da se razgleda slu~ajot koga site kkx x≡�  (1 k n≤ ≤ ). Vo toj 
slu~aj od definicijata na j  sleduva deka 1j = , pa pri pridvi`uvawe na 

0 1x = −∆�  vo 0 0x = , vrednosta na 1m  ne se menuva, a 0m  se zgolemuva {to zna~i 

deka razlikata 1 0m m−  se namaluva. 
 

Zna~i, 11 j jj jm m m m −−− > − , {to treba{e i da se doka`e. ♦ 
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Kone~no, mo`e da premineme na potvrduvawe na to~nosta na tvr-
deweto 2) vo teoremata za minimaks. 
 

Da pretpostavime deka postojat dve razli~ni idealni polo`bi na 
asimptotite, t.e. postojat dve razli~ni to~ki x  i x  vo koi spored tvrdewe-
to 3) site lokalni minimumi na ( )f x  se ednakvi me|u sebe, t.e. 0 ... nm m= =  i 

0 ... nm m= = . Ako , 0jjm m j n= ≤ ≤ , toga{ toa protivre~i na lema 7. Ako pak 

, 0jjm m j n≠ ≤ ≤ , toga{ bidej}i  
 

11 0, 0,1j jj jm m m m j n−−− = − = ≤ ≤  
 
 

 (od ednakvost na koordinatite na m  i m  soodvetno), dobivame protivre~nost 
na lema 8.  
 

Od dobienite protivre~nosti sleduva deka idealnata polo`ba na 
asimptotite mora da e edinstvena. ♦ 
 

 

Na krajot na ovoj del }e prezentirame edna neposredna posledica na 
prethodnite razgleduvawa.  
 

 

Lema 9. Ako 1( ,..., )mn m m=  i 1( ,..., )mn m m=  se dobieni od m  i m  so 

otstranuvawe na nultata koordinata, toga{ n  i n  ne mo`e da se ednakvi, 
ako x  i x  se razli~ni. 
 

Dokaz. Neka x x≠ . Spored lema 7 imame deka postoi , 0j j n≤ ≤  takov 

{to e ispolneto neravenstvoto jjm m> . Ako sega gi smenime mestata na x  i 

x , toga{ povtorno od lema 7 sleduva deka za nekoj , 0k k n≤ ≤  ispolneto e 

neravenstvoto kkm m< . Da zabele`ime deka k j≠ . Spored principot na 
Dirihle, barem eden od j  i k  se nao|a me|u 1 i n . Zna~i za nekoe ,1i i n≤ ≤ , 

broevite im  i im  ne se ednakvi t.e. n n≠ . ♦ 
 
 

3. Posledici od teoremata za minimaks 
 

Teoremata za minimaks so sebe vle~e mnogu ubavi posledici. Da 
razgledame nekoi od niv re{avaj}i gi slednive zada~i. 
 

 

Zada~a 1. Doka`ete deka ,k nm  - MAXIMUM MINIMORUM na funkci-

jata ( )kE x  raste (formula (3)), koga n  raste. 
 

Re{enie. Pri nekoja polo`ba na 1n+ -ta asimptota, minimumot na 
( )kE x  na 1[ 1,1]\{ ,..., }nx x−  e ednakov na , 1k nm +  i spored lema 1 od paragraf 1, 

site lokalni minimumi se ednakvi me|u sebe. Da otstranime edna asimpto-
ta. Toga{ site lokalni minimumi }e se namalat. Zna~i i *m  - najgolemiot 
od novodobienite lokalni minimumi }e bide pomal od , 1k nm + . No, od teore-

mata za minimaks (tvrdewe 4)), imame deka ,* k nm m≥ . Pa taka , 1 ,k n k nm m+ > , t.e. 

,k nm  raste koga raste n . ♦ 
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Zada~a 2. a) Doka`ete deka za 1k >  postojat nekoi broevi 0 c C< <  
t.{ va`i ,

k k
k ncn m Cn≤ ≤ . 

 

b) Doka`ete deka za nekoi pozitivni broevi c  i C  va`i 
 

 

1,ln lnncn n m Cn n≤ ≤ . 
 

Re{enie. Neka 1k ≥ , za 2n p=  da gi pomestime asimptotite vo 

to~kite (2 1),1j j p± − ≤ ≤  i da ja razgledame funkcijata ( )kE x  na 
[ , ]\{ (2 1) |1 }n n j j p− ± − ≤ ≤ . Da ozna~ime so 
 

1 1 11
, 3 5 (2 1)

1 ...
k k kk p p

S
−

= + + + + , 

1 1 11
, 3 5 (2 1)

1 ...
k k kk n n

S
−

= + + + + . 
 

Pri taa polo`ba na asimptotite imame deka 1
,(0) 2k k pE S=  e najgole-

miot lokalen minimum na ( )kE x  na [ , ]\{ (2 1) |1 }n n j j p− ± − ≤ ≤  i 
1 1

, ,2( )k k n k pE n S S= =  - minimumot na ( )kE x  na [ , ]\{ (2 1) |1 }n n j j p− ± − ≤ ≤ . 
 

So preslikuvaweto :[ , ] [ 1,1]t n n− → − , ( )
n

t αα = , site rastojanija se delat 

so n , od {to sleduva deka vrednosta na ( )kE x  se mno`i so kn  t.e. dobivame 

deka 1
,(0) 2 k

k k pE S n=  e najgolemiot lokalen minimum na ( )kE x  na 

1[ 1,1]\{ ,..., }nx x−  i 1 1
, ,2(1) k k

k k n k pE S n S n= =  - minimumot na ( )kE x  na mno`estvoto 

1[ 1,1]\{ ,..., }nx x− . 
 

Od teoremata za minimaks (tvrdewe 4)) i definicija na ,k nm  e 

MAXIMUM MINIMORUM na ( )kE x  na 1[ 1,1]\{ ,..., }nx x−  imame deka 
 

1 1
,, ,2k k

k nk n k pS n m S n≤ ≤ ,  

i  
,1 1

, ,2
k n

k

m

k n k pn
S S≤ ≤ . 

a) Za 1k > , ako zememe 1c =  i 12 kC S=  kade 1
kS  e zbirot na redot 

 

1 1 1

3 5 (2 1)
1 ... ...

k k kN−
+ + + + +  

i ako se iskoristi deka 1
,1 k nS≤  i 1 1

,k p kS S≤  dobivame deka 
 

,1 1 1
, ,1 2 2

k n

k

m

k n k p kn
S S S≤ ≤ ≤ ≤ ,   ,

k k
k ncn m Cn≤ ≤ . 

b) Neka sega 1k = . Redot  1 1 1
3 5 (2 1)

1 ... ...
N−

+ + + + +  divergira, no pritoa za 

n  - tata parcijalna suma va`i neravenstvoto 
 

ln 1 lnnn S n< < +     (7) 
kade  

1 1 1
2 3

1 ...n n
S = + + + + . 
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Za da go doka`eme neravenstvoto (7) }e ja razgledame plo{tinata na 
pod grafikot na funkcijata 1 ,1

x
x n≤ ≤ . Imeno, ovaa plo{tina iznesuva  

1
1

1

ln | ln ln1 ln
n

n
x

P dx x n n= = = − =∫  

Od druga strana, za plo{tinata P  imame  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

1 1 1
2 3 1

1 ...
n

P
−

< + + + +  i 1 1 1
2 3

...
n

P > + + + , 

t.e. 1n nP S S−< <  i 1 nP S+ > , t.e. ln nn S<  i 1 ln nn S+ > , so {to go doka`avme 
neravenstvoto (7). 
 

Za 1k =  imame deka 1,1 1
1, 1,2

nm

n pn
S S≤ ≤ . 

 

Od 1 0
1, 1,n p pS S S= +  kade 1 1 10

1, 2 4 2
...p p

S = + + +  i od 1 0
1, 1,n nS S>  sleduva  

 

1, 1 1 1 1 11 0
1, 1, 2 2 2 2

(1 ... ) ln
nm

nn nn n
S S S n≥ > = + + + = > , 

t.e.  
1

1, 2
lnnm n n≥ , 

pa mo`e da se zeme 1
2

c = . 
 

Potoa od 
 

1 1 1 1 1 11 0
1, 1,3 2 1 2 3 2 1 2

1 ... 1 ... 1p pp p p
S S

− −
= + + + ≤ + + + + + = + , 

dobivame 
 

1, 1 1 1 0 1
1, 1, 1, 1, 1,2 1

nm

p p p p pn
S S S S S≤ = + ≤ + + 1 1 1 ln 2 lnnS n n= + < + + = + , 

t.e.  1, 2
ln ln

1
nm

n n n
< + . 

 

Ako zememe n →∞ , toga{ nizata 1,

ln
{ }

nm

n n
 e ograni~ena t.e. postoi 0C >  

takov {to  1,

ln

nm

n n
C< , odnosno  1, lnnm Cn n< . ♦ 

 

 

Zada~a 3. a) Za 1k >  doka`ete deka koga n  te`i kon beskone~nost, 

koli~nikot  ,k n

k

m

n
 te`i kon 

1
1

2
(2 )

k kS
−

−  kade  kS  e zbirot na redot 

1 

1 2 3 4 

 

n  1−n  0 x  

y  

Crte` 2 
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1 1 1

2 3
1 ... ...

k k kN
+ + + + + , 

 

ili kon 12 kS  kade 1
kS  e zbirot na redot  

 

1 1 1

3 5 (2 1)
1 ... ...

k k kN−
+ + + + + . 

 

b) Doka`ete deka koga n  te`i kon beskone~nost, toga{ koli~nikot 
1,

ln

nm

n n
 te`i kon 1.  

 

Re{enie. Odnosite ,k n

k

m

n
 i 1,

ln

nm

n n
 vo zada~a 2 bea oceneti od gore so 

broevite 12 kS  i 2
ln

1
n

+  soodvetno, od koi posledniot te`i kon 1, koga n  te`i 

kon beskone~nost. Ostanuva u{te da se poka`e deka za ovie koli~nici va`i 
istata ocena i od dolu. 
 

Neka q  e proizvolen priroden broj i da go pretstavime n  vo obli-
kot 

( 2) , 0 2n q p r r q= + + ≤ < + . 
 

Go delime intervalot [ 1,1]−  na q  ednakvi delovi. Vo 2q−  dela koi 
le`at vo vnatre{nosta na intervalot [ 1,1]−  smestuvame po p  na ednakvo 
rastojanie to~ki, a vo dva dela koi se po kraevite na [ 1,1]− , po 2p  ednakvo 
oddale~eni to~ki (zna~i vkupno ( 2)q p+  to~ki). 

Da gi ocenime od dolu lokalnite minimumi na ( )kE x  so asimptoti 
vo izbranite to~ki. Lokalnite minimumi vo dvata krajni dela se pogolemi 
od 1

,2(2 )k
k pqp S , a vnatre{nite lokalni minimumi pogolemi od 1

,2( )k
k pqp S . 

Zatoa, 
1

, ,2( )k
k n k pm qp S>  

i 
 

1
,,

2( )
1

,(( 2)( 1))
2

k
k pk n

k k

qp Sm

k pn q p
S

+ +
> = Λ . 

 

Bidej}i mno`itelot ( )

(( 2)( 1))

k

k

qp

q p+ +
Λ =  te`i kon 

( 2)

k

k

q

q+
, koga n →∞ , a q  e 

proizvolen broj, zna~i za 1k >  e doka`ano. 
Za 1k =  }e go iskoristime toa deka 1

21,2 ln2ppS S p> > , pa 

1
1,1,

2 (ln2 )

ln ln ln

pn
Sm p

n n n n

Λ Λ
> > . 

 

Od ( 2) ( 2)( 1)n q p r q p= + + < + +  imame deka 
 

ln ln( 2) ln( 1)n q p< + + + . 
 

Pa, pri n →∞ , odnosot (ln2 )

ln 2

p q

n q

Λ

+
→ , a bidej}i q  e proizvolen broj se 

dobiva 1,

ln
1

nm

n n
→ . ♦ 
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Ponatamu vo tekstot }e bide izlo`en algoritamot za doa|awe do 
idealnata polo`ba na asimptotite. 
 

Zabele{ka. Algoritamot }e va`i za proizvolni funkcii od vidot  
 

1 1(| |) ... (| |), [ 1,1]\{ ,..., }n nf x x f x x x x x− + + − ∈ −  
 

kade funkcijata ( )f x  opa|a na polupravata 0x > , ( )f x  i '( )f x−  se konveksni 
i '( )f x → −∞ , koga 0x → . 
 

Pred da go prezentirame algoritamot }e go razgledame slu~ajot na 
simetri~no postaveni asimptoti vo odnos na nulata. Numeriraweto }e bide 
izvedeno taka {to parovite simetri~ni asimptoti i parovite simetri~ni 
lokalni minimumi }e bidat numerirani od sredinata kon kraevite na 
intervalot so indeksi 1j ≥ , a centralnata asimptota ili centralniot 
lokalen minimum (vo zavisnost od parnosta na n ) so indeksot 0. 
 

Definicija. Velime deka lokalnite minimumi jm  obrazuvaat "rid" 

ako posledovatelno jm  ne rastat (crte` 3). 
 

Lema 1. Ako asimptotite na intervalot [ 1,1]−  se ramnomerno raspo-
redeni, toga{ lokalnite minimumi obrazuvaat "rid".  

Dokaz. Neka ( )f x  opa|a na polupravata 0x >  i '( )f x → −∞ , koga 

0x → . Ja razgleduvame funkcijata 1( ), [ 1,1]\{ ,..., }nF x x x x∈ − ± ±  ednakva na  
 

1 1(| |) (| |) ... (| |) (| |)n nf x x f x x f x x f x x+ + − + + + + − , 
 

ako brojot na asimptoti e paren, i ednakva na 
 

1 1(| |) (| |) (| |) ... (| |) (| |)n nf x f x x f x x f x x f x x+ + + − + + + + − , 
 

za 1[ 1,1]\{0, ,..., }nx x x∈ − ± ± ako brojot na asimptoti e neparen. 
 

Neka asimptotite se rasporedeni ramnomerno na [ 1,1]− . Da doka`e-
me deka toga{ lokalnite minimumi obrazuvaat "rid". 
 

 

Neka 0ky ≥  e to~ka na lokalen minimum na ( )F x  vo intervalot [0,1]  

t.e. ( ) , 0k kF y m k= ≥ . Da gi sporedime vrednostite na funkcijata F  vo 

to~kite ky  i , 0ky k n+ ∆ ≤ <  kade ∆  e rastojanieto me|u dve sosedni asimp-

toti ( 2
2 1n+

∆ =  ako brojot na asimptoti e paren i 1
1n+

∆ =  ako brojot na asim-

ptoti e neparen). Koristej}i deka 0 10, ,1k kx x x k n−= = + ∆ ≤ ≤  ako brojot na 

Crte` 3 
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asimptoti e neparen, 1 12
, ,1k kx x x k n∆

−= = + ∆ < ≤  ako brojot na asimptoti e 

paren i ( )f x  e opa|a~ka funkcija, dobivame 
 

( ) ( ) ( ) ( ) 0k k n k k nF y F y f x y f y x− + ∆ = − − + + ∆ > . 
 

 

Vrednosta 1( )kF y +  vo sosednata so ky  to~ka na minimum, ne e pogo-

lema od vrednosta ( )kF y +∆  bidej}i ky +∆  i 1ky +  ne se razdeleni so asimp-
tota. Zna~i, 

1 10 ( ) ( ) ( ) ( ) ,0k k k k k kF y F y F y F y m m k n+ +< − +∆ < − = − ≤ < . 
 

Od monotonost na ( )f x  sledi i toa deka sekoja to~ka ,1ky k n≤ <  se 
nao|a to~no na sredinata na intervalot me|u najbliskite asimptoti. Zatoa 
to~kata *

ny  simetri~na na 1ny −  vo odnos na asimptotata nx x=  se nao|a levo 

od to~kata 1ny = . Kako *
1n ny y −= + ∆  imame deka '( )f x , pa 

 

 

*
1 1( ) ( ) (1)n n n nm F y F y F m− −= > > = . 

 

 

Zna~i lokalnite minimumi , 0jm j n≤ ≤  ne rastat so rastewe na j , 

t.e. formiraat "rid". ♦ 
 

 

Zada~a 4. Neka lokalnite minimumi formiraat "rid". Da oddale~i-
me bilo koj par na simetri~no postaveni asimptoti taka {to soodvetnite 
na niv lokalni minimumi da ostanat ednakvi. Doka`ete deka novite lokal-
ni minimumi povtorno obrazuvaat "rid". 
 

Re{enie. Ja opredeluvame funkcijata ( )F x  isto kako vo lema 1, no 
taka {to dodavame dopolnitelni uslovi: ( )f x  da e konveksna, a '( )f x  kon-
kavna na polupravata 0x > . 
 

 

Neka lokalnite minimumi na ( )F x  obrazuvaat "rid". Razdale~uvame 
eden par na simetri~ni asimptoti so proizvolen indeks j  taka {to so-

odvetnite lokalni minimumi jm  ostanuvaat nepromeneti. Pri toa pome-

stuvawe lokalnite minimumi so indeksi i j<  se namaluvaat, a site lokalni 
minimumi so indeksi k j>  se zgolemuvaat, pri {to izmenata e pogolema 
dokolku i  ili k  se poblisku do j . Zna~i, novite lokalni minimumi pov-

torno obrazuvaat "rid". ♦ 
 

 

Algoritam za dobivawe na idealnata polo`ba na asimptotite. Da 
gi rasporedime asimptotite ramnomerno na [ 1,1]− . Go razdale~uvame sekoj 
par na simetri~ni asimptoti kako vo zada~a 4 (sekoj par ne pomalku od N  
pati). Doka`ete deka pri dovolno golemo N , dobieniot raspored na 
asimptotite jx x=  se stremi kon idealniot. 
 

Dokaz. Za sekoj par na simetri~ni asimptoti so indeks j , pri nivno 

pomestuvawe od sredinata kon krajot na intervalot [ 1,1]−  se dobiva niza od 
nivni polo`bi 
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1 2
, ,..., ,...

Nj j jx x x  

koja e monotona (raste~ka) i ograni~ena, pa zatoa istata konvergira kon 
nekoja vrednost 

0j
x . 

 

Zna~i, to~kata 1 2( , ,..., )
N N NN nx x x x=  ako brojot na asimptoti e paren 

ili 1 2(0, , ,..., )
N N NN nx x x x=  ako brojot na asimptoti e neparen, pri N →∞  

konvergira kon to~kata 0x  so koordinati 
0j

x . 

Imeno to~kata 0x  go pretstavuva idealniot raspored na asimptoti-

te, zatoa {to toga{ site lokalni minimumi se ednakvi me|u sebe. ♦ 
 
 
4. Problemot na MAXIMUM MINIMORUM  i  
     polinomite na ^ebi{ev 

 
Vo ovoj del }e go razgledame problemot na MAXIMUM MINIMORUM 

za funkcijata 
 

1

1 1
| | | |

( ) ln ... ln
nx x x x

L x
− −

= + +    (8) 
 

kade 1 21 ... 1nx x x− < < < < <  i 1[ 1,1]\{ ,..., }nx x x∈ − . Pri toa, za re{avawe na ovoj 
problem }e gi koristime polinomite na ^ebi{ev, za koi }e doka`eme 
nekolku svojstva. 
 

Lema 1. Za sekoj 0,1, 2,...n =  funkcijata 
 

( ) cos( arccos )nT x n x=     (9) 
 

e polinom so celobrojni koeficienti. 
 

Dokaz. Za 0n =  imame 0( ) cos0 1T x = = , a za 1n =  va`i  
 

1( ) cos(arccos )T x x x= = . 
 

Od trigonometriskiot identitet 
 

2 2
cos cos 2cos cos

α β α βα β + −
+ = , 

sleduva 
 

cos( 1) cos( 1) 2cos cosn n nα α α α− + + = , 
 

pa zatoa 
 

1 1( ) ( ) cos[( 1)arccos ] cos[( 1)arccos ]n nT x T x n x n x− ++ = − + + =  

            2cos( arccos ) cos(arccos )n x x= 2 ( )nxT x=  
 

{to zna~i 
 

1 1( ) 2 ( ) ( )n n nT x xT x T x+ −= − .   (10) 
 

Sega tvrdeweto sleduva od 0 1( ) 1, ( )T x T x x= = , relacijata (10) i prin-

cipot na matemati~ka indukcija. ♦ 
 

 

Zabele{ka. Od relacijata (10) dobivame  
 
 

2
2( ) 2 1T x x= − , 3

3( ) 4 3T x x x= − , 4 2
4( ) 8 8 1T x x x= − +  itn. 
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Da zabele`ime deka od relacijata (10), principot na matemati~ka indukcija i 
od 0 1( ) 1, ( )T x T x x= =  sleduva deka ( )nT x  e polinom od n  - ti stepen. Da gi 

opredelime nulite i ekstremite na polinomot ( )nT x  na intervalot [ 1,1]− . 
 

Od ( ) 0nT x =  sleduva cos( arccos ) 0n x = , pa zatoa 
 

2
arccos , 0,1, 2,..., 1n x k k nπ π= + = −  

odnosno 
 

2
2

cos , 0,1, 2,..., 1k
n

x k nπ π+= = −  
 

se n  - te nuli na ( )nT x  na intervalot [ 1,1]− . 
 

Bidej}i ( ) cos( arccos )nT x n x=  dobivame deka ekstremite na ( )nT x  na 

[ 1,1]−  gi dobivame vo to~ki za koi ( ) 1nT x = ± . Spored toa 
 

arccos , 0,1, 2,...,n x k k nπ= =  
odnosno 

cos , 0,1, 2,...,k
n

x k nπ= =  
 

se to~kite vo koi ( )nT x  na intervalot [ 1,1]−  prima ekstremni vrednosti. 
 
 

Zada~a 1. Vpi{ete vo kru`nica so dijametar 1 1x− ≤ ≤  pravilen 2n  - 
agolnik postaven kako na crte` 4. Doka`ete deka nulite na polinomot 

( )nT x  se sovpa|aat so proekciite na temiwata na 2n  - agolnikot vrz dija-
metarot, 1n ≥ . 
 

Re{enie. Temiwata na pravilniot 2n  - agolnik vpi{an vo kru`nica 
so radius 1  vo kompleksna ramnina se dadeni so formulata  
 
 

2 2
2 2

cos sin , 0,1, 2,..., 2 1k k
k n n

z i k nπ π= + = − , 
 

 

pri {to edno teme na 2n  - agolnikot se nao|a vo to~kata 0 1z = . Sekoj od 
pravilnite 2n  - agolnici prika`an na crte` 4 se dobiva od ve}e raz-
gledaniot 2n  - agolnik so rotacija za zgol 

2n
π , pa zatoa na negovite temiwa 

soodvetstvuvaat kompleksnite broevi 
 

2 2 2
2 2

cos sin , 0,1,..., 2 1n
i k k

k k n n
u z e i k n

π
π π π π+ += = + = − . 

 

Nivnite proekcii vrz dijametarot ( x  - oskata) se to~kite 

1=n  2=n  3=n  

Crte` 4 
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2
2

cos , 0,1,..., 2 1k
n

k nπ π+ = − , 
 

a toa se nulite na polinomot ( )nT x , pri {to sekoja nula e broena dvapati. ♦ 
 

Zada~a 2. Vpi{ete vo kru`nica so dijametar 1 1x− ≤ ≤  pravilen 2n  - 
agolnik postaven kako na crte` 5. Doka`ete deka to~kite vo koi polino-
mot ( )nT x  ima ekstremi se sovpa|aat so proekciite na temiwata na 2n  - 
agolnikot vrz dijametarot, 1n ≥ . 
 

 

Re{enie. Temiwata na sekoj od pravilnite 2n  - agolnici ( 1n ≥ ) 
prika`ani na crte` 5 se dadeni so formulata 
 
 

2 2
2 2

cos sin , 0,1, 2,..., 2 1k k
k n n

z i k nπ π= + = −  

t.e. so formulata 
 

cos sin , 0,1, 2,..., 2 1k k
k n n

z i k nπ π= + = − . 
 

Nivnite proekcii vrz dijametarot ( x  - oskata) se to~kite 
cos , 0,1, 2,..., 2 1k

n
k nπ = − , 

 

a toa se to~kite vo koi polinomot ( )nT x  ima ekstremi, pri {to 1n−  - te 

to~ki se broeni dvapati. ♦ 
 

 

Lema 2. Neka ( )nT x  e n  - tiot polinom na ^ebi{ev. Ako  
 

 

1
1

2
( ) ( )

nn nt x T x
−

= , 
 

 

toga{ vode~kiot koeficient na ( )nt x  e 1 i 
1

1

2[ 1,1]
max | ( ) |

nn
x

t x
−∈ −

= , 1n ≥ . 
 

Dokaz. Za 1( )T x x=  i 2
2( ) 2 1T x x= −  vode~kite koeficienti se 02  i 

1 2 12 2 −= , soodvetno. Neka pretpostavime deka za 2( )nT x−  i 1( )nT x−  vode~kite 

koeficienti se 32n−  i 22n− . Toga{ od (10) dobivame 
 
 

1 2( ) 2 ( ) ( )n n nT x xT x T x− −= −  
 
 

i kako ( )nT x  e polinom od n  - ti stepen, od prethodnata relacija i od pret-

postavkata sleduva deka koeficientot pred nx  vo ( )nT x  e 2 12 2 2n n− −⋅ = . 

1=n  2=n  3=n  

Crte` 5 
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Sega od principot na matemati~ka indukcija sleduva deka vode~ki-
ot koeficient vo ( )nT x  e 12n− . Od definicijata na ( )nt x  sleduva deka vo-

de~kiot koeficient za ovoj polinom e 
1

1 1

2
2 1

n
n

−
−⋅ = , {to treba{e da se 

doka`e. 
 

Ponatamu, 
 

 

1 1 1
1 1 1

2 2 2[ 1,1] [ 1,1] [ 1,1]
max | ( ) | max | ( ) | max | ( ) |

n n nn n n
x x x

t x T x T x
− − −∈ − ∈ − ∈ −

= = = . ♦ 
 
 

Lema 3. Za sekoj polinom ( )P x  od n  - ti stepen i glaven koeficient 
1  va`i 
 

a) 
1

1

2[ 1,1]
max | ( ) |

nx
P x

−∈ −
≥ , i 

 

b) ako 
1

1

2[ 1,1]
max | ( ) |

nx
P x

−∈ −
= , toga{ ( ) ( )nP x t x≡ . 

 

Dokaz. a) Neka pretpostavime deka postoi polinom ( )P x  od n  - ti 

stepen i vode~ki koeficient 1 takov {to  
 

 

1
1

2[ 1,1]
max | ( ) |

nx
P x

−∈ −
< . 

 

Da ja razgledame razlikata ( ) ( ) ( )nR x t x P x= − . Polinomot ( )R x  e so 
stepen pomal ili ednakov na 1n− . ]e doka`eme deka ( )R x  ima najmalku n  

nuli, od kade }e sleduva deka ( ) 0R x ≡  t.e. ( ) ( )nP x t x≡ .  
 

Grafikot na funkcijata ( ), [ 1,1]ny t x x= ∈ −  se nao|a me|u pravite 

1
1

2n
y

−
= ±  i naizmeni~no gi dopira ovie pravi vo to~kite na maksimum i 

minimum koi se vo intervalot ( 1,1)− , pri {to se formirani n  laci 

1 2, , ..., nd d d . Ponatamu, grafikot na funkcijata ( ), [ 1,1]y P x x= ∈ −  se nao|a 
me|u istite pravi, no ne gi dopira, pa zatoa istiot gi se~e lacite 

1 2, , ..., nd d d . Spored toa graficite na funkciite ( )ny t x=  i ( )y P x=  imaat 
najmalku n  zaedni~ki to~ki, od {to sleduva deka funkcijata ( )y R x=  ima 

najmalku n  nuli od {to sleduva deka ( ) ( )nP x t x≡ , {to e protivre~nost so  
 

1
1

2[ 1,1]
max | ( ) |

nx
P x

−∈ −
< . 

 

Od dobienata protivre~nost sleduva  
 

1
1

2[ 1,1]
max | ( ) |

nx
P x

−∈ −
≤ . 

 

b) Se postapuva analogno kako pod a), samo {to sega ne treba da se 
razgleduva brojot na korenite, tuku zbirot na nivnite kratnosti. ♦ 
 

Lema 4. Minimumot na funkcijata (8) na mno`estvoto  
 

1[ 1,1]\{ ,..., }nx x x∈ −  

dostignuva maksimalna vrednost koga 1,..., nx x  se sovpa|aat so nulite na 

polinomot ( )nT x  i taa vrednost e ( 1)ln2n− . 
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Dokaz. Neka 1,..., nx x  se nulite na ( )nT x . Spored toa, 1,..., nx x  se nuli i 

na ( )nt x  i kako vode~kiot koeficient na ( )nt x  e ednakov na 1 dobivame 

1 2( ) ( )( )...( )n nt x x x x x x x= − − − . 
 

Od poslednoto ravenstvo dobivame 
 
 
 

1 1

1 1 1 1
| | | | | |...| | | ( )|

( ) ln ... ln ln ln
n n nx x x x x x x x t x

L x
− − − −

= + + = = . 
 
 

Od lema 3 sleduva deka minimumot na ( )L x  ima maksimalna vrednost 

koga 1,..., nx x  se sovpa|aat so nulite na ( )nt x  i samo vo toj slu~aj. 
 

Ponatamu, bidej}i ln x  e monotono raste~ka i neprekinata funkcija 
od 

1
1

2[ 1,1]
max | ( ) |

nn
x

t x
−∈ −

=  sleduva 1 1
| ( )|[ 1,1]

min 2
n

n
t xx

−

∈ −
=  odnosno 

 
 

1 1
| ( )|[ 1,1]

min ln ln2 ( 1)ln2
n

n
t xx

n−

∈ −
= = − . 

 
 
 

Zna~i, MAXIMUM MINIMORUM na ( )L x  e ( 1)ln2n− . ♦  

 
 
5. Zada~i na MAXIMUM MINIMORUM  za to~ki vo ramnina 

 
 

Da fiksirame n  to~ki 1, ..., nP P  vo ramninata (ili vo prostorot) i da 

zememe proizvolna to~ka P . So 1 2| |, | |, ...,| |nPP PP PP  da go ozna~ime 

rastojanieto od to~kata P  do 1 2, ,..., nP P P , soodvetno i da ja razgledame 
funkcijata ( )L P  definirana so: 
 
 

1 2

1 1 1
| | | | | |

( ) ln ln ... ln
nPP PP PP

L P = + + + .   (11) 
 

I ovde se postavuva pra{aweto, kako treba da bidat izbrani to~-
kite 1, ..., nP P  vo krug K  (ili vo topka T ) za da minimumot na funkcijata 

( )L P  vo krugot K  (vo topkata T ) bide maksimalen? Za da odgovorime na 

postavenoto pra{awe }e doka`eme nekolku pomo{ni tvrdewa. 
 
 

Lema 1. Neka , 1, 2,...,jz j n=  se n  - te koreni na edinicata, t.e.  
 
 

2 2
cos sin , 1, 2,...,

j j
j n n

z i j n
π π

= + = . 
 

Toga{ zbirot 
 

1 2 ...k k k
k nS z z z= + + +  

 

e ednakov na nula za sekoj 1, 2,..., 1k n= − . 

Dokaz. Zbirot kS  go mno`ime so 1
kz . Od 1 1j jz z z +=  za 1,..., 1j n= −  i 

1 1nz z z=  sleduva 
 
 

1 1 2 1 1 1 11 ( ) ( ) ... ( ) ( )k k k k k
k n nS z z z z z z z z z−= + + + + =  

           2 3 1...k k k k
n kz z z z S= + + + + =  

odnosno 
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1( 1) 0k
kS z − = . 

 
 

No, za sekoj 1, 2,..., 1k n= −  va`i 2 2
1 cos sin 1k kk

n n
z iπ π= + ≠ , pa od poslednoto 

ravenstvo sleduva 0kS = . ♦ 
 
 

Posledica 1. Za sekoj polinom  
 

1
1 1( ) ...n n

nQ z z c z c z−
−= + + + , , 1, 2,..., 1ic i n∈ = −C  

 
 

to~no e ravenstvoto 
 

1 2( ) ( ) ... ( )nQ z Q z Q z n+ + + = ,   (12) 
 

kade 1 2, ,..., nz z z  se n  - te koreni na edinicata. 
 

Dokaz.  Za sekoj 1, 2,...,j n=  va`i 1n
jz = . Spored toa 

 

1 2 1 1 2 2 1 1( ) ( ) ... ( ) ... 0n n n nQ z Q z Q z n c S c S c S− − −+ + + = + + + + = .♦ 
 
 

Lema 2. Za sekoj polinom  
 

1
1 1( ) ...n n

nQ z z c z c z−
−= + + + , , 1, 2,..., 1ic i n∈ = −C  

va`i: 
a) 

| | 1
max | ( ) | 1

z
Q z

≤
≥ ; 

b) Ako | ( ) | 1Q z ≤  za | | 1z = , toga{ ( ) nQ z z≡ . 
 

Dokaz. a) Neka pretpostavime deka 
| | 1

max | ( ) | 1
z

Q z
≤

< . Toga{ | ( ) | 1jQ z < , 

kade , 1, 2,...,jz j n=  se n  - te koreni na edinicata, pa od posledica 1 sleduva 
 
 

1 2 1 2( ) ( ) ... ( ) | ( ) ( ) ... ( ) |n nn Q z Q z Q z Q z Q z Q z= + + + = + + +  

   1 2| ( ) | | ( ) | ... | ( ) |nQ z Q z Q z n≤ + + + < , 
 

{to e protivre~nost. Spored toa, 
| | 1

max | ( ) | 1
z

Q z
≤

≥ . 
 

b) Neka | ( ) | 1Q z ≤  za | | 1z = . Toga{, od (12) sleduva  
 
 

1 2( ) ( ) ... ( ) 1nQ z Q z Q z= = = =  
 

 (ako zbirot na n  kompleksni broevi po modul pomali ili ednakvi na 1 e 
ednakov na n , toga{ sekoj sobirok e ednakov na 1, neravenstvo na tria-
golnik). Zna~i polinomot ( ) 1Q z −  ima n  razli~ni nuli , 1, 2,...,jz j n=  i kako 

( )Q z  e polinom od n  - ti stepen dobivame deka 
 

1 2( ) 1 ( )( )...( ) 1n
nQ z z z z z z z z− = − − − = −  

t.e. ( ) nQ z z≡ . ♦ 
 

Posledica 2. Ako  
 
 

1
1 1( ) ...n n

n nQ z z c z c z c−
−= + + + + , , 1, 2,...,ic i n∈ =C  

i ( ) 1Q z ≤ , koga | | 1z = , toga{ ( ) nQ z z≡ . 
 

Dokaz. Da go pomno`ime ( )Q z  so z . Bidej}i | ( ) | 1zQ z ≤ , koga | | 1z = , od 

lema 2 sleduva 1( ) nzQ z z +≡ , pa zatoa ( ) nQ z z≡ . ♦ 
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Teorema 1. Neka 1, ..., nP P  se n  to~ki vo ramninata. Toga{ minimu-
mot na funkcijata (11) koga P  pripa|a na proizvolna kru`nica prima naj-
golema vrednost ako i samo ako to~kite 1, ..., nP P  se sovpa|aat so nejziniot 
centar. 
 

Dokaz. Bez ograni~uvawe na op{tosta mo`eme da zememe deka kru`-
nicata e edine~na, pa zatoa na sekoja nejzina to~ka P  soodvetstvuva kom-
pleksen broj cos sin , [0,2 ]z iφ φ φ π= + ∈ . Rastojanijata | |jPP  za 1, 2,...,j n=  se 

ednakvi na | |jz z− , 1, 2,...,j n= , soodvetno, kade , 1, 2,...,jz j n=  se kompleksnite 

broevi koi soodvetstvuvaat na to~kite , 1, 2,...,jP j n= . 
 

Ako , 1, 2,...,jz j n=  se nulite na polinomot 
 

1
1 1( ) ...n n

nQ z z c z c z−
−= + + + , , 1, 2,..., 1ic i n∈ = −C , 

 

toga{ 1 2( ) ( )( )...( )nQ z z z z z z z= − − − , pa zatoa 
 

1 2 1 2| ( ) | | | | | ... | | | | | | ... | |n nQ z z z z z z z PP PP PP= − ⋅ − ⋅ ⋅ − = ⋅ ⋅ ⋅ . 
 

Spored lema 2 imame 
| | 1

max | ( ) | 1
z

Q z
=

≥ , od kade 
| | 1

max | ( ) | 1
z

Q z
=

=  ako ( ) nQ z z=  

t.e. 1 2 ... 0nz z z= = = = . 
 

Od 
| | 1

max | ( ) | 1
z

Q z
=

≥  sleduva  
 

| | 1

1 1 1
| ( )| max| ( )| 1| | 1

min 1
z

Q z Q zz
=

=
= ≤ = , 

 

{to zna~i deka 1
| ( )|| | 1

min
Q zz =

 dostignuva najgolema vrednost 1 koga ( ) nQ z z=  t.e. 

1 2 ... 0nz z z= = = = , odnosno koga to~kite 1,..., nP P  se sovpa|aat so centarot na 
kru`nicata. Ponatamu, 
 

1 2 1 2

1 1 1 1
| | | | | | | || | ... | |

min ( ) min[ln ln ... ln ] minln
n nPP PP PP PP PP PP

L P
⋅ ⋅ ⋅

= + + + =  

 1 1
| ( )| | ( )|| | 1 | | 1

minln lnmin
Q z Q zz z= =

= = , 
 

pa dobivame deka minimumot na funkcijata ( )L P  prima najgolema vrednost 

koga to~kite 1,..., nP P  se sovpa|aat so centarot na kru`nicata. 
 

 
6. Dopolnitelni zabele{ki 

 
Prethodnite razgleduvawa }e gi kompletirame kako so zabele{ki za 

razrabotuvanata tema, taka i so tvrdewa vo vrska so polinomite na ^ebi{ev. 
 

Teorema 1. Za sekoj polinom 
 

1
1 1( ) ... ,n n

n n iQ z z d z d z d d−
−= + + + + ∈R  

va`i 
 

a) 
| | 1

max |Re ( )| 1
z

Q z
≤

≥ , i 
 

b) ako |Re ( ) | 1Q z ≤ , koga | | 1z = , toga{ ( ) nQ z z= . 
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Dokaz. Imame 1
2

Re ( ) [ ( ) ( )]Q z Q z Q z= + . Za | | 1z =  va`i 1
z

z =  pa zatoa 
1 1
2

Re ( ) [ ( ) ( )]
z

Q z Q z Q= + , odnosno 
 

1 12
2 2

Re ( ) ( ) ( )n nz Q z M z z P z⋅ = = + +  

kade ( )P z  e polinom so stepen pomal ili ednakov na 2 1n−  i nulti sloboden 

~len. 
 

Spored lema 1 od paragraf 5 za 2n  - te koreni na edinicata: 

1 2 2, ,..., nθ θ θ  va`i 
 

1 2 2( ) ( ) ... ( ) 0nP P Pθ θ θ+ + + = , 
 
 

a od posledica 1 od istiot paragraf imame 
 
 

1 2 2( ) ( ) ... ( ) 2nM M M nθ θ θ+ + + = . 
Kone~no, 

 
 

a) 
| | 1 | | 1

max | ( ) | 1 max |Re ( )| 1
z z

M z Q z
≤ ≤

≥ ⇔ ≥  
 
 

b) ako | ( ) | 1M z ≤ , koga | | 1z = , toga{ ( ) 1jM θ =  za sekoj 1, 2,..., 2j n= , {to 

zna~i 1 12
2 2

( ) nM z z= +  od {to sleduva ( ) nQ z z= . ♦ 
 
 
 

Zabele{ka. Bidej}i pri | | 1z = , t.e. cos sin , [0,2 ]z iφ φ φ π= + ∈  va`i 

cos sinkz k i kφ φ= + , odnosno 

1 1Re ( ) cos cos( 1) ... cos( ) ... cosk n nQ z n d n d n k d dφ φ φ φ−= + − + + − + + +  
teorema 1 mo`e da se preformulira na sledniot na~in: 
 
 
 

Teorema 1*. Za sekoj trigonometriski polinom  
 

1( ) cos cos( 1) ... nf n d n dφ φ φ= + − + +  

kade , 1, 2,...,id i n∈ =R  va`i 

a) 
[0,2 )

max | ( ) | 1f
φ π

φ
∈

≥  

b) ako | ( ) | 1f φ ≤ , koga (0,2 )φ π∈ , toga{ ( ) cosf nφ φ= . 
 
 

Zabele{ka. Vo posledniot oblik teoremata e ekvivalentna na lema 
3 od paragraf 4, bidej}i sekoj polinom od x  so stepen n  so realni koefi-
cienti i koeficient 12n−  pred nx  so smenata cosx φ=  se sveduva na 
trigonometriskiot polinom ( )f φ . 
 

Bidej}i so smenata cosx φ=  polinomot na ^ebi{ev ( )nT x  po defi-
nicija se sveduva na cosnφ , prethodnata teorema go dobiva oblikot: 
 
 

Sekoj polinom ( )P x  od n  - ti stepen so realni koeficienti i koe-

ficient 12n−  pred nx  mo`e ednozna~no da se zapi{e vo oblikot 
 
 

1 1 1 1( ) ( ) ... ( ) ... ( )n n k n k n nT x d T x d T x d T x d− − −+ + + + + + . 
 
 

Pritoa, ako | | 1x ≤ , toga{ | ( ) | 1P x ≥ , a ako pak 
| | 1

max | ( ) | 1
x

P x
≤

= , toga{ 0jd = , 

1, 2,...,j n=  t.e. ( ) ( )nP x T x= . 
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Na krajot od na{ite razgleduvawa }e prezentirame u{te eden dokaz 
na lema 2 i posledica 2 od paragraf 5. Prethodno }e ja doka`eme slednata 
lema. 
 
 

Lema 1. Neka dve materijalni to~ki so konstantni brzini se dvi`at 
po kru`nica vo ist pravec, taka {to prvata trgnuva i zavr{uva vo to~kata 
A , pri {to n  pati go obikoluva krugot, a vtorata istovremeno trgnuva i 
zavr{uva vo to~kata B , pri {to k  pati go obikoluva krugot, k n< . Toga{, 
 
 

a) vo nekoj moment to~kite }e se sovpadnat, 
 

b) to~kite }e se sovpadnat najmalku n k−  pati, i 
 

v) tvrdewata pod a) i b) va`at i koga vtorata to~ka ne se dvi`i 
postojano vo ist pravec. 
 
 

Dokaz. Bez ograni~uvawe na op{tosta mo`eme da zememe deka to~-
kite se dvi`at po edine~nata kru`nica | | 1z =  i deka nivnite koordinati se 

cos sin , 1,2i i iz i iφ φ= + = . Pritoa vo momentot 0t =  za prvata to~ka neka va`i 

1arg 0z = , a za vtorata 2arg , [0,2 )z α α π= ∈ . Vo krajniot moment kpt t= , po 

pominuvaweto na n , odnosno k  kruga, k n<  imame 1arg 2z nπ= , a 

2arg 2z kα π= +  i va`i 2 2k nα π π+ < . Graficite na funkciite 1( )f t  i 2( )f t  so 
koi se dadeni promenite na argumentite na prvata, odnosno vtorata to~ka, 
vo zavisnost od vremeto [0, ]kpt t∈ , se pravi (crte` 6). 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 

a) Od 0α ≥  sleduva 1 2(0) (0)f f≤ , a od k n<  i [0,2 )α π∈  sleduva 

2( ) 2kpf t kα π= + < 12 ( )kpn f tπ = . Spored toa graficite na 1( )f t  i 2( )f t  se se~at 

vo to~ka so apcisa 0t t= , {to zna~i deka vo toj moment 1 2arg argz z=  t.e. 
to~kite se sovpa|aat. 
 
 

b) Vo momentot kpt t= , razlikata na ordinatite na to~kite 1( )f t  i 

2( )f t  so apcisi kpt t=  e 2 ( 2 ) 2( )n k n kπ α π π α− + = − − . 

0 0t  t  
kpt  

α  

πα k2+  

πn2  

zarg  

Crte` 6 

)(1 tf

)(2 tf  
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Ako 0α > , toga{ 2 2( )j n kπ π α< − − , za 0,1,..., 1j n k= − − , {to zna~i deka 

vo to~no n k−  momenti graficite na 1( )f t  i 2( )f t  se na rastojanie 2 jπ , t.e. 
to~kite }e se sovpa|aat. 
 
 

Ako 0α = , toga{ to~kite }e se sovpadnat 1n k− +  pati. 
 
 

 

v) Neka vtorata to~ka ne se dvi`i postojano vo ist pravec. Spored 
toa grafikot na funkcijata 2( )f t  }e bide iskr{ena linija za koja povtorno 

}e va`i 1 2(0) (0)f f≤  i 2 1( ) ( )kp kpf t f t< , {to zna~i deka va`i tvrdeweto pod a). 

To~nosta na tvrdeweto pod b) sleduva od faktot {to maksimalnata vred-
nost koja 2( )f t  mo`e da ja dostigne e 2kα π+ , pa zatoa najmalata razlika na 

ordinatite vo kpt t=  e 2( )n k π α− − . Vo sekoj drug slu~aj ovaa razlika e 

pogolema, pa zatoa dvete to~ki }e se sovpadnat najmalku n k−  pati. ♦ 
 
 

Lema 2. Ako 
 
 

1
1 1( ) ...n n

n nQ z z c z c z c−
−= + + + + , , 1, 2,...,ic i n∈ =C   (13) 

 

toga{ 
| | 1

max | ( ) | 1
z

Q z
=

≥  i 
| | 1

max | ( ) | 1
z

Q z
=

=  ako i samo ako ( ) nQ z z= . 
 

Dokaz. Neka cos sin , [0,2 ]z iφ φ φ π= + ∈  se dvi`i po kru`nicata | | 1z = . 

Toga{ cos sinnz n i nφ φ= +  ja obikoluva edine~nata kru`nica n  pati, {to 

zna~i funkcijata 1( )L φ , so koja e dadena promenata na arg nz  e linearna 

funkcija za koja va`i 1(0) 0L =  i 1(2 ) 2L nπ π= . Polinomot (13) go zapi{uvame 
vo oblik  
 

 

( ) ( )nQ z z D z= + , 
 

kade  
 

 

1
1 1( ) ...n

n nD z c z c z c−
−= + + + , ic ∈C . 

 
 

i ) Neka ( )D z  nema nuli na kru`nicata | | 1z = . Da ozna~ime 

arg (1) [0,2 )D α π= ∈  i da ja razgledame neprekinatata funkcija 2( )L φ  so koja e 
dadena promenata arg ( )D z , koga cos sin , [0,2 ]z iφ φ φ π= + ∈ . Ako zbirot na 
kratnostite na korenite na ( )D z  vo krugot | | 1z <  e ednakov na k , toga{ 

2(2 ) 2L kπ α π= + . Bidej}i 1k n≤ − , zbirot na kratnostite na korenite na 
korenite na ( )D z  e pomal ili ednakov na stepenot 1n−  na ( )D z , imame 

2 2k nα π π+ < , t.e. 2 1(2 ) (2 )L Lπ π< . 
 
 

 

Od druga strana od arg (1)D α=  imame 2(0)L α= , pa kako 0α ≥  

dobivame 2 1(0) (0)L L≥ . 
 

 

Zna~i, graficite 1( )L φ  i 2( )L φ  se se~at vo 0 [0,2 )φ φ π= ∈ , t.e. vo 

0 0 0cos sinz iφ φ= + , kompleksnite broevi nz  i ( )D z  imaat ednakvi argumenti: 

0 0arg ( ) arg nD z z= . No ( )D z  nema koreni na kru`nicata | | 1z = , a 0z  e to~ka od 

taa kru`nica, pa zatoa 0| ( ) | 0D z ρ= > . Kone~no, 



Избрани содржини од елементарна математика 

 52 

 
 

  
0 0 0

| ( ) | | | | ( ) |nQ z z D z= +  

0 0 0 0
| cos(arg ) sin(arg ) cos(arg ( )) sin(arg ( )) |n nz i z D z i D zρ ρ= + + +  

0 0
| (1 )cos(arg ) (1 )sin(arg ) | 1 1n nz i zρ ρ ρ= + + + = + > . 

 
 

ii ) Neka sega ( )D z  ima r  koreni 1 2, ,..., rz z z  na kru`nicata, 

cos sin ,1j j jz i j rφ φ= + ≤ ≤  i neka zbirot na kratnostite na tie koreni e 

ednakov na s , a zbirot na kratnostite na korenite na ( )D z  vo krugot | | 1z <  e 
ednakov na k . Toga{, 1s k n+ ≤ − , pa zatoa r s n k≤ < − . 
 

 

Da ja razgledame konturata Kε  koja 
se sovpa|a so kru`nicata | | 1z =  osven vo 
to~kite , 1, 2,...,jz j r=  koi gi zaobikoluva-

me so polukru`nici so radiusi ε  koi 
le`at vnatre vo krugot | | 1z ≤  (crte` 7). No, 
i tuka prirastot na arg ( )D z  pri 

dvi`eweto na to~kata z  po konturata Kε  
e ednakov na 2kπ . Koga 0ε →  ja oprede-
luvame funkcijata 2( )L φ  so koja e dadena 
promenata na arg ( )D z , na 

  
cos sin , [0,2 ]z iφ φ φ π= + ∈ .  

 

Ovaa funkcija e prekinata vo to~kite 

1 2, ,..., rφ φ φ  koi soodvetstvuvaat na ko-renite 

1 2, ,..., rz z z , pri {to skokot na 2( )L φ  vo jφ  e ednakov na jkπ− , kade {to jk  e 

kratnosta na korenot jz . 
 

 

Funkciite 0 1 1
2 2 2( ), ( ),..., ( )n kL L Lφ φ φ− −  gi dobivame od 2( )L φ  so pome-

stuvawe na nejziniot grafik nagore za 2 ,0 1j j n kπ ≤ ≤ − − . Ovie n k−  funkcii 

se se~at so grafikot na linearnata funkcija 1( )L φ . Bidej}i n k r− > , postoi 

to~ka so apcisa 0φ  takva {to 0 , 1, 2,...,i i rφ φ≠ = . To~kata 0 0 0cos sinz iφ φ= +  

pripa|a na kru`nicata | | 1z =  i taa ne e koren na ( )D z , t.e. 0( ) 0D z ≠ . Sega 
analogno na dokazot od i ) imame 

 

0 0| ( ) | 1 | ( ) | 1Q z D z= + > . 
 

Kone~no, 
 

- ako ( ) 0D z ≠ , toga{ 
| | 1

max | ( ) | 1
z

Q z
=

>  
 

- ako | ( ) | 1Q z ≤ , za | | 1z = , toga{ ( ) 0D z ≡  t.e. ( ) nQ z z= . ♦ 
 

 

Crte` 7 
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EDNA KLASA PROBLEMI NA BOEWE OD  
REMZIEV TIP 

 
 

Kako {to e ka`ano i vo naslovot, predmet na na{ite razgleduvawa 
vo voj del }e bide edna klasa na boewa od Remziev tip. Pred da premineme 
na razgleduvawe na pooddelni problemi }e definirame boewe na mno`est-
vo i }e vovedeme u{te nekolku poimi koi }e gi koristime.  

 

 

Neka e dadeno mno`estvoto X . Sekoe preslikuvawe : {1,..., }f X k→  

go narekuvame boewe na mno`estvoto X  vo k  boi, a preslikuvaweto f  go 

narekuvame funkcija na boeweto.  
 

 

Za dadena funkcija na boewe f  definirame relacija α  so i jα  ako 
i samo ako ( ) ( )f i f j= . Jasno, α  e relacija za ekvivalencija, pa zatoa mno-
`estvoto X  e podeleno na disjunktni klasi na ekvivalencija. Za mno`est-
voto ,Y  Y X⊆  }e velime deka e monohromatsko, ako Y  e podmno`estvo na 
edna od klasite na ekvivalencija, t.e. ako |Yf  e konstantna funkcija.  

 

 

Ovaa strogo formalna definicija za boewe na mno`estvo se sovpa|a 
so na{ata intuitivna pretstava za poimot boewe, pa zatoa vo natamo{nite 
razgleduvawa }e se koristime tokmu so intuitivnata pretstava za boewe na 
mno`estvo.  

 

 

Remzievata teorija e va`na granka na kombinatorikata, koja zapo~-
nala da se razviva vo 1930 godina so rabotite na angliskiot matemati~ar 
Frenk P. Remzi. Ednostavno ka`ano nejzinata cel i osnovna zamisla e od 
sekoe “nepravilno” boewe na nekoja struktura (to~ki na pravata, ramnina-
ta, na proizvolno mno`estvo i sli~no)  mo`e da se oddeli nekoja “pravil-
na”-monohromatska struktura, dokolku po~etnata struktura e dovolno go-
lema. Klasi~en primer na problem od Remziev tip e: “Da se doka`e deka vo 
sekoe boewe na stranite i dijagonalite na pravilen {estagolnik so dve 
boi mo`e da se najde monohromatski triagolnik”, ~ie re{enie se nao|a so 
elementarna primena na principot na Dirihle. Me|utoa, malku poslo`eni-
ot problem od istiot tip: “Da se najde pravilen n− agolnik so najmal broj 
na strani taka {to pri sekoe boewe na negovite strani i dijagonali vo 
k  boi postoi monohromatski triagolnik”, e nere{en problem. Imeno, za 

2k =  se znae deka 6n = , za 3k =  se znae deka 17n = , no ve}e za 4k =  se znae 
samo deka 47 53n≤ ≤ , a za pogolemi vrednosti na k  ne postojat duri ni vakvi 
ocenki. Da spomeneme samo deka ova e prili~no ednostaven problem vo 
teorijata na Remzi, koja e dosta slo`ena i nudi brojni nere{eni kombi-
natorni problemi.  

 
 



Избрани содржини од елементарна математика 

 54 

 
 
1. Osnovni kombinatorni principi i princip na Dirihle  
 

Pred da premineme na razgleduvawe na problemite na boewe od 
Remziev tip }e se osvrneme na principot na Dirihle i na osnovnite kombi-
natorni principi koi }e gi koristime vo na{ite razgleduvawa. Pritoa }e 
gi koristime slednite poimi i oznaki.  

 

Neka n  e priroden broj i {1,2,..., }n n=N . Za mno`estvoto A  }e ve-

lime deka e kone~no, ako postoi biekcija : nf A→ N  za nekoj priroden broj 
n . Pritoa }e velime deka A  ima n  elementi i }e ozna~uvame | |A n= . Vo 
na{ite natamo{ni razgleduvawa mno`estvata }e bidat kone~ni, ako toa ne 
e poinaku ka`ano.  

 

Princip na ednakvost. Ako postoi biekcija me|u mno`estvata A  i 
B , toga{ | | | |A B= .  

 

Dokaz. Neka :f B A→  i : ng A→ N  se biekcii. Toga{, preslikuva-

weto : ng f B → N�  definirano so ( )( ) ( ( ))g f x g f x=�  e biekcija. Spored toa, 

| | | |A n B= = . ♦ 
 

Princip na zbir. a) Ako A B∩ =∅ , toga{ | | | | | |A B A B∪ = + .  
b) Ako 1 2, ,..., kA A A  e familija od k , 2k ≥  po parovi disjunktni mno-

`estva, t.e. mno`estva za koi va`i i jA A∩ =∅ , za i j≠ , toga{  

1 2 1 2| ... | | | | | ... | |k kA A A A A A∪ ∪ ∪ = + + + .  

Dokaz. a) Neka : nf A→ N  i : mg B → N  se biekcii. Toga{ preslikuva-

weto : n mh A B +∪ → N  definirano so  
( ) ( )h a f a= , a A∈  i ( ) ( )h b g b n= + , b B∈  

e dobro definirano preslikuvawe. Lesno se proveruva deka ova 
preslikuvawe e biekcija. Zna~i, | | | | | |A B n m A B∪ = + = + .  

 

b) Spored a) dobivame deka tvrdeweto va`i za 2k = . Neka pretpo-
stavime deka tvrdeweto va`i za k p= . Bidej}i  

 

1 2 1( ... )p pA A A A +∪ ∪ ∪ ∩ =∅ , 
 

od a) i od induktivnata pretpostavka za 1k p= +  sleduva  
 

1 2 1 1 2 1

1 2 1

1 1 1 1

| ... | | ( ... ) |

| ... | | |

(| | ... | |) | | | | ... | | | |

p p p p

p p

p p p p

A A A A A A A A

A A A A

A A A A A A

+ +

+

+ +

∪ ∪ ∪ ∪ = ∪ ∪ ∪ ∪

= ∪ ∪ ∪ +

= + + + = + + +

 

 

t.e. tvrdeweto va`i za 1k p= + . Kone~no, od principot na matemati~ka in-

dukcija sleduva deka tvrdeweto va`i za sekoj 2k ≥ . ♦ 
 
 

Princip na proizvod. Dekartoviot proizvod na kone~no mnogu ko-
ne~ni mno`estva e kone~no mno`estvo i negoviot broj na elementi e ed-
nakov na proizvodot na brojot na elementite na soodvetnite mno`estva, t.e.  

 

1 2 1 2| ... | | | | | ... | |k kA A A A A A× × × = ⋅ ⋅ ⋅ , za 2k ≥ . 
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Dokaz. Neka 1A  i 2A  se kone~ni mno`estva takvi {to 1| |A m=  i 

2| |A n= . Toga{, 1 1{ ,..., }mA a a=  i 2 1{ ,..., }nA b b= . Za mno`estvoto 1 2A A×  imame 

1 2 1
1

{ }
n

i
i

A A A b
=

× = ×∪  i 1 2{ } { } ,i jA b A b× ∩ × =∅  za i j≠  od {to spored principot na 

zbir sleduva  
 

 

1 2 1 1 1 2 1

1 2
  pati

| | | { }| | { }| ... | { }|

               ... | | | |
n

n

A A A b A b A b

m m m mn A A

× = × + × + + ×

= + + + = = ⋅�������
. 

 

Neka pretpostavime deka tvrdeweto va`i za k p= . Od dokazot za 
2k =  i od induktivnata pretpostavka za 1k p= +  sleduva  

 

 

1 2 1 1 2 1 1 2 1

1 1 1 1

| ... | | ( ... ) | | ... | | |

(| | ... | |) | | | | ... | | | |
p p p p p p

p p p p

A A A A A A A A A A A A

A A A A A A

+ + +

+ +

× × × × = × × × × = × × × ⋅

= ⋅ ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ ⋅
 

 

t.e. tvrdeweto va`i za 1k p= + . Kone~no, od principot na matemati~ka 

indukcija sleduva deka tvrdeweto va`i za sekoj 2k ≥ . ♦ 
 
 

 

Primer 1. Neka | |A n=  i | | , , 0B m m n= > . Doka`i deka mno`estvoto od 

site preslikuvawa od A  vo B :  { | : }AB f f A B= →  ima nm  elementi, t.e. 
| || | | |A A nB B m= = .  

 

Re{enie. Neka 1{ ,..., }nA a a=  i 1{ ,..., }mB b b= . Ako :f A B→  e proiz-

volno preslikuvawe, toga{ 1 2
 pati

( ( ), ( ),..., ( )) ...n
n

n

f a f a f a B B B B∈ = × × ×����� . Jasno, za 

sekoj 1 2( , ,..., ) n
nc c c B∈  so ( ) , 1,2,...,i if a c i n= =  e definirano preslikuvawe 

:f A B→ . Spored toa, preslikuvaweto : A nB Bφ →  definirano so  
 

 

1 2( ) ( ( ), ( ),..., ( ))nf f a f a f aφ =  
 

e surjekcija. Ponatamu, ako ( ) ( )f gφ φ=  sleduva deka  
 

 

1 2 1 2( ( ), ( ),..., ( )) ( ( ), ( ),..., ( ))n nf a f a f a g a g a g a=  
 

pa zatoa ( ) ( ), 1,2,...,i if a g a i n= =  {to zna~i deka f g= , t.e. : A nB Bφ →  e injek-

cija. Doka`avme deka : A nB Bφ →  e biekcija. Sega, ako gi primenime princi-
pite na ednakvost i proizvod dobivame  

 

 

| || | | | | | | |A n n n AB B B m B= = = = . ♦ 
 
 

Princip na Dirihle (elementaren slu~aj). Neka n  e priroden broj. 
Ako 1n+  predmeti se rasporedeni na proizvolen na~in vo n  kutii, toga{ 
barem vo edna kutija ima dva predmeti.  

Dokaz. Neka pretpostavime deka vo sekoja kutija ima najmnogu po 
eden predmet. Bidej}i ima samo n  kutii dobivame deka vo niv se rasporede-
ni najmnogu 1n n⋅ =  predmeti, {to protivre~i na pretpostavkata deka se 
rasporedeni 1n+  predmeti. ♦  

 



Избрани содржини од елементарна математика 

 56 

Zabele{ka 1. Principot na Dirihle ka`uva deka postoi kutija vo koja 
ima barem dva predmeti, no ne dava na~in, t.e. algoritam kako taa kutija da se 
najde.  

 
 

Primer 2. Na eden {ahovski turnir u~estvuvale n  {ahisti, Pri 
{to sekoj {ahist igral so sekoj {ahist po edna partija. Doka`ete deka vo 
sekoj moment na turnirot postojat barem dvajca {ahisti so ednakov broj do 
toga{ odigrani partii.  

 

 

Re{enie. Mo`ni se dva slu~ai:  
 

 

a) postoi barem eden {ahist koj igral so site drugi {ahisti, i 
 

b) ne postoi {ahist koi igral so site drugi {ahisti.  
 

Vo prviot slu~aj brojot na partiite koi sekoj {ahist gi odigral vo 
proizvolen moment pripa|a na mno`estvoto {1,2,..., 1}n− , a vo vtoriot slu~aj 
na mno`estvoto {0,1,2,..., 2}n− .  

 

Bidej}i i dvete mno`estva imaat po 1n−  element vo sekoj moment 
postojat barem dvajca u~esnici na turnirot so ednakov broj odigrani par-
tii vo toj moment. ♦ 

 
 

Princip na Dirihle (op{t slu~aj). Neka kn r+  predmeti 1r ≥  se 
smesteni vo n  kutii. Toga{, barem vo edna kutija se smesteni najmalku 1k +  
predmet.  

 

Dokaz. Neka pretpostavime deka vo sekoja kutija ima najmnogu po k  
predmet. Bidej}i ima samo n  kutii dobivame deka vo niv se rasporedeni 
najmnogu nk  predmeti, {to protivre~i na pretpostavkata deka se raspore-
deni kn r nk+ >  predmeti. ♦  

 
 

 

Primer 3. Vo Republika Makedonija ima pove{e od 2150000 `iteli 
i na glavata na sekoj od niv ia najmnogu po 300000 vlakna. Doka`i deka vo 
Makedonija ima barem 8 lu|e so ist broj valkna na glavata.  

 

 

Re{enie. Site `iteli }e gi podelime vo grupi spored brojot na 
vlaknata na glavata. Vakvi grupi ima 300001, t.e. grupa so 0 vlakna, grupa so 
1 vlakno, ..., grupa so 300000 vlakna, a lu|e ima najmalku 2150000. Bidej}i  

 

 

2150000 7 300001 49993= ⋅ +  
 

 

od obop{teniot princip na Dirihle sleduva deka mora da postoi grupa vo 
koja ima najmalku 8 lu|e so ist broj vlakna na glavata. Dokolku toa ne e 
slu~ja vo sekoja grupa }e ima najmnogu po 7lu|e, pa nivniot broj }e bide 
2100007, a toa protivre~i na brojot na `itelite vo Republikata. ♦ 

 
 
2. Edna klasa na boewe od Remziev tip  
 
Vo posledniot del od na{ite razgleduvawa }e se zadr`ime na 

na{ata tema, a toa se nekoi problemo na boewa od Remziev tip. Pritoa, }e 
razgledame boewa samo na prava i vo ramnina, so toa {to nekoi od 
problemite }e gi re{avame koristej}i boewe vo prostor.  
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1. Prava e oboena vo dve boi. Doka`i, deka postoi otse~ka ~ii 
krajni to~ki i sredina se monohromatski.  

 

Re{enie. Na pravata zemame devet trojki na to~ki ~ii koordinati 
imaa oblik ( , 1, 2)x x x+ + , (za devet razli~ni vrednosti na x ). Sekoja 

trojka na to~ki mo`e da se oboi vo dve boi na 32 8=  razli~ni 
na~ini i kako imame 9 trojki na to~ki, od principot na Dirihle 
sleduva deka postojat dve trojki koi se oboeni na ist na~in. Od 
druga strana vo sekoja trojka postojat dve monohromatski to~ki. Na 
takov na~in dobivme ~etiri to~ki 00 01 10, ,A A A  i 11A  koi se 

monohromatski, da ka`eme vo bela boja, pri {to 00 01 10 11A A A A=
�������� ��������

 (crt. 
1).  
 
 
 
 

 
 

Neka to~kite 02A  i 12A  gi izbereme taka {to to~kite 01A  i 11A  se 

sredini na otse~kite 00 02A A  i 10 12A A , soodvetno. Ako bilo koja od 
ovie to~ki e bela, toga{ baranata trojka to~ki e najdena. Ako i 
dvete to~ki 02A  i 12A  se crni, toga{ izbirame to~ka 22A  taka {to 

to~kata 12A  e sredina na otse~kata 02 22A A . Ako to~kata 22A  e crna, 

toga{ baranata trojka e 02 12 22( , , )A A A , a ako e bela, toga{ baranata 

trojka e 00 11 22( , , )A A A . ♦ 
 

2. Ramnina e oboena vo dve boi. Doka`i, deka postoi ramnokrak 
pravoagolen triagolnik ~ii temiwa se monohromatski.  

 

Re{enie. Vo ramninata da raz-
gledame proizvolna prava i 
na nea da najdeme ~etiri 
monohromatski  to~ki  

00 01 10, ,A A A  i 11A , 
rasporedeni kako vo re{enie-
to na zada~a 1, da ka`eme site 
se oboeni vo bela boja. To~-
kite 02 12,A A  i 22A  gi izbira-
me taka {to triagolnicite 

     00 01 02 10 11 12,A A A A A A  i 

02 12 22A A A  
se ramnokraki pravoagolni so 
pravi agli vo temiwata 

01 11,A A  i 12A , soodvetno (crt. 

2). Jasno, ako edna od to~kite 02 12,A A  i 22A  e bela, toga{ eden od 

 
Crt. 1 

 
Crt. 2 
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triagolnicite 00 01 02 10 11 12,A A A A A A  i 00 11 22A A A  go zadovoluva uslovot 

na zada~ata, a vo sprotivno toa e triagolnikot 02 12 22A A A . ♦  
3. Ramnina e oboena vo dve boi. Doka`i, deka postoi triagolnik 

koj e sli~en na daden triagolnik i ~ii temiwa se 
monohromatski.  

 

Re{enie. Vo ramninata da 
razgledame proizvolna pra-
va i na nea da najdeme ~eti-
ri monohromatski to~ki 

00 01 10, ,A A A  i 11A , raspo-
redeni kako vo re{enieto 
na zada~a 1, da ka`eme site 
se oboeni vo bela boja. To~-
kite 02 12,A A  i 22A  gi izbi-
rame taka {to triagolni-
cite 00 01 02 10 11 12,A A A A A A  i 

02 12 22A A A  se sli~ni na dadeniot triagolnik, pri {to rasporedot na 

temiwata e su{testven (crt. 3). Jasno, ako edna od to~kite 02 12,A A  i 

22A  e bela, toga{ eden od triagolnicite 00 01 02 10 11 12,A A A A A A  i 

00 11 22A A A  go zadovoluva uslovot na zada~ata, a vo sprotivno toa e 

triagolnikot 02 12 22A A A . ♦  
4. Doka`i deka vo sekoja od zada~ite od 1 do 3 namesto celata 

ramnina mo`e da se razgleduva kone~no mno`estvo to~ki (za 
sekoja zada~a mno`estvoto e razli~no).  

 

Re{enie. Vo zada~ata 1 ~etirite monohromatski to~ki 00 01 10, ,A A A  i 

11A , koi go zadovoluvaat uslovot 00 01 10 11A A A A=
�������� ��������

 se nao|aat me|u edi-
naeset posledovatelni to~ki so celobrojni koordinati. Navistina, 
dovolno e za x  posledovatelno da gi zememe vrednostite od 1 do 9. 
Toga{, to~kata 22A  od re{enieto na zada~a 1 ima koordinata 
pomala ili ednakva na 21. Zatoa, uslovot na zada~ata ostanuva na 
sila ako namesto celata prava gi razgleduvame samo to~kite so 
koordinati od 1 do 21.  
Analogno vo zada~a 2 dovolno e da se razgleda samo celobrojna 
re{etka so dimenzija 11 11× , na primer mno`estvoto to~ki od 
ramninata ( , )x y  so celobrojni kordinati i takvi {to 1 11x≤ ≤  i 
1 11y≤ ≤ .  

Vo zada~a 3 treba da se razgleda samo celobrojna re{etka so 
dimenzija 11 11× , na primer mno`estvoto to~ki od ramninata ( , )x y  
so celobrojni kordinati i takvi {to 1 11x≤ ≤  i 1 11y≤ ≤ , vo kosoa-

golen koordinaten sistem ~ii oski se paralelni so dve strani na 
dadeniot triagolnik. ♦ 
Zabele{ka 2. Vo natamo{nite razgleduvawa }e pretpostavuvame 

deka e oboena samo celobrojnata re{etka vo ramninata, a ne celata ramni-

 
Crt. 3 
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na. Pod ograni~ena figura (ili oblast) }e podrazbirame kone~no mno`e-
stvo to~ki od celobrojnata re{etka. Na primer, pod kvadrat }e go podraz-
birame mno`estvoto to~ki od re{etkata koi le`at vo vnatre{nosta na 
nekoj kvadrat so strani paralelni na liniite na re{etkata. Ako poinaku 
ne e ka`ano, za mno`estvata }e pretpostavuvame deka se kone~ni, a 
figurite (oblastite) deka se ograni~eni. Za dve figuri A  i B  }e smetame 
deka se ednakvo oboeni ako postoi biekcija :f A B→  koja go zapazuva 
boeweto, t.e. za sekoj x A∈  to~kite x  i ( )f x  se monohromatski.  
 

Jasno, bidej}i sekoja ograni~ena figura se sostoi od kone~no mnogu 
to~ki dobivame deka brojot na site mo`ni nejzini boewa vo k  boi e 
kone~en.  
 
 

5. Ramnina e oboena vo tri boi. Doka`i, deka postoi ramnokrak 
pravoagolen triagolnik ~ii temiwa se monohromatski.  

 

Re{enie. Vo ramninata da razgledame dovolno golem kvadrat 
(smislata na izrazot “dovolno golem” }e ja objasnime pokasno), ~ija 
strana le`i na apcisnata oska i site negovi translacii dol` apci-
snata oska za celobroen vektor. Bidej}i brojot na site boewa na 
kvadratite e kone~en, a imame beskone~no mnogu kvadrati dobivame 
deka me|u dobienite kvadrati ima dva ednakvo oboeni. Ovie 
kvadrati da gi ozna~ime so 0Φ  i 1Φ  (crt. 4).  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

Analogno, vnatre vo kvadratot 0Φ  nao|ame dva ednakvo oboeni 

kvadrati 00Φ  i 01Φ  koi se so pomala dimenzija i ~ii strani le`at 

na apcisnata oska. Soodvetnite kvadrati vo kvadratot 1Φ  da gi 

ozna~ime so 10Φ  i 11Φ . Vnatre vo kvadratot 00Φ  nao|ame dve 

monohromatski to~ki 000A  i 001A  koi le`at na apcisnata oska, da 
ka`eme beli. Od uslovot za egzistencija na ovie to~ki gi nao|ame 
dimenziite na prethodno spomenatite kvadrati. Taka kvadratot 

00Φ  mora da ima dimenzija 4 4× , a kvadrot 0Φ  mora da ima dimen-

 
Crt. 4 
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zija 16 16(3 1) (3 1)+ × + . Soodvetnite parovi 010 011 100 101( , ), ( , )A A A A  i 

110 111( , )A A  beli to~ki }e bidat vnatre vo kvadratite 01Φ , 10Φ  i 11Φ . 

Da gi konstruirame to~kite 2ijA , 0 , 1i j≤ ≤  taka {to triagolnicite 

0 1 2ij ij ijA A A  se ramnokraki i pravoagolni. Na krajot da konstruirame 

to~ka 222A , taka {to triagolnikot 022 122 222A A A  e ramnokrak 
pravoagolen. Ako edna od novokonstruiranite to~ki e bela, toga{ 
imame monohromatski triagolnik. Vo sprotivno, ovie to~ki se 
oboeni vo drugite dve boi i na konstrkcijata od ovie to~ki mo`e da 
se primenat razmisluvawata od re{enieto na zada~a 2. Navistina, 
bidej}i kvadratite 00Φ  i 01Φ   se ednakvo oboeni dobivame deka 

to~kite 002A  i 012A  se monohromatski, pa kako kvadratite 0Φ  i 1Φ  

se ednakvo oboeni dobivame deka site to~ki 2ijA , 0 , 1i j≤ ≤  se mo-

nohromatski. ♦  
 
 

Zabele{ka 3. Analogno kako vo zada~a 5 mo`e da se doka`e sled-
noto tvrdewe, koe }e go prifatime bez dokaz iako }e go koristime vo nata-
mo{nite razgleduvawa: Ako ramninata e oboena vo N  boi, toga{ postoi 
ramnokrak pravoagolen triagolnik ~ii temiwa se monohromatski.  
 

6. Ramnina e oboena vo N  boi. Doka`i, deka postoi pravoagolnik 
~ii temiwa se monohromatski.  

 

 

Re{enie. Dovolno e da razgledame boewe na pravoagolen del od 
celobrojnata re{etka so dimenzii 1( 1) ( 1)NN N ++ × + . Imeno, pri 
boewe vo N  boi me|u 1N +  to~ka na apcisnata oska imame dve mono-
hromatski to~ki. Ponatamu, mno`estvoto od site preslikuvawa 

:f A B→ , kade | | 1,| |A N B N= + =  ima 1NN +  element, pa zatoa me|u 

prvite 1 1NN + +  redovi mora da ima dva ednakvo oboeni. Vo edniot od 
niv se nao|aat dve monohrometski to~ki, pa zatoa i to~kite koi se 
nao|aat vo drugiot ednakvo oboen red se monohromatski i tie 
zaedno so prvite dve to~ki formiraat pravoagolnik ~ii temiwa se 
monohromatski. ♦ 

 
 

7. Ramnina e oboena vo dve boi. Doka`i, deka postoi kvadrat ~ii 
temiwa se monohromatski.  

 

Re{enie. Spored zada~a 2 vo sekoj 11 11×  kvadrat oboen vo dve boi 
sodr`i ramnokrak pravoagolen triagolnik ~ii temiwa se mono-
hromatski. Sekoj 11 11×  kvadrat vo dve boi mo`e da se oboi na 1212  
na~ini. Sega celobrojnata re{etka da ja zamislime kako re{etka 
vo koja to~kite se 11 11×  kvadrati i sekoe od 1212  -te razli~ni boe-
wa da go zememe kako edna boja so koja se boi vaka zamislenata re-
{etka. Spored zabele{ka 3, pri vakvoto boewe postoi ramnokrak 
pravoagolen triagolnik ~ii temiwa se monohromatski. Toa zna~i 
deka postojat tri ednakvo oboeni 11 11×  kvadrati koi se ednakvo 
oboeni i koi se rasporedeni kako da se temiwa na ramnokrak 
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pravoagolen triagolnik (crt. 5). Kako {to rekovme, vo sekoj od ovie 
tri kvadrati se nao|a po eden ramnokrak pravoagolen triagolnik 
~ii temiwa se monohromatski. Da zememe vo prviot kvadrat eden 
takov triagolnik i vo ostanatite dva kvadrati da gi razgledame 
soodvetnite triagolnici. Spored toa, dobivme tri monohromatski 
ramnokraki pravoagolni triagolnici, da ka`eme beli: 

00 01 02 10 11 12,A A A A A A  i 20 21 22A A A , (crt. 5). Sekoj od niv da go dopolnime 

do kvadrat so to~kite 03 13,A A  i 23A . Ako edna od ovie to~ki e bela, 
toga{ e dobien baraniot kvadrat ~ii temiwa se monohromat-ski. 
Ako to~kite 03 13,A A  i 23A  se crni, toga{ da razgledame to~ka 33A  

koja triagolnikot 03 13 23A A A  go dopolnuva do kvadrat. Ako ovaa 

to~ka e crna, toga{ baraniot monohromatski kvadrat e 03 13 23 33A A A A , 

a ako e bela toga{ toa e kvadratot 00 11 22 33A A A A . ♦ 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Zabele{ka 4. Analogno kako vo zada~a 7 mo`e da se doka`e 
slednoto tvrdewe, koe }e go prifatime bez dokaz iako }e go koristime vo 
natamo{nite razgleduvawa: Ako ramninata e oboena vo N  boi, toga{ 
postoi kvadrat ~ii temiwa se monohromatski.  
 

 

8. Celobrojnata re{etka vo ramninata e oboena vo k  boi i M  e 
proizvolno kone~no mno`estvo to~ki od re{etkata. Doka`i, 
deka postoi monohromatsko mno`estvo, sli~no na mno`estvo-
to M .  

 
 
 

 
Crt. 5 
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Re{enie. Neka e dadeno kone~no mno`estvo 0 1{ , ,..., }nM M M M=  i 

priroden broj k . Voveduvame oznaki 0 , 1,2,...,i iv M M i n= =
� ��������

. ]e doka`e-
me deka postoi ograni~eno mno`estvo Φ  takvo, {to za sekoe negovo 
boewe vo k  boi, postoi monohromatsko podmno`estvo 

0 1{ , ,..., }nA A A A= ⊂ Φ , sli~no na M , t.e. postoi 0λ >  takov {to 

0 , 1,2,...,iiA A v i nλ= =
������ �

. Spored toa, namesto sli~nost doka`uvame 
homoteti~nost so pozitiven koeficient.  

 
 

Dokazot }e go sprovedeme so indukcija po brojot na to~kite na mno-
`estvoto M , koj pri na{ite oznaki e ednakov na 1n+ .  

 
 

Baza na indukcijata. Neka 1n = , t.e. mno`estvoto M  se sostoi od 
dve to~ki. Pravata koja minuva niz ovie dve to~ki sodr`i beskone~-
no mnogu to~ki od re{etkata. Da ragledame oblast koja sodr`i 1k +  
to~ka od ovie to~ki na pravata. Soglasno principot na Dirihle, 
me|u ovie dve to~ki postojat dve monohromatski i tie go formiraat 
mno`estvoto A .  

 

 

Induktiven ~ekor. Neka 0 1{ , ,..., }nM M M M=  e mno`estvo so 1n+  
to~ka i e dadeno boewe na ramninata vo k  boi. Po pretpostavka za 
mno`estvoto 0 1 1' { , ,..., }nM M M M −=  koe sodr`i n  to~ki e ispolneto 
tvrdeweto na zada~ata, koe va`i ne samo za dadenoto boewe, tuku i 
za sekoe boewe vo proizvolen broj boi.  

 
 

Vo ramninata posledovatelno izbirame oblasti ( ), 0,1,...,i i kΦ =  na 

sledniot na~in. (0)Φ  se sostoi od edna to~ka. Za 1i ≥ , koristej}i ja 
oblasta ( 1)i−Φ  oblasta ( )iΦ  ja konstruirame na sledniot na~in. Prvo 
ja opredeluvame oblasta ( )' iΦ  taka {to pri sekoe nejzino boewe vo 

1iNk −  boi ( 1iN −  e brojot na to~kite koi se sodr`at vo oblasta ( 1)i−Φ ) 

postoi monohromatsko mno`estvo sli~no na 'M . Potoa ja 
pro{iruvame ( )' iΦ  do ( )iΦ  taka {to pri sekoe vlo`uvawe na 
mno`estvo 0 1{ , ,..., }nA A A A= , sli~no na mno`estvoto M , vo re{etka 

koja go sodr`i mno`estvoto ( )' iΦ , pri koe ( )
0 1 1{ , ,..., } ' i

nA A A − ⊂ Φ , e 

ispolnet uslovot ( )i
nA ∈Φ .  

 
 

]e doka`eme deka ( )kΦ = Φ  e baranoto mno`estvo. Od sekoja figura 
( )iΦ  }e izbereme to~ka ( )iF

Φ
. Da go razgledame slednoto boewe na 

mno`estvoto ( )iΦ  vo 1iNk −  boi. Dve to~ki 1F  i 2F  gi boime vo edna 

boja ako po~etnite boewa na figurata ( 1)' i−Φ  pri translaciite za 
vektorite ( 1) 1iF F−Φ

����������
 i ( 1) 2iF F−Φ

����������
 se sovpa|aat. Pri takvoto boewe 

postoi monohromatsko mno`estvo sli~no na 'M . Toa zna~i, deka 
postoi ednakvo po~etno boewe na mno`estvata ( 1)i

j
−Φ , 0,1,..., 1j n= −  
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koi se dobivaat od ( 1) ( 1)
0
i i− −Φ = Φ  so translacija za vektor 0i jM Mλ

��������
 za 

nekoj pozitiven broj iλ . ]e go razgledame mno`estvoto ( 1)i
n

−Φ  koe se 

dobiva od ( 1)
0
i−Φ  so translacija za vektor 0i nM Mλ

��������
, za ~ie boewe ne 

mo`eme ni{to da ka`eme. Soodvetno opredelenite to~ki 

( 1)
( 1)

i
j

i
jF −
−

Φ
∈Φ , 0,1,2,...,j n=  se dobivaat od ( 1)iF −Φ

 so translacii za 

vektori 0i jM Mλ
��������

 i formiraat monohromatsko mno`estvo vo 

razgleduvanoto boewe na mno`estvoto ( )' iΦ . Bidej}i ( 1)
( )'i

j

i
F −

Φ
∈Φ , za 

0,1,2,..., 1j n= − , dobivame ( 1)
( )

i
n

iF −Φ
∈Φ .  

 

Ja primenuvame opi{anata konstrukcija na mno`estvoto ( )kΦ = Φ  i 
dobivame mno`estva , 0,1,...,i i nΦ = . Potoa na istiot na~in od niv 

dobivame mno`estva 
1 2 1 2, , 0,1,...,i i i i nΦ = . Prodol`uvaj}i ja postapkata 

konstruirame ( 1)kn+  to~ki 
1 2 ... ki i iA , 1 2, ,..., 0,1,...,ki i i n= . Pritoa  

1 21 2 1 200...0 ... ...
kk k

i i ii i i i i iA A v v vλ λ λ= + + +
��������������� � � �

. 
 

To~kite 
1 2 ... ki i iA , vo koja site indeksi se pomali od n  }e gi nare~eme 

osnovni, a onie vo koi postoi indeks ednakov na n  }e gi nare~eme 
dodadeni. Po konstrukcija site osnovni to~ki se oboeni vo edna 
boja. Ova boja da ja nare~eme prva. Da razgledame nekoja dodena 
to~ka 

1 2 ... ki i iA , pri {to nejzinite indeksi koi se ednakvi na n  se 

1 2, ,..., sj j j . Ovaa to~ka da ja ozna~ime nA  i da gi razgledame to~kite 

iA , 0,1,..., 1i n= −  koi se dobivaat od to~kata 
1 2 ... ki i iA  koga vo indeksite 

site broevi n  se zamenat so i . Dobienoto mno`estvo e sli~no so 
mno`estvoto M , bidej}i  

 

1 20 0( ... )
si j j j iA A M Mλ λ λ= + + +

������ ��������
. 

 

Bidej}i site to~ki iA , 0,1,..., 1i n= −   se monohromatski, ako edna od 
dodadenite to~ki e oboena vo prvata boja toga{ monohromatskoto 
mno`estvo sli~no na M  e najdeno. Ako me|u dodadenite to~ki ne 
postoi to~ka oboena vo pravata boja, toga{ go razgleduvame mno-
`estvoto to~ki 

2... kni iA  vo koj prviot indeks e ednakov na n . Tie 

site se oboeni vo edna boja, koja ja narekuvame vtora. So analogni 
rasuduvawa doka`uvame deka vo slu~aj koga edna to~ka vo koja eden 
od indeksite, osven prviot, e ednakov na n  e oboena vo vtorata boja, 
toga{ tvrdeweto e doka`ano. Prodol`uvaj}i ja postapkata, dobiva-
me deka tvrdeweto e doka`ano ako barem edna to~ka za koja prvite 
indeksi p  indeksi se ednakvi na n  e oboena vo edna od prvite p  

boi. Poslednoto sigurno e to~no bidej}i pri p k=  to~kata ...nn nA  e 

oboena vo edna od dadenite k  boi. ♦ 
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9. Vo temiwata na celobrojnata re{etka vo ramninata raspore-
deni se prirodni broevi. Doka`i deka za sekoj n  postoi kva-
drat so strani paralelni na liniite na re{etkata, takov 
{to zbirot na broevite vnatre vo kvadratot se deli so n .  

 

Re{enie. Brojot koj se nao|a vo to~kata so koordinati ( , )i j  da go 

ozna~ime so ija . To~kite od re{etkata so celobrojni koordinati da 

gi oboime vo n  na sledniot na~in. Boja na to~kata ( , )k m  go nareku-

vame ostatokot od deleweto na brojot 
0 0

( , )
k m

ij
i j

N k m a
= =

= ∑ ∑  so n . Od 

zabele{ka 7 sleduva deka postoi kvadrat ~ii temiwa se monohro-
matski. Neka temiwata na toj kvadrat imaa koordinati 
( , ), ( , ), ( , )k m k l m k m l+ +  i ( , )k l m l+ + . Toga{, zbirot na broevite vo 
kvadratot ~ii temiwa se ( 1, 1), ( , 1), ( 1, )k m k l m k m l+ + + + + +  i ( , )k l m l+ +  e 

ednakov na  
( , ) ( , ) ( , ) ( , )N k l m l N k l m N k m l N k m+ + − + − + +  

i toj se deli so n . ♦ 
 

Zabele{ka 5. Prethodnata zada~a e dvodimenzionalna analogija na 
dobro poznatata zada~a: “Za mno`estvo sostaveno od n  prirodni broevi 
postoi podmno`estvo ~ij zbir na elementi se deli so n .” ~ie re{avawe se 
sveduva na koristewe na principot na Dirihle.  
 

Na krajot od na{ite razgleduvawa, koristej}i ja zada~a 8 }e re{ime 
poop{ta zada~a, koja se odnesuva na boewe na celata ramnina.  

 

10. Ramninata e oboena vo k  boi i M  e proizvolno kone~no mno-
`estvo to~ki od ramninata. Doka`i, deka postoi monohro-
matsko mno`estvo, sli~no na mno`estvoto M .  

 

Re{enie. Neka e dadeno kone~no mno`estvo 0 1{ , ,..., }nM M M M= . 

To~kata 0M  ja narekuvame koordinaten po~etok i gi razgleduvame 

vektorite 0i iv M M=
� ��������

, 1,2,...,i n= . Mno`estvoto to~ki od oblik 
1

n

ii
i

x v
=
∑
�
, 

ix  se celi broevi, go narekuvame n− dimenzionalna celobrojna re-
{etka. Spored toa, pri oznakite od zada~a 8, vo svojstvo na koor-
dinatniot po~etok ja imame to~kata 0M , a baranata re{etka e 

raspnata na vektorite 0i iv M M=
� ��������

, 1,2,...,i n= . Ponatamu, re{enieto na 
zada~ata e potpolno analogno kako i re{enieto na zada~a 8, ako pod 
re{etka se podrazbira n− dimenzionalnata celobrojna re{etka vo 
ramninata. ♦ 
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