
Risto Mal~eski

ELEMENTARNA ALGEBRA

ZA PRVA GODINA VO REFORMIRANOTO
GIMNAZISKO OBRAZOVANIE





3

S  O  D  R  @  I  N  A

VOVED 5

Lista na koristeni oznaki 6

GLAVA I
TEORIJA NA BROEVI 7

1. Poim za delivost 8
2. Op{ti priznaci za delivost 11
3. Delewe so ostatok 13
4. Posebni priznaci za delivost 17
5. Najgolem zaedni~ki delitel 21
6. Evklidov algoritam 25
7. Najmal zaedni~ki sodr`atel 29
8. Prosti i slo`eni broevi 33
9. Osnovna teorema na aritmetikata 37
10. Linearna Diofantova ravenka 41
11. Metodi za re{avawe na nelinearni Diofantovi ravenki 45
12. Poim za kongruencija. Osnovni svojstva 48
13. Primena na kongruenciite 52
14. Linearna kongruentna ravenka 56

GLAVA II
MNO@ESTVA I KOMBINATORIKA 61

1. Poim za mno`estvo 62
2. Operacii so mno`estva 65
3. Preslikuvawa (funkcii) 70
4. Injekcija, surjekcija i biekcija. Inverzno preslikuvawe 74
5. Ekvivalentni mno`estva. Princip na ednakvost 78
6. Princip na zbir, proizvod, vklu~uvawe i isklu~uvawe 81
7. Princip na Dirihle 84

GLAVA III
TEOREMA. METODI NA DOKA@UVAWE 89

1. Matemati~ki poim. Sodr`ina i obem na poim 90
2. Definirawe na poim. Vidovi poimi 92
3. Poim za tvrdewe. Vidovi matemati~ki tvrdewa 96
4. Teoremi i aksiomi. Uslovna i kategori~na forma na teorema 98
5. Direktna i obratna teorema. Potreben i dovolen uslov 100
6. Pravila za izveduvawe na zaklu~oci 105
7. Metodi za doka`uvawe na teoremi 109



4

GLAVA IV
ALGEBARSKI STRUKTURI 115

1. Binarna relacija 116
2. Relacija za ekvivalencija i relacija za podreduvawe 119
3. Binarna operacija. Polugrupa 123
4. Neutralen i inverzen element 127
5. Grupa i prsten 132
6. Poim za pole. Podredeno pole 136

GLAVA V
LINEARNI RAVENKI, NERAVENKI I SISTEMI
POD ZNAK NA APSOLUTNA VREDNOST 141

1. Apsolutna vrednost 142
2. Linearna funkcija so nezavisno promenliva i

pod znakot za apsolutna vrednost 146
3. Linearna ravenka so nepoznata i

pod znakot za apsolutna vrednost 150
4. Sistem linearni ravenki so nepoznati i

pod znakot za apsolutna vrednost 154
5. Linearni neravenki so nepoznata i pod

znakot za apsolutna vrednost 157
6. Primena na metodot na zamena pri re{avawe na

sistemi linearni ravenki 161
7. Re{avawe na zada~i koi se sveduvaat na linearna

ravenka i sistemi linearni ravenki 164

Odgovori, upatstva i re{enija na zada~ite za ve`bawe 169

Indeks na poimi 180

Literatura 182



5

V O V E D

Pred tebe e u~ebnikot po izborniot predmet ELEMENTARNA ALGEBRA za
prva godina od gimnaziskoto obrazovanie. Toj e raboten taka, {to }e mo`e{ i
samostojno da se zdobiva{ so novite znaewa i umeewa {to se predvideni so nastavnata
programa po ovoj predmet.

Materijalot e podelen, soglasno so programata, vo pet oddelni celini (temi).
Na po~etokot na sekoja tema, pokraj sodr`inata {to e razrabotena vo nea daden e
pregled na potrebnite predznaewa za uspe{no sledewe na materijalot koj e razraboten
vo taa glava. Isto taka, daden e i pregledot na novite znaewa i umeewa so koi treba da
se stekne{ dokolku uspe{no gi sovlada{ predvidenite sodr`ini. Sekoja tema e
zaokru`ena celina i e razdelena na odreden broj lekcii koi, isto taka, pretstavuvaat
zaokru`eni celini. Temite se ozna~eni so rimski broevi, dodeka lekciite se ozna~eni
so arapski broevi. Vo sekoja tema, definiciite, primerite, zabele{kite i teoremite
se numerirani integralno za temata. Istoto se odnesuva i na zada~ite za ve`bawe koi
se dadeni po sekoja lekcija. Na krajot od sekoja tema e daden test, so ~ija pomo{ mo`e{
da gi proveri{ i da gi oceni{ svoite znaewa i umeewa. [to se odnesuva do testovite,
tie se oformeni taka {to baraat dve nivoa na znaewa, no pri nivnoto re{avawe
mo`e{ da gi kombinira{ nivoata od razli~nite zada~i. Pritoa, od sekoja zada~a
izbira{ samo edna podzada~a a) ili b), a za da go oceni{ svoeto znaewe, gi sobira{
bodovite od re{enite zada~i i kako pokazatel, vo konsultacija so tvojot profesor,
mo`e{ da go koristi{ kriteriumot koj e daden za sekoj test oddelno.

Razrabotuvaniot materijal sodr`i golem broj tvrdewa (teoremi), od koi del
treba da gi usvoi{ bez dokaz, {to e posebno nazna~eno za sekoja teorema. Primerite,
koi gi ima vo dovolen broj, se celosno re{eni i se dadeni kako ilustracija na
tvrdewata {to se razrabotuvaat. Zatoa, osobeno e va`no dobro da gi razraboti{,
bidej}i samo taka mo`e{ da se podgotvi{ za samostojno re{avawe na zada~i, a potoa da
premine{ kon re{avawe na zada~ite za ve`bawe.

Za polesno koristewe na u~ebnikot, definiciite, primerite, teoremite, zada-
~ite za ve`bawe, testovite i delovite koi se predvideni kako nezadol`itelni t.e. za
onie {to sakaat da znaat pove}e, se oboeni vo slednive boi:
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- definicija

- primer

- teorema

- za onie {to sakaat da znaat pove}e

- zada~i za ve`bawe

- proveri go svoeto znaewe

Isto taka, za polesno koristewe na u~ebnikot, daden e registar na poimite so
koi }e se sretne{ vo tekot na u~eweto, kako i spisok na koristenite oznaki.

Na krajot od u~ebnikot se dadeni odgovori, upatstva i re{enija na zada~ite za
ve`bawe. Po`elno e pred da go pogledne{ odgovorot ili re{enieto na zada~ata, da se
obide{ samostojno da ja re{i{ i da izvr{i{ samoproverka. Samo taka }e mo`e{ da se
zdobie{ so samodoverba i }e mo`e{ uspe{no da usvojuva{ novi znaewa i umeewa. Se
razbira deka za poseopfatno i podlaboko usvojuvawe na predvideniot materijal,
po`elno e da koristi{ i dopolnitelna literatura, pa zatoa taa e navedena vo poseben
del, vedna{ po odgovorite, upatstvata i re{enijata na zada~ite.

Avtorot

LISTA NA SIMBOLI

Simbol Zna~ewe Simbol Zna~ewe
N mno`estvo prirodni broevi )(nt broj na deliteli na pri. br. n

0N mn. prirodni broevi zaedno so 0 NZD najgolem zaedni~ki delitel

Z mno`estvo celi broevi Ä mno`ewe po modul
Q mno`estvo racionalni broevi Å sobirawe po modul
I mno`estvo iracionalni broevi º kongruenten
R mno`estvo realni broevi NZS najmal zaedni~ki sodr`atel
Í  (Ì ) podmno`estvo (vistinsko) ~ ekvivalenten
È unija Û ekvivalencija
Ç presek Þ implikacija
\ razlika Ù konjunkcija
D simetri~na razlika Ú disjunkcija
´ Dekartov proizvod Ø negacija
Î pripa|a aC klasa na ekvivalencija na a
Ï ne pripa|a BAf ®: f  e preslikuvawe od A  vo B
Æ prazno mno`estvo Ac komplement na mno`estvoto A

ba | a  e delitel na b AI identi~no preslikuvawe na A
ba |/ a  ne e delitel na b )( fG grafik na preslikuvaweto f

01... aaan
dekaden zapis na prirod. broj || a apsolutna vrednost od a



7

GLAVA I

TEORIJA NA BROEVI

SODR@INA NA TEMATA

1. Poim za delivost
2. Op{ti priznaci za delivost
3. Delewe so ostatok
4. Posebni priznaci za delivost
5. Najgolem zaedni~ki delitel
6. Evklidov algoritam
7. Najmal zaedni~ki sodr`atel
8. Prosti i slo`eni broevi
9. Osnovna teorema na aritmetikata
10. Linearna Diofantova ravenka
11. Metodi za re{avawe na nelinearni

Diofantovi ravenki
12. Poim za kongruencija. Osnovni

svojstva
13. Primena na kongruenciite
14. Linearna kongruentna ravenka

POTREBNI PREDZNAEWA

Za uspe{no sovladuvawe na sodr`inite koi
}e gi usvojuva{ vo ovaa tema, potrebno e da
se potseti{ na:

- svojstvata na prirodnite i celite
broevi i operaciite so niv;

- posebnite priznaci za delivost so
2, 3, 4, 5, 8 i 9; i

- razviena forma na priroden broj.

NOVI ZNAEWA I UMEEWA

Uspe{noto sovladuvawe na sodr`inite koi se
razraboteni vo ovaa tema ima za cel:

- da gi utvrdi{ poimite deliv,
delitel i sodr`atel;

- da odreduva{ deliteli i sodr`ateli
na daden broj;

- da gi usvoi{ op{tite priznaci za delivost;
- da gi usvoi{ posebnite priznaci za delivost;
- da ja usvoi{ teoremata za delewe so ostatok

i da mo`e{ da ja primenuva{ pri
re{avawe na zada~i;

- da odreduva{ NZD i NZS i da ja koristi{
vrskata me|u niv pri re{avawe na zada~i;

- da go usvoi{ poimot za zaemno prosti broevi i
da go koristi{ pri re{avawe na zada~i;

- da go usvoi{ Evklidoviot algoritam i
da go koristi{ pri nao|awe na NZD;

- da definira{ prost i slo`en broj i da
odreduva{ dali eden broj e prost ili slo`en;

- da gi nao|a{ prostite broevi pomali od
daden priroden broj;

- da mo`e{ da doka`e{ deka prosti broevi
ima beskone~no mnogu;

- da ja usvoi{ osnovnata teorema na aritmetikata
i da ja koristi{ pri razlo`uvawe na slo`enite
broevi na prosti mno`iteli,
nao|awe na NZD i NZS;

- da mo`e{ da go presmetuva{ brojot na
mno`itelite na daden priroden broj;

- da go usvoi{ poimot za linearna Diofantova
ravenka so dve nepoznati i algoritamot za
nejzino re{avawe;

- da re{ava{ linearna Diofantova ravenka so
dve nepoznati so metodot na Ojler;

- da re{ava{ nekoi ednostavni nelinearni
Diofantovi ravenki;

- da go usvoi{ poimot za kongruencija i
nejzinite svojstva;

- da gi koristi{ kongruenciite pri izveduvawe
na posebni priznaci za delivost;

- da gi usvoi{ poimite klasa kongruencii po
daden modul, potpoln sistem na ostatoci i
da gi koristi{ pri re{avawe na zada~i;

- da go usvoi{ poimot za linearna kongruentna
ravenka so edna nepoznata;

- da ja sogleda{ vrskata me|u linearnata
kongruentna ravenka so edna nepoznata i
linearnata Diofantova ravenka so dve nepoznati;

- da mo`e{ da re{ava{ linearni kongruentni
ravenki so edna nepoznata; i

- intuitivno da gi razviva{ svoite sposobnosti
za pravilno definirawe na poimi i
doka`uvawe na tvrdewa.
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Teorijata na broevi gi izu~uva svojstvata na celite broevi i operaciite so niv.
Taa, zaedno so geometrijata, e edna od najstarite matemati~ki disciplini. Nejzinite
temeli gi postavile u{te anti~kite matemati~ari: Pitagora, Evklid, Diofant,
Eratosten i dr. Me|utoa, iako broevite se izu~uvani pove}e od dva mileniuma i gi
prou~uvale najgolemite umovi na matemati~kata misla, sepak za ovaa disciplina ne
mo`e da se ka`e deka e iscrpena. Naprotiv, vo teorijata na broevite postojat mnogu
nere{eni problemi. Tokmu toa mno{tvo problemi, koi mo`at da se formuliraat taka
{to mo`at da gi razberat i u~enici - ja pravi teorijata na broevi aktuelna.

1. POIM ZA DELIVOST

Na site nas ni se poznati mno`estvata

...},...,,3,2,1{ n=N , ...},...,,3,2,1,0{}0{0 n=È= NN  i ...},4,3,2,1,0,1,2,3,4{..., ----=Z .

Pri izu~uvaweto na operaciite vo ovie mno`estva rekovme deka sobiraweto i mno-
`eweto se sekoga{ izvodlivi, t.e.

ako NÎnm, , toga{ NÎ+ nm  i NÎmn ;

ako 0, NÎnm , toga{ 0NÎ+ nm  i 0NÎmn ; i

ako ZÎnm, , toga{ ZÎ+ nm  i ZÎmn .

Ponatamu, za odzemaweto znaeme deka

ako NÎnm, , toga{ NÎ- nm  ako i samo ako nm > ;

ako 0, NÎnm , toga{ 0NÎ- nm  ako i samo ako nm ³ ; i

ako ZÎnm, , toga{ ZÎ- nm .

Ostanuva da ja razgledame operacijata delewe, koja ne e sekoga{ izvodliva vo mno-
`estvata 0, NN  i Z . Imeno, ako m  i 0¹n  se prirodni ili celi broevi, toga{ koli~-
nikot nm :  ne e sekoga{ priroden ili cel broj. I tokmu toa, pra{aweto koga brojot m
e deliv so brojot 0¹n , t.e. pra{aweto za delivosta vo mno`estvata 0, NN  i Z  le`i vo
osnovata na teorijata na broevite.

Definicija 1. Za brojot ZÎa  }e velime deka e deliv so brojot ZÎb , 0¹b , ako
postoi broj ZÎq  takov, {to e ispolneto ravenstvoto bqa = . Pritoa }e velime deka b
e delitel na a , odnosno deka a  e sodr`atel na b  i }e pi{uvame ab | .

Ako brojot ZÎb , 0¹b  ne e delitel na brojot ZÎa , t.e. ako ne postoi broj ZÎq
takov, {to e ispolneto ravenstvoto bqa = , toga{ }e pi{uvame ab |/ .

]e velime deka b  e vistinski delitel na a  ako ab |  i ab ¹ .
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Primer 1. a) Bidej}i 3515 ×= , od definicijata 1 sleduva deka 15|3  i 15|5 . Spored
toa, broevite 1, 3 i 5 se vistinski deliteli na 15.

b) Za broevite 17  i 3  imame 23517 +×=  i bidej}i

3623535 ×<+×<× ,

zaklu~uvame deka ne postoi priroden broj q  takov, {to q317 =  {to zna~i deka 17|3 / .

v) ]e gi opredelime site deliteli na broevite 84 i 56. Imame

121421284284
764321 i 8142856

7421 .

Sledstveno, site deliteli na brojot 84 se: 1, 2, 3, 4, 6, 7, 12, 14, 21, 28, 42 i 84. Pritoa za
dva razli~ni deliteli ~ij proizvod e ednakov na 84 }e velime deka se zaemno
komplementarni deliteli. Takvi se parovite 1 i 84, 2 i 42, 3 i 28, 4 i 21, 6 i 14, 7 i 12.

Povtori ja prethodnata diskusija za brojot 56. ¨

Zabele`uvame deka ako NÎba, , toga{ i NÎq . Ponatamu, ako ab | , toga{ od
bqa =  neposredno sleduvaat ravenstvata

))(( qba --= , )( qba -=-  i qba )(-=- ,

od {to soglasno definicijata 1 sleduva deka

ab |)(- , )(| ab -  i )(|)( ab -- .

Prethodno iznesenoto ni dava za pravo, pri razgleduvaweto na delivosta, da se ograni-
~ime na nenegativnite celi broevi, t.e. na mno`estvoto 0N .

Edno od klu~nite pra{awa vo teorijata na broevi e pra{aweto za brojot na
delitelite na daden priroden broj. Na ova pra{awe }e se navratime vo natamo{nite
razgleduvawa, a ovde samo }e zabele`ime deka od ravenstvoto 1×= aa  neposredno
sleduva deka sekoj cel broj razli~en od 0 e deliv so brojot 1 i so samiot sebe, t.e. a|1  i

aa |  ako 0¹a . Isto taka, od ravenstvoto

q×= 00 , za sekoj NÎq

sleduva deka brojot 0 ima beskone~no mnogu deliteli, t.e. 0|a  ako 0¹a . Da zabele`ime
deka brojot 0 e edinstven cel broj koj ima beskone~no mnogu deliteli. Navistina, ako

0¹a  i ab | , toga{ od definicijata 1 imame bqa = , NÎqba ,, , pa zatoa

bbbqa =×³= 1

{to zna~i deka site deliteli na brojot a  se pomali ili ednakvi na a  i takvite broevi
se kone~no mnogu.

Primer 2. a) Doka`i deka zbirot na koi bilo tri posledovatelni prirodni
broevi e deliv so brojot 3.

b) Doka`i deka zbirot na tri posledovatelni stepeni na brojot 2, ~ii stepenovi
pokazateli se prirodni broevi, e deliv so brojot 7.
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Re{enie. a) Ako  so k  go ozna~ime najmaliot od tri posledovatelni prirodni
broevi, toga{ drugite dva broja se broevite 1+k  i 2+k . Za zbirot na ovie broevi
imame

)1(333)2()1( +=+=++++ kkkkk ,

{to spored definicijata 1 zna~i )]2()1([|3 ++++ kkk , {to i treba{e da se doka`e.

b) Spored uslovot na zada~ata imame deka stepenovite pokazateli se 1, +kk  i
2+k , NÎk . Zatoa, za baraniot zbir imame:

kkkkkkkk 27)221(222222222 2221 ×=++=×+×+=++ ++

{to spored definicijata 1 zna~i deka )222(|7 21 ++ ++ kkk . ¨

Teorema 1. Neka NÎba, . Ako ba |  i ab | , toga{ ba = .

Dokaz. Neka NÎba, , ba |  i ab | . Od ba |  sleduva deka postoi NÎq  takov, {to
aqb = , a od ab |  sleduva deka postoi NÎp  takov, {to bpa = . Ponatamu, od ravenstvata
aqb =  i bpa =  dobivame

)()( pqbqbpaqb === ,    t.e. )( pqbb = .

Ako poslednoto ravenstvoto go podelime so 0¹b  go dobivame ravenstvoto 1=pq . No,
NÎqp,  pa zatoa od poslednoto ravenstvo sleduva 1== qp . Kone~no, bbbpa =×== 1 . ¨

Teorema 2. Neka NÎcba ,, . Ako ba |  i cb | , toga{ ca | .

Dokaz. Neka NÎcba ,, , ba |  i cb | . Od ba |  sleduva deka postoi NÎq  takov, {to
aqb = , a od cb |  sleduva deka postoi NÎp  takov, {to bpc = . Ponatamu, od ravenstvata
bpc =  i aqb =  sledstveno dobivame )()( qpapaqbpc === , {to spored definicija 1

zna~i deka ca | . ¨

Primer 3. Doka`i deka razlikata na brojot xabx  i brojot zapi{an so istite
cifri, no po obraten redosled e deliva so 9.

Re{enie. Za brojot xabx  imame

xbaxxabx +++= 101001000 ,

a za brojot zapi{an so istite cifri, no po obraten redosled, imame

xabxxbax +++= 101001000 .

Od poslednite dve ravenstva nao|ame

)(90)101001000(101001000 baxabxxbaxxbaxxabx -=+++-+++=- ,

{to zna~i deka )(|90 xbaxxabx - . Ponatamu, od 10990 ×=  sleduva 90|9  i bidej}i

)(|90 xbaxxabx - , od teoremata 2 sleduva deka )(|9 xbaxxabx - . ¨
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ZADA^I ZA VE@BAWE

1. Doka`i deka )33(|12 1++ nn , za sekoj NÎn .

2. Doka`i deka razlikata na proizvolen ~etiricifren broj i brojot zapi{an so istite cifri,
no vo obraten redosled e deliva so 9.

3. Najdi gi site prirodni broevi n  za koi vrednosta na dropkata 43
24
-n  isto taka e priroden broj.

4. Najdi gi site celi vrednosti na brojot n  za koi izrazot 2
52

+
-

a
a  e cel broj.

5. Za koi vrednosti na n , izrazot 2
12

+
+

n
n  e cel broj?

6. Na nekolku lista hartija napi{ani se broevite +1 i -1, na sekoj list po eden broj. Zbirot na
site broevi e 0, a nivniot proizvod e 1. Doka`i deka brojot na listovite e deliv so 4.

7. Najdi go najgolemiot priroden broj koj go zadovoluva uslovot: koi bilo dve sosedni cifri
formiraat broj deliv so 23.

2. OP[TI PRIZNACI ZA DELIVOST

^estopati se javuva potreba da ocenime dali eden broj e deliv so drug broj - bez
da go izvr{ime deleweto na tie broevi. Pritoa gi koristime takanare~enite priznaci
za delivost na prirodnite broevi. Toa se tvrdewa preku koi zaklu~uvame koga eden broj
e deliv so drug broj, bez da go vr{ime deleweto.

Od osnovnoto obrazovanie, poznati ni se priznacite za delivost na priroden
broj so 2, 3, 4, 5, 8 i 9, za koi vo natamo{nite razgleduvawa }e dademe dokazi. Vo ovoj del
}e se zadr`ime na priznacite za delivost na zbir, razlika i proizvod, koi so edno ime
gi narekuvame op{ti priznaci za delivost.

Teorema 3. Ako ab | , toga{ )(| acb , za sekoj NÎc .

Dokaz. Navistina, ako ab | , toga{ postoi NÎq  takov, {to bqa = . Sega, za sekoj
NÎc  dobivame )()( qcbcbqac == . Zna~i, za brojot NÎac postoi broj NÎqc  takov, {to

)(qcbac = , pa od definicijata 1 imame deka )(| acb . ¨

Primer 4. Doka`i deka )19(|8 8 - .

Re{enie. Zada~ata mo`eme da ja re{ime so presmetuvawe na brojot 198 -  i

potoa direktno da proverime dali 19|8 8 - .

Me|utoa "poelegantno" re{enie mo`eme da dademe so primena na teoremata 3.
Jasno, 8|8 . Od teoremata 3 imame

191999999999999999

)19999999)(19()19999999(8|8
82345672345678

234567234567

-=--------+++++++=

+++++++-=+++++++×

{to i treba{e da se doka`e. ¨
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Teorema 4. Neka cba +=  i bd | . Toga{ ad |  ako i samo ako cd | .

Dokaz. Neka cba +=  i bd | , t.e. postoi q  takov, {to dqb = . Ako cd | , toga{
postoi p  takov, {to dpc = . Spored toa,

)( pqddpdqcba +=+=+= ,

{to spored definicijata 1 zna~i deka ad | . Ako ad | , toga{ postoi r  takov, {to
dra = . Spored toa,

)( qrddqdrbac -=-=-= ,

{to spored definicijata 1 zna~i deka cd | . ¨

Teorema 5. Ako ba |  i ca | , toga{ )(| cybxa +  za sekoi ZÎyx, .

Dokaz. Neka ba |  i ca | . Od teoremata 3 imame deka )(| bxa  i )(| cya  za sekoi

ZÎyx, . Sega od teoremata 4 sleduva deka )(| cybxa +  za sekoi ZÎyx, . ¨

Zabele{ka 1. Od prethodnata teorema neposredno sleduva tvrdeweto.

Ako ba |  i ca | , toga{ )(| cba +  i )(| cba - .

Navistina, za da doka`eme deka )(| cba + , dovolno e vo teoremata 4 da zememe
1== yx , a za da doka`eme deka )(| cba - , dovolno e da zememe 1=x  i 1-=y . ¨

Primer 5. Ako a  i b  se celi broevi takvi, {to )116(|31 ba + , toga{ )7(|31 ba + .
Doka`i!

Re{enie. Od )116(|31 ba +  sleduva deka postoi m  takov, {to mba 31116 =+ . No,
toa zna~i deka mbaba 315)116(55530 ×=+=+ , t.e. )5530(|31 ba + . Od druga strana imame

nbaba 31)2(316231 =+=+ , t.e. )6231(|31 ba + .

Kone~no, od zabele{kata 1 sleduva deka

bababa 7)]5530(6231[|31 +=+-+ ,

{to i treba{e da se doka`e. ¨

Teorema 6. Ako am |  i bn | , toga{ )(| abmn .

Dokaz. Od am |  i bn |  sleduva deka postojat p  i q  takvi, {to mpa =  i nqb = .
Spored toa, ))(())(( pqmnnqmpab == , {to zna~i deka )(| abmn . ¨

Primer 7. Doka`i deka brojot n  e deliv so broevite 2 i  3, toga{ toj e deliv so
brojot 6.

Re{enie. Bidej}i 3|3  i n|2  od teoremata 6 sleduva deka n3|32 × , t.e. n3|6 .
Analogno, 2|2  i n|3 , pa od teoremata 6 imame n2|32 × , t.e. n2|6 . Kone~no, od zabele{-
kata 1 sleduva deka nnn =- )23(|6 , {to i treba{e da se doka`e. ¨
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Zabele{ka 2. Na krajot od ovoj del da zabele`ime deka teoremata 6 mo`e da se
voop{ti, t.e. deka va`at slednive tvrdewa, koi }e gi usvoime bez dokaz.

a) Ako kk amamam |...,,|,| 2211 , toga{ kk aaammm ...|... 2121 .

b) Ako am | , toga{ kk am | , za sekoj NÎk .

ZADA^I ZA VE@BAWE

8. Doka`i deka za sekoj NÎn ,

a) 4)35( 2 -+n  e deliv so 5; b) 9)54( 2 -+n  e deliv so 8.

9. Doka`i deka:

a) )196(|17 50100 - , b) )23(|11 4030 -

10. Doka`i deka:

a) 9932 2...222 ++++  e deliv so 7;

b) 11132 6...666 ++++  e deliv so 43.
11. Doka`i deka zbirot:

a) 110109108107...4321 ++++++++  se deli so 37.
b) 1000999998997...4321 ++++++++  se deli so broevite 7, 11 i 13.

12. a) Doka`i deka: )1...)(1(1 221 +++++-=- -- xxxxxx nnn .

b) Doka`i deka: )1148(|7 -- nn , za sekoj NÎn .

v) Doka`i deka: )61257(|19 2 nn ×+× , za sekoj NÎn .

3. DELEWE SO OSTATOK

Na po~etokot rekovme deka operacijata delewe ne e sekoga{ izvodliva vo
mno`estvata N  i Z . Me|utoa, od osnovno obrazovanie znaeme deka vo mno`estvoto N
za operacijata delewe va`i takanare~enata teorema za delewe so ostatok.

Ako NÎba, , toga{ postojat 0, NÎrq  takvi, {to
brrbqa <£+= 0, .

Pritoa, kako {to znaeme, brojot a  go narekuvame delenik, b -delitel, q -ko-
li~nik i r -ostatok.

Taka, na primer, za broevite 17=a  i 3=b  imame 25317 +×= , {to zna~i deka
5=q  i 2=r , a za broevite 342=a  i 38=b  imame 0938342 +×= , {to zna~i deka 9=q  i
0=r .

Prethodno iska`anata teorema za delewe so ostatok va`i i vo sledniot poop{t
oblik.
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Teorema 7. Za sekoj ZÎa  i sekoj NÎb  postojat edinstveni celi broevi q  i r
takvi, {to

brrbqa <£+= 0, . (1)
Dokaz (za onie {to sakaat da znaat pove}e). Da go razgledame mno`estvoto

...},3,2,,,,2,3{..., bababaabababaA +++---= .

Ova mno`estvo sodr`i kako negativni taka i nenegativni celi broevi. Da go razgledame
mno`estvoto B  od nenegativni celi broevi koi se sodr`at vo mno`estvoto A . Kako {to
znaeme, mno`estvoto B  ima najmal element koj e priroden broj ili e ednakov na nula. Neka e
toa brojot qba -  i da go ozna~ime so r . Toga{ va`i (1), bidej}i vo sprotivno, ako br ³  toga{

brojot bqa )1( +- , koj e pomal od qba - , }e bide priroden broj ili ednakov na nula. So toa
doka`avme deka broevite q  i r  postojat i deka go zadovoluvaat (1).

]e doka`eme deka broevite q  i r  se edinstveni. Da pretpostavime deka za broevite 1q
i 1r  va`i

brrbqa <£+= 111 0, . (2)

Ako od (1) go izvadime (2), dobivame

)()(0 11 rrqqb -+-= . (3)

Spored toa, )(| 1rrb -  i )(| 1 rrb - , pri {to ili 01 ³- rr  ili 01 ³- rr . Neka 01 ³- rr . Ako

01 >- rr , toga{ od )(| 1rrb -  i brr <-< 10  dobivame deka priroden broj e deliv so priroden broj

koj e pogolem od nego, {to ne e mo`no. Zna~i 01 =- rr , t.e. 1rr = . Sega, od (3) dobivame

)(0 1qqb -=  i bidej}i 0¹b  imame 01 =- qq  t.e. 1qq = , {to zna~i deka broevite q  i r  se edin-

stveni. ¨

Zabele{ka 3. Od teoremata 7 neposredno sleduva deka ab |  ako i samo ako osta-
tokot r  od deleweto na a  so b  e 0, t.e. 0=r .

Koli~nikot q  od teoremata 7 mo`e da bide koj bilo cel broj, a r  e nekoj broj od
mno`estvoto }1...,,1,0{ -b , koe go narekuvame mno`estvo na ostatoci na brojot b .

O~igledno, }1,0{  e mno`estvoto na ostatoci na brojot 2, bidej}i pri delewe so 2
se dobiva ostatok 0 ili 1. Spored toa, sekoj cel broj mo`eme da go pretstavime vo vidot

k2  ili ZÎ+ kk ,12 .

Broevite od vidot k2  gi narekuvame parni broevi, a onie od vidot 12 +k  gi narekuvame
neparni broevi.

Sli~no, pri deleweto so 3, mo`ni se slednive ostatoci: ili 0 ili 1 ili 2, pa
zatoa sekoj cel broj mo`e da se zapi{e vo vidot:

k3  ili 13 +k  ili ZÎ+ kk ,23 .

Vo prvata grupa (velime u{te i klasa), spa|aat site celi broevi delivi so 3, vo vtorata
se onie koi pri delewe so 3 davaat ostatok 1, a vo tretata onie koi pri delewe so 3
davaat ostatok 2. ^estopati vidot 23 +k  go zapi{uvame kako 13 -m

131)1(313323 -=-+=-+=+ mkkk .
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Analogno, pri deleweto so 6, mo`ni se slednive ostatoci: ili 0, ili 1, ili 2,
ili 3, ili 4, ili 5, pa zatoa sekoj cel broj mo`e da se zapi{e vo vidot: k6 , ili 16 +k ,
ili 26 +k , ili 36 +k , ili 46 +k , ili ZÎ+ kk ,56 , odnosno vo eden od vidovite

ZÎ+±± kkkkk ,36,26,16,6 .

]e re{ime nekolku zada~i koristej}i ja teoremata za delewe so ostatok.

Primer 7. a) Najdi najgolem priroden broj koj pri delewe so 31 }e dava koli~nik 17.

b) Pri delewe na brojot 170 e dobien ostatok 11. So koj broj e deleno i kolkav e
soodvetniot koli~nik?

v) Pri delewe na brojot 237 e dobien koli~nik 13. So koj broj e delen brojot 237
i koi ostatoci se dobivaat?

Re{enie. a) Vo slu~ajot se dadeni 31=b  i 17=q , a se baraat a  i r . Brojot a , koj
pri delewe so 31 dava koli~nik 17, mo`eme da go zapi{eme vo vidot

310,1731 <£+×= rra .

Toj }e bide najgolem, ako ostatokot r  e najgolem, t.e. ako 30=r . Zna~i

557301731 =+×=a .

b) Dadeno: 11,170 == ra ; se baraat b  i q . Treba da va`i

11170 += bq  ili 159=bq .

Bidej}i 1591159 ×=  i 533159 ×= , postojat ~etiri mo`nosti:

1,159 == qb  ili 3,53 == qb  ili 3=b , 53=q  ili 159,1 == qb .

Poslednite dve mo`nosti otpa|aat, bidej}i ostatokot treba da bide pomal od delite-
lot )0( br <£ . Zatoa zada~ata ima dve re{enija 1,159 == qb  i 3,53 == qb .

v) Dadeno e 37,237 == qa ; se baraat b  i r . Treba da va`i

brrb <£+= 0,13237

i ottuka zaklu~uvame deka b13237 ³  i b14237 < , t.e. b³13
237  i b<14

237 . Edinstveni pri-

rodni broevi koi gi zadovoluvaat poslednite dve neravenstva se broevite 17  i 18 , pa
zatoa 161713237,17 =×-== rb  ili 31813237,18 =×-== rb . ¨

Primer 8. a) Doka`i deka zbirot na ~etiri posledovatelni prirodni broevi
pri delewe so 4 dava ostatok 2.

b) Prirodniot broj a  ne e deliv so brojot 5. Najdi go ostatokot koj se dobiva

pri delewe na brojot 4a  so brojot 5.

Re{enie. a) Neka 2,1, ++ kkk  i 3+k  se ~etiri posledovatelni prirodni broevi.
Za nivniot zbir imame

2)1(4)3()2()1( ++=++++++ kkkkk .
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Od teoremata za delewe so ostatok sleduva deka ostatokot pri delewe na 2)1(4 ++k  so
4 e edinstven i e ednakov na 2.

b) Brojot a  koj ne e deliv so 5 mo`e da se zapi{e kako 15 ±k  ili NÎ± kk ,25 .
Kvadratot na vakov broj e

151)25(511025)15( 2222 +=+±=+±=±= mkkkkka
ili

151)145(542025)25( 2222 -=-+±=+±=±= mkkkkka .

Ako poslednite dve ravenstva gi kvadrirame u{te edna{ dobivame

151)25(511025)15( 2224 +=+±=+±=±= nmmmmma .

Zna~i, ostatokot pri delewe na brojot 4a  so brojot 5 e 1. ¨

Teorema 8. Zbirot na prirodnite broevi a  i b  e deliv so prirodniot broj c  ako
i samo ako zbirot na ostatocite na broevite a  i b  pri delewe so brojot c  e deliv so
c .

Dokaz. Spored teoremata za delewe so ostatok, za broevite a  i b  imame

11 rcqa +=  i 22 rcqb += . Spored toa,

21212211 )()()( rrqqcrcqrcqba +++=+++=+ ,

{to zna~i deka ba +  e deliv so c  ako i samo ako 21 rr +  e deliv so c . ¨

Primer 9. Neka NÎcba ,, . Doka`i deka 222 cba ++  pri delewe so 8 ne mo`e da
dade ostatok 7.

Re{enie. Od teoremata za delewe so ostatok sleduva deka sekoj priroden broj
mo`e da se zapi{e vo vidot 24,14,4 ++ kkk  ili 34 +k , 0NÎk . Vo sekoj od ovie slu~ai
kvadratot na brojot mo`e da se zapi{e kako

.1)132(892416,1)22(841616

,1)2(81816,2816
2222

2222

+++=++++=++

++=++×=

kkkkkkkk

kkkkkk

Spored toa, kvadratot na proizvolen priroden broj pri delewe so 8 mo`e da ima
ostatok 0, 1 ili 4. Sobiraj}i koi bilo tri ostatoci od navedeniot vid ne mo`eme da

dobieme zbir 7, pa od teoremata 8 zaklu~uvame deka zbirot 222 cba ++  pri delewe so 8
ne mo`e da dade ostatok 7. ¨

ZADA^I ZA VE@BAWE

13. Ako eden broj se podeli so 63, se dobiva koli~nik n  i ostatok 59. Kolku }e bide ostatokot
pri deleweto na toj broj so 21?

14. Najdi ~etiricifren broj koj podelen so 131 dava ostatok 112, a podelen so 132 dava ist
koli~nik i ostatok 98.
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15. Profesorkata Elisaveta mu dala na u~enikot Metodi da podeli eden broj so drug. Metodi
dobil koli~nik 74 i ostatok 22. Potoa izvr{il proverka: go pomno`il koli~nikot so
delitelot i na dobieniot proizvod go dodal ostatokot, pa taka dobil 30214. Imalo gre{ka.
Metodi pri ova mno`ewe (pri proverkata) vo delitelot, na mestoto na desetkite, edna
{estka ja pro~ital kako nula. Najdi gi delenikot i delitelot?

16.  Doka`i deka proizvodot na dva posledovatelni prirodni broevi e deliv so 2.
17. Doka`i deka kvadratot na sekoj neparen priroden broj mo`e da se zapi{e vo oblik

0,18 NÎ+ pp .

18.  Doka`i deka zbirot na kubovite na tri posledovatelni prirodni broevi e deliv so 9.

19.  Doka`i deka )(|6 3 nn - , za sekoj NÎn .

20.  Doka`i deka )12(|3 2 +nn , za sekoj NÎn .

21. Doka`i deka )623(|6 23 +++ nnn , za sekoj NÎn .

4. POSEBNI PRIZNACI ZA DELIVOST

Od osnovnoto obrazovanie, poznati ni se priznacite za delivost na priroden
broj so 2, 3, 4, 5, 8 i 9, koi spa|aat vo grupata na posebnite priznaci za delivost. Vo
osnovnoto obrazovanie nau~i da gi primenuva{ posebnite priznaci, bez da gi doka`u-
va{. Vo ovoj del }e se navratime na primenata na nekoi posebni priznaci, koi i }e gi
doka`eme.

Vo primerot 3 go iskoristivme takanare~eniot dekaden zapis na priroden broj.
Da se potsetime: sekoj dvocifren broj xya =  mo`eme da go zapi{eme vo oblik

yxa +=10 ; sekoj tricifren broj xyzb =  mo`eme da go zapi{eme vo oblik
zyxb ++= 10100  itn. Sli~no, ako prirodniot broj m  e sostaven od -+ )1(n na cifra,

t.e. 0121... aaaaam nn -= , toga{ istiot mo`eme da go zapi{eme vo razviena forma:

012
2

1
1 1010...1010 aaaaam n

n
n

n +++++= -
- . (1)

Taka, na primer

510410210310113245 234 +×+×+×+×=  i

5104102107105104457245 2345 +×+×+×+×+×= .

Priznak za delivost so 2. Prirodniot broj m  e  deliv  so  2  ako  i  samo  ako
cifrata na edinicite na brojot m  e 0, 2, 4, 6 ili 8.

Dokaz. Neka brojot m  e zapi{an vo razviena forma (1). Broevite n10...,,10,10 2

se delivi so 2, pa od teoremata 5 sleduva deka brojot 12
2

1
1 1010...1010 aaaa n

n
n

n ++++ -
-

e deliv so 2. Spored toa, od teoremata 4 sleduva deka m|2  ako i samo ako 0|2 a , t.e. ako i
samo ako cifrata na edinicite brojot m  e 0, 2, 4, 6 ili 8. ¨
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Priznak za delivost so 4. Prirodniot broj

012
2

1
1 1010...1010 aaaaam n

n
n

n +++++= -
-

e deliv so 4 ako i samo ako )2(|4 01 aa + .

Dokaz. Imame

)2()810...10(1010...10 0112
2

012
2 aaaaaaaaam n

n
n

n +++++=++++= .

Broevite n10,...,10,10,8 32  se delivi so 4, pa od teoremata 5 sleduva deka brojot

12
2

1
1 810...1010 aaaa n

n
n

n ++++ -
-  e deliv so 4. Spored toa, od teoremata 4 sleduva deka

m|4  ako i samo ako )2(|4 01 aa + . ¨

Primer 10. Koja cifra treba da stoi na mestoto na yvezdi~kata za brojot
434548*6 da bide deliv so 4?

Re{enie. Od priznakot za delivost so 4 sleduva deka dadeniot broj e deliv so 4
ako i samo ako )62(|4 1 +a , kade {to 1a  e cifrata koja stoi na mestoto na yvezdi~kata.
So neposredna proverka nao|ame }9,7,5,3,1{1Îa . ¨

Priznak za delivost so 8. Prirodniot broj

012
2

1
1 1010...1010 aaaaam n

n
n

n +++++= -
-

e deliv so 8 ako i samo ako )24(|8 012 aaa ++ .

Dokaz. Imame

).24()89610...1010(

1010...1010

012123
3

1
1

012
2

1
1

aaaaaaaa

aaaaam

n
n

n
n

n
n

n
n

++++++++=

+++++=

-
-

-
-

Broevite n10,...,10,96,8 3  se delivi so 8, pa od teoremata 5 sleduva deka brojot

123
3

1
1 89610...1010 aaaaa n

n
n

n +++++ -
-

e deliv so 8. Spored toa, od teoremata 4 sleduva deka m|8  ako i samo ako

)24(|8 012 aaa ++ . ¨

Primer 11. Koja cifra treba da stoi na mestoto na yvezdi~kata za brojot
4341903*6 bide deliv so 8?

Re{enie. Od priznakot za delivost so 8 sleduva deka dadeniot broj e deliv so 8
ako i samo ako )6234(|8 1 ++× a , kade {to 1a  e cifrata {to stoi na mestoto na yvezdi~-

kata. So neposredna proverka nao|ame }7,3{1Îa . ¨

Priznak za delivost so 5. Prirodniot broj m  e  deliv  so  5  ako  i  samo  ako
cifrata na edinicite na brojot m  e 0 ili 5.

Dokaz. Neka brojot m  e zapi{an vo razviena forma (1). Broevite
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n10,...,10,10,10 32

se delivi so 5, pa od teoremata 5 sleduva deka brojot

12
2

1
1 1010...1010 aaaa n

n
n

n ++++ -
-

e deliv so 5. Spored toa, od teoremata 4 sleduva deka m|5  ako i samo ako 0|5 a , t.e. ako i
samo ako cifrata na edinicite na brojot m  e 0 ili 5. ¨

Primer 12. Doka`ete deka brojot 12 ++ nn  ne e deliv so 5 za nitu eden priroden
broj n .

Re{enie. Spored priznakot za delivost so brojot 5, dovolno e da doka`eme deka

za sekoj priroden broj n  cifrata na edinicite na brojot 12 ++ nn  e razli~na od 0 i 5.
Za taa cel }e ja sostavime slednava tabela:

broj cifra na edinici
n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
2n 0 1 4 9 6 5 6 9 4 1

12 ++ nn 1 3 7 3 1 1 3 7 3 1

od kade {to gledame deka za sekoj priroden broj n , brojot 12 ++ nn  zavr{uva na edna od
cifrite 1, 3 ili 7, {to zna~i deka toj ne e deliv so 5. ¨

Priznak za delivost so 9. Prirodniot broj

012
2

1
1 1010...1010 aaaaam n

n
n

n +++++= -
-

e deliv so 9 ako i samo ako )...(|9 0121 aaaaa nn +++++ - .

Dokaz. Imame

)....()11...11..1111..11(9

)...(999...99..9999..99
)...()110()110(...)110(

1010...1010

011121
1

011121
1

01112
2

012
2

1
1

aaaaaaaa

aaaaaaaa
aaaaaaa

aaaaam

nnn
n

n
n

nnn
n

n
n

nnn
n

n
n

n
n

+++++++++×=

+++++++++=
+++++-+-++-=

+++++=

--
-

--
-

-

-
-

321321

321321

edin.edin.

devet.devet.

Spored toa, brojot m  go zapi{avme kako zbir na dva broja od koi edniot e deliv so 9, pa
zatoa m|9  ako i samo ako

)...(|9 0121 aaaaa nn +++++ - .¨

Priznak za delivost so 3. Prirodniot broj

012
2

1
1 1010...1010 aaaaam n

n
n

n +++++= -
-

e deliv so 3 ako i samo ako )...(|3 0121 aaaaa nn +++++ - .
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Dokaz. Imame

)....()11...11..1111..11(9
1010...1010

011121
1

012
2

1
1

aaaaaaaa
aaaaam

nnn
n

n
n

n
n

n
n

+++++++++×=
+++++=

--
-

-
-

321321

edin.edin.

Spored toa, brojot m  go zapi{avme kako zbir na dva broja od koi edniot e deliv so 9, {to
zna~i i so brojot 3, pa zatoa m|3  ako i samo ako

)...(|3 0121 aaaaa nn +++++ - .¨

Primer 13. Koja cifra treba da stoi na mestoto na yvezdi~kata za brojot 92357*46
da bide deliv so 3, a koja za brojot da bide deliv so 9?

Re{enie. Od priznakot za delivost so 3 sleduva deka brojot 92357*46 e deliv so 3
ako i samo ako zbirot

22 366475329 aa +=+++++++

e deliv so 3, kade {to 2a   e cifrata koja stoi na mestoto na yvezdi~kata. No, 36|3 , pa

zatoa treba 2|3 a , od {to sleduva deka }9,6,3,0{2 Îa .

Analogno, od priznakot za delivost so 3 sleduva deka brojot 92357*46 e deliv so
9 ako i samo ako zbirot

22 366475329 aa +=+++++++

e deliv so 9, kade {to 2a   e cifrata koja stoi na mestoto na yvezdi~kata. No, 36|9  pa

zatoa treba 2|9 a , od {to sleduva }9,0{2 Îa . ¨

Primer 14. Daden e priroden broj n , koj e zapi{an so 60 cifri sedumki i odre-

den broj nuli. Doka`i deka vrednosta na dropkata 3
27-n  e cel broj, no vrednosta na

dropkata 9
27-n  ne e cel broj!

Re{enie. Zbirot na cifrite na brojot n  e 420760 =× , {to spored priznakot za
delivost so 3 zna~i deka n|3 . No, 27|3 , pa zatoa )27(|3 -n , {to zna~i deka vrednosta na

dropkata 3
27-n  e cel broj.

Jasno, 27|9  i n|9 / , pa zatoa )27(|9 -/ n , t.e. vrednosta na dropkata 3
27-n  ne e cel

broj. ¨

ZADA^I ZA VE@BAWE

22. Doka`i deka: a) )12(|5 2000 - ; b) )7(|5 2 -/ n , za sekoj NÎn .

23.   Doka`i deka: a) )1010(|81 1990 - ; b) 43421

edinica81
111...111|81 .
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24. Ako n  e priroden broj, toga{ i 6:)410( -n  e priroden broj. Doka`i!

25. Ako n  e priroden broj, toga{ i 45:)3510( +n  e priroden broj. Doka`i!

26. Dali a|8 , kade {to 43421

etvorki~2002
4444...4444=a .?

27.  Na mestoto na yvezdi~kata, vo brojot 63145*, stavi soodvetna cifra taka {to pri delewe na
toj broj so 3 i so 5 da se dobijat ednakvi ostatoci. Najdi gi site re{enija.

28. Na mestoto na yvezdi~kite stavi cifri taka {to brojot 4*1* da bide deliv so 12. Najdi gi
site re{enija.

29.  Na mestoto na yvezdi~kite stavi cifri taka {to brojot 81** bide deliv so 90. Najdi gi site
re{enija.

30. Telefonskiot broj na Samoil se sostoi od dva tricifreni broja, od koi sekoj e deliv so 45, a
srednata cifra im e 8. Najdi go brojot na telefonot, ako prviot del od brojot e pomal od
vtoriot.

31. Doka`i deka ~etiricifreniot broj abcd  e deliv so 11 ako i samo ako brojot dcba -+-  e
deliv so 11.

32. Koristej}i go tvrdeweto: "Prirodniot broj n  e deliv so 11 ako i samo ako razlikata na
zbirot na cifrite na neparnite mesta i zbirot na cifrite na parnite mesta vo
dekadniot zapis e deliva so 11.", proveri koi od broevite

a) 1324567396; b) 2619876347; v) 434548363235
e deliv so 11. Obidi se da go doka`e{ priznakot za delivost so 11.

33.  Na mestoto na yvezdi~kite, vo brojot 1988**, stavi cifri taka {to dobieniot broj da bide
deliv so 33. Najdi gi site re{enija.

5. NAJGOLEM ZAEDNI^KI DELITEL

Za brojot 24 imame 3222124 ××××= . O~igledno, broevite 1, 2, 3, 4, 6, 8, 12 i 24 se
deliteli na brojot 24. Zabele`uvame deka site deliteli na 24 se pomali ili ednakvi na
24 i niv gi ima kone~no mnogu. Poslednoto va`i za sekoj priroden broj. Imeno, deli-
telite na sekoj priroden broj a  se pomali ili ednakvi na brojot a , pa zatoa sekoj
priroden broj, a so toa i sekoj cel broj razli~en od nula, ima kone~no mnogu deliteli.

Definicija 2. Neka NÎba, . Za brojot d  }e velime deka e zaedni~ki delitel na
broevite a  i b  ako ad |  i bd | .

Neka kddd ,...,, 21  se zaedni~ki deliteli na a  i b , i d  e najgolemiot me|u broe-

vite kddd ,...,, 21 , vo oznaka },...,,max{ 21 kdddd = . Za brojot d  }e velime deka e najgolem
zaedni~ki delitel na a  i b .

Za najgolemiot zaedni~ki delitel na broevite a  i b  naj~esto se koristat
oznakite ),( ba  ili ),( baNZD . Nie }e ja koristime oznakata ),( baNZD .

Za brojot d  }e velime deka e zaedni~ki delitel na broevite naaa ,...,, 21  ako

nadadad |,...,|,| 21 .
Neka kddd ,...,, 21  se zaedni~ki deliteli na naaa ,...,, 21 . Brojot },...,max{ 1 kddd =

go narekuvame najgolem zaedni~ki delitel na naaa ,...,, 21  i }e go ozna~uvame so

),...,,( 21 naaaNZD .
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Zabele{ka 3. Kako {to rekovme, mno`estvoto deliteli na prirodniot broj a  e
kone~no i bidej}i toa gi sodr`i zaedni~kite deliteli na broevite a  i b , dobivame
deka mno`estvoto kddd ,...,, 21  od zaedni~kite deliteli na a  i b  e kone~no. No, toa ne e
prazno, brojot 1 e zaedni~ki delitel na a  i b , pa zatoa istoto ima najgolem element.
Spored toa, za sekoi dva prirodni broja a  i b  mo`e da se najde ),( baNZD . Od napolno

isti pri~ini e jasno deka za sekoi n  prirodni broevi naaa ,...,, 21  mo`e da se najde

),...,,( 21 naaaNZD .

Od dosega iznesenoto e jasno deka za da go najdeme najgolemiot zaedni~ki delitel na
broevite a  i b , dovolno e da gi opredelime site deliteli na a  i site deliteli na b  i
potoa me|u nivnite zaedni~ki deliteli da go zememe najgolemiot broj. Jasno, vakvata
postapka sekoga{ dava rezultati, no ne e sekoga{ efektivna. Imeno, ako broevite a  i b
se mali toga{ sé e vo red, no ako stanuva zbor za golemi broevi, toga{ mo`e da imame
seriozni te{kotii. Taka, na primer, ako 24=a  i 56=b , toga{ lesno se gleda deka deli-
teli na 24 se 1, 2, 3, 4, 6, 8, 12 i 24, a deliteli na 56 se 1, 2, 4, 7, 8, 14, 28 i 56, pa zatoa

8)56,24( =NZD . Me|utoa, ako 1728=a  i ,1764=b  toga{ potreben e golem broj presmetu-
vawa za so prethodnata postapka da se konstatira deka .36)1764,1728( =NZD  Tokmu zatoa,
vo ovoj del }e dademe nekolku teoremi so ~ija pomo{ }e mo`eme polesno da nao|ame NZD.

Teorema 9. Ako bqa = , toga{ bba =),(NZD .

Dokaz. Od bqa =  sleduva deka ab |  i bidej}i bb | , dobivame deka b  e zaedni~ki
delitel na a  i b . Ponatamu, bidej}i bba £),(NZD  i b  e zaedni~ki delitel na a  i b ,
dobivame deka bba =),(NZD . ¨

Teorema 10. a) Ako ab < , toga{ ),(),( babba -= NZDNZD .

b) Za sekoi NÎba,  va`i ),(),( baaba += NZDNZD .

Dokaz. a) Od teoremata 4 imame: ako ad | , toga{ bd |  ako i samo ako ).(| bad -
Spored toa, sekoj zaedni~ki delitel na a  i b  e zaedni~ki delitel i na b  i ba -  i,
obratno, sekoj zaedni~ki delitel na b  i ba -  e zaedni~ki delitel i na a  i b , pa zatoa

),(),( babba -= NZDNZD .

b) Od tvrdeweto pod a) imame: ),(),(),( baabaabaa NZDNZDNZD =-+=+ .¨

Primer 15. a) Najdi )396,484(NZD .

b) Najdi go najgolemiot priroden broj za koj pri delewe na broevite 845 i 275, so
nego, i vo dvata slu~ai se dobiva ostatok 5.

Re{enie. a) Od teoremata 10 a) sleduva

.44)44,88()88132,88()132,88(
)88220,88()220,88()88308,88()308,88(

)88396,88()88,396()396484,396()396,484(

==-==
-==-==

-==-=

NZDNZDNZD

NZDNZDNZDNZD

NZDNZDNZDNZD

Poslednoto ravenstvo sleduva od teoremata 9 bidej}i 44288 ×= .
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b) Baraniot broj e zaedni~ki delitel na 8405845 =-  i 2705275 =- . Spored toa,
treba da najdeme )270,840(NZD . Od teoremata 10 a) imame

)30,270()270300,270()300,270(
)270570,270()570,270()270840,270()270,840(

NZDNZDNZD

NZDNZDNZDNZD

=-==
-==-=

i bidej}i 270|30  od poslednoto ravenstvo i od teoremata 9 dobivame

30)30,270()270,840( == NZDNZD .

Zna~i, najgolemiot broj so baranoto svojstvo e 30. Pritoa

52830845 +×=  i 5930275 +×= .¨

Vo prethodnite razgleduvawa vidovme deka 8)56,24( =NZD  i 30)270,840( =NZD .
Zabele`uvame deka i vo dvata slu~aja najgolemiot zaedni~ki delitel e pogolem od 1.
Me|utoa, deliteli na brojot 10 se 1, 2, 5 i 10, a deliteli na brojot 3 se 1 i 3, pa zatoa

1)3,10( =NZD . Postojat brojni primeri vo koi najgolemiot zaedni~ki delitel na dva broja
e 1 i vakvite parovi prirodni broevi se od posebna va`nost vo teorijata na broevi, pa
zatoa i posebno }e gi razgledame.

Definicija 3. Za prirodnite broevi a  i b  }e velime deka se zaemno prosti ako
1),( =baNZD .

Za broevite naaa ,...,, 21  }e velime deka se zaemno prosti vo celina ako

1),...,,( 21 =naaaNZD .

Za broevite naaa ,...,, 21  }e velime deka se zaemno prosti po parovi ako

1),( =ji aaNZD , za ji ¹ , t.e. sekoi dva broja se zaemno prosti.

Jasno, ako broevite naaa ,...,, 21  se zaemno prosti po parovi, toga{ tie se zaemno
prosti vo celina. Me|utoa, obratnoto ne va`i. Imeno, za broevite 6, 15 i 35 imame

1)35,15,6( =NZD , t.e. tie se zaemno prosti vo celina, no ne se zaemno prosti po parovi
bidej}i 3)15,6( =NZD  i .5)35,15( =NZD

Primer 16. a) Doka`i deka broevite 77 i 96 se zaemno prosti.

b) Doka`i deka broevite 1, +nn  i 12 +n  se zaemno prosti po parovi.

Re{enie. a) Imame

,1)1920,19()20,19()1939,19(
)39,19()1958,19()58,19(

)1977,19()19,77()7796,77()77,96(

=-==-=
=-==

-==-=

NZDNZDNZD

NZDNZDNZD

NZDNZDNZDNZD

{to zna~i deka broevite 77 i 96 se zaemno prosti.

b) Od teoremata 10 a) sleduva

1)1,()1,(),1( ==-+=+ nnnnnn NZDNZDNZD ,
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{to zna~i deka broevite n  i 1+n  se zaemno prosti. Sega, od teoremata 10 b) imame

)12,1()1,1(),1( ++=+++=+= nnnnnnn NZDNZDNZD1

t.e. 1+n  i 12 +n  se zaemno prosti. Kone~no, od teoremata 10 a) i od prethodnoto
ravenstvo imame

1)1,12()12,12(),12( =++=-++=+ nnnnnnn NZDNZDNZD

t.e. n  i 12 +n  se zaemno prosti. ¨

Teorema 11. Ako dba =),(NZD , dxa =  i dyb = , toga{

1),( =yxNZD .

Dokaz. Da pretpostavime deka 1),( >= kyxNZD . Toga{ postojat prirodni broevi

1x  i 1y  takvi, {to 1kxx =  i 1kyy = . Od dxa =  i dyb =  dobivame 11 )()( xkdkxda ==  i

11 )()( ydkkydb == . Spored toa adk |  i bdk | . Zna~i, brojot dk  e zaedni~ki delitel na a
i b  pogolem od d , {to ne e mo`no bidej}i dba =),(NZD .

Od dobienata protivre~nost sleduva deka 1=k , t.e 1),( =yxNZD . ¨

Primer 17. Zbirot na dva prirodni broja e 252, a nivniot najgolem zaedni~ki
delitel e 36. Koi se tie broevi?

Re{enie. Neka baranite broevi se a  i b . Od uslovot na zada~ata imame
252=+ ba , xa 36=  i yb 36= , pri {to 1),( =yxNZD . Spored toa, 2523636 =+ yx , t.e.
7=+ yx . Vo poslednoto ravenstvo stavame 6,5,4,3,2,1=x  i dobivame

)}1,6(),2,5(),3,4(),4,3(),5,2(),6,1{(),( Îyx .
Kone~no, so zamena vo ravenstvata xa 36=  i yb 36=  nao|ame

)}36,216(),72,180(),108,144(),144,108(),180,72(),216,36{(),( Îba .¨

ZADA^I ZA VE@BAWE

34. Najdi NZD za broevite: a) 135 i 180; b) 63,  135 i 315.
35. Neka a  i b  se dva posledovatelni prirodni broevi i neka n  e proizvolen priroden broj.

Doka`i deka ),( abnban ++NZD  e neparen broj.

36. Dali 421 +n  i 314 +n  imaat zaedni~ki delitel razli~en od 1, ako n  e priroden broj.

37.   Doka`i deka se zaemno prosti broevite 319 +n  i 72 +n  za sekoj NÎn .

38.   Ako a  i b   se zaemno prosti broevi, toga{ 2|),( baba -+NZD . Doka`i!

39.  Zbirot na dva prirodni broja e 150, a nivniot najgolem zaedni~ki delitel e 30. Koi se tie
broevi?

40. Proizvodot na dva prirodni broja e 8400, a nivniot najgolem zaedni~ki delitel e 20. Koi se
tie broevi?
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6. EVKLIDOV ALGORITAM

Vo slednite nekolku teoremi }e razrabotime algoritam za nao|awe na NZD.
Pritoa }e ja koristime teoremata za delewe so ostatok, so ~ija pomo{ }e go doka`eme
takanare~eniot Evklidov algoritam.

Teorema 12. Ako rbqa += , toga{ ),(),( rbba NZDNZD = .

Dokaz. Ako dba =),(NZD , toga{ postojat x  i y  takvi, {to dxa =  i dyb = . Zna-
~i, rdydx += , pa od teorema 4 sleduva rd |  i bidej}i bd |  zaklu~uvame deka ),(| rbd NZD .

Jasno, ),( rbd NZD= , bidej}i ako 1),( drbd =< NZD , toga{ spored teoremata 4, od
ravenstvoto rbqa +=  sleduva ad |1  i bidej}i bd |1 , dobivame deka postoi zaedni~ki
delitel na a  i b , {to e protivre~nost. ¨

]e poka`eme kako so pomo{ na teoremata za delewe so ostatok i prethodnata
teorema mo`e da se konstruira takanare~eniot Evklidov algoritam za nao|awe na NZD
na dva broja a  i b . Imame

..............................

....................

111

12

3321

221

11

++-

--

+=
+=

+=
+=
+=

kkkk

kkkk
rqrr
rqrr

rqrr
rqrb

rbqa

..................
0
0

...............
0
0
0

1

1

23

12

1

kk

kk
rr

rr

rr
rr
br

<£
<£

<£
<£
<£

+

-

(1)

Bidej}i ostatocite ir  opa|aat so sekoj sleden ~ekor, t.e.

...... 1321 >>>>>> +kk rrrrr

postapkata definirana so ravenstvata (1) }e zavr{i po kone~en broj ~ekori, t.e. po
kone~en broj ~ekori }e dobieme ravenstvo vo oblik 011 += +- nnn qrr , t.e. 01 =+nr , pri
{to 0¹nr . Od ravenstvoto 11 +- = nnn qrr  sleduva 1| -nn rr . Prethodno ka`anoto i teore-
mata 12 ni ovozmo`uvaat da ja doka`eme slednata teorema.

Teorema 13. Posledniot ostatok nr  razli~en od nula, dobien so nizata ravenstva
(1) e ednakov na najgolemiot zaedni~ki delitel na broevite a  i b .

Dokaz. Ako gi zememe predvid ravenstvata (1), toga{ od teoremata 12 neposredno
ja dobivame slednava niza ravenstva

),(...),(),(),(),( 132211 nn rrrrrrrbba -===== NZDNZDNZDNZDNZD .

No, 1| -nn rr  {to spored teoremata 9 zna~i deka nnn rrr =- ),( 1NZD . Kone~no, od posledni-
te dve ravenstva nao|ame

nnn rrrba == - ),(),( 1NZDNZD . ¨
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Primer 18. Najdi )312,426(NZD .

Re{enie. ]e go iskoristime Evklidoviot algoritam. Imame

1141312426 +×= ; 842114312 +×= ; 30184114 +×= , 2423084 +×= ; 612430 +×=  i 4624 ×=

{to zna~i 6)312,426( =NZD . ¨

Teorema 14. Ako ),( bad NZD= , toga{ postojat celi broevi x  i y  takvi, {to

byaxd += .

Dokaz. Spored teoremata 13, vo sistemot ravenstva (1) na Evklidoviot algo-
ritam va`i ),( bard n NZD== , kade {to nr  e posledniot ostatok razli~en od nula.
Ravenstvata (1) gi zapi{uvame vo oblikot:

11

212

3242

2131

12

....................

bqar
qrbr

rqrr
rqrr

rqrr

nnnn

nnnn

nnnn

-=
-=

-=
-=

-=

----

----

--

(2)

Sega, ako vo prvoto ravenstvo na (2) od vtoroto ravenstvo zamenime za 1-nr , potoa od
tretoto ravenstvo vo (2) vo novodobienoto ravenstvo zamenime za 2-nr , pa vo sekoe no-

vodobieno ravenstvo posledovatelno zamenime za 233 ,,..., rrrn-  i ,1r  dobivame ravenstvo
vo oblik byaxd += . ¨

Da zabele`ime deka broevite x  i y  vo prethodnata teorema se zaemno prosti,
t.e. 1),( =yxNZD .

Navistina, ako pretpostavime deka 1),( >= kyxNZD , toga{ postojat NÎ11, yx
takvi, {to 1kxx =  i 1kyy = . Sli~no, od ),( bad NZD=  sleduva deka postojat NÎ11,ba
takvi, {to 1daa =  i 1dbb = . Ako zamenime vo ravenstvoto ,byaxd +=  dobivame

)())(())(( 11111111 ybxakdkydbkxdad +=+=  ,

t.e. dkd | , {to ne e mo`no bidej}i dkd > . Od dobienata protivre~nost sleduva deka
1),( =yxNZD .

Ponatamu, ako ),( bad NZD= , toga{ broevite x  i y  vo ravenstvoto byaxd +=  ne
se ednozna~no opredeleni. Taka, na primer, 4)12,8( =NZD  i 87125841234 ×-×=×-×= .

Primer 19. Zapi{i go 6)312,426( =NZD  vo oblik

yx 3124266 += .

Re{enie. Od primerot 19 i od teoremata 14 sleduva:
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3121542611
3124)312426(11312411411)1142312(41143

844114384)84114(384303)30284(3024306

×-×=
×--=×-×=×--×=

×-×=--=-×=×--=-=

t.e. 1531211426)312,426( ×-×=NZD . ¨

Primer 20. Doka`i deka celite broevi m  i n  se zaemno prosti ako i samo ako
postojat celi broevi x  i y  takvi, {to

1=+ nymx . (3)

Re{enie. Neka m  i n  se zaemno prosti t.e. 1),( =nmNZD . Toga{, od teoremata 14
sleduva deka postojat celi broevi x  i y  takvi, {to 1=+ nymx , t.e. va`i (3).

Da pretpostavime deka za broevite m  i n  postojat celi broevi x  i y  takvi,
{to va`i ravenstvoto (3). Ako md |  i nd | , toga{ )(| nbmad + , za sekoi celi broevi a
i b . Zemame xa =  i yb =  i dobivame deka )(| nymxd + , t.e. 1|d , a toa e mo`no samo ako

1=d , {to zna~i deka m  i n  se zaemno prosti. ¨

Teorema 15. a) Ako ac |  i bc | , toga{ ),(| bac NZD .

b) Ako bdad |,|  i byaxd += , za nekoi celi broevi x  i y , toga{ ),( bad NZD= .

Dokaz. a) Od teoremata 14 sleduva deka postojat celi broevi x  i y  takvi, {to
byaxba +=),(NZD . Ponatamu, od ac |  imame cma =  za nekoj cel broj m , a od bc |  sledu-

va cnb =  za nekoj cel broj n . Zamenuvame vo ravenstvoto byaxba +=),(NZD  i dobivame

)()()(),( nymxcycnxcmbyaxba +=+=+=NZD ,

{to zna~i ),(| bac NZD .

b) Da pretpostavime deka bdad |,|  i byaxd += , za nekoi celi broevi x  i y . Od

tvrdeweto pod a) sleduva deka ),(| bad NZD . Ponatamu, postojat NÎ11,ba  takvi, {to

),(1 baaa NZD×=   i ),(1 babb NZD×= .

Ako zamenime vo byaxd += , dobivame

)(),()],([)],([ 1111 ybxabaybabxbaad +×=×+×= NZDNZDNZD

{to zna~i dba |),(NZD . Kone~no, od ),(| bad NZD  i dba |),(NZD  sleduva ),( bad NZD= . ¨

Teorema 16. Ako 0>k , toga{ ),(),( bakkbka NZDNZD ×= .

Dokaz. Neka ),( bad NZD= . Spored toa, ad |  i bd |  i postojat postojat x  i y
takvi, {to byaxd += . No, toa zna~i deka kakd | , kbkd |  i postojat x  i y  takvi, {to

ykbxkabyaxkkd )()()( +=+= .
Sega, od teoremata 15 b) sleduva deka

),(),( bakkdkbka NZDNZD ×== . ¨
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Primer 21. Najdi )1080,765(NZD .

Re{enie. Dadenite broevi zavr{uvaat na 5 i 0, pa od priznakot za delivost so 5
sleduva deka 765|5  i 1080|5 . Imame, 1535765 ×=  i 21651080 ×= , pa zatoa

)216,153(5)1080,765( NZDNZD ×= .

Zbirot na cifrite na broevite 153 i 216 e ednakov na 9, pa od priznakot za delivost so
9 sleduva deka i dvata broja se delivi so 9. Imame, 179153 ×=  i 249216 ×= , pa zatoa

)7,17(45)24,17(95)216,153(5)1080,765( NZDNZDNZDNZD ×=××=×=
45)4,3(45)3,7(45)10,7(45 =×=×=×= NZDNZDNZD . ¨

Teorema 17. a) Ako abq |  i 1),( =bqNZD , toga{ aq | .

b) Ako apaq |,|  i 1),( =pqNZD , toga{ aqp | .

Dokaz. a) Spored teoremata 14, od 1),( =bqNZD  sleduva deka postojat celi
broevi m  i n  takvi, {to qnbm +=1 . Ako poslednoto ravenstvo go pomno`ime so a ,
dobivame deka postojat celi broevi m  i n  takvi, {to

qanabma += . (4)

Od uslovot na teoremata imame deka abq | , t.e. postoi priroden broj k  takov, {to
qkab = . So zamena vo ravenstvoto (4), dobivame

)()( ankmqqanmqka +=+= .

Kone~no, od poslednoto ravenstvo sleduva deka aq | .

b) Od aq |  i ap |  sleduva deka qma =  i pna =  za nekoi NÎnm, . Spored toa,
pnqm =  pa zatoa pnq | . No, 1),( =pqNZD  i bidej}i pnq | , od tvrdeweto pod a) sleduva

nq | , {to zna~i deka postoi NÎk  takov, {to qkn = . Kone~no, kpqqkppna )()( === , od
{to sleduva deka apq | . ¨

Primer 22. Najdi gi site prirodni broevi n  za koi brojot 810 +n  e deliv so 72!

Re{enie. Bidej}i zbirot na cifrite na brojot 08...10810 =+n  e  ednakov  na  9,

zaklu~uvame deka )810(|9 +n  za sekoj priroden broj n . Ponatamu, od priznakot za

delivost so 8, imame deka )810(|8 +n  ako i samo ako )24(|8 012 aaa ++ . Za 1=n  i 2=n
imame

18810 =+n  i 108810 =+n

i ovie broevi ne se delivi so 8. Ako 3³n , toga{ 012 == aa  i 80 =a , pa zatoa

)24(|8 012 aaa ++ . Spored toa, za 3³n  imame )810(|8 +n .

Kone~no, od prethodno iznesenoto i od faktot deka 1)9,8( =NZD , so primena na

teoremata 17 b) dobivame deka )810(|72 +n  za 3³n . ¨
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Primer 23. Doka`i deka od abb|7  sleduva )(|7 bba ++ .

Re{enie. Imame

)(2)14(74279810100 bbababababbaabb ++++=+++=++= .

Ponatamu, levata strana na poslednoto ravenstvo e deliva so 7 i prviot sobirok na
desnata strana e deliv so 7, pa zatoa i vtoriot sobirok e deliv so 7, t.e. )(2|7 bba ++ .
No, 1)2,7( =NZD , pa od teoremata 17 a) sleduva deka )(|7 bba ++ , {to i treba{e da se

doka`e. ¨

ZADA^I ZA VE@BAWE

41. So pomo{ na Evklidoviot algoritam najdi NZD za broevite:
a) 1001 i 7655; b) 72135  i  45360

a potoa zapi{i go )7655,1001(NZD  vo oblikot yx 76551001 + .

42. Najdi dva razli~ni parovi celi broevi x  i y  takvi {to:
a) yx 46)4,6( +=NZD ; b) yx 87)8,7( +=NZD

43.   Ako 1),( =caNZD  i 1),( =cbNZD , toga{ 1),( =cabNZD . Doka`i!

44.   Ako 1),( =caNZD , toga{ bcab |),(NZD . Doka`i!

45.   Ako 1),( =baNZD , toga{ ),(|),( bcbac NZDNZD . Doka`i!

46.   Neka a , b  i c  se prirodni broevi takvi, {to 1),,( =cbaNZD  i ba
abc -= . Doka`i deka ba -  e

kvadrat na priroden broj.

7. NAJMAL ZAEDNI^KI SODR@ATEL

Pri voveduvaweto na poimot za delivost rekovme deka ako ba | , toga{ za brojot
b  velime deka e sodr`atel na brojot a . Jasno, ako b  e sodr`atel na a , toga{ i broevi-
te ...,4,3,2 bbb  se sodr`ateli na brojot a . Taka, na primer:

- sodr`ateli na brojot 9 se:

9, 18, 27, 36, 45, 54, 63, 72, 81, 90, 99, 108, 117, 126, ...

- sodr`ateli na brojot 12 se:

12, 24, 36, 48, 60, 72, 84, 96, 108, 120, 132, 144, ...

Kako {to mo`eme da zabele`ime, broevite 36, 72, 108 ... se zaedni~ki sodr`ateli na
broevite 9 i 12. Prethodno iznesenoto e pri~ina za slednata definicija.

Definicija 4. Neka NÎba, . Za brojot NÎc  }e velime deka e zaedni~ki
sodr`atel na a  i b  ako ac |  i bc | .
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Od definicijata 4 neposredno sleduva deka za sekoi NÎba, , broevite od vidot
NÎkkab,  se zaedni~ki sodr`ateli na a  i b . Spored toa, za sekoi a  i b  mno`estvoto

od nivni zaedni~ki sodr`ateli e beskone~no, pa zatoa istoto nema najgolem element.
Prirodno e da se zapra{ame dali me|u zaedni~kite sodr`ateli na a  i b  postoi najmal
sodr`atel. Odgovorot na ova pra{awe e potvrden. Navistina, brojot abc =1  e zaed-

ni~ki sodr`atel na a  i b . Ako toj ne e najmal, toga{ postoi priroden broj 2c  takov,

{to 12 cc <  i 2| ca  i 2| cb . Ako 2c  ne e najmal me|u zaedni~kite sodr`ateli na a  i b ,
toga{ postoi zaedni~ki sodr`atel 3c  na a  i b  takov, {to 23 cc < . Bidej}i prirodnite

broevi ...,,, 321 ccc  se namaluvaat, po kone~en broj ~ekori }e najdeme najmal priroden
broj c  za koj va`i ca |  i cb | . Jasno, ova e najmaliot zaedni~ki sodr`atel na a  i b  i
nego }e go ozna~uvame so ),( bac NZS= . Da zabele`ime deka vo literaturata za najma-
liot zaedni~ki sodr`atel na broevite a  i b  se koristi i oznakata ],[ ba .

Kako {to vidovme, za da go opredelime najmaliot zaedni~ki sodr`atel na dva
broja a  i b   dovolno e posledovatelno da gi ispi{eme sodr`atelite na edniot i
drugiot broj i potoa me|u niv da go najdeme najmaliot zaedni~ki sodr`atel, koj sigurno
e pomal ili ednakov na ab . No ovaa postapka mo`e da bide dolga, pa zatoa }e doka`eme
nekolku svojstva za najmaliot zaedni~ki sodr`atel.

Teorema 18. Ako sba =),(NZS  i S  e zaedni~ki sodr`atel na a  i b , toga{ Ss | .

Dokaz. Od teoremata za delewe so ostatok sleduva deka postojat q  i r  takvi,
{to

srrsqS <£+= 0, .

Ako 0¹r , toga{ od Sa | , sa |  i od prethodnoto ravenstvo sleduva deka ra | . Sli~no
rb | , {to zna~i deka najdovme zaedni~ki sodr`atel na a  i b  koj e pomal od s . Posled-

noto mu protivre~i na faktot deka sba =),(NZS . Od dobienata protivre~nost sleduva

0=r , t.e. Ss | . ¨

Teorema 19. Ako 1),( =baNZD , toga{ abba =),(NZS .

Dokaz. Neka absba £=),(NZS . Toga{, ams = , za nekoj NÎm . Spored toa, amb |  i
bidej}i 1),( =baNZD , od teoremata 17 a) sleduva deka mb | , t.e. bnm = , za nekoj NÎn .
Od dosega iznesenoto imame

nabbnaams )()( ===

i bidej}i abs £ , od poslednoto ravenstvo sleduva 1=n , {to zna~i deka abs = , t.e.
abba =),(NZS . ¨

Primer 24. Najdi: a) )31,20(NZS  i b) )12,( +nnNZS , NÎn .

Re{enie. a) Imame

1)2,9()9,11()11,20()2031,20()31,20( ====-= NZDNZDNZDNZDNZD ,

pa zatoa od teoremata 19 sleduva deka 6203120)31,20( =×=NZS .
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b) Bidej}i 1)12,( =+nnNZD , za sekoj NÎn , od teoremata 19 zaklu~uvame deka

)12()12,( +=+ nnnnNZS . ¨

Teorema 20. a) ),(),( bannbna NZSNZS ×= , za sekoi NÎban ,, .

b) abbaba =× ),(),( NZDNZS , za sekoi NÎba, .

Dokaz. a) Neka xba =),(NZS . Zna~i, xa |  i xb | , pa zatoa nxna |  i nxnb | , t.e. nx  e
zaedni~ki sodr`atel na na  i nb . Od teoremata 18 sleduva deka

),(|),( bannxnbna NZSNZS ×= .

Neka snbna =),(NZS . Toa zna~i deka sna | , t.e. postoi NÎq  takov, {to
)()( aqnqnas == , odnosno nys = , aqy = . Jasno, ya | . Ponatamu, snb | , pa zatoa postoi

NÎk  takov, {to )()( bknknbsny === , odnosno bky = . Poslednoto zna~i yb | , {to
zaedno so ya |  povlekuva deka y  e zaedni~ki sodr`atel na a  i b . Sega od teoremata 18
sleduva deka yxba |),( =NZS , odnosno ),(|),( nbnasnynxban NZSNZS ===× .

Zna~i, ),(|),( bannbna NZSNZS ×  i ),(|),( nbnaban NZSNZS×  pa zatoa

),(),( bannbna NZSNZS ×= .

b) Neka dba =),(NZD  i m  i n  se takvi, {to ndbmda == ,  i 1),( =nmNZD . Od
teoremata 19 i od tvrdeweto pod a) dobivame:

)],([),()())(( nmdbamnddndmdab NZSNZD ××=×==
),(),(),(),( babandmdba NZSNZDNZSNZD ×=×= . ¨

Primer 25. a) Najdi )1232,1155(NZS .

b) Stojan ima pove}e od 3000 denari, a pomalku od 4000 denari. Ako dnevno
tro{i ili po 150 denari ili po 180 denari, po nekolku dena mu ostanuvaat 30 denari.
Kolku denari ima Stojan?

Re{enie. a) Imame,

)77,1155()11551232,1155()1232,1155( NZDNZDNZD =-=

i bidej}i 77151155 ×= , dobivame deka

77)77,1155()1232,1155( == NZDNZD .

Sega od teoremata 20 b) sleduva

)1232,1155(77)1232,1155()1232,1155(12321155 NZSNZSNZD ×=×=× ,
t.e.

1848077:12321155)1232,1155( =×=NZS .

b) Stojan neka ima x  denari. Ako tro{i po 150 denari dnevno po nekolku dena
mu ostanuvaat 30 denari, pa zatoa )30(|150 -x . Sli~no )30(|180 -x , {to zna~i deka

30-x  e zaedni~ki sodr`atel na 150 i 180. Imame, 30)180,150( =NZD , pa ako ja
iskoristime teoremata 20 b) dobivame deka
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)180,150(30)180,150()180,150(180150 NZSNZSNZD ×=×=×

{to zna~i 900)180,150( =NZS . No, 30-x  e zaedni~ki sodr`atel na 150 i 180, pa zatoa
od teoremata 18 sleduva deka )30(|900 -x , odnosno NÎ=- kkx ,90030 . Ponatamu, od
uslovot na zada~ata imame 40003000 << x , {to zna~i 4000309003000 <+< k , od kade
{to nao|ame 4=k . Kone~no, Stojan imal 3630304900 =+×  denari. ¨

Primer 26. Najdi gi site prirodni broevi x  i y , za koi

6),( =yxNZD  i 36),( =yxNZS .

Re{enie. Od 6),( =yxNZD  imame nymx 6,6 ==  i 1),( =mnNZD . Ponatamu, od
teoremite 19 i 20 a) imame

mnnmnmyx 6),(6)6,6(),(36 =×=== NZSNZSNZS  t.e. 6=mn .

Bidej}i 1),( =mnNZD , od poslednata ravenka nao|ame

)}2,3(),3,2(),1,6(),6,1{(),( Înm ,
pa zatoa

)}12,18(),18,12(),6,36(),36,6{(),( Îyx . ¨

Vo prethodnite razgleduvawa se zadr`avme na najmaliot zaedni~ki sodr`atel
na dva prirodni broja a  i b . Analogno se definira i najmaliot zaedni~ki sodr`atel
na kone~no mnogu prirodni broevi kaaa ...,,, 21 . Pritoa, toj mo`e da se opredeli na
sledniov na~in:

- najprvo opredeluvame 121 ),( saa =NZS ,
- potoa opredeluvame 231 ),( sas =NZS  itn.

Posledniot element 1-ks  vo nizata 121 ...,,, -ksss  e najmaliot zaedni~ki sodr`atel na

broevite kaaa ...,,, 21 .

Primer 27. Najdi go najmaliot priroden broj koj podelen so 2 dava ostatok 1,
podelen so 3 dava ostatok 2, podelen so 4 dava ostatok 3, podelen so 5 dava ostatok 4 i
podelen so 6 dava ostatok 5.

Re{enie. Ako na baraniot broj mu dodademe 1, toga{ novodobieniot broj se deli
so 2, 3, 4, 5 i 6. Bidej}i se bara najmaliot mo`en broj so dadenoto svojstvo, dobivame de-
ka novodobieniot broj e 60)6,5,4,3,2( =NZS . Spored toa, baraniot broj e 59160 =- . ¨

ZADA^I ZA VE@BAWE

47. Presmetaj: a) )285,152(NZS ; b) )1,910( ++ nnNZS

48. Najdi gi prirodnite broevi x  i y  ako:

a) 4),( =yxNZD  i 96),( =yxNZS ; b) 20=xy  i 10),( =yxNZS .

49.  Presmetaj:
a) )),(),,(( baba NZSNZDNZD ; b) )),(,( baab NZSNZD .



33

50. Najdi gi site prirodni tricifreni broevi koi pri delewe so 7 davaat ostatok 2, pri delewe
so 9 davaat ostatok 4 i pri delewe so 12 davaat ostatok 7.

51. Nikola ima tolku denari da mo`e da gi podeli na delovi taka, {to sekoj del da ima ili 18,
ili 24, ili 30 denari i sekoga{ da mu ostane po eden denar. Najdi kolku najmalku pari treba
da ima Nikola.

52.  Na brojot 1972 dopi{i mu oddesno ~etiri cifri taka {to dobieniot osumcifren broj da bi-
de deliv so 5, 7 i 72.

53.  Metodij gi zapi{al po red prirodnite broevi od 1 do 1000. Prvo gi precrtal broevite koi
se delivi so 4 i broevite koi se delivi so 6, a potoa broevite koi se delivi so 10. Kolku
broevi ostanale neprecrtani?

8. PROSTI I SLO@ENI BROEVI

Da se potsetime deka sekoj priroden broj ima barem eden delitel. Poto~no,
brojot 1 ima samo eden delitel, a sekoj drug priroden broj ima dva ili pove}e deliteli.
Taka, na primer, broevite 2, 3, 7 i 13 imaat to~no dva prirodni deliteli, a broevite 4,
6, 10, 15 i 20 imaat pove}e od dva prirodni deliteli. Prethodnite razmisluvawa uka`u-
vaat na mo`nosta vo mno`estvoto prirodni broevi N  da izvr{ime podelba na dis-
junktni podmno`estva spored brojot na delitelite i da gi prou~uvame ovie podmno-
`estva. Vo taa smisla ja imame slednata definicija.

Definicija 5. Za prirodniot broj p  }e velime deka e prost ako p  ima to~no
dva prirodni deliteli, t.e. edinstveni deliteli na p  se 1 i p .

Prirodniot broj m  koj ima pove}e od dva prirodni deliteli go narekuvame
slo`en broj.

Zna~i, spored brojot na delitelite, razlikuvame tri vida na prirodni broevi:
broevi so eden delitel (toa e brojot 1), broevi so dva deliteli (prosti broevi) i
broevi so pove}e od dva deliteli (slo`eni broevi).

Vo vrska so prostite i slo`enite broevi od poseben interes se pra{awata:

- Kolku prosti broevi ima, a kolku slo`eni?

- Kako da gi odredime site prosti broevi pomali od daden broj?

 [to se odnesuva do slo`enite broevi, odgovorot na pra{aweto: "Kolku slo`e-
ni broevi ima?" e poznat. Imeno, postojat beskone~no mnogu slo`eni broevi, za {to
dovolno e da gi razgledame broevite od vidot 1,6 ³kk . Navistina, site ovie broevi se
delivi so 1, 2, 3 i 6, {to zna~i deka tie se slo`eni, a niv gi ima beskone~no mnogu.
Malku pote{ko e da se odgovori na pra{aweto kolku prosti broevi ima. Na ova pra-
{awe }e se navratime podocna, a sega }e doka`eme dve tvrdewa so ~ija pomo{ mo`eme
da gi raspoznavame prostite i slo`enite broevi.

Teorema 21. Sekoj priroden broj n , pogolem od 1, e deliv barem so eden prost
broj.
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Dokaz. Ako prirodniot broj n  e prost, toga{ tvrdeweto e doka`ano. Imeno, toj
e deliv so samiot sebe, {to zna~i barem so eden prost broj.

Da pretpostavime deka n  e proizvolen slo`en broj. Toga{, toj mora da ima
barem eden delitel razli~en od 1 i n , bidej}i vo sprotivno }e bide prost broj. Neka
najmaliot od site deliteli na n , razli~ni od 1 i n , go ozna~ime so p . ]e doka`eme de-
ka p  e prost broj. Navistina, ako p  e slo`en broj, toga{ toj ima delitel q , pq <<1 .
No, toga{ brojot q  e delitel na n , pomal od p , {to mu protivre~i na izborot na p .
Od dobienata protivre~nost sleduva deka p  e prost broj. Kone~no, slo`eniot broj n  e
deliv so prostiot broj p , {to zna~i barem so eden prost broj. ¨

Spored definicijata 5 prosti broevi se, na primer: 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29,
31 i 37. Da zabele`ime deka edinstven paren prost broj e brojot 2. Imeno, sekoj paren
broj pogolem od 2 ima najmalku tri deliteli, i toa 1, 2 i samiot broj, zna~i e slo`en
broj.

Spored teoremata 21, za da utvrdime dali eden priroden broj, pogolem od 1, e
prost ili slo`en, dovolno e da proverime dali toj e deliv so posledovatelnite prosti
broevi 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, ... Prirodno e da se zapra{ame dali treba da
delime so site prosti broevi koi se pomali od razgleduvaniot broj. Odgovorot na ova
pra{awe go dava slednata teorema.

Teorema 22. Ako prirodniot broj 1, >pp  ne se deli so prostite broevi ~ii
kvadrati se pomali od p , toga{ p  e prost broj.

Dokaz. Neka p  e slo`en broj. Postoi priroden broj pa ¹  i 1 takov,  {to pa | .
Zna~i, abp =  kade {to a  i b  se prirodni broevi pomali od p . Neka ba £ . Toga{,

paba =£2 .

Mo`ni se dva slu~ai: a  e prost broj ili a  ne e prost broj.

Ako a  e prost broj, toga{ p  se deli so prost broj ~ij kvadrat e pomal od p  i vo
ovoj slu~aj tvrdeweto e doka`ano.

Ako a  ne e prost broj, toga{ postoi prost broj aq <  takov, {to aq | , pa zatoa

pq | . Pritoa paq £< 22 . Spored toa, p  se deli so prost broj ~ij kvadrat e pomal od p ,

t.e. i vo ovoj slu~aj tvrdeweto e doka`ano. ¨

Primenata na prethodnata teorema }e ja poka`eme na sledniot primer.

Primer 28. Ispitaj go vidot na brojot: a) 323 i b) 503.

Re{enie. a) O~igledno, spored priznacite za delivost, brojot 323 ne e deliv ni
so 2, ni so 3, ni so 5. So neposredno delewe se ubeduvame deka brojot 323 ne e deliv ni so
7, ni so 11, ni so 13, no e deliv so 17, bidej}i 1917323 ×= . Spored toa, brojot 323 e
slo`en i negovite deliteli se 1, 17, 19 i 323.

b) Lesno zaklu~uvame deka brojot 523 ne e deliv ni so 2, ni so 3, ni so 5, a so
neposredno delewe zaklu~uvame deka ne e deliv ni so 7, 11, 13, 17 i 19. Sledniot prost broj

e 23, no bidej}i 503529232 >= , od teoremata 22 sleduva deka brojot 503 e prost broj. ¨



35

Od re{enite primeri gledame deka postapkata za odreduvawe na vidot na eden
priroden broj bara do tolku pogolem trud, do kolku e brojot pogolem. Zatoa se izgot-
vuvaat tablici na prosti broevi. Ednostavna postapka za izgotvuvawe na tablicite na
prosti broevi predlo`il Eratosten (III vek pred n.e.) i spored nego ovaa postapka e
nare~ena Eratostenovo sito. Taa se sostoi vo slednoto.

Gi ispi{uvame site prirodni broevi pomali ili ednakvi na brojot N . Najprvo
ja precrtuvame edinicata. Bidej}i prviot prost broj e 2, gi precrtuvame site prirodni
broevi delivi so 2 i pogolemi od 2 (tie se slo`eni). Sledniot neprecrtan broj, koj e
prost e brojot 3 i gi precrtuvame site prirodni broevi delivi so 3 i pogolemi od 3.
Sledniot neprecrtan broj e 5. Toj e prost, bidej}i ako ne e }e bide precrtan. Povtoru-
vaj}i ja postapkata jasno e deka mo`at da se opredelat site prosti broevi pomali od da-
den priroden broj N . Spored teoremata 22 dovolno e proverkata da ja napravime so

precrtuvawe na sodr`atelite na prostite broevi koi se pomali ili ednakvi na N .

Primer 29. Da se najdat prostite broevi koi se pomali ili ednakvi na 66.

Re{enie. Imame

1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20, 21, 22, 23, 24, 25, 26, 27, 28, 29, 30,
31, 32, 33, 34, 35, 36, 37, 38, 39, 40, 41, 42, 43, 44, 45, 46, 47, 48, 49, 50, 51, 52, 53, 54, 55, 56, 57,
58, 59, 60, 61, 62, 63, 64, 65, 66.

Zna~i, prosti broevi pomali od 66 se:

2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47, 53, 59 i 61. ¨

Kako {to gledame, prostite broevi se mnogu nepravilno rasporedeni i edinst-
ven paren prost broj e brojot 2. Me|utoa, sepak vo ovaa nepravilnost na rasporedot na
prostite broevi postojat nekoi klasi na broevi koi gi sodr`at site prosti broevi
pogolemi od daden broj, {to mo`e da se vidi od sledniot primer.

Primer 30. Doka`i deka sekoj prost broj pogolem od 3 e vo oblik 16 +k  ili
16 -k , NÎk .

Re{enie. Od teoremata za delewe so ostatok sleduva deka sekoj priroden broj
mo`e da se zapi{e vo eden od slednive oblici: 56,46,36,26,16,6 +++++ kkkkkk ,

0NÎk . Jasno, k6|6 , )26(|2 +k , )36(|3 +k  i )46(|2 +k , pa zatoa ovie broevi se slo`eni.
Spored toa, ako p , 3>p  e prost broj, toga{ 16 += kp  ili 16 -= kp , NÎk .

Da zabele`ime, deka obratnoto tvrdewe ne va`i. Navistina, 14625 +×=  i
16635 -×=  se slo`eni broevi vo oblik 16 +k  i 16 -k . ¨

Da se vratime na pra{aweto kolku prosti broevi ima. Kako {to rekovme, odgo-
vorot na ova pra{awe go dal Evklid so slednata teorema.

Teorema 23. Postojat beskone~no mnogu prosti broevi.

Dokaz. Da pretpostavime deka postojat kone~no mnogu prosti broevi i da gi
numerirame po raste~ki redosled

ppppp n ==== ...,,5,3,2 321 . (1)
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Da go razgledame brojot

1...321 += nppppN

Spored toa, 1+= ii NpN , za ni ,...,2,1=  od {to sleduva deka nieden od prostite
broevi vo (1) ne e delitel na N . Zna~i, ili brojot N  e prost broj ili ima prost deli-
tel koj ne e me|u broevite vo (1). I vo dvata slu~ai zaklu~uvame deka postoi prost broj
koj e pogolem od najgolemiot pretpostaven prost broj p , od {to sleduva deka postojat

beskone~no mnogu prosti broevi. ¨

Da razgledame nekolku elementarni zada~i povrzani so prostite broevi.

Primer 31. Ako p  e prost broj, 3>p , toga{ )1(|24 2 -p . Doka`i!

Re{enie. Ako 3>p , toga{ 16 ±= kp  i ako iskoristime deka mkk 2)1( =± , dobi-
vame

)(2421224)1(1224

1212241112361)16(1
222

22222

mkmkkkk

kkkkkkp

+=×+=±+=

±+=-+±=-±=-

{to zna~i )1(|24 2 -p . ¨

Primer 32. Za proizvolen priroden broj k  postojat k  posledovatelni slo`eni
broevi. Doka`i!

Re{enie. Da gi razgledame broevite

)1(23...)1()1(
23...)1()1(

............................................
423...)1()1(
323...)1()1(
223...)1()1(

1

3

2

1

++×××-+=
+×××-+=

+×××-+=
+×××-+=
+×××-+=

-

kkkka
kkkka

kkka
kkka
kkka

k

k

Jasno, ova se k  posledovatelni prirodni broevi i site se slo`eni:

kk akakaaa |)1(,|,...,|4,|3,|2 1321 +- . ¨

ZADA^I ZA VE@BAWE

54.   Doka`i deka:
a) zbirot na koi bilo pet posledovatelni prirodni broevi ne mo`e da bide prost broj.
b) pri delewe na proizvolen prost broj p  so 30, ostatokot e ili prost broj ili brojot 1.

55.   Ako broevite 5, +pp  i 9+p  se prosti, toga{ 2=p . Doka`i!

56. Doka`i deka:

a) za sekoj 1>n  sekoj broj od vidot 44 +n  e slo`en;
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b) brojot 1210 52 +  e slo`en.

57.   Za koi prirodni broevi p , broevite p  i 13 2 +p  se prosti?

58.   Za koi prirodni broevi p , brojot 124 ++ pp  e prost?

59.   Ako p  e prost broj, toga{ brojot 12002 -p  e slo`en. Doka`i!

60.  Doka`i deka ako eden od broevite 12 -n  i 12 +n , kade {to 2>n  e prost broj, toga{ vtoriot
broj e slo`en.

61.   Doka`i deka ako p  i 18 2 +p  se prosti broevi, toga{ i brojot 18 2 -p  e prost.

62.   Najdi gi site prosti broevi p  takvi, {to 52 12 kp =+  za nekoj NÎk .

63.   Najdi prosti broevi qp,  i r  za koi 33 rqp -= .

64.   Za koi prosti broevi p  se prosti i broevite:

a) 2+p  i 22 +p ; b) 10+p  i 20+p ; v) 10+p  i 14+p .

9. OSNOVNA TEOREMA NA ARITMETIKATA

^estopati oddelni aritmeti~ki zada~i mo`eme ednostavno da gi re{ime ako daden
priroden broj go razlo`ime na proizvod od prosti mno`iteli. Pritoa, se postavuva
pra{aweto dali sekoj priroden broj mo`e da se pretstavi kako proizvod od prosti broevi.
Se poka`uva deka sekoj slo`en broj e proizvod od prosti broevi. Za mali broevi toa lesno
se proveruva: 32212,224 ××=×=  itn. Pred da go doka`eme ova tvrdewe, koe e poznato kako
osnovna teorema na aritmetikata, }e ja doka`eme slednata teorema.

Teorema 24. Ako p  e prost broj i abp | , toga{ ap |  ili bp | .

Dokaz. Da pretpostavime deka ap |/ . Toga{ a  i p  se zaemno prosti broevi. No,
abp | , pa od teoremata 17 a) sleduva deka bp | .

Analogno se doka`uva deka ako bp |/ , toga{ ap | . ¨

Teorema 25 (osnovna teorema na aritmetikata). Sekoj priroden broj N  na
edinstven na~in mo`e da se zapi{e kako proizvod na prosti mno`iteli, (redosledot na
mno`itelite ne e biten).

Dokaz (za onie {to sakaat da znaat pove}e). Najprvo }e doka`eme deka prirodniot broj
N  mo`e da se zapi{e kako proizvod na prosti mno`iteli.

Ako N  e prost broj, toga{ pN =  i teoremata e doka`ana.

Da pretpostavime deka N  ne e prost broj. Toga{ 21nnN = . Ako 1n  i 2n  se prosti

broevi, toga{ dokazot e zavr{en. Ako 1n  ili 2n  ne e prost broj, toga{ postapkata ja povto-
ruvame i po kone~en broj ~ekori (spored teoremata 22 slo`en broj e deliv samo so prostite
broevi ~ii kvadrati se pomali ili ednakvi na samiot broj) go dobivame pretstavuvaweto

npppN ...21= , kade {to nipi ,...,2,1, =  se prosti broevi.
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Da ja doka`eme edinstvenosta na pretstavuvaweto.
Da pretpostavime deka postojat dve pretstavuvawa:

kn qqqpppN ...... 2121 == , kn £ .

Toga{ kqqqp ...| 211  i bidej}i dva prosti broevi se ili me|usebno ednakvi ili se zaemno prosti,

od teoremata 25 sleduva deka jqp =1  za nekoj kj ,...,2,1= . Povtoruvaj}i ja postapkata za npp ,....,2

dobivame deka

knnn qqppppppN ...)...(... 12121 +== ,

od {to sleduva 1...1 ===+ kn qq , pa zna~i kn =  i pretstavuvaweto e edinstveno so to~nost do

redosledot na mno`itelite. ¨

Primer 33. Zapi{i gi broevite 6930 i 32340 kako proizvod na prosti mno`i-
teli.

Re{enie. Imame

11
7
5
3
3
2

1
11
77

385
1115
3465
6930

i

11
7
7
5
3
2
2

1
11
77

539
2695
8085

16170
32340

od {to dobivame 1175326930 2 ××××=  i 11753232340 22 ××××= . ¨

Primer 34. Najdi gi site prirodni broevi n  za koi

84)12)(1( =++ nnn .

Re{enie. Brojot 84 go razlo`uvame na prosti mno`iteli i nao|ame
732284 ×××= , odnosno )132()13(37)22(384 +××+×=×××= , od {to sleduva 3=n . ¨

Kako {to vidovme vo prethodnite dva primeri, pri razlo`uvaweto na daden
broj na prosti mno`iteli, nekoi od mno`itelite mo`e pove}ekratno da se povtoruva-
at. Ako vo razlo`uvaweto (1) nekoi od mno`itelite se ednakvi me|u sebe, na primer 1p
se javuva 1a  pati, 2p  se javuva 2a  pati itn., kp  se javuva ka  pati, toga{ za n  dobivame

ka
k

aa pppn ...21
21= . (2)

Vakviot zapis na brojot n  go narekuvame kanoni~en zapis. Kako {to vidovme vo prime-
rot 34, kanoni~nite zapisi na broevite 6930 i 32340 se

1175326930 2 ××××=  i 11753232340 22 ××××= .

Da zabele`ime deka so pomo{ na kanoni~niot zapis mo`eme da dademe ednosta-
ven kriterium koga eden priroden broj e poln kvadrat. Imeno, od teoremata 24 i od
svojstvata na stepenite, sleduva deka:
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Prirodniot broj n  e poln kvadrat ako stepenovite pokazateli ia , ki ,...,2,1=
vo kanoni~niot zapis (2) se parni broevi.

Primer 35. So koj najmal priroden broj k  treba da se pomno`i brojot 720 za da
dobieme to~en kvadrat.

Re{enie. Go razlo`uvame brojot 720 na prosti mno`iteli:

53252321098720 2423 ××=×××=××= .

Prostite broevi 2 i 3 imaat parni stepenovi pokazateli, a 5 ima neparen stepenov
pokazatel. Sledstveno, za da dobieme to~en kvadrat, treba brojot 720 da go pomno`ime
so 5. Navistina

22224 60)532(55325720 =××=×××=× .

Zna~i baraniot broj e 5=k . ¨

So pomo{ na kanoni~niot zapis na dadeni prirodni broevi n  i m  lesno se
opredeluvaat najgolemiot zaedni~ki delitel i najmaliot zaedni~ki sodr`atel na n  i
m . Imeno, ako

ka
k

aa pppn ...21
21=  i kb

k
bb pppm ...21
21=

 (nekoi od broevite ia  i jb  mo`at da bidat ednakvi na nula), toga{

kc
k

cc pppnm ...),( 21
21=NZD , kade {to kibac iii ,...,2,1},,min{ ==

i
kd

k
dd pppnm ...),( 21
21=NZS , kade {to kibad iii ,...,2,1},,max{ == .

Taka, na primer, ako se iskoristat kanoni~nite zapisi na broevite 1175326930 2 ××××=
i 11753232340 22 ××××= , so pomo{ na prethodnite formuli nao|ame

2310117532)32340,6930( =××××=NZD      i 97020117532)32340,6930( 222 =××××=NZS .

Primer 36. Kolku deliteli ima brojot:

a) 63 , b) ap , kade {to p  e prost broj i NÎa ,

v) 144  i g) ba qp , kade {to qp,  se prosti broevi i NÎba, .

Re{enie. a) Deliteli na brojot 63  se: 543210 3,3,3,3,3,31=  i 63 . Niv gi ima
vkupno 617 += .

b) Deliteli na brojot ap  se: 1232 ,...,,,,,1 -- aa ppppp  i ap . Niv gi ima vkupno

1+a , t.e. eden pove}e od stepenoviot pokazatel na brojot ap .

v) Deliteli na brojot  144 se: 1, 2, 3, 4, 6, 8, 9, 12, 16, 18, 24, 36, 48, 72, 144. Niv gi

ima vkupno 15. Zabele`uvame deka 24 32144 ×=  i za brojot na delitelite na brojot 144
va`i )12()14(3515 +×+=×= . Do istiot rezultat mo`eme da dojdeme ako delitelite na
brojot 144 gi zapi{eme so pomo{ na stepenite na broevite 2 i 3. Imame:
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42322222432432 23,23,23,23,3,23,23,23,23,3,2,2,2,2,1 ×××××××× .

g) Deliteli na brojot ba qp  se:

abababbbbb

abababbbbb

aaa

aaa

aaa

pqpqpqpqpqpqq

pqpqpqpqpqpqq

pqpqpqpqpqpqq

qpqpqpqpqpqpq

pppppp

,,...,,,,,

,,...,,,,,

........................................................................
,,...,,,,,

,,...,,,,,

,,...,,,,,1

1232

11121312111

21222322222

1232

1232

--

---------

--

--

--

Vo sekoj od pogornite 1+b  redovi imame 1+a  razli~ni deliteli na brojot. Od druga

strana, tuka se sodr`ani site deliteli na brojot ba qp  (zo{to?), pa zaklu~uvame deka

brojot na delitelite na ba qp  e ednakov na )1)(1( ++ ba . ¨

Vo prethodniot primer go razgledavme brojot na site deliteli na nekolku
prirodni broevi. Za daden priroden broj n  so )(nt  (~itaj "tau od n ") go ozna~uvame
brojot na delitelite na n . Taka, na primer, imame

2)17(,5)16(,4)15(,4)14(,2)13(,6)12(,2)11(,4)10(
,3)9(,4)8(,2)7(,4)6(,2)5(,3)4(,2)3(,2)2(,1)1(

========
=========

tttttttt
ttttttttt

itn. Vo primerot 37 b) doka`avme deka ako p  e prost broj, toga{ 1)( += apat  za sekoj
NÎa , a vo primerot 37 g) doka`avme deka ako qp,  se prosti broevi, toga{

)1)(1()( ++= baqp bat  za sekoi NÎba, . Mo`e da se doka`e slednovo tvrdewe.

Teorema 26. a) Ako 1),( =nmNZD , toga{ )()()( nmmn ttt = .

b) Ako kanoni~niot zapis na brojot n  e ka
k

aa pppn ...21
21= , toga{

)1)...(1)(1()( 21 +++= kaaant .

Primer 37. Kolku deliteli ima brojot 1200?

Re{enie. Go razlo`uvame brojot 1200 na prosti mno`iteli, t.e. go zapi{uvame
vo kanoni~en vid:

214 5325252341010121200 ××=×××××=××= ,

pa od teoremata 26 imame 30325)12()11()14()1200( =××=+×+×+=t . Zna~i, brojot 1200

ima vkupno 30 deliteli. ¨

Primer 38. Doka`i deka )(nt  e neparen broj ako i samo ako n  e poln kvadrat.

Re{enie. Na sekoj delitel d  na brojot n  koj e pomal od n  mu soodvetstvuva

delitel d
n  koj e pogolem od n  i obratno. Zna~i, za sekoj broj n , brojot na negovite
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deliteli koi se razli~ni od n  e paren broj. Spored toa, ako brojot na delitelite na

n  e neparen broj, toga{ n  e delitel i obratno, ako n  e delitel, toga{ brojot na
delitelite na n  e neparen broj. ¨

ZADA^I ZA VE@BAWE

65.   Razlo`i gi na mno`iteli broevite:
a) 6600; b) 2618.

66. So koj najmal priroden broj n  treba da se pomno`i brojot 5400 za da se dobie to~en kvadrat?

67.   Najdi gi site prirodni broevi ~ij proizvod na cifri e ednakov na
a) 234; b) 105.

68.  Koristej}i go kanoni~niot zapis na prirodnite broevi, najdi NZD i NZS za broevite a  i
b , ako:
a) 2520=a , 39600=b ; b) 2618,6600 == ba .

69.   Kolku deliteli ima brojot:
a) 396000; b) 50400.

70.   Najdi go najmaliot priroden broj koj ima to~no 6 deliteli.

10. LINEARNA DIOFANTOVA RAVENKA

Vo osnovnoto obrazovanie se zapozna so linearnite ravenki i nau~i istite da gi
re{ava{. Pritoa re{enijata na ovie ravenki gi baravme vo mno`estvoto na realnite
broevi R . Sega }e se zapoznaeme so takanare~enite Diofantovi ravenki, koi imeto go
dobile spored anti~kiot matemati~ar Diofant, koj `iveel vo III vek pred na{ata era
vo gradot Aleksandrija.

Definicija 6. Neka ZÎcba ,,  i 0¹ab . Linearnata ravenka vo oblik

cbyax =+ , (1)

~ii re{enie ( x , y ) se podredeni parovi celi broevi ja narekuvame linearna Diofan-
tova ravenka so dve nepoznati.

Tokmu baraweto re{enijata x  i y  na ravenkata (1) da se celobrojni e klu~niot
problem pri re{avaweto na ovie ravenki. Taka, na primer, o~igledno e deka ravenkata

11=+ yx  ima beskone~no mnogu re{enija. Me|utoa, ravenkata 17156 =+ yx  nema celo-
brojni re{enija. Navistina, za sekoi celi broevi x  i y  levata strana na poslednata
ravenka e deliva so 3 i bidej}i 17|3 /  zaklu~uvame deka ovaa ravenka nema celobrojni
re{enija.

Vo vrska so pra{aweto koga edna linearna Diofantova ravenka so dve nepoznati
ima re{enie }e ja doka`eme slednata teorema.
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Teorema 27. Linearnata Diofantova ravenka (1) ima re{enie ako i samo ako
cd | , kade {to ),( bad NZD= .

Dokaz (za onie {to sakaat da znaat pove}e). Neka ),( bad NZD= . Da pretpostavime deka

),( 00 yx  e re{enie na ravenkata (1). Toga{ cbyax =+ 00  i bidej}i ad |  i bd | , dobivame cd | .

Obratno, da pretpostavime deka cd | . Toga{ postoi cel broj k  takov, {to kdc = . Od
druga strana, bidej}i ),( bad NZD=  postojat celi broevi 'x  i 'y  takvi, {to dbyax =+ '' . Ako

poslednoto ravenstvo go pomno`ime so k , dobivame

dkbkyakx =+ ''
t.e.

ckybkxa =+ )'()'( .

Spored toa, podredeniot par )','(),( 00 kykxyx =  e re{enie na ravenkata (1). ¨

O~igledno, dokazot na teoremata 27 i Evklidoviot algoritam go davaat i meto-
dot za re{avawe na linearnata Diofantova ravenka so dve nepoznati.

Primer 39. Vo mno`estvoto na celite broevi re{i ja ravenkata

73416 =- yx .

Re{enie. Bidej}i 7|2)34,16( /=NZD , od teoremata 27 sleduva deka razgleduvana-
ta ravenka nema celobrojni re{enija. Navistina, za sekoi celi broevi x  i y  levata
strana )178(23416 yxyx -=-  e deliva so 2, a desnata strana ne e deliva so 2, 7|2 / . ¨

Primer 40. Vo mno`estvoto na celite broevi re{i ja ravenkata

53213 =+ yx .

Re{enie. Imame 13=a  i 32=b . Bidej}i 1)32,13( =NZD , od teoremata 27 sleduva
deka ravenkata ima re{enie. Sega, koristej}i go Evklidoviot algoritam, imame

166
16213

613232

×=
+×=
+×=

pa zatoa 32)2(135)13232(21362131 ×-+×=×-×-=×-=  t.e. 132)2(135 =×-+× . Ako posled-
noto ravenstvo go pomno`ime so 5, dobivame

5)10(322513 =-×+×

{to zna~i deka edno re{enie na ravenkata 53213 =+ yx  e podredeniot par )10,25( - .
Lesno se proveruva deka re{enija na ravenkata se i podredenite parovi

)1310,3225( tt --+ , za ...,3,2,1 ±±±=t  . ¨

Vo prethodnata teorema odgovorivme koga linearna diofantova ravenka so dve
nepoznati ima re{enie, a vo primer 41 poka`avme kako se nao|a edno nejzino re{enie.
Vo slednata teorema }e gi okarakterizirame re{enijata na ravenkata (1) vo slu~aj koga
istite postojat.
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Teorema 28. Ako ),( bad NZD= , cd |  i ),( 00 yx  e edno re{enie na Diofantovata
ravenka cbyax =+ , toga{ site nejzini re{enija se dadeni so:

txx d
b+= 0  i tyy d

a-= 0 , kade {to ...,3,2,1,0 ±±±=t .  (2)

Dokaz (za onie {to sakaat da znaat pove}e). Ako ),( 00 yx  e re{enie na ravenkata

cbyax =+ , toga{ so zamena txx d
b+= 0  i tyy d

a-= 0  dobivame

cbyaxtybtxabyax d
a

d
b =+=-++=+ 0000 )()( , za sekoj ...,2,1,0 ±±=t

t.e. so (2) se dadeni re{enija na ravenkata cbyax =+ .

]e doka`eme deka sekoe re{enie na ravenkata cbyax =+  e vo oblik (2). Ako ),( yx  e
proizvolno re{enie na cbyax =+ , toga{ posledovatelno dobivame

00 byaxbyax +=+ ,

)()( 00 yybxxa -=- ,

)()( 00 yyxx d
b

d
a -=- .

Od ),( bad NZD=  sleduva 1),( =d
b

d
aNZD , pa zatoa )(| 0yyd

a -  i )(| 0xxd
b - , t.e. txx d

b=- 0

i tyy d
a=- 0 , kade {to t  e cel broj. Spored toa, re{enieto ),( yx  e vo oblik (2). ¨

Primer 41. Vo mno`estvoto na celite broevi re{i ja ravenkata 900011169 =+ yx .

Re{enie. Bidej}i 3)111,69( =NZD , dadenata ravenka ja delime so 3 i ja dobivame
ekvivalentnata ravenka 30003723 =+ yx . Koristej}i go Evklidoviot algoritam nao|a-
me 1537)8(23 =×+-× . Poslednoto ravenstvo go mno`ime so 3000 i dobivame

30001500037)24000(23 =×+-× .

Kone~no, od prethodnata teorema sleduva deka site re{enija na Diofantovata ravenka
900011169 =+ yx  se dadeni so

...,3,2,1,0,3715000,3724000 ±±±=-=+-= ttytx . ¨

Vo prethodniot del vidovme koga linearnata Diofantova ravenka so dve nepoz-
nati ima re{enie i dadovme postapka za nejzino re{avawe. Ovde }e prezentirame u{te
eden metod za re{avawe na vakov tip ravenka. Ovoj metod mu pripa|a na {vajcarskiot
matemati~ar Leonard Ojler (1707-1783 god.) i zatoa e nare~en Ojlerov metod. Ojlero-
viot metod }e go objasnime na sledniot primer.

Primer 42. Vo mno`estvoto na celite broevi re{i ja ravenkata

45621738 =+ yx .

Re{enie. Neka ),( yx  e re{enie na dadenata ravenka. Bidej}i 725621< , go izra-
zuvame y  preku x . Ako gi iskoristime ravenstvata 117621738 +=  i 45621045 +×= ,
dobivame
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621
45117

621
45738 +-+- +-== xx xy .

Ponatamu, bidej}i x  i y  se celi broevi dobivame deka i 621
45117 +- x  treba da bide cel

broj, odnosno tx =+-
621

45117 , od {to ja nao|ame Diofantovata ravenka 45117621 +-= xt ,

koja ima pomali koeficienti od po~etnata ravenka. Ja povtoruvame postapkata i go
izrazuvame x  so pomo{ na t . Dobivame

117
4536

117
45621 5 +-+- +-== tt tx ,

odnosno utx +-= 5 , kade {to 117
4536 +-= tu . Ja povtoruvame postapkata i go izrazuvame t

so pomo{ na u . Imame

vuut uu ++-=++-== +-+- 1313 36
99

36
45117 ,

kade {to 36
99 +-= uv . Od poslednoto ravenstvo dobivame 14 +-= vu , ZÎv .  Ako  sega

posledovatelno se vratime nanazad dobivame:

.,1382)213()1169(
1169)14()213(55

2131)14(313

ZÎ-=-++--=+-=
+-=+-+--=+-=

-=+++--=++-=

vvvvtxy
vvvutx

vvvvut

Vsu{nost, so poslednite dve ravenstva se dadeni site re{enija ),( yx  na ravenkata
45621738 =+ yx . ¨

Primer 43. Ilija trebalo da re{i 73 zada~i za 19 dena. Prvite 11 dena toj re{a-
val ednakov broj zada~i sekoj den, a ostanatite 8 dena povtorno re{aval ednakov broj
zada~i. Kolku zada~i re{aval Ilija sekoj den?

Re{enie. Neka brojot na zada~ite koi gi re{aval Ilija vo sekoj od prvite 11
dena go ozna~ime so x , a brojot na zada~ite, koi gi re{aval vo sekoj od preostanatite 8
dena so y . Od uslovot na zada~ata imame 73811 =+ yx . Bidej}i 1)11,8( =NZD , zaklu~uva-
me deka poslednata ravenka ima re{enie vo mno`estvoto na celite broevi.

Ako go iskoristime metodot na Ojler, za re{enieto na ravenkata nao|ame

,115,83 kykx +=-= ZÎk .

Od uslovot na zada~ata sleduva deka NÎyx, ,  a  toa  e  mo`no  samo  za 0=k . Kone~no,
5,3 == yx  e re{enie na zada~ata, {to zna~i deka Ilija prvite 11 dena re{aval po 3, a

vtorite 8 dena po 5 zada~i dnevno. ¨

ZADA^I ZA VE@BAWE

71.   Koja od navedenite Diofantovi ravenki ima re{enie:
a) 200273 =+ yx ; b) 1742530 =+ yx ; v) 1234153 =+ yx .

72. Re{i gi Diofantovite ravenki:
a) 5748 =+ yx ; b) 313011 =+ yx ; v) 721221 =- yx .
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73. Prodava~ot Arso treba da napolni 99 kg bra{no vo kesi od po 2, 3 i 5 kg. Po kolku kesi od
sekoja te`ina }e napolni Arso, ako vkupno napolnil 22 kesi?

74.  Pekarot Teodor treba da napravi 100 vekni leb te{ki 5, 3 i 0,5 kg. Kolku od koi vekni leb
treba da napravi Teodor ako nivnata vkupna te`ina e 100 kg.

75.  Zbirot na cifrite na brojot X  e Y , a zbirot na cifrite na brojot Y  e Z . Ako
60=++ ZYX , najdi go brojot X .

  11. METODI ZA RE[AVAWE NA NELINEARNI
        DIOFANTOVI RAVENKI

Diofantovite ravenki se eden od najbogatite i najraznovidnite delovi na teo-
rijata na broevi. Ve}e nau~ivme da gi nao|ame re{enijata na linearna Diofantova
ravenka so dve nepoznati. Me|utoa, re{avaweto na nelinearnite Diofantovi ravenki ne e
taka ednostavno, pa zatoa ne treba da né ~udi {to za da se doka`e deka Diofantovata ra-

venkata nnn zyx =+ , 2>n , koja ja postavil francuskiot matemati~ar Pjer Ferma, nema
re{enie vo mno`estvoto prirodni broevi, bile potrebni pove}e od dveste godini.

[to se odnesuva do re{avaweto na nelinearnite Diofantovi ravenki, treba da
spomeneme deka ne postojat univerzalni algoritmi, no sepak da spomeneme deka nekoi
elementarni, no dosta va`ni postapki davaat re{enie na golem broj nelinearni
Diofantovi ravenki. Ovie postapki naj~esto se zasnovaat na slednive idei:

- razlo`uvawe na mno`iteli,
- diskusija na koli~nik,
- diskusija na poslednata cifra i
- razgleduvawe na ostatoci pri delewe so daden broj.

Primer 44. Vo mno`estvoto na celite broevi re{i ja Diofantovata ravenka

11642222 -=-+-++ zyzzyx .

Re{enie. Dadenata ravenka ja zapi{uvame vo oblikot

3)3()2()1( 222 =-+++- zyx .

Poslednata ravenka vo mno`estvoto na celite broevi ima re{enie ako sekoj od kvadra-
tite e ednakov na 1, pa zatoa site trojki re{enija gi dobivame so kombinirawe na
re{enijata

13,12,11,13,12,11 -=--=+-=-=-=+=- zyxzyx .

Spored toa, re{enija se

)}4,3,2();2,3,2();4,1,2();2,1,2();4,3,0();2,3,0();4,1,0();2,1,0{(),,( ----Îzyx . ¨

Primer 45. Vo mno`estvoto na celite broevi re{i gi Diofantovite ravenki

a) 174 22 =- yx , b) 0524 =+-- yxxy
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Re{enie. a) Dadenata ravenka ja zapi{uvame vo oblikot

17)2)(2( =+- yxyx . (1)

Bidej}i 17 e prost broj, od (1) gi dobivame sistemite ravenki:

î
í
ì

=+
=-

172
12

yx
yx

î
í
ì

-=+
-=-

172
12

yx
yx

î
í
ì

=+
=-

12
172

yx
yx

   i
î
í
ì

-=+
-=-

12
172

yx
yx

~ii re{enija soodvetno se podredenite parovi: )4,9( , )4,9( -- , )4,9( -  i )4,9(- .

b) Dadenata ravenka ja zapi{uvame vo oblikot 3)4)(2( =-- yx . Bidej}i 3 e prost
broj, od poslednata ravenka imame:

î
í
ì

=-
=-

34
12

y
x

î
í
ì

-=-
-=-

34
12

y
x

î
í
ì

=-
=-

14
32

y
x

     i
î
í
ì

-=-
-=-

14
32

y
x

od {to sleduva deka )}3,1(),5,5(),1,1(),4,3{(),( -Îyx . ¨

Primer 46. Vo mno`estvoto na celite broevi re{i gi Diofantovite ravenki

a) 2337 =-+ yxxy , b) 6322 =-+- yxxyx

Re{enie. Ravenkite od ovaa zada~a }e gi re{ime so diskusija na koli~nik.

a) Posledovatelno, ekvivalentno ja transformirame ravenkata i dobivame

233)( +=+ yyxx , odnosno 3
233

+
+= y

yx , od {to sleduva 7
23 ++= yx . Bidej}i x  e cel broj,

poslednata ravenka ima re{enie ako i samo ako 2|)7( +y , t.e. ako i samo ako
}2,1,1,2{7 --Î+y , {to zna~i }5,6,8,9{ ----Îy . Kone~no, ako najdenite vrednosti za

y  gi zamenime vo 7
23 ++= yx , za re{enieto na po~etnata ravenka dobivame

)}9,1(),5,4(),8,1(),6,5{(),( ----Îyx .

b) Od 6322 =-+- yxxyx , imame

3
3

3
333

3
62 1

22

++
---+

+
-+ --=== xx

xxx
x

xx xy .

Zna~i, 3|)3( +x  t.e. }3,1,1,3{3 --Î+x . Spored toa, mno`estvoto re{enija na dadenata
ravenka e )}6,6(),2,0(),2,4(),6,2{( ------- . ¨

Vo sledniot primer }e razgledame dve Diofantovi ravenki koi }e gi re{ime so
diskusija na poslednata cifra.

Primer 47. Vo mno`estvoto na celite broevi re{i gi Diofantovite ravenki

a) 200252 =+ yx  i

b) 2!...!3!2!1 yx =++++ , kade {to kkk )1(...321! -××××= .
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Re{enie. a) Za sekoj cel broj y , cifrata na edinicite na brojot y5  e  0  ili  5.

Ponatamu, za sekoj cel broj x , cifrata na edinicite na negoviot kvadrat 2x  e edna od
cifrite 0, 1, 4, 5, 6 ili 9. Spored toa, ako 05 ³y , toga{ cifrata na edinicite na brojot

yx 52 +  e edna od cifrite 0, 1, 4, 5, 6 ili 9. Analogno se dobiva deka vo slu~aj koga

05 <y , cifrata na edinicite na brojot yx 52 +  e edna od cifrite 0, 1, 4, 5, 6 ili 9.

Kone~no, za sekoi ZÎyx,  cifrata na edinicite na brojot yx 52 +  e 0, 1, 4, 5, 6
ili 9 i taa e razli~na od cifrata na edinicite na brojot 2002. Zna~i, ravenkata nema
re{enie vo mno`estvoto na celite broevi.

b) Ako 1=x , toga{ 1±=y .

Ako 2=x , toga{ 32 =y , pa y  ne e cel broj.

Ako 3=x , toga{ 6212 ++=y , {to zna~i 3±=y .

Ako 4=x , toga{ 33246212 =+++=y  pa y  ne e cel broj.

Neka 5³m . Toga{ !m  e deliv so 10, pa zatoa tm 10!= , od {to sleduva

kx 1033!...!5!4!3!2!1 +=++++++ .

Brojot k1033 +  zavr{uva na cifrata 3, a brojot 2y  zavr{uva na edna od cifrite 0, 1, 4,
5, 6 ili 9, pa zatoa vo ovoj slu~aj zada~ata nema re{enie.

Kone~no, edinstveni re{enija na dadenata ravenka se podredenite parovi

)3,3(),3,3(),1,1(),1,1( -- . ¨

Vo sledniot primer }e razgledame Diofantova ravenka koja }e ja re{ime so razgle-
duvawe na ostatocite pri delewe so daden broj.

Primer 48. Vo mno`estvoto na celite broevi re{i ja Diofantovata ravenka

592 += yx .

Re{enie. Sekoj priroden broj mo`e da se zapi{e vo eden od oblicite

13,3 +kk  ili 23 +k .

Spored toa, negoviot kvadrat ima oblik

1)23(3,33 22 ++× kkk  ili 1)143(3 2 +++ kk ,

t.e. pri delewe so 3 dava ostatok 0 ili 1. Od druga strana

2)13(359 ++=+ ky ,

t.e. ostatokot pri delewe so 3 e 2. Zna~i na dvete strani na ravenkata, pri delewe so 3
sekoga{ dobivame razli~ni ostatoci, pa zatoa dadenata ravenka nema re{enie. ¨
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ZADA^I ZA VE@BAWE

76.   Vo mno`estvoto na celite broevi re{i gi Diofantovite ravenki:

a) 22 132 yxx =++ ; b) 7127 22 =+- yxyx .

77.   Vo mno`estvoto na celite broevi re{i gi Diofantovite ravenki:

a) 1032 += yyx ; b) 94 +=+ xyxy .

78.   Vo mno`estvoto na prirodnite broevi re{i gi Diofantovite ravenki:

a) 55552! =+ yx ; b) 123456765 =+ yx .

79.   Vo mno`estvoto na celite broevi re{i gi Diofantovite ravenki:

a) 1988222 =++ zyx ; b) 19884 22 =+ yx .

12. POIM ZA KONGRUENCIJA. OSNOVNI SVOJSTVA

Vo prethodnite razgleduvawa vidovme deka broevite koi pri delewe so eden ist
broj davaat ist ostatok se od poseben interes vo teorijata na broevi. Tokmu zatoa tie
bile predmet na razrabotka na mnogu znameniti matemati~ari, {to dovelo do poimot
kongruencija vo mno`estvoto na celite broevi, t.e. metodot na kongruencii vo mno-
`estvoto na celite broevi. Ovoj metod e formalen aritmeti~ki metod zasnovan na
razgleduvawe na svojstvata na celite broevi koi imaat ednakvi ostatoci pri delewe so
eden ist broj. Metodot prv go razrabotil germanskiot matemati~ar Gaus (1777-1855)
iako mnogu rezultati bile poznati i porano.

Definicija 7.  Neka ZÎba,  i NÎm . Ako )(| bam - , toga{ }e velime deka brojot
a e kongruenten so brojot b  po modul m  i }e pi{uvame )(mod mba º .

Ako )(| bam -/ , toga{ }e velime deka brojot a ne e kongruenten so brojot b  po
modul m  i }e pi{uvame )(mod mba º/ .

Primer 49. a) Da gi razgledame broevite 85,78 == ba  i 7=m . Bidej}i
1778578 ×-=-=-=- ba , od definicijata 7 dobivame

)7(mod8578 º .

b) Za broevite 97,123 == ba  va`i 2697123 =-=- ba  i bidej}i 26|3 /  zaklu~uva-

me deka )3(mod97123 º/ . ¨

Teorema 29. Neka ZÎba,  i NÎm . Toga{:

a) )(mod mba º  ako i samo ako postoi cel broj k  takov, {to kmba += .

b) )(mod mba º  ako i samo ako pri delewe so m , broevite a  i b  imaat ednakvi
ostatoci.
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Dokaz. a) Od definicijata 7 sleduva deka )(mod mba º  ako i samo ako )(| bam - .
Ponatamu, )(| bam -  ako i samo ako postoi cel broj k  takov, {to kmba =- , t.e. postoi
cel broj k  takov, {to kmba += .

b) Neka rmpa +=  i smqb += , ZÎsrqp ,,,  i msr <£ ,0 . Toga{ )(mod mba º  ako i
samo ako )(| bam - , {to zna~i ako i samo ako )]()[(| smqrmpm +-+ . Spored toa,

)(mod mba º  ako i samo ako
)]()([| srqpmm -+- .

Spored toa, )(mod mba º  ako i samo ako )(| srm - . No, msrm <-<- , pa zatoa )(mod mba º
ako i samo ako 0=- sr , t.e. ako i samo ako sr = . ¨

Primer 50. a) Pri delewe na broevite 63, 64, 65, 66, 67, 68 i 69 so brojot 7 se
dobiva koli~nik 9 i ostatoci 0, 1, 2, 3, 4, 5 i 6, soodvetno. Od teoremata 29 b) sleduva deka

)7(mod063 º ; )7(mod164 º , )7(mod265 º , )7(mod366 º ,
)7(mod467 º ; )7(mod568 º  i )7(mod669 º .

b) Od teoremata 29 b) imame deka )12(mod2537 º . Navistina, pri deleweto na 37

i 25 so 12 se dobiva ostatok 1. ¨

Vo slednite teoremi }e doka`eme nekolku va`ni svojstva na kongruenciite.
Pritoa }e smetame deka brojot m  e priroden broj.

Teorema 30. a) Za sekoj ZÎa  va`i )(mod maa º .

b) Ako )(mod mba º , toga{ )(mod mab º .

v) Ako )(mod mba º  i )(mod mcb º , toga{ )(mod mca º

Dokaz. a) Od 0=- aa , za sekoj ZÎa  sleduva )(mod maa º , za sekoj ZÎa .

b) Ako )(mod mba º , toga{ )(| bam - . Od ))(1( baab --=-  sleduva )(| abm - , pa
od definicijata 7 zaklu~uvame deka )(mod mab º .

v) Ako )(mod mba º  i )(mod mcb º , toga{ )(| bam -  i )(| cbm - . Spored toa,

cacbbam -=-+- )]()[(| , pa zatoa )(mod mca º . ¨

Teorema 31. Ako )(mod mba º  i )(mod mdc º , toga{

)(mod mdbca +º+ , )(mod mdbca -º-  i )(mod mbdac º .

Dokaz. Neka )(mod mba º  i )(mod mdc º . Od definicijata 7 imame deka )(| bam -
i )(| dcm - . Spored toa

)()()()(| dbcadcbam +-+=-+- ,
)()()()(| dbcadcbam ---=---

i
bdacdcbbacm -=-+- )]()([|

{to zna~i deka
)(mod mdbca +º+ , )(mod mdbca -º-  i )(mod mbdac º .¨
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Da zabele`ime deka prethodnata teorema vsu{nost poka`uva deka relacijata º
po daden modul e soglasna so operaciite sobirawe, odzemawe i mno`ewe na kongruen-
cii.

Me|utoa, relacijata º ne e soglasna so relacijata delewe na celi broevi (duri i
koga poslednata e definirana). Imeno, vo kongruencijata

)12(mod48 -º

broevite 8 i 4-  se delivi so 2 i so 4, me|utoa ako podelime so 2, odnosno so 4 dobivame
)12(mod24 -º  odnosno )12(mod12 -º  , {to ne e to~no.

Ponatamu, od teoremite 30 a) i 31 neposredno sleduvaat slednite tvrdewa.

Teorema 32. a) Ako )(mod mba º , toga{

)(mod mcbca +º+ , )(mod mcbca -º-  i )(mod mbcac º ,

za sekoj ZÎc .

b) Ako )(mod mba º , toga{ )(mod mba nn º , za sekoj NÎn . ¨

Primer 51. Doka`i deka za sekoi prosti broevi p  i q , 3, >qp , va`i ili

)6(modqp º  ili )6(mod0º+ qp .

Re{enie. Kako {to znaeme, sekoj prost broj pogolem od 3 e vo oblik 16 +k  ili
16 -t . ]e razgledame tri slu~ai:

a) ako 16 += kp  i 16 += tq , toga{ od teoremata 29 b) sleduva deka )6(modqp º ;

b) ako 16 -= kp  i 16 -= tq , toga{ od teoremata 29 b) sleduva deka )6(modqp º ; i

v) ako 16 += kp i 16 -= tq , toga{ )6(mod1ºp  i )6(mod1-ºq  i od teoremata 31
sleduva deka

)6(mod)1(1 -+º+ qp , t.e. )6(mod0º+ qp . ¨

Primer 52. a) Doka`i deka 13|10 1988 - .

b) Najdi go ostatokot od deleweto na brojot 564  so 9.

Re{enie. a) Od 8134 =  sleduva )10(mod134 º . Sega od teoremata 32 b) dobivame

)10(mod1)3( 4974974 º , t.e. )10(mod131998 º , {to zna~i 13|10 1988 - .

b) ]e go pobarame onoj stepen na brojot 4 koj e kongruenten so 1 po modul 9.

Posledovatelno imame )9(mod44 º , )9(mod742 º  bidej}i 71916 +×= , )9(mod143 º
bidej}i 17964 +×= . Bidej}i 231856 +×= , poslednata kongruencija ja stepenuvame na 18

i dobivame )9(mod1454 º . Ponatamu, ako gi pomno`ime kongruenciite )9(mod742 º  i

)9(mod1454 º  dobivame )9(mod7144 254 ×º× , t.e. )9(mod1456 º .

Zna~i, ostatokot od deleweto na brojot 564  so 9 e 7. ¨
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Kako {to rekovme, relacijata º  ne e soglasna so relacijata delewe na celi
broevi (duri i koga poslednata e definirana). Vo slednata teorema }e doka`eme koga
dvete strani vo edna kongruencija mo`e da se podelat so nekoj broj.

Teorema 33. a) Ako 1),( =maNZD  i )(mod macab º , toga{

)(mod mcb º .

b) Ako dma =),(NZD  i )(mod macab º , toga{ )(mod qcb º  kade {to d
mq = .

v) Ako dma =),(NZD , d
mq =  i )(mod qcb º , toga{

)(mod macab º .

Dokaz (za onie {to sakaat da znaat pove}e). b) Neka dma =),(NZD  i )(mod macab º . Pos-

tojat celi broevi p  i q  takvi, {to dqm =  i dpa =  i va`i 1),( =qpNZD . Od )(mod macab º
sleduva deka postoi ZÎk  takov, {to mkacab += . Ako poslednoto ravenstvo go podelime so d
go dobivame ravenstvoto qkpcpb +=  od {to sleduva qkcbp =- )( . No, 1),( =qpNZD , pa zatoa od

poslednoto ravenstvo sleduva )(| cbq - ,  t.e. )(mod qcb º , kade {to d
mq = .

a) Sleduva od tvrdeweto pod b) za 1=d .

v) Bidej}i dma =),(NZD , dobivame dpa =  i dqm = , za nekoi celi broevi p  i q . Pona-

tamu, od )(mod qcb º  sleduva deka postoi ZÎk  takov, {to qkcb += . Poslednoto ravenstvo go
mno`ime so a  i dobivame deka aqkacab +=  i ako zamenime za dpa =  dobivame deka

)())(( pkmacpkdqacab +=+= ,

odnosno )( pkmacab =- . Spored toa, )(| acabm - , t.e. )(mod macab º . ¨

Teorema 34. Ako )(mod mba º  i )(mod nba º  i knm =),(NZS , toga{ )(mod kba º .

Dokaz (za onie {to sakaat da znaat pove}e). Neka tnm =),(NZD . Toga{ ptn =  i qtm = , ka-

de {to 1),( =qpNZD  i pqtnm =),(NZS . Od )(| ban -  i )(| bam -  sleduva deka )(| bapt -  i

)(| baqt - , t.e. ptrba =-  i qtsba =- . Zna~i, qtsptr = , t.e. qspr =  i bidej}i 1),( =qpNZD

dobivame sp |  t.e. pus = . So zamena vo qtsba =-  dobivame qtpuba =- , t.e. )(| bapqt - . No,

kpqtnm ==),(NZS , pa zatoa )(mod kba º . ¨

ZADA^I ZA VE@BAWE

80. a) Doka`i deka kvadratot na sekoj cel broj e kongruenten so 0 ili 1 po modul 4.
b) Doka`i deka kvadratot na sekoj cel broj e kongruenten so 0, 1 ili 4 po modul 8.

81.   Na koja cifra zavr{uva brojot:

a) 8116 ; b) 10002 ; v) 3333

82. a) Doka`i deka )(|)( kk baba --  za sekoj NÎn   i sekoi ZÎba, .

b) Doka`i deka )(|)( 1212 ++ ++ kk baba  za sekoj NÎn   i sekoi ZÎba, .
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83.   Najdi go ostatokot pri deleweto na

a) 100100 )555( +  so 24; b) 2117 )11617( +  so 8.

84.   Doka`i deka za sekoj nenegativen cel broj n  va`i:

a) )32(|11 2216 ++ + nn ; b) )532(|37 1345 ++ +× nnn ;

v) )87(|57 122 ++ + nn ; g) )352(|17 235 ++ ×+ nnn .

85.   Doka`i deka za sekoj priroden broj n  ostatokot od deleweto na 1312 253 ++ +× nn   so 17 e 0.

86.   "^ita~ot na misli" Marko mu rekol na svojot prijatel Dorotej da zamisli eden broj me|u 1
i 999, da go pomno`i so 143 i da go ka`e tricifreniot broj sostaven od poslednite tri
cifri od proizvodot. Potoa, Marko na Dorotej }e mu go soop{ti zamisleniot broj. Kako?

13. PRIMENA NA KONGRUENCIITE

Pri prou~uvaweto na delivosta na celite broevi se zadr`avme na nekoi posebni
priznaci za delivost, a vo prethodniot del gi razgledavme kongruenciite i gi doka-
`avme nivnite svojstva. Ovde }e poka`eme kako kongruenciite mo`at da se iskoristat
za nao|awe na posebnite priznaci za delivost. Za taa cel prvo }e ja doka`eme slednata
teorema.

Teorema 35. Neka 01
1

1 ...)( axaxaxaxf k
k

k
k ++++= -

- , kade {to ,0a kk aaa ,,..., 11 -
se celi broevi. Ako )(mod mba º , toga{ )(mod)()( mbfaf º .

Dokaz. Od teoremata 32 b) sleduva )(mod mba tt º  za kt ,...,1,0= . Sega od teorema-
ta 32 a) sledstveno dobivame

)(mod mbaaa t
t

t
t º  za kt ,...,1,0=

)(mod...... 01
1

101
1

1 mabababaaaaaaaa k
k

k
k

k
k

k
k ++++º++++ -

-
-

-

odnosno )(mod)()( mbfaf º . ¨

]e poka`eme kako prethodnata teorema mo`e da se iskoristi za dobivawe na
nekoi posebni priznaci za delivost.

Priznak za delivost so 9. Sekoj priroden broj e kongruenten so zbirot na
svoite cifri po modul 9.

Dokaz. Neka n  e priroden broj ~ij dekaden zapis e

01
1

1 10...1010 aaaan k
k

k
k ++++= -

- ,

kade {to }9,...,2,1,0{,,...,, 110 Î- kk aaaa . Stavame

01
1

1 ...)( axaxaxaxf k
k

k
k ++++= -

- .

Toga{, bidej}i )9(mod110 º  od teoremata 35 sleduva

)9(mod)1()10( ff º , t.e. )9(mod... 011 aaaan kk ++++= - . ¨
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Primer 53. Od

)9(mod826625547546876555678645745 º+ºº++++++++++=

sleduva deka brojot 56786457455 ne e deliv so brojot 9. No,

)9(mod09366376579837655673897567 ºº+ºº+++++++++=

pa zatoa brojot 5673897567 e deliv so brojot 9. ¨

Priznak za delivost so 11. Ako prirodniot broj n  ima dekaden zapis

01
1

1 10...1010 aaaan k
k

k
k ++++= -

-
toga{

)11(mod...)1()1( 012341
1 aaaaaaan k

k
k

k +-+-++-+-º -
- .

Dokaz. Neka n  e priroden broj ~ij dekaden zapis e

01
1

1 10...1010 aaaan k
k

k
k ++++= -

- ,

kade {to }9,...,2,1,0{,,...,, 110 Î- kk aaaa . Stavame

01
1

1 ...)( axaxaxaxf k
k

k
k ++++= -

- .

Toga{, bidej}i )11(mod110 -º , od teoremata 35 sleduva

)11(mod)1()10( -º ff ,
t.e.

)11(mod...)1()1( 012341
1 aaaaaaan k

k
k

k +-+-++-+-º -
- . ¨

Primer 54. Od

)11(mod718184341902754994341902754 º-ºº+-+-+-+-+-º

sleduva deka brojot 43419027549 e kongruenten so 7 po modul 11, t.e. ne e deliv so 11.
No, bidej}i

)11(mod04785967947859679 º-+-+-+-º

dobivame deka brojot 47859679 e kongruenten so 0 po modul 11, t.e. ovoj broj e deliv so
11. ¨

Priznak za delivost so 7. Ako prirodniot broj n  ima dekaden zapis

01
1

1 10...1010 aaaan k
k

k
k ++++= -

- ,

toga{ n  e deliv so 7 ako i samo ako zbirot

...})23()23{(
...})23()23{(

11109543

876210
++++++-

-++++++

aaaaaa
aaaaaa

e deliv so 7.

Dokaz. Neka n  e priroden broj ~ij dekaden zapis e
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01
2

2
3

3
4

4
5

5
6

6 101010101010...10 aaaaaaaan k
k ++++++++= ,

kade {to }9,...,2,1,0{,,...,,,,,,,, 176543210 Î- kk aaaaaaaaaa . Bidej}i

)7(mod1100 º , )7(mod3101 º , )7(mod2102 º , )7(mod)1(6103 -ºº ,

)7(mod)3(4104 -ºº , )7(mod)2(5105 -ºº , )7(mod1106 º  itn.

sleduva deka

)7(mod1106 ºk , )7(mod310 16 º+k , )7(mod210 26 º+k ,

)7(mod)1(10 36 -º+k , )7(mod)3(10 46 -º+k , )7(mod)2(10 56 -º+k .

Spored toa,

)11(mod...23)2()3()1(23
...10101010101010

101010101010...10

876543210

7
7

6
6

5
5

4
4

3
3

2
210

01
2

2
3

3
4

4
5

5
6

6

++++-+-+-+++º
++++++++=

++++++++=

aaaaaaaaa
aaaaaaaa

aaaaaaaan k
k

{to i treba{e da se doka`e. ¨

Primer 55. Od

)7(mod223323
43342139022375243994341902754

º×+ºº
×--×+×++×-×--×+×+º

sleduva deka brojot 43419027549 e kongruenten so 2 po modul 7, t.e. ne e deliv so 7.

No, bidej}i )7(mod09253962739959679 º×-×--×+×+º , dobivame deka brojot

959679 e kongruenten so 0 po modul 7, t.e. ovoj broj e deliv so 7. ¨

Primer 56. Doka`i deka ako brojot n  e deliv so 99, toga{ zbirot na negovite
cifri ne e pomal od 18.

Re{enie. Neka n|99 . Toga{ n|9 , pa zatoa i zbirot na cifrite A  na n  e deliv so
9. Bidej}i n  e priroden broj, 0>A , pa edinstven broj koj e deliv so 9 i e pomal od 18 e 9.
Ako 9=A , toga{ od

01
1

1 10...1010 aaaan k
k

k
k ++++= -

-

sleduva 011 ... aaaaA kk ++++= - . Od druga strana, bidej}i n|11  sleduva

}...)1()1{(|11 011
1 aaaa k

k
k

k +-+-+- -
-

i bidej}i

9...)1()1(9 011
1 £+-+-+-£- -
- aaaa k

k
k

k

dobivame deka

0...)1()1( 011
1 =+-+-+- -
- aaaa k

k
k

k ,

t.e. ...... 3120 ++=++ aaaa  . Spored toa ...)(29 20 ++= aa , {to e protivre~nost. ¨
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]e razgledame u{te edna primena na kongruenciite pri doka`uvawe na delivost
na broevi. Za taa cel, najprvo }e se osvrneme na takanare~enata modularna aritmetika.

Da se potsetime na algoritamot za delewe so ostatok na celi broevi, spored koj
za cel broj a  i priroden broj m  postojat celi broevi q  i r , mr <£0  takvi, {to

rqma += .

Od poslednoto ravenstvo sleduva deka )(mod mrrqma º+= , {to zna~i deka sekoj cel
broj e kongruenten po modul m  so barem eden od broevite 1...,,1,0 -m . Slednata teore-
ma poka`uva deka sekoj cel broj e kongruenten po modul m  to~no so eden od broevite

1...,,1,0 -m .

Teorema 36. Sekoj cel broj e kongruenten po modul m  so  eden  i  samo  eden  od
broevite 1...,,2,1,0 -m .

Dokaz. Neka a  e cel broj. Jasno, )(mod mra º  za nekoj r , mr <£0 . Da pret-
postavime deka )(mod mra º  i )(mod msa º , za msr <£ ,0 . Toga{, )(mod mrs º , t.e.

)(| rsm -  i bidej}i mrsm <-<- , dobivame deka 0=- rs , t.e. rs = , {to i treba{e da se

doka`e. ¨

Za sekoj }1,...,2,1,0{ -Î mr  so )(rCm  da go ozna~ime mno`estvoto od site celi
broevi koi se kongruentni so r  po modul m . Od prethodnata teorema sleduva deka

Æ=Ç )()( sCrC mm  za sr ¹  i deka Z=-ÈÈÈ )1(...)1()0( mCCC mmm .

Definicija 8. Mno`estvoto )(rCm  go narekuvame klasa na kongruencii po
modul m .

Za mno`estvoto },...,,{ 110 -maaa  }e velime deka e kompleten sistem na

ostatoci po modul m  ako )(rCa mr Î  za 1,...,1,0 -= mr .

Mo`e da se doka`e deka sekoe mno`estvo od m  posledovatelni celi broevi e
kompleten sistem na ostatoci po modul m . Taka, na primer, mno`estvata

}1...,,1,0{ -m  i }...,,2,1{ m  se kompletni sistemi na ostatoci po modul m . Ako m  e nepa-

ren broj, toga{ i mno`estvoto }...,,1,0,1...,,1,{ 2
1

2
1

2
1 --- -+-- mmm  e kompleten sistem na

ostatoci po modul m .

Faktot deka }1...,,1,0{ -m  e kompleten sistem na ostatoci po modul m  zna~i
deka sekoja kombinacija na zbirovi, proizvodi i razliki od ovie broevi, po modul m  e
povtorno nekoj od tie broevi. Ova doveduva do takanare~enata modularna aritmetika.
Vo slednite dve tabeli se dadeni operaciite sobirawe i mno`ewe po modul 5.

ba \ 0 1 2 3 4 ba \ 0 1 2 3 4
0 0 1 2 3 4 0 0 0 0 0 0
1 1 2 3 4 0 1 0 1 2 3 4
2 2 3 4 0 1 2 0 2 4 1 3
3 3 4 0 1 2 3 0 3 1 4 2
4 4 0 1 2 3 4 0 4 3 2 1

)5(modba + )5(modab
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Primer 57. Od tablicata za mno`ewe po modul 5 sleduva deka 2222 3,2,1,0  i 24  se
kongruentni po modul 5 samo od nekoj od broevite 0, 1 i 4. No, 0, 1, 2, 3 i 4 e kompleten
sistem na ostatoci po modul 5, pa zatoa kvadrat na priroden broj pri delewe so 5 ne dava
ostatok 2 i 3.¨

Primer 58. Doka`i deka za sekoj priroden broj n , brojot nn 53 +  e deliv so 6.

Re{enie. Kompleten sistem na ostatoci po modul 6 e 0, 1, 2, 3, 4 i 5. Spored toa,

dovolno e da ispitame dali nn 53 +  e  deliv  so  6  za 5,4,3,2,1,0=n .  Pri  mno`ewe  so
modul 6 imame

55,44,33,22,11,00 333333 ====== .

Spored toa, )6(mod06553 ºº+º+ nnnnn . ¨

ZADA^I ZA VE@BAWE

87.   Najdi kriterium za delivost so: a) 13; b) 99; v) 17.
88.   Najdi gi klasite na kongruencija po modul m  za

a) 2=m ; b) 3=m ; v) 4=m ; g) 6=m .

89.   Sostavi tablica za sobirawe i mno`ewe po modul m  za:
a) 2=m ; b) 3=m ; v) 4=m ; g) 6=m .

90.   Doka`i deka za sekoj priroden broj n  broevite: )17)(12( ++ nnn ; nn 113 +   i nn 173 +  se deli-
vi so 6.

91.   Doka`i deka za sekoj priroden broj n  brojot 44 7 +n   ne e deliv so 19.

92.   Doka`i deka za sekoj priroden broj n  brojot )1( 22 -nn  e deliv so 4.

14. LINEARNA KONGRUENTNA RAVENKA

Na krajot od ovaa tema }e se osvrneme na linearnata kongruentna ravenka so ed-
na nepoznata, koja e vo tesna vrska so linearnata Diofantova ravenka so dve nepoznati.
Taka ja imame slednata definicija.

Definicija 9. Neka ZÎba,  i NÎn . Ravenkata vo oblik

)(mod nbax º (1)

ja narekuvame linearna kongruentna ravenka so edna nepoznata. Za celiot broj 0x  }e

velime deka e re{enie na (1) ako )(mod0 nbax º .

Vo slednata teorema e daden potrebniot i dovolen uslov za brojot 0x  da e re{e-
nie na ravenkata (1).
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Teorema 37. Brojot 0x  e re{enie na ravenkata (1) ako i samo ako postoi cel broj

0y  takov, {to podredeniot par ),( 00 yx  e re{enie na Diofantovata ravenka bnyax =- .

Dokaz. Neka 0x  e re{enie na kongruentnata ravenka (1). Toga{, postoi cel broj

0y  takov, {to nybax 00 =- . Spored toa,

bnyax =- 00

od {to sleduva deka parot ),( 00 yx  e re{enie na Diofantovata ravenka bnyax =- .

Obratno, ako parot ),( 00 yx  e re{enie na Diofantovata ravenka bnyax =- , to-

ga{ bnyax =- 00 , t.e. nybax 00 =- . Od poslednoto ravenstvo sleduva )(| 0 baxn - , pa

zatoa )(mod0 nbax º , {to zna~i deka 0x  e re{enie na kongruentnata ravenka (1). ¨

Sega lesno se doka`uva slednata teorema, koja neposredno sleduva od teoremite
37, 27 i 28.

Teorema 38. Linearnata kongruentna ravenka (1) ima re{enie ako i sako ako
bnad |),(NZD=  i vo ovoj slu~aj, ako 0x  e edno re{enie na (1), toga{ nejzinoto op{to

re{enie e dadeno so

)(mod0 d
nxx º . (2)

Dokaz. Spored teoremata 37 ravenkata (1) ima re{enie ako i samo ako ravenkata
bnyax =-  ima re{enie. Sega od teoremata 27 imame deka ravenkata bnyax =-  ima

re{enie ako i samo ako bnad |),(NZD= . Ponatamu, spored teoremata 28 site re{enija
na ravenkata bnyax =-  se dadeni so

txx d
n+= 0  i tyy d

a-= 0 , kade ...,1,0 ±=t .

Spored toa, za site re{enija na ravenkata (1) va`i

txx d
n+= 0 , kade {to ...,1,0 ±=t ,

a toa zna~i deka tie se dadeni so (2). ¨

Primer 59. Linearnata kongruentna ravenka

)91(mod6042 ºx

nema re{enie, bidej}i 60|7)91,42( /=NZD . ¨

Primer 60. Re{i ja linearnata kongruentna ravenka

)76(mod5042 ºx .

Re{enie. Od 50|2)76,42( =NZD  sleduva deka dadenata ravenka ima re{enie. Ako
ja primenime teoremata 33 b), mo`eme da skratime so 2)76,42( =NZD  i dobivame

)38(mod2521 ºx .
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Ponatamu, )38(mod380 º , pa ako gi sobereme poslednite dve kongruencii nao|ame

)38(mod6321 ºx .

No, 1)38,21( =NZD , pa od teoremata 33 a) sleduva deka vo poslednata kongruencija mo-
`eme da skratime so 21, so {to dobivame

)38(mod3ºx .

Jasno, re{enijata po modul 76 se dadeni so

)76(mod3ºx  i )76(mod41ºx . ¨

Vo posledniot primer dobivme dve re{enija koi ne se kongruentni po modul 76.
Od teoremata 38 neposredno sleduva deka linearnata kongruentna ravenka (1) vo slu~aj
koga ima re{enie, taa ima d  nekongruentni re{enija, ),( nad NZD=  i ako 0x  e edno
nejzino re{enie, toga{ site nekongruentni re{enija na (1) se dadeni so:

d
nd

d
n

d
n xxxx )1(

0
2

000 ,...,,, -+++ .

Primer 61. Re{i ja linearnata kongruentna ravenka

)60(mod2511 ºx .

Re{enie. Bidej}i )60,11(1 NZD= , ravenkata ima to~no edno nekongruentno re{e-
nie. Re{enieto x  mora da bide delivo so 5 bidej}i

kx 602511 +=  za nekoj ZÎk .

Neka yx 5= . Toga{
)60(mod2555 ºy

i ako podelime so 5 dobivame

).12(mod7
)12(mod5
)12(mod5
)12(mod511

º
-º
º-
º

y
y

y
y

Zatoa )60(mod35ºx . ¨

ZADA^I ZA VE@BAWE

93.   Koja od linearnite kongruentni ravenki ima re{enie:
a) )6(mod054 º+x ; b) )3(mod022 º+x ; v) )15(mod1221 ºx .

94.  So neposredna proverka na sistemite na ostatoci najdi gi site re{enija na linearnata kon-
gruentna ravenka
a) )3(mod052 º+x ; b) )6(mod032 º-x

95.   Re{i gi linearnite kongruentni ravenki:
a) )17(mod121 ºx ; b) )10(mod272 ºx
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PROVERI GO SVOETO ZNAEWE

1. a) Doka`i deka )33(|48 23 --+ nnn  za sekoj neparen broj n .              (8 b)

b) Doka`i deka )2196(|17 12 +-+ nnn  za sekoj priroden broj n .            (15 b)

2. a) Doka`i deka za dva prirodni broja a  i b  barem eden od broevite: baba +,,  ili ba -
            se deli so brojot 3.              (5 b)

b) Pri delewe na nekoj broj so brojot 72 se dobiva koli~nik n  i ostatok 68. Kolkavi
            }e bidat koli~nikot i ostatokot ako istiot broj se podeli so 24?            (10 b)

3.    a) Ako n  e priroden broj pogolem od 1, doka`i deka 45
3510 +n

 e priroden broj.              (8 b)

b) Najdi go najmaliot ~etiricifren broj koj pri delewe so 3, 4, 5, 6 i 7 dava ostatok 2.  (15 b)

4.    a) Doka`i deka pri delewe na proizvolen prost broj p  so brojot 30, ostatokot e
            ili prost broj ili 1.            (15 b)

b) Doka`i deka za sekoj prost broj pogolem od 3, proizvodot na negovite sosedni
     broevi e deliv so 24.            (20 b)

5.    a) Arso imal 99 kilogrami sirewe vo pakuvawa od 2, 3 i 5 kgr. Kolku sirewe imal
    Arso, ako brojot na pakuvawata e 22?            (15 b)

b) Vo mno`estvoto na celite broevi re{i ja ravenkata 1242 -=+ xyx .            (20 b)

6.     a) Proveri dali brojot 105103 53 +  e deliv so 7.                        (15 b)
b) Re{i ja linearnata kongruentna ravenka )45(mod1514 ºx .            (20 b)

Zabele{ka. Pri re{avaweto treba da izbere{ samo po edna podzada~a od sekoja zada~a. Dokolku
         saka{ samostojno da se oceni{, mo`e{ da go iskoristi{ sledniot kriterium:

Bodovi: 41-55 56-70 71-85 86-100
Ocenka: 2 3 4 5
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GLAVA II

MNO@ESTVA I
KOMBINATORIKA

SODR@INA NA TEMATA

1. Poim za mno`estvo
2. Operacii so mno`estva
3. Preslikuvawa
4. Injekcija, surjekcija i biekcija.

Inverzno preslikuvawe
5. Ekvivalentni mno`estva. Princip

na ednakvost
6. Princip na zbir, proizvod,

vklu~uvawe i isklu~uvawe
7. Princip na Dirihle

POTREBNI PREDZNAEWA

Za uspe{no sovladuvawe na sodr`inite koi
}e gi usvojuva{ vo ovaa tema, potrebno e da
se potseti{ na:

- mno`estvata i operaciite so niv;
- elementite od matemati~kata logika; i
- linearnata funkcija.

NOVI ZNAEWA I UMEEWA

Uspe{noto sovladuvawe na sodr`inite koi
se razraboteni vo ovaa tema ima za cel:

- da gi utvrdi{ operaciite so mno`estvata;
- da nau~i{ da gi doka`uva{ osnovnite

svojstva na operaciite so mno`estvata;
- da gi usvoi{ poimite preslikuvawe,

injekcija, surjekcija i biekcija;
- da ja usvoi{ definicijata za ekvivalentni

mno`estva i da doka`uva{ ekvivalentnost
na dve mno`estva;

- da gi usvoi{ kombinatornite principi za
zbir, razlika, proizvod, vklu~uvawe i
isklu~uvawe;

- da se zapoznae{ so principot na Dirihle i
da go koristi{ pri re{avawe na zada~i; i

- intuitivno da gi razviva{ svoite
sposobnosti za pravilno definirawe na
poimi i doka`uvawe na tvrdewa.
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Teorijata na mno`estva le`i vo osnovata na sekoja sovremena matemati~ka
disciplina. Nejzin osnova~ e germanskiot matemati~ar Georg Kantor (1845-1918). So
poimot mno`estvo tesno e povrzan poimot preslikuvawe. Mo`e da se ka`e deka predmet
na prou~uvawe na sovremenata matematika se razli~nite mno`estva i preslikuvawata
koi se opredeleni na ovie mno`estva. Tokmu zatoa, vo ovaa tema }e gi izu~uvame ovie dva
va`ni matemati~ki poimi, pri {to }e se zadr`ime na kone~nite mno`estva i na
osnovnite kombinatorni principi, me|u koi posebno mesto ima principot na Dirihle.

1. POIM ZA MNO@ESTVO

Poimot mno`estvo e osnoven poim vo sovremenata matematika i nego ne go
definirame, tuku smetame deka intuitivno e jasno {to e toa mno`estvo. Georg Kantor
za poimot mno`estvo go iska`al sledniot opis:

Mno`estvoto go podrazbirame kako sevkupnost od opredeleni i razli~ni objek-
ti koi so na{ata intuicija ili intelekt mislovno gi opfa}ame vo edna celina.

Kako sinonim na zborot mno`estvo }e gi koristime zborovite: sevkupnost,
familija i klasa. Objektite od koi e sostaveno edno mno`estvo gi narekuvame negovi
elementi ili to~ki.

Za ozna~uvawe na mno`estvata naj~esto gi koristime golemite bukvi od
latinskata azbuka: ,...,,, DCBA , a za ozna~uvawe na elementite na edno mno`estvo gi
koristime malite bukvi od latinskata azbuka: ,...,,,,,, zyxdcba .

Za edno mno`estvo }e smetame deka e opredeleno, ako za sekoj objekt mo`eme da
ka`eme dali mu pripa|a ili ne mu pripa|a na toa mno`estvo. Vo vrska so pripadnosta
na daden element na edno mno`estvo gi voveduvame slednite oznaki.

Neka A  e mno`estvo. Ako elementot x  mu pripa|a na mno`estvoto A , toga{ pi{u-
vame AxÎ , a ako elementot x  ne mu pripa|a na mno`estvoto A , toga{ pi{uvame AxÏ .

Postojat pove}e na~ini na zadavawe na mno`estvata, od koi ovde }e spomeneme dva.

i) Zadavawe na mno`estvata so pomo{ na nabrojuvawe na negovite elementi.
Pri ovoj na~in elementite na dadeno mno`estvo se naveduvaat vo golemi zagradi i
pritoa redosledot na elementite vo zagradite ne e biten.

Primer 1. a) Ako mno`estvoto A  e sostaveno od arapskite cifri, toga{ toa go
zapi{uvame na sledniot na~in: }9,8,7,6,5,4,3,2,1,0{=A .

b) Zapisot na mno`estvoto B  sostaveno od samoglaskite na makedonskata azbuka e:
}{  uo,i,e,a,=B . ¨
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ii) Zadavawe na mno`estvata so naveduvawe na svojstvoto na negovite elemen-
ti. Vo sekoja matemati~ka zada~a naj~esto gi razgleduvame elementite na to~no opre-
deleno mno`estvo A , koe ponekoga{ go narekuvame osnovno mno`estvo. Pritoa po-
trebno e da gi oddelime elementite koi zadovoluvaat odredeno svojstvo P  (pi{uvame

)(xP ), ili ne go zadovoluvaat svojstvoto P . So pomo{ na svojstvoto P  oddeluvame mno-
`estvo od site elementi na A , koi go imaat svojstvoto P . Ova mno`estvo go ozna~uva-
me so )}(|{ xPAxÎ  ili )}(|{ xPx .

Primer 2. a) Neka M  e mno`estvoto od site prirodni broevi koi pri delewe so
3, davaat ostatok 2. Spored toa, vo ovoj slu~aj svojstvoto P  e prirodni broevi koi pri
delewe so 3, davaat ostatok 2. Ova mno`estvo mo`eme da go zapi{eme na sledniot
na~in:

}|{ 2ostatokdava3sodeleweprinnM NÎ=
ili kratko

},23|{ NN Î+=Î= kknnM .

b) Mno`estvoto X  od site racionalni broevi koi se pogolemi od 2
1  i se pomali

od 3
4  go zapi{uvame na sledniot na~in:

}|{ 3
4

2
1 <<Î= ppX Q . ¨

iii) Pretstavuvawe na mno`estvata so pomo{ na Venovi dijagrami. Zaradi
polesno rasuduvawe vo geometrijata, a isto taka i vo algebrata, se koristat crte`i,
{emi, skici i sli~no. Sli~no se postapuva i vo teorijata na mno`estvate, kade {to
mno`estvata se pretstavuvaat kako del od ramninata ograni~en so zatvorena linija.
Vakvite crte`i gi narekuvame Venovi dijagrami.

Primer 3. Za mno`estvata

},2,1{ xA =  i }!,1?,,,{ baB =

Venovite dijagrami se dadeni na crte`ot desno. ¨

Dali postojat prirodni broevi koi se pogolemi od 1 i se pomali od 2? Jasno, ne
postoi nitu eden takov priroden broj. Sli~no, ne postojat kvadrati koi ne se paralelo-
grami, a isto taka ne postojat lu|e koi se povisoki od 6 m itn.

Prethodnite razgleduvawa prirodno iniciraat da vovedeme mno`estvo bez
elementi, koe go narekuvame prazno mno`estvo. Pritoa smetame deka postoi samo edno
prazno mno`estvo, koe go ozna~uvame so simbolot Æ .

Da gi razgledame mno`estvata },,{ cbaA = , },,,3,2,1{ cbaB =  i },,{ acbC = . Zabele-
`uvame deka sekoj element na mno`estvoto A  e element i na mno`estvoto B , a mno-
`estvata A  i C  se sostaveni od isti elementi. Vo matematikata, a i vo prirodata
voop{to, imame niza vakvi situacii, pa zatoa prirodna e slednata definicija.

Definicija 1. Za mno`estvoto A  }e velime deka e podmno`estvo od
mno`estvoto B  ako od AxÎ  sleduva BxÎ . Pritoa ozna~uvame BA Í  ili AB Ê .

·

·

·

1
x

2
·

·

· 1
a

b

·

· !
?
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Za mno`estvata A  i B  }e velime deka se ednakvi ako BA Í  i AB Í . Pritoa
pi{uvame BA = .

Ako BA Í  i B  sodr`i element koj ne mu pripa|a na A , toga{ }e velime deka A
e vistinsko podmno`estvo od B  i pi{uvame BAÌ  ili AB É .

Za praznoto mno`estvo smetame deka e podmno`estvo od sekoe mno`estvo A . Od
prethodnata definicija neposredno sleduva deka AA Í , no A  ne e vistinsko pod-
mno`estvo na samoto sebe.

Primer 4. a) So K  da go ozna~ime mno`estvoto od site kvadrati,
a so P  mno`estvoto od site pravoagolnici. Bidej}i sekoj kvadrat e
pravoagolnik, no ne sekoj pravoagolnik e kvadrat, dobivame deka PK Ì .
So pomo{ na Venov dijagram, poslednovo e prika`ano na crte`ot desno.

b) Neka

},13|{ NN Î+=Î= kknnM  i },16|{ NN Î+=Î= kknnP .

Ako PnÎ , toga{ 16 += kn , za nekoj NÎk . No, toa zna~i deka 1)2(3 += kn  i
bidej}i NÎk2  dobivame deka MnÎ . Spored toa, MP Í . Ponatamu, bidej}i MÎ4 , no

PÏ4 , zaklu~uvame deka MP Ì .

v) Mno`estvata }1{=A  i }1,1{=B  se ednakvi, bidej}i elementot 1 e edinstven
element kako na mno`estvoto A , taka i na mno`estvoto B . Sli~no,

}4,3,2,1{}4,3,3,3,2,2,1{ = .

Poslednoto e vo soglasnost so prethodno ka`anoto deka mno`estvoto e celina
na razli~ni elementi, odnosno deka sekoj element vo mno`estvoto se smeta samo po
edna{. ¨

Vo vrska so prethodno vovedenite poimi, }e ja doka`eme slednata teorema.

Teorema 1. Za sekoi mno`estva BA,  i C  to~ni se slednite tvrdewa.

i) AA = ,

ii)  Ako BA = , toga{ AB = .

iii) Ako BA Í  i CB Í , toga{ CA Í .

iv) Ako BA =  i CB = , toga{ CA = .

Dokaz. ]e go doka`eme tvrdeweto iii).

Da pretpostavime deka BA Í  i CB Í . Ako AxÎ , toga{ spored definicijata 1
od BA Í  sleduva deka BxÎ . Ponatamu, bidej}i CB Í , povtorno od definicijata 1
dobivame deka CxÎ . Spored toa, od AxÎ  sleduva deka CxÎ , a toa zna~i deka CA Í .

Sli~no se doka`uvaat i ostanatite tri tvrdewa. Obidi se niv samostojno da gi
doka`e{. ¨

K

P
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ZADA^I ZA VE@BAWE

1.     So nabrojuvawe na negovite elementi zapi{i go:
a) mno`estvoto od site celi broevi me|u 3 i 12;
b) mno`estvoto od site prirodni broevi delivi so 3 i pomali od 25;
v) mno`estvoto od site deliteli na brojot 120.

2.     So pomo{ na svojstvoto koe go ima, zapi{i go sekoe od mno`estvata vo zada~ata 1.

3.     Zapi{i gi so nabrojuvawe na nivnite elementi mno`estvata:

a) }7|2{ <Î= xxA x iN ; b) }73|{ == nnB ;

v) }12||{ nnnC iZÎ= ; d) }64|23{ <<-Î×= nnD n iZ .

4.     Dadeni se mno`estvata:

}.5,|123{},5,|12{

},95,47,23,11,5{},31,15,7,3,1{

£Î-×=£Î-=

==

xxDxxC

BA
xx NN

Koi od niv se me|usebno ednakvi?

5.    Dadeni se mno`estvata: },12|{},,2|{, NNN Î-==Î== kknnMkknnP . Kakov odnos postoi
me|u mno`estvata:
a) N  i P ; b) N  i M ; v) M  i P .

2. OPERACII SO MNO@ESTVA

Vo dosega{nite razgleduvawa se osvrnavme na poimite mno`estvo, podmno`estvo i
ednakvi mno`estva. Vo praktikata naj~esto se sre}avame so problemi vo koi treba isto-
vremeno da gi razgleduvame elementite koi im pripa|aat na dve ili pove}e mno`estva,
potoa zaedni~kite elementi na dve ili pove}e mno`estva, pa elementite koi mu pripa|aat
na edno, a ne mu pripa|aat na drugo mno`estvo i sli~no. Prethodno ka`anoto prirodno gi
nametnuva operaciite so mno`estvata na koi podetalno }e se osvrneme.

Definicija 2. Unija na mno`estvata A  i B  go narekuvame
mno`estvoto C , koe se sostoi od site elementi koi mu pripa|aat
barem na edno od mno`estvata A  i B . Pritoa ozna~uvame BAC È= .

Spored toa, }|{ BxAxxBA ÎÎ=È ili . Pretstavuvaweto na
unijata na mno`estvata A  i B  so Venov dijagram e dadeno na crte-
`ot desno. Jasno, BAx ÈÏ  ako i samo ako AxÏ  i BxÏ .

Primer 5. Najdi ja unijata na mno`estvata

a) }9|{ <Î= nnnA iN  i }5|{ ³Î= nnnB iN

b) },13|{ 0NÎ+== kknnA  i },23|{ 0NÎ+== kknnB .

Re{enie. a) Za dadenite mno`estva imame
}8,7,6,5,4,3,2,1{=A  i ...},...,,8,7,6,5{ kB = ,

BAÈ
A

B
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pa zatoa N=È BA .

b) O~igledno

}|3|{},2313|{ 0 nnnkknknnBA /Î=Î+=+==È iili NN  . ¨

Definicija 3. Presek na mno`estvata A  i B  go narekuvame
mno`estvoto C , koe se sostoi od site elementi koi mu pripa|aat na
sekoe od mno`estvata A  i B . Pritoa ozna~uvame BAC Ç= .

Spored toa, }|{ BxAxxBA ÎÎ=Ç i . Pretstavuvaweto na
presekot na mno`estvata A  i B  so Venov dijagram e dadeno na
crte`ot desno. Jasno, BAx ÇÏ  ako i samo ako AxÏ  ili BxÏ .

Primer 6. Najdi go presekot na mno`estvata

a) }9|{ <Î= nnnA iN  i }5|{ ³Î= nnnB iN

b) },13|{ 0NÎ+== kknnA  i },14|{ 0NÎ+== kknnB .

Re{enie. a) Za dadenite mno`estva imame

}8,7,6,5,4,3,2,1{=A  i ...},...,,8,7,6,5{ kB = ,
pa zatoa }8,7,6,5{=Ç BA .

b) O~igledno

},112|{},1413|{ 00 NN Î+==Î+=+==Ç kknnkknknnBA ili  . ¨

Definicija 4. Za mno`estvata A  i B  }e velime deka se disjunktni ako
Æ=Ç BA .

Primer 7. a) Mno`estvata A  i B  od primerot 5 b) se disjunktni. Navistina, ako
BAn ÇÎ , toga{ AnÎ  i BnÎ . No, toa zna~i deka pri delewe so 3, brojot n  istovreme-

no dava ostatok 1 i ostatok 2, a toa ne e mo`no.

b) Mno`estvata A  i B  od primerot 6 b) ne se disjunktni. Na primer BAÇÎ13 . ¨

Vo slednata teorema se dadeni nekoi svojstva na presekot i unijata na dve mno-
`estva.

Teorema 2. Za sekoi mno`estva BA,  i C , to~ni se slednite tvrdewa.

i) AA =ÆÈ , Æ=ÆÇA .
ii) BABBAABBAABA ÈÍÈÍÍÇÍÇ ;;; .

iii) ,; AAAAAA =È=Ç  (zakoni za idempotentnost).

iv) ,; ABBAABBA È=ÈÇ=Ç  (komutativni zakoni).

v) CBACBA ÇÇ=ÇÇ )()( ;

,)()( CBACBA ÈÈ=ÈÈ  (asocijativni zakoni).
vi) ,)(;)( ABAAABAA =ÇÈ=ÈÇ  (zakoni za apsorpcija).

BAÇ
A

B
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vii) BAx ÇÏ  ako i samo ako AxÏ  ili BxÏ , i
BAx ÈÏ  ako i samo ako AxÏ  i BxÏ .

Dokaz. ]e go doka`eme prvoto ravenstvo vo v). Imame

CBAxCxBAxCxBxAx
CxBxAxCBxAxCBAx
ÇÇÎÞÎÇÎÞÎÎÎÞ

ÎÎÎÞÇÎÎÞÇÇÎ
)()())((

))()()(
iii

i(ii

{to zna~i CBACBA ÇÇÍÇÇ )()( .

Od druga strana imame

)())(
))(()()()(

CBxAxCxBxAx
CxBxAxCBAxCxBAxCBAx

ÇÎÎÞÎÎÎÞ
ÎÎÎÞÇÇÎÞÎÇÎÞÇÇÎ

ii(i

iii

{to zna~i )()( CBACBA ÇÇÍÇÇ .

Kone~no, od

)()( CBACBA ÇÇÍÇÇ  i CBACBA ÇÇÍÇÇ )()(

sleduva )()( CBACBA ÇÇ=ÇÇ

Sli~no se doka`uvaat ostanatite tvrdewa. Obidi se samostojno da gi doka`e{. ¨

Teorema 3 (distributivni zakoni). Za sekoi mno`estva BA,  i C , to~ni se
slednive tvrdewa:

i) )()()( CBCACBA ÇÈÇ=ÇÈ ,

ii) )()()( CBCACBA ÈÇÈ=ÈÇ .

Dokaz. i) Neka CBAx ÇÈÎ )( . Spored toa, BAx ÈÎ  i CxÎ , {to zna~i deka
AxÎ  ili BxÎ ,  i CxÎ . Zatoa, AxÎ  i CxÎ , ili BxÎ  i CxÎ .  No,  toa  zna~i  deka

CAx ÇÎ  ili CBx ÇÎ , t.e. )()( CBCAx ÇÈÇÎ . Kone~no,

)()()( CBCACBA ÇÈÇÍÇÈ .

Ako )()( CBCAx ÇÈÇÎ , toga{ CAx ÇÎ  ili CBx ÇÎ .  Zatoa, AxÎ  i CxÎ ,
ili BxÎ  i CxÎ , {to zna~i deka AxÎ  ili BxÎ , i CxÎ , odnosno BAx ÈÎ  i CxÎ . No,
toa zna~i deka CBAx ÇÈÎ )( . Kone~no,

CBACBCA ÇÈÍÇÈÇ )()()( .

Bidej}i

)()()( CBCACBA ÇÈÇÍÇÈ  i CBACBCA ÇÈÍÇÈÇ )()()( ,

dobivame
)()()( CBCACBA ÇÈÇ=ÇÈ .

Ravenstvoto pod ii) se doka`uva analogno. Obidi se samostojno da go doka`e{. ¨
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Definicija 5. Razlika na mno`estvata A  i B  go narekuvame
mno`estvoto C , koe se sostoi od site elementi na mno`estvoto A
koi ne mu pripa|aat na mno`estvoto B . Ozna~uvame BAC \= .

Spored toa, }|{\ BxAxxBA ÏÎ= i . Pretstavuvaweto na razli-
kata na mno`estvata A  i B  so Venov dijagram e dadeno na crte`ot
desno. Jasno, BAx \Ï  ako i samo ako AxÏ  ili BxÎ .

Primer 8. a) Najdi ja razlikata na mno`estvata

},4|{ NÎ>= nnnA  i },14|{ NÎ<= nnnB .

b) Najdi ja razlikata na mno`estvata

},77|{ ΖÎ<<-= nnnA  i },|{ 12 ΖZ ÎÎ= nnB n .

Re{enie. a) Imame

...},17,16,15,14,13,12,11,10,9,8,7,6,5{=A  i }13,12,11,10,9,8,7,5,4,3,2,1{=B ,

pa zatoa },14|{...},17,16,15,14{\ NÎ³== nnnBA .

b) Imame

}6,5,4,3,2,1,0,1,2,3,4,5,6{ ------=A  i }12,6,4,3,2,1,1,2,3,4,6,12{ ------=B

pa zatoa }5,0,5{\ -=BA . ¨

Tvrdewata iska`ani vo slednata teorema neposredno sleduvaat od definicijata
na razlikata na mno`estvata. Obidi se samostojno da gi doka`e{.

Teorema 4. Za sekoi mno`estva A  i B  va`i.

i) Æ=ÆÆ==Æ AAAAA \,\,\ .

ii) BAx \Ï  ako i samo ako AxÏ  ili BxÎ .

iii) Ako BAÍ , toga{ )\(\ ABBA = .

iv) Æ=BA \  ako i samo ako BAÍ .

v) ABA =\  ako i samo ako Æ=Ç BA . ¨

Definicija 6. Neka e dadeno mno`estvoto A  i AB Í . Komplement na B  vo odnos

na A  go narekuvame mno`estvoto BABc \= .

Spored toa, }|{ BxAxxBc ÏÎ= i . Pretstavuvaweto na komple-
mentot na mno`estvoto B  vo odnos na mno`estvoto A  so Venov dija-

gram e dadeno na crte`ot desno. Jasno, Bx cÏ  ako i samo ako BxÎ .

Primer 9. a) Najdi go komplementot na mno`estvoto }5,4,3{=A  vo odnos na mno-
`estvoto }8,7,6,5,4,3,2,1{=U .

BA \
A

B

B
A
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b) Najdi go komplementot na mno`estvoto },2|{ NÎ== kknnA  vo odnos na mno-
`estvoto N .

Re{enie. a) Od definicijata 6 imame }8,7,6,2,1{\ == AUAc .

b) Imame },12|{},2|{},2|{\\ NNNNN Î-==Î¹=Î=== kknnkknnkknnAAc . ¨

Vo vrska so poimot komplement na mno`estvo }e ja doka`eme slednata teorema.
Tvrdewata iska`ani vo ovaa teorema se poznati kako De Morganovi zakoni.

Teorema 5. Neka XBA Í, . Toga{, to~ni se ravenstvata

i) AAcc =)(

ii) BAÍ  ako i samo ako AB cc Í .

iii) BABA ccc Ç=È )( .

iv) BABA ccc È=Ç )( .

Dokaz. ]e go doka`eme prvoto i tretoto tvrdewe. Ostanatite tvrdewa se doka-
`uvaat analogno. Obidi se samostojno da gi doka`e{.

i) Ravenstvoto AAcc =)(  sleduva od AxAxAx ccc ÎÛÏÛÎ )( .

iii) BAxBxAxBxAxBAxBAx ccccc ÇÎÛÎÎÛÏÏÛÈÏÛÈÎ ii)( . ¨

Definicija 7. Dekartov proizvod na mno`estvata A  i B  go narekuvame mno-
`estvoto C , vo oznaka BAC ´= , koe se sostoi od site podredeni parovi ),( yx , kade

{to ByAx ÎÎ , . Pritoa, ),(),( 2211 yxyx =  ako i samo ako 2121 , yyxx == .

Spored toa, },|),{( ByAxyxC ÎÎ= .

Dekartoviot proizvod na nepraznoto mno`estvo A  so samoto sebe go narekuvame

kvadrat na mno`estvoto A  i go ozna~uvame 2A .

Analogno definirame Dekartov proizvod na mno`estvata ,iA ni ,...,2,1= . Imeno,

},...,2,1,|),...,,{(... 2121 niAaaaaAAA iinn =Î=´´´ .

Primer 10. a) Za mno`estvata

}3,2,1{=M  i }4,3,2,1{=S
Dekartoviot proizvod e

)}.4,3(),3,3(),2,3(),1,3(),4,2(),3,2(
),2,2(),1,2(),4,1(),3,1(),2,1(),1,1{(=´ SM

Na crte`ot desno e daden grafi~ki prikaz na Dekartoviot
proizvod na mno`estvata M  i S .

b) Za mno`estvoto },,{ zyxA =  Dekartoviot kvadrat e

)},(,),,(),,(),,(),,(),,(),,(),,(),,{(2 zzyzxzzyyyxyzxyxxxA = . ·

)1,1(

)2,1(

)3,1(

)1,2(

)2,2(

)3,2(

)4,1( )4,2( )4,3(

·

·

·

·

··

···

·

··

··

·

·

·

···

)3,3(

)2,3(

)1,3(

S

M

1

2

3

4

1 2 3
· ·

·

·

·

·
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ZADA^I ZA VE@BAWE

6.    Najdi ja unijata na mno`estvata: a) },14|{ NÎ+== kknnA  i },34|{ NÎ+== kknnB ;

b) },21|{ RÎ<£-= xxxA  i },42|{ RÎ<£= xxxB ;

v) },2|{ RÎ-£= xxxA  i },2|{ RÎ³= xxxB .

7.    Najdi go presekot na mno`estvata: a) },14|{ NÎ+== kknnA  i },16|{ NÎ+== kknnB ;

b) },21|{ RÎ<£-= xxxA  i },40|{ RÎ<<= xxxB ;

v) },2|{ RÎ->= xxxA  i },2|{ RÎ<= xxxB ;

g) },2|{ RÎ-<= xxxA  i },2|{ RÎ-³= xxxB .

8.    Najdi neprazni mno`estva BA,  i C  takvi, {to
a) CABA È=È , no CB ¹ ; b) CABA Ç=Ç , no CB ¹ .

9.    Doka`i deka za sekoi mno`estva BA,  i C  va`i
)()()()()()( ACCBBAACCBBA ÇÈÇÈÇ=ÈÇÈÇÈ .

10.  Dadeni se mno`estvata: },3|{},,2|{ NN Î==Î== kknnMkknnP . Najdi gi mno`estvata:

a) MPÇ ; b) MPÈ ; v) MP \  i g) PM \ .

11.  Ako A  i B  se podmno`estva od mno`estvoto X , doka`i deka BABA cc È=)\(  i BABA cÇ=\ .

12.  Doka`i deka za sekoi mno`estva BA,  i C  va`i
a) )\()\()(\ CABACBA Ç=È ; b) )\()\()(\ CABACBA È=Ç ;

v) )\()\(\)( CBCACBA È=È ; g) )\()\(\)( CBCACBA Ç=Ç .

13. Najdi gi elementite na mno`estvoto },,12|),{( ByAxyxyxG ÎÎ=-= , kade {to }3,2,1{-=A
i }7,5,2,1,3{ --=B .

14.  Dadeni se mno`estvata },8,5,4{=A }8,,6,4{ xB =  i },,8,3,5{ yxC = . Najdi gi elementite x  i

y  ako }9,8,6,5,4{=È BA  i }9,8,4{=ÇCB .

15.  Dadeni se mno`estvata }3,2,1{=A  i }5,4,3{=B . Najdi go mno`estvoto X  ako AXA =È  i

)\(\ BAAXB =Ç . Kolku re{enija ima zada~ata?

16.  Najdi gi mno`estvata BA,  i C  ako
}6,5,4,3,2,1{=ÈÈ CBA , Æ=ÇÈÇ )()( CBCA , }5,3,1{\ =BA , }4,2{\ =BC  i }6{\)( =Ç CBA .

3. PRESLIKUVAWA (FUNKCII)

Vo tabelata
godini na ̀ ivot 0 1 2 3 4 5 6 7
visina vo sm 50 70 80 90 95 100 103 105

e prika`ano kako prose~no se menuva visinata na deteto po godini, od denot na ra|awe
(nula godini) do navr{eni sedum godini. Ova so drugi zborovi mo`e da se iska`e: visi-
nata na deteto zavisi od godinite na `ivot. Se razbira ova e samo eden ednostaven
primer od sledniot vid: edna golemina e funkcija od druga golemina. Vo sekojdnevniot
`ivot se sre}avame so mnogu va`ni primeri od ovoj vid:
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- plo{tinata na kvadratot e funkcija od dol`inata na negovata strana,
- plo{tinata na krugot e funkcija od dol`inata na negoviot radius,
- perimetarot na kru`nicata e funkcija od dol`inata na nejziniot radius,
- patot {to go pominuva telo koe slobodno pa|a e funkcija od izminatoto vre-

me od momentot koga po~nalo pa|aweto itn.

Pri razgleduvawe na mnogu problemi od poseben interes e da se otkrijat vakvite funk-
cii (zavisnosti) na edna golemina od druga. Tokmu zatoa, spored misleweto na mnogu
matemati~ari, poimot za funkcija (preslikuvawe) e eden od najva`nite matemati~-
ki poimi, voop{to. ]e dademe precizna definicija na ovoj poim.

Definicija 8. Neka A  i B  se dve neprazni mno`estva. Ako na sekoj element
AxÎ  mu e pridru`en, po nekoe pravilo f , ednozna~no opredelen element ByÎ , toga{

velime deka f  e preslikuvawe (funkcija) od A  vo B  i pi{uvame BAf ®: .

Za elementot ByÎ  velime deka e slika na elementot AxÎ  i pi{uvame )(xfy = .
Mno`estvoto A  go narekuvame domen, a mno`estvoto B - kodomen na preslikuvaweto f .

Od definicijata 8 mo`eme da zaklu~ime deka edno preslikuvawe e zadadeno ako
se zadadeni negoviot domen, kodomen i praviloto so koe na sekoj element od domenot mu
se pridru`uva edinstven element od kodomenot. Da razgledame nekolku primeri.

Primer 11. a) Ako },,,,{},4,3,2,1{ edcbaBA == , toga{ so

cfafbfbf ==== )4(,)3(,)2(,)1( (1)

e zadadeno preslikuvawe BAf ®: .

Vo mnogu slu~ai po`elno e preslikuvawata grafi~ki
da se pretstavuvaat. Taka, dadenoto preslikuvawe grafi~ki
mo`eme da go pretstavime kako na crte`ot levo.

Isto taka, namesto praviloto na preslikuvaweto da go
zapi{uvame vo oblikot (1), toa mo`eme da go napravime so pomo{ na zapisot

( )4321
cabbf = , (2)

{to zna~i deka vo prviot red gi zapi{uvame elementite na domenot A , a vo vtoriot red
nivnite sliki koi mu pripa|aat na kodomenot B .

Spored toa, ako BAf ®:  i ...),(),(),( 332211 xfyxfyxfy === , toga{ za pravilo-
to f  mo`eme da go koristime i zapisot

( )...
...

3
3

2
2

1
1

x
y

x
y

x
yf = .

b) Neka A  e proizvolno neprazno mno`estvo. Toga{, so xxI A =)( , za sekoj AxÎ
e opredeleno preslikuvawe AAI A ®:  koe go narekuvame identi~no preslikuvawe.

v) Neka se dadeni mno`estvata N  i }|2{ NÎ= nnM . Jasno, so praviloto kkf 2)( = , e
zadadeno preslikuvawe Mf ®N:  . ¨

·

·

·

a

b

·

· c
d

e

·

·

1

2

f

·
3

·
4
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Definicija 9. Za dve preslikuvawa BAf ®:  i DCg ®:  }e velime deka se
ednakvi ako DBCA == ,  i )()( xgxf =  za sekoj AxÎ .

Primer 12. a) Da gi razgledame preslikuvawata

BAf ®: , kade {to }5,4,3,2,1{=A , }4,3,2,1{=B , ( )5
3

4
1

3
2

2
1

1
1=f

i

DCg ®: , kade{to }5,4,3,2,1{=C , }3,2,1{=D , ( )5
3

4
1

3
2

2
1

1
1=g

Kako {to zabele`uvame, CA =  i )()( xgxf =  za sekoj AxÎ , no bidej}i DB ¹  spored  de-
finicijata 9 imame deka ovie preslikuvawa ne se ednakvi.

b) Za preslikuvawata

BAf ®: , kade {to }5,4,3,2,1{=A , }3,2,1{=B , ( )5
3

4
1

3
2

2
1

1
1=f

i

DCg ®: , kade {to }5,4,3,2,1{=C , }3,2,1{=D , ( )5
3

4
1

3
2

2
2

1
1=g

imame DBCA == , , no )2(21)2( gf =¹= , pa zatoa tie ne se ednakvi. ¨

Pri izu~uvaweto na linearnata funkcija vo osmo oddelenie se zapozna so nejzi-
niot grafik, koj e prava. Ovde, imaj}i go predvid zna~eweto na ovoj poim, istiot }e go
vovedeme za proizvolno preslikuvawe. Taka ja imame slednata definicija.

Definicija 10. Neka BAf ®: . Grafik na preslikuvaweto (funkcijata) f  go
narekuvame mno`estvoto )}(,),(|),{()( xfyBAyxyxfG =´Î= .

Jasno, BAfG ´Í)( .

Primer 13. a) Grafikot na preslikuvaweto f  od primerot 12 a) e mno`estvoto

)}3,5(),1,4(),2,3(),1,2(),1,1{()( =fG .

b) Grafikot na preslikuvaweto f  od primerot 11 v) e mno`estvoto

}|)2,{()( NÎ= kkkfG .

v) Neka }1,0,1,2{ --=A , }3,1,1,3{ --=B  i neka
praviloto f  e dadeno so formulata 12)( += xxf ,

AxÎ . Imame 3)2( -=-f , 1)1( -=-f , 1)0( =f  i 3)1( =f ,
pa zatoa

)}3,1(),1,0(),1,1(),3,2{()( ----=fG .

Na crte`ot desno e daden {ematski prikaz na grafi-
kot na ova preslikuvawe. ¨

Edna od najva`nite matemati~ki operacii e takanare~enata kompozicija na
preslikuvawata, koja se definira na sledniot na~in.

·

·

·

·

·

12- 1-
· ·

3-

1-

1

3

·

·

·

·

0
·

A

B

BA´

1M

2M

3M

4M
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Definicija 11. Neka BAf ®:  i CBg ®:  se dve preslikuvawa. Za sekoj AxÎ
stavame ))(()( xfgxh =  i dobivame preslikuvawe CAh ®:  koe go narekuvame kompozi-
cija na preslikuvawata f  i g , i go ozna~uvame so fgh o= .

Primer 14. a) Neka R=== CBA  i preslikuvawata BAf ®:  i CBg ®:  neka se
dadeni so 52)( += xxf  i 35)( += xxg . Jasno, kompoziciite fg o  i gf o  se definirani
i pritoa imame

28103)52(5)52())(())(( +=++=+== xxxgxfgxfg o
i

11105)35(2)35())(())(( +=++=+== xxxfxgfxgf o .
Poslednoto poka`uva deka duri i vo slu~aj koga i dvete kompozicii na preslikuvawa

fg o  i gf o  se definirani, ne va`i fggf oo = .

b) Neka },,,{ dcbaA =  i preslikuvawata AAf ®:  i

AAg ®:  se opredeleni so ( )d
c

c
d

b
a

a
bf =  i ( )d

d
c
a

b
a

a
cg = . Ima-

me abfaff == )())(( , cagbfg == )())(( , bafbgf == )())((  i
acgagg == )())(( .

v) Neka }3,2,1{=A , },,,{ dcbaB = , },,{ qprC =  i neka

preslikuvawata BAf ®:  i CBg ®:  se dadeni so ( )321
abcf =

i ( )d
p

c
r

b
p

a
qg = . Toga{, za kompozicijata fg o  imame

( )321
qprfg =o . Na crte`ot levo e daden {ematskiot prikaz na kompozicijata fg o . ¨

Teorema 6. a) Ako BAf ®: , toga{ fIf A =o  i ffI B =o .
b) Ako BAf ®: , CBg ®:  i DCh ®: , toga{ fghfgh oooo )()( = .

Dokaz (za onie {to sakaat da znaat pove}e). a) Preslikuvawata AIf o  i f  imaat isti

domeni i kodomeni i pritoa za sekoj AxÎ  va`i )())(())(( xfxIfxIf AA ==o , pa zatoa fIf A =o .

Analogno se doka`uva deka ffI B =o .
b) Preslikuvawata fghfgh oooo )()( i  imaat ist domen A  i kodomen D  i pritoa za

sekoj AxÎ  va`i
))()(())()(()))((()))((()))((( xfghxfghxfghxfghxfgh oooooo ====

od {to sleduva fghfgh oooo )()( = . ¨

ZADA^I ZA VE@BAWE

17. Neka }5,4,3,2,1{=A  i f  i g  se preslikuvawa od A  vo A  opredeleni so ( )5
3

4
1

3
2

2
1

1
1=f  i

( )5
4

4
5

3
1

2
3

1
2=g .

a) Presmetaj ))4(()),2(()),1(( fggfff  i ))4((gf .

b) Najdi gi grafovite na f  i g .

v) Dali postoi AxÎ  takov, {to )()( xgxf = ?

·

·

ab
·

c d

r·

· ·

A

B

C

·

·

·1
2

q·
3

p
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18. Neka R=== CBA  i neka preslikuvawata BAf ®:  i CBg ®:  se dadeni so 23)( -= xxf  i

3)( += xxg .

a) Najdi gi preslikuvawata gf o  i fg o , a potoa presmetaj )7)(( gf o  i )2)(( fg o .

b) Opredeli gi graficite na preslikuvawata f , g , gf o  i fg o .

v) Dali postoi RÎx  takov, {to xxg =)( ?

19. Neka }4,3,2,1{=A , },,{ cbaB = , },,{ rqpC = , },,{ onmD =  i neka preslikuvawata BAf ®: ,

CBg ®:  i DCh ®:  se dadeni so ( )4321
abacf = , ( )c

r
b
q

a
pg =  i ( )r

o
q
n

p
mh = . Presmetaj fg o ,

gh o , )( fgh oo  i fgh oo )( .

20. Dadeno e preslikuvaweto ( )6
6

5
5

4
2

3
3

2
1

1
4=f  na mno`estvoto }6,5,4,3,2,1{=A  vo samoto sebe.

Najdi gi preslikuvawata fff o

def
=2 , fff o

23
def
= , fff o

34
def
= , fff o

45
def
=  itn. i {e-

matski prika`i gi nivnite grafici. Koi od ovie preslikuvawa se ednakvi?
21. Neka R=== CBA  i neka preslikuvawata BAf ®:  i CBg ®:  se dadeni so 12)( += xxf  i

1)( 2 += xxg . Najdi gi formulite na preslikuvawata gf o , fg o , gg o , 3g  i 3gf o .

22.  Neka A  e mno`estvoto ~ii elementi se podmno`estvata na mno`estvoto }2,1{ , t.e.: Æ , }2,1{ ,

}1{  i }2{ , i neka preslikuvaweto AAf ®:  e opredeleno so XXf c=)( , kade {to komplemen-

tot na X  se bara vo odnos na mno`estvoto }2,1{ .

a) Presmetaj )(Æf , })2,1({f , })1({f  i })2({f .

b) Re{i ja po X  ravenkata }1{)( =Xf .

v) Dali preslikuvaweto f  go zadovoluva ravenstvoto XXff =))(( ?

4. INJEKCIJA, SURJEKCIJA I BIEKCIJA.
    INVERZNO PRESLIKUVAWE

Prou~uvaweto na preslikuvawata dovelo do podelba spo-
red nivnite svojstva. Vo ovoj del }e se osvrneme na izu~uvawe na
tri va`ni vidovi preslikuvawa, a toa se injektivnite, surjek-
tivnite i biektivnite preslikuvawa, koi zazemaat va`no mesto
vo matematikata voop{to.

Definicija 12. Za preslikuvaweto BAf ®:  }e velime deka e injekcija ako od

21 xx ¹  sleduva )()( 21 xfxf ¹ , t.e. razli~ni elementi imaat razli~ni sliki (crte` gore).

Primer 15. a) Neka },,,{ dcbaA =  i preslikuvawata AAf ®:  i AAg ®:  se

opredeleni so ( )d
c

c
d

b
a

a
bf =  i ( )d

d
c
a

b
a

a
cg = . Jasno, preslikuvaweto f  e injekcija, no

preslikuvaweto g  ne e injekcija bidej}i cb ¹ , no )()( cgabg == .

b) Neka se dadeni mno`estvata N  i }|2{ NÎ= nnM  i neka preslikuvaweto
Mf ®N:  e opredeleno so kkf 2)( = , za sekoj NÎk . ]e doka`eme deka ova preslikuva-

we e injekcija.

·

·2x

1x

·

·

)( 2xf

)( 1xf

A B
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Navistina, za sekoi NÎnk,  takvi, {to nk ¹  va`i nk 22 ¹  {to zna~i )()( nfkf ¹
t.e. f  e injekcija.

v) ]e doka`eme deka preslikuvaweto RR ®:f  za koe va`i 4
122 )]([)( ³- xfxf ,

za sekoj RÎx  ne e injekcija.

Navistina, za 0=x  od 4
12)]0([)0( ³- ff  sleduva 0])0([ 2

2
1 £-f , pa zatoa 2

1)0( =f .

Ponatamu, za 1=x  od 4
12)]1([)1( ³- ff  sleduva 0])1([ 2

2
1 £-f , pa zatoa 2

1)1( =f .

Spored toa, 2
1)1()0( == ff , {to zna~i deka dva razli~ni elementi imaat ista

slika, pa zatoa f  ne e injekcija. ¨

Teorema 7. Ako BAf ®:  i CBg ®:  se injekcii, toga{ i fg o  e injekcija.

Dokaz (za onie {to sakaat da znaat pove}e). Neka f  i g  se injekcii. Ako Axx Î21 ,  se

takvi, {to 21 xx ¹ , toga{ bidej}i f  e injekcija, dobivame )()( 21 xfxf ¹ . Ponatamu, od

)()( 21 xfxf ¹  i faktot deka g  e injekcija imame ))(())(( 21 xfgxfg ¹ , odnosno

))(())(( 21 xfgxfg oo ¹ ,

{to zna~i deka fg o  e injekcija. ¨

Definicija 13. Za preslikuvaweto BAf ®:  }e velime deka e surjekcija ako za
sekoj ByÎ  postoi AxÎ  takov, {to )(xfy = ,  t.e. sekoj element na B  e slika na barem
eden element na A .

Primer 16. a) Neka },,,{ dcbaA =  i }3,2,1{=B  i preslikuvawata BAf ®:  i

ABg ®:  se opredeleni so ( )dcbaf 2331=  i ( )321
bacg = . Jasno, preslikuvaweto f  e

surjekcija, no preslikuvaweto g  ne e surjekcija bidej}i d  ne e slika na nitu eden
element od mno`estvoto B .

b) Neka se dadeni mno`estvata N  i }|12{ NÎ-= nnM  i neka preslikuvaweto
Mf ®N:  e opredeleno so 12)( -= kkf , za sekoj NÎk . ]e doka`eme deka ova presliku-

vawe e surjekcija.

Neka NÎk . Toga{ Mk Î-12  i pritoa va`i 12)( -= kkf . Spored toa, za proiz-
volen k  od N  najdovme element vo M  koj e slika na k , {to zna~i deka f  e surjekcija. ¨

Teorema 8. Ako BAf ®:  i CBg ®:  se surjekcii, toga{ i fg o  e surjekcija.

Dokaz (za onie {to sakaat da znaat pove}e). Neka f  i g  se surjekcii i neka CzÎ  e pro-
izvolen. Bidej}i g  e surjekcija, dobivame deka za sekoj CzÎ  postoi barem eden ByÎ  takov,

{to )(ygz = . Mo`e da postojat i pove}e elementi vo B  so ova svojstvo. Izbirame eden od ovie

elementi y  i bidej}i f  e surjekcija, sleduva deka postoi element AxÎ  takov, {to )(xfy = .

Spored toa, za sekoj CzÎ  postoi AxÎ  takov, {to zygxfg == )())(( , {to zna~i deka fg o  e

surjekcija. ¨
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Definicija 14. Za preslikuvaweto BAf ®:  }e velime deka e biekcija ako toa e
i injekcija i surjekcija.

Spored toa, f  e biekcija ako sekoj element ByÎ  e slika na barem eden element
AxÎ  i razli~ni elementi od A  so f  se preslikuvaat vo razli~ni elementi od B .

Primer 17. a) O~igledno, za sekoe neprazno mno`estvo A  identi~noto presli-
kuvawe AI  e biekcija. Proveri!

b) Vo primerot 16 b) doka`avme deka preslikuvaweto Mf ®N: , }|12{ NÎ-= nnM
opredeleno so 12)( -= kkf , za sekoj NÎk  e surjekcija. No, ova preslikuvawe e i injek-
cija. Navistina, za sekoi NÎnk,  takvi, {to nk ¹ , va`i nk 22 ¹ , pa zatoa 1212 -¹- nk ,
{to zna~i )()( nfkf ¹ , t.e. f  e injekcija.

Kone~no, f  e surjekcija i injekcija, pa zna~i e biekcija.

v) Neka RÎba,  i 0¹a . Da go razgledame preslikuvaweto RR ®:f  opredeleno
so baxxf +=)( .

Ako 21 xx ¹ , toga{ od 0¹a  sleduva 21 axax ¹ , pa zatoa

)()( 2211 xfbaxbaxxf =+¹+= ,

{to zna~i deka f  e injekcija. Ponatamu, za sekoj RÎy  va`i RÎ= -
a

byx  i pritoa

ybbybafxf a
by

a
by =+-=+×== -- )()( ,

t.e. f  e surjekcija.

Kone~no, f  e surjekcija i injekcija, pa zna~i e biekcija. ¨

Od teoremite 7 i 8 neposredno sleduva to~nosta na slednata teorema.

Teorema 9. Ako preslikuvawata BAf ®:  i CBg ®:  se biekcii, toga{ i niv-
nata kompozicija fg o  e biekcija.

Dokaz (za onie {to sakaat da znaat pove}e). Neka f  i g  se biekcii. Toa zna~i deka f  i

g  se injekcii, pa od teoremata 7 sleduva deka fg o  e injekcija. Ponatamu, f  i g  se surjekcii,

pa od teoremata 8 sleduva deka fg o  e surjekcija.

Kone~no, fg o  e injekcija i surjekcija, pa zna~i toa e biekcija. ¨

Neka }5,4,3,2,1{},,,,,{ == BedcbaA  i BAf ®:  e

dadeno so ( )edcbaf 53214= .  Ova preslikuvawe e biekcija. Vo

vrska so preslikuvaweto f  da go razgledame preslikuvawe-

to ABg ®:  zadadeno so ( )54321
eadcbg = . Kako {to mo`eme

da zabele`ime, "starite" sliki sega se originali, a "sta-
rite" originali sega se "novi" sliki (vidi crte`). Vo ovoj

·

·

·a

b

·

·

c
d

e

·

·

1
2

g

· 3
· 4

· 5
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slu~aj velime deka preslikuvaweto g  e inverzno preslikuvawe za preslikuvaweto f .

Prethodno razgledaniot primer neposredno ja inicira slednata definicija za
inverzno preslikuvawe.

Definicija 15. Ako BAf ®:  e biekcija, toga{ so xyg =)( , za sekoj ByÎ , ako i
samo ako )(xfy =  definirame preslikuvawe ABg ®:  koe go narekuvame inverzno na

preslikuvaweto f . Za inverznoto preslikuvawe ja prifa}ame oznakata 1-= fg .

Primer 18. Neka RÎba,  i 0¹a . Vo primerot 17 v) doka`avme deka presliku-
vaweto RR ®:f  opredeleno so baxxf +=)(  e biekcija. Spored toa, postoi inverznoto

preslikuvawe 1-f .

Za da go najdeme 1-f , stavame baxy +=  i dobivame a
byx -= . Sega, od ravenstvoto

xyf =- )(1  dobivame a
b

aa ybyyf -=-=- 111 )()( .

Konkretno, za preslikuvaweto 12)( -= xxf  imame 2=a  i 1-=b , pa so zamena

dobivame deka negovoto inverzno preslikuvawe e 2
1

2
11 )( +=- yyf . ¨

Teorema 10. Ako BAf ®:  e biekcija, toga{ inverznoto preslikuvawe

ABf ®- :1  e biekcija.

Dokaz (za onie {to sakaat da znaat pove}e). Od definicijata 2.12 sleduva deka 1-f  e
preslikuvawe od B  vo A .

Ako 21 yy ¹ , toga{ )()( 2
1

1
1 yfyf -- ¹  bidej}i vo sprotivno eden ist element od A  so f

}e se preslika vo dva razli~ni elementi od B , {to ne e mo`no bidej}i f  e preslikuvawe.

Zna~i 1-f  e injekcija.

Ako AxÎ , toga{ )(1 yfx -=  kade {to )(xfy = , {to zna~i deka 1-f  e surjekcija.

Kone~no, 1-f  e injekcija i surjekcija, pa zna~i e biekcija. ¨

ZADA^I ZA VE@BAWE

23. Doka`i deka preslikuvawata

a) ),0[: +¥®Rf , ||)( xxf = ; b) ),1[: +¥®Rf , 1)( 2 += xxf .
se surjekcii, no ne se injekcii.

24. Neka }5,4,3,2,1{=A  i AAf ®:  e opredeleno so:

a) ( )5
3

4
1

3
2

2
1

1
1=f ; b) ( )5

4
4
5

3
1

2
3

1
2=f ; v) ( )5

4
4
1

3
2

2
5

1
3=f .

 Dali f  e biekcija? Vo slu~aj na potvrden odgovor najdi go inverznoto preslikuvawe.

25. Za preslikuvaweto RR ®:f  najdi go inverznoto preslikuvawe ako

a) 4)( 2
1 += xxf ; b) 3

2
4
5)( --= xxf ; v) 12

14)( -= xxf  .
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5. EKVIVALENTNI MNO@ESTVA.
    PRINCIP  NA EDNAKVOST

Neka }5,4,3,2,1{},,,,,{ == BedcbaA  i neka preslikuvaweto BAf ®:  e dadeno so

( )edcbaf 35412= . Lesno se gleda deka f  e biekcija, t.e. me|u mno`estvata A  i B  postoi

biekcija. Vakvite mno`estva imaat posebna uloga vo matematikata i za niv }e velime
deka se ekvivalentni. Poprecizno, ja imame slednata definicija.

Definicija 16. Za mno`estvata A  i B  velime deka se ekvivalentni, so oznaka
BA ~ , ako postoi biekcija f  od A  vo B .

Primer 19. a) Mno`estvata },,,,,,{ gfedcbaA =  i },,,*,,,{ ´ÅÄÎ-+=B  se ekvi-

valentni. Navistina, preslikuvaweto BAf ®:  opredeleno so ( )gfedcbaf ´ÅÄÎ-+= *  e

biekcija, pa zatoa BA ~ .

b) Vo primerot 17 b) doka`avme deka preslikuvaweto Mf ®N: , }|12{ NÎ-= nnM
opredeleno so 12)( -= kkf , za sekoj NÎk  e biekcija, {to zna~i deka M~N  t.e.  mno-
`estvoto prirodni broevi e ekvivalentno so mno`estvoto neparni prirodni broevi.

v) ]e doka`eme deka ],[~]1,0[ ba , za sekoi RÎba, , ab > . Za taa cel da go
razgledame preslikuvaweto )1)(()( --+= xabbxf .

Ako 21 xx ¹ , toga{ sledstveno dobivame

11 21 -¹- xx
)1)(()1)(( 21 --¹-- xabxab

)1)(()1)(( 21 --+¹--+ xabbxabb ,

{to zna~i )()( 21 xfxf ¹ , t.e. f  e injekcija. Od druga strana, za sekoj ],[ bayÎ  imame

abay -£-£0  i ako podelime so 0>- ab  dobivame 10 ££ -
-

ab
ay , pa zatoa

ybybabbabbf ab
by

ab
ay

ab
ay =-+=-+=--+= -

-
-
-

-
- )()()1)(()(

{to zna~i deka f  e i surjekcija.

Spored toa, f  e injekcija i surjekcija, pa e biekcija, {to spored definicijata
16 zna~i ],[~]1,0[ ba . ¨

Vo slednata teorema }e doka`eme tri va`ni svojstva na ekvivalentnite mno-
`estva, koi ni se potrebni za natamo{nite razgleduvawa.

Teorema 11. Za sekoi mno`estva A , B  i C  va`i

i) AA ~ .
ii) Ako BA ~ , toga{ AB ~ .
iii) Ako BA ~  i CB ~ , toga{ CA ~ .
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Dokaz (za onie {to sakaat da znaat pove}e). i) Spored primerot 17 a) identi~noto
preslikuvawe AAI A ®:  e biekcija, pa zatoa AA ~ .

ii) Neka BA ~ . Toa zna~i deka postoi biekcija BAf ®: . Sega, od teoremata 11 sleduva

deka inverznoto preslikuvawe ABf ®- :1  e biekcija, pa zatoa AB ~ .

iii) Neka BA ~  i CB ~ . Toa zna~i deka postojat biekcii BAf ®:  i CBg ®: . Sega, od

teoremata 9 sleduva deka kompozicijata CAfg ®:o  e biekcija, pa zatoa CA ~ . ¨

Primer 20. a) Neka se dadeni mno`estvata N  i }|2{ NÎ= nnP . Vo primerot 15
doka`avme deka preslikuvaweto Pf ®N:  opredeleno so kkf 2)( = , za sekoj NÎk  e
injekcija. Lesno se doka`uva deka ova preslikuvawe e surjekcija, pa zna~i toa e
biekcija. Spored toa, N~P .

Spored primerot 19 b) imame deka M~N , kade{to }|12{ NÎ-= nnM , pa od teore-
mata 11 iii) sleduva deka MP ~ , {to zna~i deka mno`estvoto parni prirodni broevi e
ekvivalentno so mno`estvoto neparni prirodni broevi.

b) Neka RÎdcba ,,,  se takvi {to ba <  i dc < . Spored primerot 19 v) imame
],[~]1,0[ ba  i ],[~]1,0[ dc . Sega od teoremata 11 iii) sleduva deka ],[~],[ dcba . ¨

Vo slednata definicija }e go vovedeme poimot za kone~no mno`estvo i vo nata-
mo{nite razgleduvawa pod poimot mno`estvo }e gi podrazbirame kone~nite mno`e-
stva. Za taa cel, za sekoj priroden broj k  neka }...,,3,2,1{ kk =N .

Definicija 17. Neka NÎk . Za mno`estvoto M  }e  velime deka  se  sostoi  od k
elementi ako kM N~ . Pritoa }e pi{uvame kM =|| . Po definicija zemame deka 0|| =Æ .

Za mno`estvoto M  }e velime deka e kone~no ako postoi NÎk  takov, {to
kM =|| . Vo sprotivno }e velime deka mno`estvoto M  e beskone~no.

Da zabele`ime deka spored teoremata 11 i) imame kk NN ~ , za sekoj NÎk , pa

zatoa od definicijata 17 imame deka kk =|| N .

Teorema 12. Neka 0¹k . Toga{, kM =||  ako i samo ako M  mo`e da se zapi{e vo

oblikot },...,,{ 21 kaaaM = .

Dokaz (za onie {to sakaat da znaat pove}e). Neka kM =|| . Toa zna~i deka kM N~ , t.e.

postoi biekcija Mf k ®N: . Da ozna~ime kakfafaf === )(...,,)2(,)1( 21 . Toga{,

}...,,,{)}(...,),2(),1({ 21 kaaakfffM == .

Obratno, neka },...,,{ 21 kaaaM = . Toga{ preslikuvaweto Mf k ®N:  opredeleno so bi-

ekcija. Navistina, za sekoj Mai Î  imame iaif =)( , {to zna~i deka f  e surjekcija. Ponatamu, od

ji ¹  sleduva ji aa ¹ , pa zatoa )()( jfif ¹ , t.e. f  e i injekcija. Spored toa, kM =|| . ¨

Od definicijata na kone~no mno`estvo i od prethodnite razgleduvawa sleduva
to~nosta na tvrdewata iska`ani vo slednata teorema.

Teorema 13. a) (princip na ednakvost). Ako kM =||  i LM ~ , toga{ kL =|| .
b) Ako kLM == |||| , toga{ LM ~ .
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Dokaz (za onie {to sakaat da znaat pove}e). a) Od kM =||  imame Mk ~N . Ponatamu, bi-

dej}i Mk ~N  i LM ~ , od teoremata 11 iii) sleduva deka Lk ~N , {to zna~i deka kL =|| .

b) Neka kLM == |||| . Toga{ Mk ~N  i Lk ~N , pa od teoremata 11 iii) sleduva deka LM ~ . ¨

Od teoremata 13 neposredno sleduva deka kone~nite mno`estva M  i L  se ekvi-
valentni ako i samo ako imaat ist broj na elementi.

Primer 21. Na kolku na~ini na trojca u~enici mo`e da im se podelat 8 isti
molivi, taka {to sekoj od niv da dobie barem eden moliv?

Re{enie. Osumte molivi }e gi naredime vo niza i na praznite mesta me|u niv,
koi gi ima 7, }e postavuvame dve "pregradi" kako na sledniot crte`.

········ 7654321 ||

Praznite mesta da gi ozna~ime so broevite 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7. Podelbata na crte`ot e
opredelena so broevite 2 i 6, t.e. so brojot 26. Site podelbi se opredeleni so slednite
broevi:

67
5756

474645
37363534

2726252423
171615141312

Vakvi dvocifreni broevi ima 21, pa od principot na ednakvost sleduva deka brojot na
podelbite na 8 isti molivi na trojca u~enici taka {to sekoj od niv da dobie barem po
eden moliv e 21. ¨

Principot na ednakvost go koristime vo slu~aj koga sakame da go opredelime
brojot na elementi na nekoe mno`estvo B , koga mo`eme da vospostavime biekcija so
nekoe mno`estvo A , ~ij broj na elementi ni e poznat ili lesno mo`eme da go presme-
tame. Iako formulacijata na ovoj princip e ednostavna, negovata primena ne mora da
bide ednostavna. Pri~inata za toa e vo faktot {to treba da gi prepoznaeme elementite
koi gi prebrojuvame. So drugi zborovi, pri re{avawe na konkreten kombinatoren prob-
lem so prebrojuvawe na elementite, treba da se zanemarat svojstvata i faktite koi fi-
guriraat vo formulacijata i na elementite da im se pridru`at apstraktni elementi
koi lesno mo`eme da gi prebroime. Taka, vo primerot 21 sekoja podelba ja poistovetiv-
me so eden dvocifren broj i, kako {to vidovme, takvite broevi lesno gi prebroivme.

ZADA^I ZA VE@BAWE

26. Doka`i deka mno`estvata }|3{ NÎ= kkA , }|13{ NÎ+= kkB  i }|23{ NÎ+= kkC  se ekviva-
lentni me|u sebe.

27. Doka`i deka mno`estvata }|3{ NÎ= kkA  i }|3{ NÎ= kB k  se ekvivalentni.
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28. Doka`i deka mno`estvata ...},18,15,12,9,6,3{=A  i ...},21,17,13,9,5,1{=B  se ekvivalentni.

29. Doka`i deka ]1,0(~)1,0[ .

30. Doka`i deka za sekoi neprazni mno`estva X  i Y  va`i XYYX ´´ ~ .

31. Na kolku na~ini na trojca u~enici mo`at da im se podelat 10 isti tetratki, taka {to sekoj
od niv da dobie barem edna tetratka?

6. PRINCIP NA ZBIR, PROIZVOD,
    VKLU^UVAWE I ISKLU^UVAWE

^estopati vo praktikata se sre}avame so problemi da izvr{ime prebrojuvawe
na elementite od dadeno mno`estvo ili da odgovorime na pra{aweto kolku elementi
od edno mno`estvo zadovoluvaat daden uslov. Vakvite problemi se predmet na prou~u-
vawe na matemati~kata disciplina kombinatorika, oblast koja i pokraj toa {to se
zanimava so kone~nite mno`estva obiluva so mno{tvo nere{eni problemi. Ovde nie }e
se zapoznaeme so ~etirite osnovni principi na kombinatorikata, a toa se principot
na zbir, proizvod, vklu~uvawe i isklu~uvawe, pri {to posebno }e se osvrneme na nivna-
ta primena vo re{avaweto na elementarni zada~i.

Vo slednite razgleduvawa pod poimot mno`estvo }e podrazbirame kone~no mno-
`estvo.

Teorema 14 (princip na zbir). Ako Æ=Ç BA , toga{ |||||| BABA +=È .

Dokaz (Za onie {to sakaat da znaat pove}e). Neka Æ=Ç BA  i nAf N®: , mBg N®:  se

biekcii. ]e doka`eme deka preslikuvaweto mnBAh +®È N:  opredeleno so

)()( afah = , AaÎ  i nbgbh += )()( , BbÎ
e biekcija. Neka BAyx ÈÎ,  i yx ¹ . Mo`ni se dva slu~ai i toa:

a) x  i y  mu pripa|aat na edno od mno`estvata A  i B , da ka`eme A . Toga{, od defini-

cijata na preslikuvaweto h  sleduva deka )()( xfxh =  i )()( yfyh =  i bidej}i f  e biekcija, ima-
me )()( yfxf ¹ , {to zna~i )()( yhxh ¹ .

b) x  i y  mu pripa|aat na razli~ni mno`estva, da ka`eme AxÎ  i ByÎ . Toga{
)()(1)()( yhnygnnxfxh =+£+<£= , t.e. )()( yhxh ¹ .

Spored toa, vo sekoj slu~aj od yx ¹  sleduva )()( yhxh ¹ , t.e. h  e injekcija.

Neka mnp +ÎN . Mo`ni se dva slu~ai i toa:

a) np £  i vo toj slu~aj bidej}i f  e biekcija, postoi AzÎ  takov, {to pzf =)( . No toa,

zna~i deka postoi BAz ÈÎ  takov, {to pzfzh == )()( .
b) np > i vo ovoj slu~aj mnp £-£1 . No g  e biekcija, pa zatoa postoi BzÎ  takov, {to

npzg -=)( . Zna~i postoi BAz ÈÎ  takov, {to )()()( zhnzgnnpp =+=+-= .

Spored toa, vo sekoj slu~aj postoi BAz ÈÎ  takov, {to pzh =)( , t.e. h  e surjekcija.

Kone~no, h  e injekcija i surjekcija, pa zna~i e biekcija. Zna~i, mnBA +È N~  od {to

sleduva |||||| BAmnBA +=+=È . ¨
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Da zabele`ime deka principot na zbir va`i i vo slu~aj koga imame k , 2³k  po
parovi disjunktni mno`estva. Imeno, to~na e slednata teorema.

Teorema 15. Ako kAAA ,...,, 21  e familija od k , 2³k  po parovi disjunktni mno-

`estva, t.e. mno`estva za koi va`i Æ=Ç ji AA , za ji ¹ , toga{

||...|||||...| 2121 kk AAAAAA +++=ÈÈÈ . ¨

Primer 22. Vo primerot 21 dadovme re{enie na problemot na podelba na 8
ednakvi molivi na trojca u~enici, pri {to sekoj u~enik dobiva barem po eden moliv.
Istata zada~a }e ja re{ime koristej}i go principot na zbir.

Neka site podelbi na molivite na trojca u~enici go formiraat mno`estvoto A .
Ova mno`estvo }e go razbieme na podmno`estva 654321 ,,,,, AAAAAA , pri {to podmno-

`estvoto 1A  gi sodr`i podelbite pri koi prviot u~enik dobiva eden moliv, 2A
podelbite pri koi prviot u~enik dobiva dva moliva itn. Taka, za mno`estvata

654321 ,,,,, AAAAAA  ja imame slednava tabela

i iA || iA
1 (1,6), (2,5), (3,4), (4,3), (5,2), (6,1) 6
2 (1,5), (2,4), (3,3), (4,2), (5,1) 5
3 (1,4), (2,3), (3,2), (4,1) 4
4 (1,3), (2,2), (3,1) 3
5 (1,2), (2,1) 2
6 (1,1) 1

Vkupno 21

Sega od principot na zbir imame
21|||||||||||||||| 654321654321 =+++++=ÈÈÈÈÈ= AAAAAAAAAAAAA .¨

Teorema 16 (princip na proizvod). Za sekoi mno`estva A  i B  va`i

|||||| BABA ×=´ .

Dokaz (za onie {to sakaat da znaat pove}e). Neka A  i B  se kone~ni mno`estva takvi {to
mA =||  i nB =|| . Toga{, od teoremata 12 imame },...,{ 1 maaA =  i },...,{ 1 nbbB = .

Za mno`estvoto BA´  imame

}).{(...}){(}){(
)},(),...,,(...)},(),...,,()},(),...,,{(

)},(),...,,(...,),,(),...,,(),,(...,),,{(

21

1221111

1221111

n

nmnmm

nmnmm

bAbAbA
babababababa

babababababaBA

´ÈÈ´È´=

ÈÈÈ=
=´

(1)

Ponatamu, ,}{}{ Æ=´Ç´ ji bAbA  za ji ¹  i bidej}i mbA i =´ |}{|  za sekoj ni ,...,2,1=  od  (1)  i  od

principot na zbir dobivame
||||...|}{|...|}{||}{||| 21 BAmnmmmbAbAbABA

n
n ×==+++=´++´+´=´ 44 344 21

pati

. ¨

Principot na proizvod go ima slednoto obop{tuvawe.

Teorema 17. Neka 2³k . Toga{

||...|||||...| 2121 kk AAAAAA ×××=´´´

za sekoi mno`estva kiAi ,...,2,1, = . ¨
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Primer 23. Me|u gradovite A i B ima tri direktni pata, me|u gradovite B i C
ima dva direktni pata, a me|u gradovite C i D ima pet direktni pata. Na kolku
razli~ni na~ini mo`e da se stigne od gradot A vo gradot D, ako treba samo po edna{ da
se vleze vo sekoj od gradovite B i C?

Re{enie. So YX , , Z  da gi ozna~ime mno`estvata pati{ta me|u gradovite A i B,
B i C, C i D  soodvetno. Toga{, sekoja mo`nost za patuvawe od A do D pri navedenite us-
lovi e element na mno`estvoto ZYX ´´  i elementite na ova mno`estvo gi davaat site
mo`nosti za patuvawe. Od principot na proizvod (teorema 17) sleduva deka baraniot
broj e

30523|||||||| =××=××=´´ ZYXZYX . ¨

Teorema 18. a) (princip na isklu~uvawe). Ako MAÍ , toga{

|||||\| AMAM -= .

b) (princip na vklu~uvawe). Za proizvolni mno`estva A  i B  va`i

|||||||| BABABA Ç-+=È .

Dokaz. a) Od )\( AMAM È=  i Æ=Ç )\( AMA , spored principot na zbir sleduva

|\||||| AMAM += , odnosno |||||\| AMAM -= .

b) Neka BAM È= . Toga{ od principot na isklu~uvawe sleduva deka |\||||| AMAM += .

No, bidej}i )(\\ BABAM Ç= , t.e. )()\( ABAMB ÇÈ=  i Æ=ÇÇ )()\( BAAM  od principot na

zbir sleduva deka |||\||| BAAMB Ç+= . Spored toa,

|||||||\||||| BABAAMABA Ç-+=+=È . ¨

Vo slu~aj na tri i ~etiri mno`estva, principot na vklu~uvawe go ima sledniov oblik:

|||||||||||||||| CBACBCABACBACBA ÇÇ+Ç-Ç-Ç-++=ÈÈ
i

.||||||||||
||||||||||||||||||||||

DCBADCBDCADBACBA
DCDBCBDACABADCBADCBA

ÇÇÇ-ÇÇ+ÇÇ+ÇÇ+ÇÇ+
Ç-Ç-Ç-Ç-Ç-Ç-+++=ÈÈÈ

Primer 24. Vo edno oddelenie ima 35 u~enici. Od niv, deset u~enici imaat
ocenka pet po matematika, 20 u~enici imaat ocenka pet po istorija, dodeka 27 u~enici
imaat barem edna ocenka pet po predmetite matematika i istorija. Kolku u~enici
imaat ocenka pet po dvata predmeti?

Re{enie. Neka A  e mno`estvoto u~enici {to imaat ocenka pet po matematika i
B  e mno`estvoto u~enici {to imaat ocenka pet po istorija. Od uslovite na zada~ata
imame 20||,10|| == BA  i 27|| =È BA , a se bara || BAÇ . Od principot na vklu~uvawe
imame |||||||| BABABA Ç-+=È , odnosno ||201027 BAÇ-+= , pa zatoa 3|| =Ç BA . ¨

Primer 25. Najdi go brojot na prirodnite broevi pomali od 100 koi ne se delivi
nitu so 2, nitu so 3, nitu so 7.

Re{enie. Neka },1001|{ NÎ<£= nnnM  i so A , B  i C  da gi ozna~ime mno`estva-
ta od prirodnite broevi pomali od 100 koi se delivi so 2, 3 i 7 soodvetno. Toga{,

49|| =A , 33|| =B , 14|| =C , 16|| =Ç BA , 7|| =ÇCA , 4|| =ÇCB  i 2|| =ÇÇ CBA . Prvo od
principot na isklu~uvawe, a potoa od principot na vklu~uvawe imame
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.282471614334999
||||||||||||||||

|||||)(\|

=-+++---=
ÇÇ-Ç+Ç+Ç+---=

=ÈÈ-=ÈÈ
CBACBCABACBAM

CBAMCBAM

Spored toa, prirodni broevi koi se pomali od 100 i ne se delivi nitu so 2, nitu so 3,
nitu so 7 ima vkupno 28. ¨

ZADA^I ZA VE@BAWE

32. Kolku ~etiricifreni broevi ima, koi se delivi so 5 i vo ~ij dekaden zapis nema povtoruva-
we na cifrite?

33. Vo ramninata se dadeni 7 to~ki, taka {to nikoi tri ne se kolinearni. Kolku pravi se opre-
deleni so ovie to~ki?

34.  Na kolku na~ini mo`e da se podelat 8 isti molivi, 9 isti tetratki i 10 isti knigi na trojca
u~enici, taka {to sekoj od niv da dobie barem po eden predmet od sekoj vid?

35. Vo edno oddelenie ima 30 u~enici. Na kolku na~ini mo`e da se izbere pretsedatel, blagaj-
nik i sekretar na oddelenskata zaednica, pod uslov eden u~enik da nema dve zadol`enija?

36. Kolku petcifreni broevi ima, koi se zapi{uvaat so pomo{ na pet razli~ni cifri?
37.  Vo edno oddelenie ima 30 u~enici. Sekoj u~enik ima ocenka pet po geografija ili po mate-

matika. Od niv: 5 u~enici imaat pet po matematika i po geografija; 16 u~enici imaat pet po
istorija i po geografija; 20 u~enici imaat pet po geografija i 25 u~enici imaat pet po
istorija. Kolku u~enici imaat pet po istorija ili po geografija, a kolku u~enici imaat pet
po matematika?

38.  Od 100 u~enici: 24 ne u~at nitu eden od jazicite: angliski, ruski i germanski; 48 u~at
angliski; 8 i angliski i ruski; 26 u~at germanski; 8 u~at i germanski i angliski; 13 u~at i
germanski i ruski; i 28 u~at ruski jazik. Kolku u~enici gi u~at site tri jazici?

7. PRINCIP NA DIRIHLE

Principot na Dirihle e eden od najednostavnite kombinatorni principi, no toj
~esto se koristi vo re{avaweto na razni kombinatorni zada~i, pa zatoa istiot posebno
}e go razgledame. Najednostavno ka`ano, ovoj princip tvrdi deka ako, na primer, ~eti-
ri zajaci se smesteni vo tri kafezi, toga{ barem vo eden kafez }e ima dva zajaci.

Vo slednata teorema }e dademe precizna formulacija na principot na Dirihle.

Teorema 19 (princip na Dirihle - elementaren slu~aj). Neka n  e priroden broj.
Ako 1+n  predmeti se rasporedeni na proizvolen na~in vo n  kutii, toga{ barem vo
edna kutija ima dva predmeta.

Dokaz. Da pretpostavime deka vo sekoja kutija ima najmnogu po eden predmet.
Bidej}i ima samo n  kutii, dobivame deka vo niv se rasporedeni najmnogu nn =×1
predmeti, {to í protivre~i na pretpostavkata deka se rasporedeni 1+n  predmeti. ¨

Da zabele`ime deka principot na Dirihle ka`uva deka postoi kutija vo koja ima
barem dva predmeti, no ne dava na~in, odnosno algoritam kako taa kutija da se najde. ]e
razgledame nekolku primeri.
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Primer 26. Doka`i deka vo grupa od 367 lu|e sekoga{ ima barem dvajca {to imaat
rodenden vo ist den.

Re{enie. Godinata ima najmnogu 366 denovi (predvid ja zemame i prestapnata
godina) i rodendenot na sekoj od grupata lu|e e vo nekoj od ovie denovi. Bidej}i

1366367 += , od principot na Dirihle sleduva deka barem dvajca lu|e od grupata imaat
rodenden vo ist den. ¨

Primer 27. Dali mo`e broevite 1,0,1-  da se rasporedat vo kvadratna 55´  tablica
taka, {to zbirot na broevite vo sekoj red, sekoja kolona i sekoja dijagonala da bide
razli~en.

Re{enie. Zbirot na pet broevi od mno`estvoto }1,0,1{-  mo`e da bide broj a
takov, {to 55 ££- a , {to zna~i deka zbirot mo`e da primi najmnogu 11 razli~ni
vrednosti. No, kvadratnata 55´  tablica ima vkupno 12 koloni, redovi i dijagonali, pa od
principot na Dirihle (teorema 19) sleduva deka barem dva zbira na broevite vo sekoj red,
sekoja kolona i sekoja dijagonala moraat da bidat ednakvi. ¨

Primer 28. Dadeni se pet proizvolni broevi. Doka`i deka me|u niv postojat
barem dva broja takvi, {to nivnata razlika e deliva so 4.

Re{enie. Sekoj priroden broj pri delewe so 4 dava ostatok 0, 1, 2 ili 3. Zna~i
postojat samo ~etiri mo`nosti. Spored toa, me|u pet prirodni broevi mora da ima
barem dva koi imaat ist ostatok pri delewe so 4. Jasno, razlikata na ovie dva broja e
deliva so 4. ¨

Primer 29. Neka naa ,...,1  se celi broevi. Doka`i deka postojat },...,2,1,0{, nqp Î ,

qp <  takvi, {to )...(| 21 qpp aaan +++ ++ .

Re{enie. Gi formirame zbirovite

....
.........................

21

212

11

nn aaab

aab
ab

+++=

+=
=

Ako eden od ovie zbirovi e deliv so n , da ka`eme kb , toga{ zemame kqp == ,0  i zada-
~ata e re{ena. Neka nieden od ovie zbirovi ne e deliv so n . Od teoremata za delewe so
ostatok imame iii rnsb += , nri <<0  za sekoj ni ,...,2,1= . Bidej}i imame n  ostatoci

nrrr ,...,, 21  i tie primaat 1-n  vrednosti 1,...,2,1 -n , spored principot na Dirihle
zaklu~uvame deka barem dva od ovie ostatoci se ednakvi, t.e. postojat p  i q  takvi, {to

qp rr =  i toa e baranoto re{enie, bidej}i

)(...21 pqpqqpp ssnbbaaa -=-=+++ ++ .¨

Principot na Dirihle mo`e da se iska`e i vo poop{ta forma, so ~ija pomo{
mo`eme da re{avame poslo`eni kombinatorni problemi. Toa }e go napravime vo sled-
nata teorema.
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Teorema 20 (princip na Dirihle - op{t slu~aj). Neka rkn +  predmeti 1³r  se
smesteni vo n  kutii. Toga{, barem vo edna kutija se smesteni najmalku 1+k  predmeti.

Dokaz. Da pretpostavime deka vo sekoja kutija ima najmnogu po k  predmeti.
Bidej}i ima samo n  kutii dobivame deka vo niv se rasporedeni najmnogu nk  predmeti,
{to í protivre~i na pretpostavkata deka se rasporedeni nkrkn >+  predmeti. ¨

]e razgledame nekolku primeri.

Primer 30. Vo Republika Makedonija ima pove}e od 2150000 `iteli i na glavata
na sekoj od niv ima najmnogu po 300000 vlakna. Doka`i deka vo Makedonija ima barem 8
lu|e so ist broj vlakna na glavata.

Re{enie. Site `iteli }e gi podelime vo grupi spored brojot na vlaknata na gla-
vata. Vakvi grupi ima 300001, t.e. grupa so 0 vlakna, grupa so 1 vlakno, ..., grupa so 300000
vlakna, a lu|e ima najmalku 2150000. Bidej}i 4999330000172150000 +×= , od obop{-
teniot princip na Dirihle sleduva deka mora da postoi grupa vo koja ima najmalku 8
lu|e so ist broj vlakna na glavata. Dokolku toa ne e slu~aj, vo sekoja grupa }e ima
najmnogu po 7 lu|e, pa nivniot broj }e bide 2100007, a toa mu protivre~i na brojot na
`itelite vo Republikata. ¨

Primer 31. Vo edno oddelenie 40 u~enici pravele tri pismeni zada~i. Nikoj ne
dobil ocenka pomala od 3 i sekoj dobil po tri razli~ni ocenki. Haralampie zabele`al
deka vo oddelenieto ima najmnogu 7 u~enici koi imaat ista ocenka na sekoja od trite
pismeni zada~i.

Dali Haralampie e vo pravo?

Re{enie. Za sekoj u~enik postojat 6 mo`nosti, t.e. sekoj u~enik ja dobil sledna-
ta podredena trojka ocenki: (3, 4, 5), (3, 5, 4), (4, 3, 5), (4, 5, 3), (5, 3, 4) i (5, 4, 3). Zatoa,
u~enicite spored dobienite ocenki mo`eme da gi podelime na 6 grupi. Vo oddelenieto
ima 40 u~enici, a spored dobienite ocenki se podeleni vo 6 grupi. Od principot na
Dirihle sleduva deka postoi grupa vo koja ima najmalku 7 u~enici, {to zna~i deka
Haralampie e vo pravo. ¨

Primer 32. Dadeni se 10 razli~ni prirodni broevi pomali od 26. Doka`i deka
me|u site mo`ni razliki na parovite razli~ni broevi od dadenite 10 broja, postojat
barem tri ednakvi razliki.

Re{enie. Dadenite 10 broevi da gi podredime po golemina, t.e. neka

261 10987654321 <<<<<<<<<<£ nnnnnnnnnn .

]e doka`eme deka me|u slednite devet razliki

9108978675645342312 ,,,,,,,, nnnnnnnnnnnnnnnnnn ---------

ima barem tri ednakvi broevi, so {to zada~ata }e bide re{ena. Ako me|u ovie 9 razli-
ki nema barem tri ednakvi, toga{ me|u niv ima najmnogu 2 edinici, 2 dvojki, 2 trojki, 2
~etvorki i 2 petki. Odovde dobivame deka

,2554332211
)()()()(

)()()()()(

12233445

56677889910110

=+++++++³
-+-+-+-+

-+-+-+-+-=-
nnnnnnnn

nnnnnnnnnnnn
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t.e. deka 2625110 ³+³ nn , {to mu protivre~i na faktot deka 2610 <n . Zna~i, me|u poso-

~enite 9 razliki mora da ima barem tri ednakvi. ¨

Principot na Dirihle e poznat i vo takanare~enata geometriska forma. Vo ovoj
slu~aj nema da dademe nekoi posebni teoriski objasnuvawa, tuku istiot }e go objasnime
so primeri.

Primer 33. Vo kvadrat so strana m1  na proizvolen na~in se smesteni 51 to~ka.
Doka`i deka me|u ovie 51 to~ka, postojat tri to~ki koi mo`at da se pokrijat so krug
~ij radius e m7

1 .

Re{enie. Kvadratot da go podelime na 25 ednakvi kvadrati so strana m2,0 .
Spored principot na Dirihle, postoi kvadrat so strana m2,0  koj sodr`i barem 3 od
dadenite 51 to~ka. Zemame 3 to~ki koi le`at vo eden kvadrat so strana m2,0 . No,

22,07
2 > , {to zna~i deka dijagonalata na kvadratot e pomala od dijametarot na krug so

radius m7
1 , pa zatoa kvadratot mo`e da se pokrie so krug so radius m7

1 ,  t.e.  3  od

dadenite 51 to~ka mo`at da se pokrijat so krug so radius m7
1 . ¨

Primer 34. Vo krug so radius m1  na proizvolen na~in se rasporedeni 51 to~ka
taka, {to koi bilo 3 od niv ne se kolinearni. Doka`i deka postojat 3 to~ki me|u niv

koi formiraat triagolnik ~ija plo{tina e pomala od 26,12 dm .

Re{enie. Krugot go delime na 25 skladni ise~oci ~ij centralen agol e
°° = 4,1425:360 . Spored principot na Dirihle, postoi ise~ok vo koj se nao|aat barem

tri to~ki. Izbirame proizvolni tri od tie to~ki. Plo{tinata na triagolnikot
formiran od ovie tri to~ki e pomala od plo{tinata na kru`niot ise~ok. Plo{tinata

na kru`niot ise~ok e 222
25 6,12126,0 dmmm =<p . ¨

ZADA^I ZA VE@BAWE

39.  Na eden {ahovski turnir u~estvuvale n  {ahisti, pri {to sekoj {ahist igral so sekoj {a-
hist po edna partija. Doka`i deka vo sekoj moment na turnirot postojat barem dvajca
{ahisti so ednakov broj dotoga{ odigrani partii!

40. Dadeni se pet proizvolni celi broevi. Doka`i deka me|u niv postojat barem dva ~ija razli-
ka e deliva so 3!

41. Doka`i deka postoi priroden broj koj e deliv so 2002, a prvite deset cifri mu se 1234567890.
42.  Vo edno oddelenie ima 30 u~enici i site go re{avale testot po matematika. Eden od niv,

Filip, pri re{avaweto na testot napravil 13 gre{ki, a drugite u~enici napravile pomalku
gre{ki od Filip. Doka`i deka barem trojca u~enici napravile ist broj gre{ki (mo`nosta
deka postoi u~enik koj ne napravil gre{ka ne e isklu~ena).

43. Spored popisot vo 1994 godina vo R. Makedonija `iveele 2150000 `iteli vo 5990 naseleni
mesta. Doka`i deka postojat barem dve naseleni mesta so ednakov broj `iteli.

44. Sedumnaeset nau~nici se dopi{uvaat, sekoj so sekogo na tri razli~ni temi. Sekoj par se
dopi{uva samo na po edna tema. Doka`i deka postojat barem trojca nau~nici, koi me|usebno
se dopi{uvaat na ista tema!
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45.  Vo edna {uma vo oblik na kvadrat so strana km1 , rastat 4550 borovi stebla so dijametar ne
pogolem od cm50 . Doka`i deka vo taa {uma postoi pravoagolna povr{ina so dimenzii

mm 2010 ´  na koja nema borovo steblo.

46.  Vo pravoagolnik so strani cm20  i cm25  se smesteni 120 kvadrati so strana cm1  bez istite
da se preklopuvaat. Doka`i deka vo pravoagolnikot mo`e da se vpi{e krug so dijametar cm1
koj ne se se~e so nitu eden od kvadratite.

PROVERI GO SVOETO ZNAEWE

1. a) Zapi{i gi so nabrojuvawe na nivnite elementi mno`estvata

}24||{ nnnC iZÎ=  i }73|32{ <<-Î×= nnD n iZ .              (6 b)

b) Dadeni se mno`estvata },13|{},,3|{, NNN Î+==Î== kknnMkknnP . Kakov e odnosot
     me|u ovie tri mno`estva?            (10 b)

2. a) Najdi ja BABA ÇÈ ,  i BA \  ako },31|{ RÎ<£-= xxxA  i },42|{ RÎ<£= xxxB .         (6 b)

b) Doka`i deka CBACBA ÈÈ=ÈÈ )()( .            (10 b)

3.    a) Neka }5,4,3,2,1{=A  i AAgf ®:,  se opredeleni so ( )5
3

4
1

3
2

2
1

1
1=f  i ( )5

4
4
5

3
1

2
3

1
2=g .

    Presmetaj )))5((( gff  i )))3((( gfg .              (6 b)

b) Neka }|34{ NÎ-= kkA . Doka`i deka preslikuvaweto Af ®N:  opredeleno so

34)( -= kkf  e biekcija.            (10 b)

4.    a) Na kolku na~ini na trojca u~enici mo`at da im se podelat 6 isti molivi taka
     {to sekoj od niv da dobie po eden moliv.            (10 b)
b) Na kolku na~ini na ~etvorica u~enici mo`at da im se podelat 6 isti tetratki taka {to
     sekoj od niv da dobie po edna tetratka.            (18 b)

5.     a) Edna ko{arkarska ekipa ima 15 igra~i i sekoj mo`e da igra na sekoe mesto.
        Kolku razli~ni petorki mo`e da se sostavat?            (10 b)

a) Kolku sedumcifreni broevi ima koi se zapi{uvaat so pomo{ na 7 razli~ni cifri?  (16 b)
6.     a) Vo poliwata na kvadrat 33´  se rasporedeni broevite 1, 2 i 3. Dali e mo`en raspored

      pri koj zbirot na broevite vo sekoja kolona, red i dijagonala e razli~en?                    (15 b)
b) Eden u~enik na ~asot po likovno vospituvawe oboil del od svojot list. Znaej}i
     deka dimenzijata na listot e cmcm 3121 ´  i deka u~enikot oboil plo{tina od

2314cm , doka`ete deka postojat barem dve neoboeni to~ki na listot, koi se
     simetri~ni vo odnos na edna od simetralite na listot.            (20 b)

Zabele{ka. Pri re{avaweto treba da izbere{ samo po edna podzada~a od sekoja zada~a. Dokolku
         saka{ samostojno da se oceni{ mo`e{ da go iskoristi{ sledniot kriterium:

Bodovi: 34-46 47-59 60-71 72-84
Ocenka: 2 3 4 5



89

GLAVA III

TEOREMA. METODI
NA DOKA@UVAWE

SODR@INA NA TEMATA

1. Matemati~ki poim. Sodr`ina
i obem na poim

2. Definirawe na poim. Vidovi poimi
3. Poim za tvrdewe. Vidovi

matemati~ki tvrdewa
4. Teoremi i aksiomi. Uslovna i

kategori~na forma na teorema
5. Direktna i obratna teorema.

Potreben i dovolen uslov
6. Pravila za izveduvawe na zaklu~oci
7. Metodi za doka`uvawe na teoremi

POTREBNI PREDZNAEWA

Za uspe{no sovladuvawe na sodr`inite koi
}e gi usvojuva{ vo ovaa tema, potrebno e da
se potseti{ na:

- poimite i teoremite od  teorijata na
broevi;

- elementite od matemati~kata logika;
- definiciite na paralelogram, romb,

pravoagolnik, kru`nica, dijametar
na kru`nica i sli~no; i

- dokazite na teoremite za triagolnik
 i ~etiriagolnik.

NOVI ZNAEWA I UMEEWA

Uspe{noto sovladuvawe na sodr`inite koi
se razraboteni vo ovaa tema ima za cel:

- da se zapoznae{ so na~inot na formirawe
na matemati~kite poimi i da go osoznae{
nivniot obem i sodr`ina;

- da gi usvoi{ pravilata za definirawe
na poim;

- da se zapoznae{ so vidovite tvrdewa
(op{to, delumno, potvrdno i odre~no);

- da se zapoznae{ so vidovite teoremi i
so nivnata struktura;

- da nau~i{ da iska`uva{ teoremi vo
uslovna i kategori~na forma;

- da nau~i{ da gi koristi{ terminite:
potreben, dovolen i potreben i
dovolen uslov;

- da gi usvoi{ i da gi koristi{ metodite
za doka`uvawe na teoremi;

- da se zapoznae{ so odreden broj na
teoremi i teoremi priznaci;

- da nau~i{ da iska`uva{ razni varijanti
na formulacijata na edna ista teorema;

- da se osposobi{ da izveduva{ strogi
matemati~ki dokazi na poednostavni
matemati~ki tvrdewa.
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Pri izu~uvaweto na teorijata na broevi doka`uvavme niza tvrdewa, a i koris-
tevme opredeleni poimi. Pritoa zaklu~ocite gi izveduvavme spored pravila koi bea
prifateni intuitivno, t.e. za ovie pravila ne davavme strogo logi~ko objasnuvawe. Vo
ovoj del, vrz osnova na elementi na matemati~kata logika, ovie pravila }e gi objasnime
i }e mo`eme da gi koristime vo ekspliciten, t.e. javen oblik. Isto taka, }e se zapo-
znaeme i so osnovnite metodi za doka`uvawe na teoremi, pri {to primenata na ovie
metodi }e ja ilustrirame kako na ve}e doka`ani teoremi, taka i na novi primeri.

Vo ovoj del, pokraj so teoremite, }e se zapoznaeme i so matemati~kite poimi,
pri {to posebno vnimanie }e im obrneme na osnovnite (prvi~ni) i izvedenite poimi,
kako i na pri~inite za vakvata podelba na poimite.

1. MATEMATI^KI POIM. SODR@INA
    I OBEM NA POIM

Matematikata izu~uva razni matemati~ki objekti: broj, to~ka, mno`estvo, pra-
va, ramnina, slo`en broj, triagolnik, paralelogram itn. Pri izu~uvaweto na ovie ob-
jekti neophodno e precizno da se utvrdi nivnoto zna~ewe. Taka, na primer, so re~enicata:

"Za prirodniot broj n  }e velime deka e slo`en ako ima barem tri prirodni
deliteli."

e utvrdeno zna~eweto na poimot slo`en broj i toa e priroden broj koj ima najmalku tri
prirodni deliteli. Da vidime kako e dojdeno do ovoj poim.

Vo mno`estvoto na prirodnite broevi go razgleduvame pra{aweto za brojot na
delitelite na daden priroden broj. Zabele`uvame deka brojot 1 ima samo eden priroden
delitel, broevite 2, 3, 5, 7, ... imaat to~no dva prirodni deliteli, a broevite 4, 6, 8, 9,
10, 12, ... imaat tri ili pove}e prirodni deliteli. Spored toa, vo odnos na brojot na
delitelite, zaedni~ka karakteristika na broevite 4, 6, 8, 9, 10, 12, ... e "tie imaat ba-
rem tri prirodni deliteli" i ovaa karakteristika gi opfa}a samo ovie broevi, pa
zatoa niv mo`eme da gi opfatime so eden termin, vo slu~ajov so terminot slo`en broj.

Zna~i, poimot pretstavuva mislovno reproducirawe, t.e. mislovna kopija na da-
dena klasa objekti i se iska`uva so re~enica koja sodr`i opredelen dogovor za taa kla-
sa objekti. Sekoj matemati~ki poim se ozna~uva so termin koj obi~no se sostoi od eden
ili od nekolku zbora, no mo`e da bide pretstaven i so simbol (znak). Vo na{iot
primer klasata objekti e 4, 6, 8, 9, 10, 12, ..., a terminot e slo`en broj.

Od dosega iznesenoto mo`eme da zaklu~ime deka sekoj matemati~ki poim vo sebe
obedinuva mno`estvo objekti ili relacii, koe go narekuvame obem na poimot i karak-
teristi~no svojstvo koe go imaat samo elementite na toa mno`estvo, a koe go nareku-
vame sodr`ina na poimot.
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Taka, na primer, obemot na poimot slo`en broj e mno`estvoto {4,  6,  8,  9,  10,
12,...} a negovata sodr`ina e pretstavena so svojstvoto: broj {to ima barem tri pri-
rodni deliteli.

Jasno, sodr`inata i obemot na poimot se zaemno povrzani. Imeno, sodr`inata
strogo go opredeluva obemot na poimot i obratno, obemot vo celost ja opredeluva sodr-
`inata na poimot. Zavisnosta me|u sodr`inata i obemot na poimot vo izvesna smisla e
obratnoproporcionalna. Imeno, ako sodr`inata na eden poim se zbogati, toga{ nego-
viot obem se namaluva, a ako obemot na poimot se zgolemi, toga{ negovata sodr`ina
}e se osiroma{i.

Primer 1. Da ja razgledame klasata: "otse~ki koi minuvaat niz centarot na
kru`nicata i ~ii krajni to~ki le`at na kru`nicata". O~igledno stanuva zbor za
klasata dijametri na kru`nica.

Ako sodr`inata "minuvaat niz centarot na kru`nicata i ~ii krajni to~ki
le`at na kru`nicata"se osiroma{i na: "~ii krajni to~ki le`at na kru`nicata",
toga{ }e ja dobieme klasata: "otse~ki ~ii krajni to~ki le`at na kru`nicata". O~i-
gledno stanuva zbor za klasata tetivi na kru`nica, koja ja sodr`at klasata dijametri
na kru`nica.

Zna~i, so osiroma{uvawe na sodr`inata se zgolemuva obemot na poimot. ¨

Primer 2. Da ja razgledame klasata: “paralelogram, takvi, {to vo koj bilo od
niv, site agli se ednakvi me|u sebe”. O~igledno se raboti za poimot pravoagolnik, t.e.
toa e klasata pravoagolnici.

Ako sodr`inata “site agli se ednakvi me|u sebe” se zbogati na: “site strani i
site agli se ednakvi me|u sebe”, toga{ }e ja dobieme klasata: “paralelogrami takvi,
{to vo koj bilo od niv, site strani i site agli se ednakvi me|u sebe”. O~igledno se
raboti za poimot kvadrat, t.e. toa e klasata kvadrati, koja se sodr`i vo klasata pra-
voagolnici.

Zna~i, so zbogatuvawe na sodr`inata se stesnuva obemot na poimot. ¨

Pri obop{tuvaweto na nekoj poim, negovata sodr`ina se stesnuva i obemot se
pro{iruva, dodeka vo procesot na specijalizacija se slu~uva obratnoto: sodr`inata se
pro{iruva, a obemot se stesnuva.

Kako {to vidovme, obemot na poimot slo`en broj se sodr`i vo obemot na poi-
mot priroden broj.

Neka poimot A  ima obem )(AO , a poimot B  ima obem )(BO . Ako )()( BA OO Ì , to-
ga{ za A  }e velime deka e vidov poim vo odnos na B , a B  deka e rodov poim vo odnos na A .

Primer 3. ^etiriagolnik e mnoguagolnik so ~etiri strani. Paralelogram e
~etiriagolnik kaj koj sprotivnite strani, dve po dve, se paralelni.

Spored toa, paralelogram e vid na ~etiriagolnik, a ~etiriagolnik e vid na mno-
guagolnik. Zna~i, poimot mnoguagolnik e rodov poim vo odnos na poimot paralelogram,
no isto taka i poimot ~etiriagolnik e rodov poim vo odnos na poimot paralelogram.
Jasno, za paralelogram poimot ~etiriagolnik e najbliskiot rod.¨

Da razgledame u{te eden primer.
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Primer 4. Dijametar na kru`nica e tetiva ~ii krajni to~ki le`at na kru`ni-
cata.

Od mno`estvoto tetivi na edna kru`nica nie izdvoivme edno podmno`estvo so
pomo{ na svojstvoto “tetivi {to minuvaat niz centarot na kru`nicata”. So ova svojst-
vo napolno se opredeleni dijametrite na kru`nicata, t.e. toa e nivno karakteristi~-
no svojstvo. Zna~i, so nego se izdvojuva eden vid tetiva, pa zatoa ova svojstvo go nare-
kuvame vidova odlika za poimot dijametar. ¨

ZADA^I ZA VE@BAWE

1. Odredi go obemot i sodr`inata na slednive poimi:
a) paralelogram, b) romboid,
v) romb, g) trapez,
d) ramnokrak triagolnik, |) sredna linija na triagolnik
e) injektivno preslikuvawe i `) prost broj.

2.     Za sekoj od poimite od prethodnata zada~a navedi go negoviot najblizok rod. Za koi od tie
poimi mo`e{ da uka`e{ na "rod" {to ne e "najblizok"? Za sekoj od ovie poimi navedi i po
eden vid (ako ima).

3. Opredeli gi vidovite odliki na poimot kvadrat, ako toj se smeta za:
a) vid paralelogram; b) vid romb; v) vid pravoagolnik.

2. DEFINIRAWE NA POIM. VIDOVI POIMI

Re~enicata so koja se otkriva sodr`inata na eden poim ja narekuvame definicija
na toj poim. So drugi zborovi, so definicijata se nabrojuvaat su{tinskite svojstva so ~ija
pomo{ se izdvojuvaat site objekti i samo tie koi{to gi imaat spomenatite svojstva.

Taka, so re~enicata: "Dijametar na kru`nica e tetiva ~ii krajni to~ki le-
`at na kru`nicata." se definira poimot dijametar. Taa se sostoi od:

- definiran poim, t.e. poimot {to se definira, a toa e dijametar na kru`nica,
- logi~ka vrska, (vo primerot “e”, a mo`e da bide i “go narekuvame”, “se nare-

kuva”, “go vikame” i sl.) i
- definira~ki poim, t.e. rodoviot poim so vidovite odliki, a toa e: tetiva

{to minuva niz centarot na kru`nicata.

Kako {to ve}e vidovme, poimite naj~esto se nao|aat vo rodov-vidov odnos. Zatoa
definicijata spored najbliskiot rod i vidovite odliki e najdobar i najrasprostra-
net na~in na definirawe na poimi. Me|utoa, definicijata mo`e da se dade i preku rod
{to ne e najblizok do definiraniot poim, {to mo`e da se vidi od sledniot primer.

Primer 5. Dijametar na kru`nica e otse~ka koja minuva niz centarot na kru`ni-
cata i ~ii krajni to~ki le`at na kru`nicata. ¨

Jasno, vo takvi slu~ai potrebni se pove}e vidovi priznaci, ~ij broj mo`e da se
namali samo ako se iznajde najbliskiot rod za definirawe na nov vid, a toa vo dadeniot
slu~aj e tetiva na kru`nica.
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Se postavuva pra{awe kakov treba da bide odnosot me|u definiraniot i defi-
nira~kiot poim. Odgovorot na ova pra{awe e deka tie treba da se ekvivalentni i vo
toj slu~aj velime deka definicijata e logi~ki izdr`ana (pravilna). Zatoa sekoja re~e-
nica koja{to pretstavuva definicija na nekoj poim, mora da se podrazbira vo smisla
“ako i samo ako”, duri i toga{ koga e iska`ana samo so uslovot “ako”. Taka, na primer,
definicijata za slo`en broj treba da se sfati vo slednava smisla: "Prirodniot broj
n  e slo`en ako i samo ako ima barem tri prirodni deliteli."

a) Pravila za definirawe. Pri definiraweto na poimite treba da se zapazu-
vaat osnovnite pravila za definirawe. Imeno, definicijata treba:

1. da bide potpolna, jasna i bez nepotrebni podatoci, t.e. da bide logi~ki
sovr{ena, bez da vklu~uva svojstva koi{to se logi~ki zavisni edno od drugo
kako {to e vo primerot: "^etiriagolnikot kaj koj sprotivnite strani
par po par se paralelni i ednakvi se vika paralelogram." Vo ovoj primer e
vklu~eno svojstvoto "za ednakvost na sprotivnite strani" koe e posledica
od svojstvoto "sprotivnite strani par po par se paralelni".

2. da bide usoglasena, t.e. obemot na definiraniot poim da se sovpa|a so obemot na
definira~kiot poim. Na primer, definicijata: "^etiriagolnikot kaj koj
sprotivnite strani par po par se paralelni se vika paralelogram." e
usoglasena. Dokolku definicijata ne e usoglasena, toga{ mo`ni se gre{ki vo
koi obemot na definira~kiot poim e po{irok od obemot na poimot {to se de-
finira, kako na primer: "Dijametar na kru`nica e otse~ka {to minuva niz
centarot na kru`nicata.", ili potesen, kako na primer: "Romb e pravoagolnik
so dve ednakvi sosedni strani.". Taka, vo prviot slu~aj obemot gi opfa}a site
otse~ki koi minuvaat niz centarot na kru`nicata, pa tuka spa|aat i otse~kite
~ii krajni to~ki ne le`at na kru`nicata i tie, kako {to znaeme, ne se nejzini
dijametri. Vo vtoriot slu~aj obemot gi opfa}a samo kvadratite, t.e. vakvata
definicija na romb ne e soglasna so klasata na rombovi.

3. da ne se vleguva vo logi~ki besmislen krug, t.e. ne smee A  da se definira so B ,
a potoa B  da se definira so A , kako {to toa e napraveno vo sledniov slu~aj:
"Eden agol se vika prav ako negovite kraci se zaemno normalni", a potoa "Za dve
pravi }e velime deka se zaemno normalni ako se se~at pod prav agol".

4. vo definicijata ne smee da se dopu{ta tavtologija,  t.e.  objektot  da  se
definira sam so sebe iako se iska`uva so drugi zborovi, bidej}i vo toj slu~aj
ni{to ne se definira, kako {to e vo primerot: "Za dve pravi }e velime deka
se normalni ako tie se normalni edna na druga."

5. da ne otsustvuva rodoviot (definira~kiot) poim, kako {to e vo slu~ajot:
"slo`en broj e ona {to ima barem tri deliteli".

6. po mo`nost da ne e negativna, kako na primer: "Ako prirodniot broj ne e
prost, toga{ }e velime deka e slo`en" ili "Realniot broj koj{to ne e
racionalen, se narekuva iracionalen."

7. da bide "minimalna", t.e. karakteristi~noto svojstvo po svojata struktura
treba da bide minimalno, na primer: "Pravoagolnik e paralelogram so prav
agol." Da zabele`ime deka definicijata e minimalna ako taa e dadena so
pomo{ na najbliskiot rod. Prethodnata definicija e minimalna, {to ne e
slu~aj so slednava definicija na pravoagolnik: "Pravoagolnik e ~etiri-
agolnik {to ima prav agol i dva para paralelni strani".



94

8. da ne e protivre~na, t.e. pri definiraweto na eden poim negoviot obem ne
smee da bide prazno mno`estvo, kako {to e vo slu~ajot na slednava "defini-
cija":  "Za prirodniot broj }e velime deka e ednostaven ako brojot na
negovite deliteli e ednakov na nula." Jasno, ne postoi priroden broj koj
nema deliteli, pa zatoa obemot na prethodnata "definicija" e prazno
mno`estvo, {to zna~i deka vo slu~ajot ni{to ne sme definirale.

b) Osnovni i izvedeni poimi. Vo dosega{nite razgleduvawa se zadr`avme na
osnovnite pravila za definirawe na poimite, koe mo`e da bide pravilno napraveno na
pove}e na~ini. So drugi zborovi, postojat pove}e vidovi definicii. Pred da gi
razgledame razli~nite vidovi definicii, }e napravime klasifikacija na poimite. Za
taa cel }e ja razgledame definicijata na poimot kvadrat:

"Kvadrat e romb so prav agol".

Ovoj poim e definiran so rodoviot poim romb i soodvetnata odlika (prav agol). Poi-
mot romb mo`eme da go definirame so poimot paralelogram i soodvetna odlika itn.
Procesot na izgraduvawe na poimite doveduva do edna od slednive dve mo`nosti:

1. ili eden poim A  smee da se definira so drug poim B  za ~ie definirawe e
ve}e upotreben poimot A , t.e. }e dopu{time logi~ki besmislen krug vo
definicijata,

2. ili nekoi od poimite }e gi prifatime bez da gi definirame.

Sekako, vtorata mo`nost e logi~na, pa zatoa taa e prifatena se so cel da ne se
dopu{ti logi~ki besmislen krug.

Poimite {to ne gi definirame, t.e. gi prifa}ame bez definicija, gi narekuva-
me osnovni poimi bidej}i se vo osnovata na naukata i ne mo`at da se izrazat so drugi
poimi od taa nauka.

Edna matemati~ka disciplina obi~no se gradi vrz osnova na nekolku osnovni
poimi i vrskite me|u niv. Tie ovozmo`uvaat da se definiraat site drugi poimi od taa
disciplina, koi poimi gi narekuvame izvedeni.

Taka, osnovni poimi vo geometrijata se: to~ka, prava, ramnina i rastojanie, a
site drugi poimi se izvedeni. Drugi osnovni matemati~ki poimi se: mno`estvo,
element i broj, koi se sre}avaat kako osnovni poimi vo site matemati~ki disciplini.

v) Vidovi na definicii (za onie {to sakaat da znaat pove}e). Kako {to ve}e rekov-
me, matemati~kite poimi mo`e pravilno da se definiraat na pove}e na~ini. Vo taa smisla ima-
me nekolku vidovi na definicii. ]e navedeme nekoi od niv.

1) Definicija so pomo{ na najbliskiot rod i vidova odlika. Za ovoj na~in na defini-
rawe ve}e govorevme. ]e navedeme nekolku primeri.

Primer 6. a) Za prirodniot broj n  }e velime deka e prost ako ima to~no dva prirodni
deliteli.

b) Topka e mno`estvoto od site to~ki vo prostorot ~ie{to rastojanie do edna fiksna
to~ka O  e pomalo ili ednakvo na daden pozitiven broj r . ¨

Kako {to ve}e rekovme, definicijata so pomo{ na najbliskiot rod i vidova odlika e naj-
rasprostraneta vo matematikata, no sepak se koristat i drugi vidovi definicii, kako {to se:

2) Geneti~ka definicija. Toa e definicija so koja se opi{uva procesot na formirawe
na poimot {to se definira.

Primer 7. a) Topka e geometrisko telo, koe se dobiva so rotacija na krug okolu eden
negov dijametar.
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b) Konus e geometrisko telo, koe se dobiva so rotacija na pravoagolen triagolnik okolu
edna negova kateta. ¨

Kako {to mo`eme da zabele`ime, opisot na procesot na formirawe na poimot, daden vo
geneti~kata definicija na topka, go zanemaruva nejzinoto karakteristi~no svojstvo, koe doa|a
do izraz vo definicijata so pomo{ na najbliskiot rod i vidova odlika (primer 6 a)), i e glaven
nedostatok na geneti~kata definicija

3) Rekurzivna definicija. Toa e definicija so koja se zadavaat:
i) po~etni elementi od klasata objekti {to se definiraat,
ii) pravila za formirawe na novi objekti od ve}e formiranite (toa naj~esto se rekur-

zivni vrski) i
iii) ograni~uvawe, t.e. logi~ko tolkuvawe deka so i)  i ii) se iscrpuvaat site objekti od

razgleduvanata klasa.
Primer za rekurzivna definicija e sledniot na~in na definirawe na takanare~enata

Fibona~ieva niza broevi, koja ima posebna uloga vo tolkuvaweto na niza prirodni procesi.
i) 121 == aa ,

ii) dadeno e pravilo: 21 -- += nnn aaa , ,...4,3,2=n
iii) ~lenovi na Fibona~ievata niza se site broevi dobieni so i) i ii) i nikoi drugi.
Da zabele`ime deka spored prethodnata definicija, ~lenovite na Fibona~ievata niza

se 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, ... .
4) Definicija iska`ana so simboli~ki jazik. Ovoj vid na definicija ~estopati se ko-

risti vo matematikata. Taka, na primer, od osnovnoto obrazovanie ti se poznati slednive defi-
nicii iska`ani so simboli~en jazik:

- 0,10 ¹= aa ,

-
î
í
ì

<-
³

=
,0,

0,
||

aa
aa

a
ako

ako

- 43421

patin

n aaaa ×××= ... , za NR ÎÎ na ,  itn.

5) Opis na poim. ^estopati koristime logi~ki re~enici, koi ne se definicii, no se
bliski do definiciite. Imeno, vo nekoi slu~ai tie ja zamenuvaat definicijata ili ja nadopol-
nuvaat. Kon opis na poimot naj~esto se pribegnuva koga ne e mo`no da se dade definicija na
razgleduvaniot poim. Takov e slu~ajot so osnovnite poimi: to~ka, prava, ramnina itn., koi naj-
~esto gi objasnuvame so nekoj model, kako na primer:

- to~kata se pretstavuva so dopir na molivot do hartijata,
- pravata ja zamisluvame kako beskraen zategnat konec, itn.
6) Indirektna (aksiomatska) definicija. Toa e definicija koga svojstvata na poimite

se otkrivaat preku aksiomi (po~etni tvrdewa). Taka, vo elementarnata geometrija aksiomite gi
otkrivaat svojstvata i vrskite me|u osnovnite poimi: to~ka, prava, ramnina i rastojanie, bez da
se definiraat. Drug primer e voveduvaweto na mno`estvoto na prirodnite broevi N koe se
definira so Peanovite aksiomi.

Peanovi aksiomi. Mno`estvoto N  e neprazno i va`i:

i) NÎ1 .

ii) Za sekoj priroden broj k  postoi edinstven priroden broj +k , koj go narekuvame
sledbenik na k .

iii) Ako ++ = nk , toga{ nk = .

iv) +¹ k1 , za sekoj NÎk .

v) Ako SS ÎÍ 1,N  i od Sk Î  sleduva deka Sk Î+ , toga{ N=S .
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4. Zapi{i ja definicijata na poimot
a) simetrala na otse~ka; b) te`i{na linija.
Potoa, odredi go definira~kiot poim.

5. Usovr{i ja slednava definicija: "Romb e paralelogram kaj koj site strani se ednakvi."
6.    Dadena e definicijata: "Paralelogram e ~etiriagolnik kaj koj sprotivnite strani par po

par se paralelni i  ednakvi". Analiziraj ja i najdi minimalna definicija.
7.    Iska`i ja defincijata na poimot trapez. Dali spored nea, paralelogramite se trapezi?
8.  Trgnuvaj}i od definicijata na poimot otse~ka, navedi gi posledovatelno definiciite na

definira~kite poimi sî dodeka ne dojde{ do nekoi prvi~ni poimi.

9.   Dva prosti broja p  i q se vikaat bliznaci, ako 2|| =- qp . Takvi se na primer, 11 i 13, 17 i 19
itn. Po analogija definirame: "Tri prosti broja qp,  i r  gi narekuvame triznaci ako

2|||| =-=- rqqp ". Dali ovaa definicija e protivre~na?

3. POIM ZA TVRDEWE. VIDOVI
    MATEMATI^KI TVRDEWA

Vo matematikata, na sekoj ~ekor sre}avame re~enici so koi se iska`uva nekoe
svojstvo ili vrska na matemati~ki poimi. Vakvite re~enici gi narekuvame tvrdewa. Pop-
recizno, pod tvrdewe podrazbirame logi~ka forma na mislewe, so koja se potvrduvaat ili
se odrekuvaat nekoi svojstva na dadeni objekti, pojavi, procesi, ili na nekoi relacii me|u
niv. Tvrdewata vo koi se sre}avaat svojstva i relacii na matemati~ki objekti gi narekuva-
me matemati~ki tvrdewa. ]e dademe nekolku primeri na matemati~ki tvrdewa.

Primer 8. a) Eden broj e deliv so 3 ako zbirot na negovite cifri e deliv so 3.
b) Dijagonalite na paralelogramot zaemno se prepolovuvaat.

v) Zbirot na vnatre{nite agli vo triagolnikot e ednakov na o180 .
g) Dijagonalite na rombot se zaemno normalni.
d) Ako ap | , toga{ abp | , za sekoj ZÎb .

|) Ako eden broj e deliv so 5, toga{ negovata posledna cifra mora da e 0. ¨

Kako {to mo`eme da zabele`ime, sekoe tvrdewe se sostoi od tri glavni elemen-
ti, i toa:

a) logi~ki podmet (ili subjekt) na mislata ( S ) - toa e onoj poim ili objekt za
koj se iska`uva ne{to vo tvrdeweto,

b) logi~ki prirok (ili predikat) na mislata ( P ) - toa {to se iska`uva,
v) logi~ki svrznik (e, ima itn.).

Primer 9. a) Da go razgledame tvrdeweto: "Za sekoj priroden broj n , 22 nn > ."

Vo ova tvrdewe subjekt e "brojot n2 ", predikat e "pogolem od brojot 2n ",  a
svrznik e "e".
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b) Vo tvrdeweto od primerot 8 g) subjekt e "dijagonalite na rombot", predikat e
"zaemno normalni", a svrznik e "se".

v) Vo tvrdeweto od primerot 8 v) subjekt e "zbirot na vnatre{nite agli vo tria-

golnikot", predikat e "pogolem od o180 ", a svrznik e "e". ¨

Vo dosega{niot del se zapoznavme so poimot matemati~ko tvrdewe i so negovata
logi~ka struktura. [to se odnesuva do podelbata na matemati~kite tvrdewa, taa mo`e
da se napravi spored pove}e kriteriumi. Eden od kriteriumite za podelba na ma-
temati~kite tvrdewa e dali edno tvrdewe va`i za site objekti od dadena klasa ili
samo za nekoi od niv, i spored ovoj kriterium razlikuvame op{to i delumno tvrdewe.
Ako, pak, na objektite od dadena klasa im se pripi{uva, odnosno odrekuva nekoe svojst-
vo, toga{ imame potvrdno, odnosno odre~no tvrdewe. Kombiniraj}i gi ovie dve podel-
bi na tvrdewata, gi dobivame slednive vidovi tvrdewa:

1) Op{to potvrdno tvrdewe, koe se iska`uva vo oblikot: "za koj bilo objekt
x , ako x  go ima svojstvoto S , toga{ x  go ima i svojstvoto P ". Simboli~ki ovoj vid
na tvrdewe se zapi{uva so:

))()()(( xPxSx Þ" .

Primer 10. a) Vo sekoj paralelogram sprotivnite agli se ednakvi.
b) Vo sekoj ramnokrak trapez dijagonalite se ednakvi.
v) Sekoj priroden broj pogolem od 1 e ili prost ili slo`en. ¨

2) Delumno potvrdno tvrdewe, koe se iska`uva vo oblikot: "postoi objekt x ,
koj{to go ima svojstvoto S , a go ima i svojstvoto P ". Simboli~ki ovoj vid tvrdewe
se zapi{uva so:

))()()(( xPxSx Ù$ .

Primer 11. a) Nekoi pravoagolnici imaat zaemno normalni dijagonali.
b) Nekoi triagolnici imaa dva ednakvi agli.
v) Vo nekoi triagolnici visinata i te`i{nata linija povle~eni od edno teme

se sovpa|aat. ¨

3) Op{to odre~no tvrdewe, koe se iska`uva vo oblikot: "nieden objekt x ,
koj{to go ima svojstvoto S , go nema svojstvoto P ". Simboli~ki ovoj vid tvrdewe se
zapi{uva so:

))()()(( xPxSx Þ" .

Primer 12. a) Nieden priroden broj ne e istovremeno i prost i slo`en broj.
b) Nieden triagolnik ne e istovremeno i pravoagolen i tapoagolen. ¨

4) Delumno odre~no tvrdewe, koe se iska`uva vo oblikot:  "postoi x , koj{to
go ima svojstvoto S , a go nema svojstvoto P ". Simboli~ki ovoj vid tvrdewe se
zapi{uva so:

))()()(( xPxSx Ù$ .

Primer 13. a) Nekoi trapezi nemaat ednakvi dijagonali.
b) Nekoi triagolnici nemaat ednakvi strani.
v) Nekoi prirodni broevi nemaat pove}e od dva prirodni deliteli. ¨
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10. Opredeli gi subjektot i predikatot za tvrdewata od primerot 10.
11.  Opredeli gi subjektot i predikatot za tvrdewata od primerot 12.
12.  Zapi{i gi simboli~ki tvrdewata od 10 v), 12 a) i 13 v).
13. Navedi po dva primera za sekoj vid tvrdewa 1) - 4).

4. TEOREMI I AKSIOMI. USLOVNA I
    KATEGORI^KA FORMA NA TEOREMA

Teoremi. Kako {to znaeme, tvrdewata pod a), b), v), g) i d) od primerot 8 se
vistiniti, t.e. to~ni, a tvrdeweto pod |) ne e vistinito. Jasno, kako i sekoe tvrdewe,
taka i matemati~kite tvrdewa se karakteriziraat so nivnata vistinitost. Vistini-
tite tvrdewa se od posebno zna~ewe vo matematikata. Zatoa, za sekoe matemati~ko tvr-
dewe se postavuva zada~ata da se ustanovi negovata vistinitost. Spored na~inot na
utvrduvawe na vistinitosta na matemati~kite tvrdewa, tie se podeleni vo dve grupi, i
toa: aksiomi i teoremi.

Definicija 1. Matemati~koto tvrdewe {to e vistinito, a negovata vistinitost
e konstatirana so dokaz, t.e. toa e logi~ka posledica od drugi to~ni tvrdewa go nareku-
vame teorema ili izvedeno tvrdewe.

Pred da premineme na razgleduvawe na strukturata na teoremite, da zabele`ime
deka baraweto za minimalnost na definicijata e pri~ina za pojavata na teoremite.
Imeno, so zapazuvaweto na ova barawe, za da se utvrdat drugite svojstva na poimite, koi
gi nema vo definicijata, se pojavile teoremite.

Da ja razgledame slednata teorema za paralelogramot.

Primer 14. Ako eden ~etiriagolnik e paralelogram, toga{ negovite dijagonali
se prepolovuvaat. ¨

Vo ovaa teorema se razgleduva, prvo, matemati~kiot objekt ~etiriagolnik pri
uslovot: "toj ~etiriagolnik da e paralelogram", a potoa za takviot ~etiragolnik se
tvrdi deka: "negovite dijagonali se prepolovuvaat". So drugi zborovi, od pretpostav-
kata (uslovot) deka ~etiriagolnikot e paralelogram se zaklu~uva deka negovite dijago-
nali se prepolovuvaat.

Kako i vo prethodniot primer, vo sekoja teorema mora da e jasno iska`ano:
- pod koi uslovi se razgleduva nekoj matemati~ki objekt i
- {to se tvrdi za toj objekt, t.e. koe negovo svojstvo sleduva.

Uslovite pod koi se razgleduva matemati~kiot objekt gi narekuvame pretpostavki,  a
svojstvoto koe sleduva za toj objekt go narekuvame zaklu~ok na teoremata.

Primer 15. Vo teoremata

"Ako ~etiriagolnikot e ramnokrak trapez, toga{ negovite dijagonali
  se ednakvi."
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pretpostavkata e "~etiriagolnikot e ramnokrak trapez", a zaklu~okot e "dijagonalite
mu se ednakvi". ¨

Aksiomi. Kako {to rekovme, teorema e matemati~ko tvrdewe ~ija vistinitost e
konstatirana so dokaz. Doka`uvaweto na vistinitosta na teoremata e napraveno so po-
mo{ na drugi tvrdewa ~ija vistinitost prethodno e konstatirana. Kako i kaj matema-
ti~kite poimi, i ovde postojat dve mo`nosti:

- ili }e navlezeme vo besmislen logi~ki krug;
- ili nekoi tvrdewa }e gi prifatime za to~ni, bez da gi doka`uvame.

Jasno, od logi~ka gledna to~ka, vtorata alternativa e poprifatliva, pa zatoa nekoi
tvrdewa gi prifa}ame za to~ni bez da gi doka`uvame.

Definicija 2. Matemati~koto tvrdewe koe bez dokaz go prifa}ame za to~no go
narekuvame aksioma ili osnovno tvrdewe.

Aksiomite se tvrdewa koi le`at vo osnovata na matematikata, koja vo razli~ni
svoi disciplini koristi razli~ni sistemi na aksiomi. Pritoa za eden sistem na aksio-
mi }e smetame deka e dobro osmislen ako toj e:

1) neprotivre~en, {to zna~i deka me|usebno ne smeat da si protivre~at kako
aksiomite, taka i site tvrdewa koi se doka`uvaat so nivna pomo{.

2) kompleten, {to zna~i deka pri negova realizacija sekoga{ se dobiva "ista"
matemati~ka struktura i

3) nezavisen, {to zna~i deka niedna od aksiomite ne smee da mo`e da se doka`e
so pomo{ na ostanatite aksiomi, {to samo po sebe zna~i sveduvawe na minimum na
brojot na aksiomite, a so samoto toa i uprostuvawe na sistemot na aksiomi.

Uslovna i kategori~na forma. Kako {to mo`eme da zabele`ime, teoremite od
primerite 14 i 15 se iska`ani so koristewe na formulacijata "Ako ..., toga{ ...". Vo
ovoj slu~aj velime deka teoremata e iska`ana vo uslovna forma, t.e. vo forma na
implikacija:

qp Þ ,

i pritoa jasno se razgrani~uva uslovot od zaklu~okot, t.e. kaj ovaa formulacija delot
od re~enicata p  e uslov, a delot od re~enicata q  e zaklu~ok na teoremata.

Teoremite od primerite 14 i 15 mo`at da se iska`at i na sledniov na~in:

Primer 16. a) Dijagonalite kaj paralelogramot se prepolovuvaat.
b) Dijagonalite kaj ramnokrakiot trapez se ednakvi. ¨

Zabele`uvame deka vo ovoj slu~aj istite teoremi se iska`ani so "kategori~ni"
re~enici. Pri vakvoto iska`uvawe na teoremite velime, deka tie se dadeni vo kate-
gori~na forma. ]e navedeme u{te nekolku teoremi iska`ani vo kategori~na forma.

Primer 17. a) Dijagonalite kaj rombot se zaemno normalni.

b) Zbirot na vnatre{nite agli vo triagolnikot e ednakov na o180 .
v) Sprotivnite agli kaj tetiven ~etiriagolnik se suplementni.
g) Zbirovite na sprotivnite strani kaj tangenten ~etiriagolnik se ednakvi. ¨
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Zabele`uvame deka kategori~nata forma za iska`uvawe na teoremite se odlikuva
so kratkost vo formulacijata, pa zatoa ovaa formulacija ~estopati se primenuva. Me|u-
toa, ovaa forma ima i eden ne taka mal nedostatok, a toa e {to uslovot i zaklu~okot ne se
eksplicitno oddeleni. Zatoa, vo slu~aj koga edna teorema e iska`ana vo kategori~na
forma po`elno e istata da ja iska`e{ vo uslovna forma, a potoa da ja doka`e{ odnosno
koristi{. Obidi se teoremite od primerot 17 da gi iska`e{ vo uslovna forma.

ZADA^I ZA VE@BAWE

14. Dali e teorema slednovo tvrdewe:
a) Vo sekoj pravoagolnik dijagonalite se zaemno normalni.
b) Vo sekoj paralelogram aglite {to le`at na ista strana se suplementni.

15.  Opredeli gi pretpostavkite i zaklu~okot na teoremata:
a) Ako eden broj e deliv so 2 i so 5, toga{ toj e deliv so 10.
b) Agli so normalni kraci se ednakvi ili suplementni.

16.  Opredeli gi uslovot i zaklu~okot na slednava teorema:
a) Cel broj ~ija{to posledna cifra e 0, e deliv so 5.
b) Ednakvite tetivi vo edna kru`nica se na isto rastojanie od centarot na kru`nicata.
v) Dijagonalite na kvadratot se ednakvi me|u sebe.

17.  Opredeli ja formata vo koja e iska`ana teoremata, a potoa iska`i ja vo drugata forma.
a) Ako dva agli se naporedni, toga{ tie se suplementni.
b) Agli so zaemno paralelni kraci se ednakvi ili suplementni.
v) Naizmeni~nite agli na transferzalata na dve paralelni pravi se ednakvi.
g) Ako eden broj e deliv so 6, toga{ toj e deliv so 2 i so 3.
d) Vo ramnokrak triagolnik, visinata i te`i{nata linija povle~eni od vrvot se sovpa|aat.

18.  Izberi edna teorema i iska`i ja vo uslovna forma, a potoa vo kategori~na forma.

5. DIREKTNA I OBRATNA TEOREMA.
    POTREBEN I DOVOLEN USLOV

a) Direktna i obratna teorema. Kako {to ve}e rekovme kaj teoremite me|u us-
lovot (pretpostavkata) p  i zaklu~okot q  postoi pri~insko-posledi~na vrska koja vo
uslovna forma se iska`uva so implikacijata qp Þ . Logi~no e da se zapra{ame {to se
slu~uva ako pretpostavkata i zaklu~okot si gi zamenat mestata. Vo ovaa smisla ja ima-
me slednata definicija.

Definicija 3. Ako qp Þ  e teorema, toga{ implikacijata pq Þ  ja narekuvame
obratno tvrdewe na teoremata qp Þ , koja u{te ja narekuvame i direktno tvrdewe.

Primer 18. a) Za teoremata

"Ako ~etiriagolnikot e romb, toga{ negovite dijagonali
   se zaemno normalni.",

obratnoto tvrdewe glasi:
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"Ako dijagonalite na ~etiriagolnikot se zaemno normalni,
  toga{ toj e romb."

b) Za teoremata:

"Dijagonalite vo paralelogramot se prepolovuvaat."

obratnoto tvrdewe glasi:

"^etiriagolnikot vo koj dijagonalite se prepolovuvaat
   e paralelogram.",¨

Bidej}i kaj deltoidot dijagonalite se zaemno normalni i deltoidot ne e romb,
zaklu~uvame deka obratnoto tvrdewe na teoremata vo primerot 18 a) ne e to~no.
Me|utoa, obratnoto tvrdewe na teoremata vo primerot 18 b) e to~no tvrdewe, t.e. vo
ovoj slu~aj obratnoto tvrdewe e povtorno teorema. Taka, ja imame slednata definicija.

Definicija 4. Ako obratnoto tvrdewe na edna teorema e to~no, toga{ toa go
narekuvame obratna teorema.

Matematikata kako nauka te`nee zapisite da se kolku {to e mo`no poednos-
tavni i pokratki. Tokmu zatoa, ako obratnoto tvrdewe pq Þ  na teoremata qp Þ  isto
taka e teorema, toga{ dvete teoremi naj~esto, so pomo{ na ekvivalencija qp Û  se
zapi{uvaat kako edna. ]e razgledame nekolku primeri.

Primer 19. a) Teoremite vo primerot 18 b) mo`eme da gi iska`eme na sledniot
na~in:

"^etiriagolnikot e paralelogram ako i samo ako negovite
   dijagonali se prepolovuvaat"

b) Teoremata:

"Ako brojot n  e deliv so 3, toga{ zbirot na negovite
  cifri e deliv so 3."

i nejzinata obratna teorema:
"Ako zbirot na cifrite na brojot n  e deliv so 3, toga{
  toj e deliv so 3."

zaedno gi iska`uvame na sledniov na~in:
"Brojot n  e deliv so 3 ako i samo ako zbirot na negovite
  cifri e deliv so 3."

b) Potreben i dovolen uslov. Kako {to ve}e rekovme, sekoja teorema mo`e da
se iska`e vo uslovna forma, t.e. vo forma na implikacija qp Þ . Jasno pri iska-
`uvaweto na teoremite vo forma na implikacija, iskazite p  i q  se vo pri~insko-
posledi~na vrska, t.e. tie se me|u sebe sodr`inski povrzani. Vakvite implikacii gi
narekuvame uslovni iskazi.

Spored toa, sekoja matemati~ka teorema, spored svojata logi~ka struktura e
usloven iskaz:

"Ako p , toga{ q ."( qp Þ ),
~ija{to vistinitost e doka`ana za mno`estvoto objekti za koi e formulirana teore-
mata.
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Ako imame promenliva x , toga{ uslovot p  i zaklu~okot q  na teoremata qp Þ
se predikati koi gi ozna~uvame so )(xp  i )(xq , soodvetno, i pritoa implikacijata

)()( xqxp Þ  e vistinita za sekoja vrednost na promenlivata x , {to zna~i deka za sekoj
x  e to~en iskazot )()( xqxp Þ . Pritoa velime deka iskazot )(xq  logi~ki sleduva od
iskazot )(xp , odnosno deka zaklu~okot q  na teoremata qp Þ  e logi~ko sledstvo od
uslovot p , {to zna~i deka koga e vistinito p , zadol`itelno e vistinito q . Toa zna~i
deka zaklu~okot na teoremata q  e neophodno sledstvo (potreben uslov) na uslovot p ,  a
uslovot p  na istata teorema e dovolna osnova (dovolen uslov) za nejziniot zaklu~ok q .

Pogore spomenatite termini potreben uslov i dovolen uslov imaat posebno
zna~ewe vo matematikata, tokmu poradi nivnata tesna vrska so poimot teorema. Imeno,
sekoja teorema mo`e da se iska`e so pomo{ na ovie dva termini, pa zatoa na niv pode-
talno }e se osvrneme.

Potreben uslov na nekoe tvrdewe e takov uslov bez ~ie ispolnuvawe tvrdeweto
ne mo`e da bide to~no. Da razgledame eden primer.

Primer 20. Da ja razgledame teoremata:

"Ako ~etiriagolnikot e romb, toga{ negovite dijagonali
  se zaemno normalni."

Zaklu~okot "dijagonalite na ~etiriagolnikot se zaemno normalni" e potreben uslov
za tvrdeweto "~etiriagolnikot e romb", bidej}i za ~etiriagolnik kaj koj dijagonali-
te ne se zaemno normalni, tvrdeweto "~etiriagolnikot e romb" so sigurnost ne e
to~no, kako na primer kaj ramnokrakiot trapez.

Ovaa teorema so pomo{ na terminot potreben uslov mo`e da se iska`e na sled-
niov na~in:

"Potreben uslov za eden ~etiriagolnik da bide romb e
  negovite dijagonali da se zaemno normalni." ¨
Od druga strana, potrebniot uslov na edna teorema mo`e da bide ispolnet za ne-

koja klasa na matemati~ki objekti, no ne mora da bide posledica na pretpostavkata.
Poslednovo }e go ilustrirame na sledniot primer.

Primer 21. Vo teoremata

"Ako ~etiriagolnikot e pravoagolnik, toga{ negovite
  dijagonali se ednakvi me|u sebe.",

potreben uslov e tvrdeweto "~etiriagolnikot ima ednakvi dijagonali". Me|utoa ovoj
uslov go zadovoluva i sekoj ramnokrak trapez, a kako {to znaeme ramnokrakiot trapez
ne e paralelogram, {to zna~i deka vo slu~ajot na ramnokrakiot trapez potrebniot
uslov ne e posledica od pretpostavkata. ¨

Od dosega iznesenoto sleduva, deka ako teoremata e iska`ana vo uslovna forma
qp Þ , namesto "Ako p , toga{ q ", vo terminot potreben uslov taa mo`e da se iska`e

na eden od slednive na~ini:

a) "Potreben uslov za p  e q " ili
b) " q  e potreben uslov za p ",

{to zna~i deka vo sekoja teorema posledicata e potreben uslov za pretpostavkata.
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Dovolen uslov za edno tvrdewe e takov uslov pri ~ie ispolnuvawe dadenoto
tvrdewe e zadol`itelno vistinito.

Primer 22. Vo teoremata

"Ako zbirot na cifrite na prirodniot broj n  e deliv so 9,
  toga{ toj se deli so 3."

pretpostavkata "zbirot na cifrite na prirodniot broj n  se deli so 9" e dovolen
uslov za tvrdeweto "prirodniot broj n  e deliv so 3", bidej}i priroden broj ~ij zbir na
cifri e deliv so 9 sigurno e deliv so 9, pa zna~i i so 3.

Ovaa teorema so pomo{ na terminot potreben uslov mo`e da se iska`e na sled-
niov na~in:

"Dovolen uslov za prirodniot broj n  da se deli so 3 e
  zbirot na negovite cifri da se deli so 9." ¨

Da zabele`ime deka vo prethodniot primer dovolniot uslov "zbirot na cifri-
te na prirodniot broj n  se deli so 9" ne e i potreben za uslovot "prirodniot broj n  e
deliv so 3". Navistina, postojat i drugi broevi koi se delivi so 3, a ~ij zbir na cifri
ne se deli so 9, a toa se site prirodni broevi ~ij zbir na cifri se deli so 3, a ne se deli
so 9. Ovoj primer, vsu{nost, neposredno uka`uva na razlikata na terminite potreben i
dovolen uslov.

Od dosega iznesenoto sleduva deka ako teoremata e iska`ana vo uslovna forma
qp Þ ,  namesto "Ako p , toga{ q ", vo terminot dovolen uslov taa mo`e da se iska`e

na eden od slednive na~ini:

a) "Dovolen uslov za q  e p " ili

b) " p  e dovolen uslov za q ",

{to zna~i deka vo sekoja teorema pretpostavkata e dovolen uslov za posledicata.

Kako {to vidovme, ako teoremata e iska`ana vo uslovna forma qp Þ , toga{
pretpostavkata p  e dovolen uslov za zaklu~okot q , a zaklu~okot q  e potreben uslov za
pretpostavkata p . Spored toa, edna ista teorema koja {to e iska`ana so pomo{ na
potreben uslov za eden poim mo`e da se iska`e so pomo{ na dovolen uslov za drug poim.
Poslednoto }e go ilustrirame na sledniot primer.

Primer 23. a) Teoremata od primerot 20 vo terminot dovolen uslov se iska`uva
na sledniov na~in:

"Dovolen uslov za eden ~etiriagolnik da ima zaemno normalni
  dijagonali e toj ~etiriagolnik da bide romb."

b) Teoremata od primerot 17 v) vo terminot dovolen uslov se iska`uva na sled-
niov na~in:

"Dovolen uslov za sprotivnite agli na eden ~etiriagolnik
  da se suplementni e toj ~etiriagolnik da e tetiven." ¨
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Prethodno ka`avme deka zaklu~okot q  ne e sekoga{ dovolen uslov za pretpos-
tavkata p . Me|utoa, vo niza slu~ai vo teoremata qp Þ  zaklu~okot q  e i dovolen us-
lov za p , i  toga{ velime deka q  e potreben i dovolen uslov za p  (ili p  e potreben i
dovolen uslov za q ). Vsu{nost, vo ovoj slu~aj stanuva zbor za ekvivalencija, t.e. qp Û .
Poslednoto }e go ilustrirame na sledniot primer.

Primer 24. Vo terminite potreben i dovolen uslov teoremata
"^etiriagolnikot e paralelogram ako i samo ako
   negovite dijagonali se prepolovuvaat."

mo`eme da ja iska`eme na sledniot na~in
"Potreben i dovolen uslov za eden ~etiriagolnik da bide
  paralelogram e negovite dijagonali da se prepolovuvaat" ¨

Vo prethodniot del gi razrabotivme terminite potreben uslov, dovolen uslov i
potreben i dovolen uslov. Obidi se, vo ovie termini da gi iska`e{ op{tite priznaci
za delivost i posebnite priznaci za delivost so 2, 3, 4, 5 i 9.

Vo vrska so poimite potreben uslov, dovolen uslov i potreben i dovolen uslov
mo`e da se napravi klasifikacija na teoremite iska`ani za daden poim. Taka ja imame
slednata definicija.

Definicija 5. Ako so edna teorema se dava potreben uslov za nekoj poim, toga{
taa se vika teorema-svojstvo za toj poim.

Ako so edna teorema se iska`uva dovolen uslov za eden poim, toga{ taa se vika
teorema-priznak za toj poim.

Teorema, pak, so koja se iska`uva potreben i dovolen uslov za eden poim se vika
teorema-karakteristi~no svojstvo za toj poim.

Primer 25. a) Teoremata "Potreben uslov za eden ~etiriagolnik da bide romb e
negovite dijagonali da se zaemno normalni." e teorema-svojstvo.

b) Teoremite iska`ani vo primerot 23 se teoremi-priznaci.
v) Teoremata iska`ana vo primerot 24 e teorema-karakteristi~no svojstvo. ¨

ZADA^I ZA VE@BAWE

19. Dadeni se teoremite:
a) Vo sekoj pravoagolnik dijagonalite zaemno se prepolovuvaat.
b) Vo sekoj paralelogram aglite {to le`at na ista strana se suplementni.
v) Ako eden broj e deliv so 2 i so 5, toga{ toj e deliv so 10.
g) Agli so normalni kraci se ednakvi ili suplementni.
Formuliraj go obratnoto tvrdewe; dali i toa e teorema?

20.  Dadeni se teoremite:
a) Ako dva agli se naporedni, toga{ tie se suplementni.
b) Ako dva agli imaat zaemno paralelni kraci, toga{ tie se ednakvi ili suplementni.
v) Ako dva agli se naizmeni~ni agli na transverzalata na dve paralelni pravi, toga{ tie se
     ednakvi.
Zapi{i gi vo kategori~ka forma, a potoa iska`i gi vo terminot dovolen uslov.

21.  Dadeni se teoremite:
a) Cel broj ~ija{to posledna cifra e 0 e deliv so 5.
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b) Ednakvite tetivi vo edna kru`nica se na isto rastojanie od centarot na kru`nicata.
v) Dijagonalite na kvadratot se ednakvi me|u sebe.
g) Broj {to e deliv so 6 e deliv so 2 i so 3.
Zapi{i gi vo uslovna forma, a potoa iska`i gi vo terminot potreben uslov.

22.  a) Dali vo teoremite od zada~ata 20 dovolniot uslov e i potreben?
b) Dali vo teoremite od zada~ata 21 potrebniot uslov e i dovolen?

6. PRAVILA ZA IZVEDUVAWE NA ZAKLU^OCI

Pri izu~uvaweto na elementite od matemati~kata logika se zapozna so konjunk-
cijata, disjuncijata, negacijata, implikacijata i ekvivalencijata. Pritoa nau~i deka:

1) Konjunkcijata " p  i q " na dva iskazi p i q  e iskaz, vistinit koga obata iskaza p ,
q  se vistiniti, a nevistinit - koga barem edniot od niv e nevistinit.

2) Disjunkcijata " p  ili q " na dva iskazi p  i q  e iskaz, vistinit koga barem edniot
od iskazite p , q  e vistinit, a nevistinit - koga obata se nevistiniti.

3) Negacijata pØ  e vistinit iskaz koga iskazot p  e nevistinit, a nevistinit koga
iskazot p  e vistinit.

4) Implikacija na iskazite p  i q  se vika iskazot, ozna~en so simbolot qp Þ , koj{to
e nevistinit koga p  e vistinit i q  e nevistinit, a e vistinit vo site drugi slu~ai.

5) Ekvivalencija na iskazite p  i q  se vika iskazot, ozna~en so simbolot qp Û ,
koj{to e vistinit koga iskazite p  i q  imaat ista vistinitosna vrednost, a nevisti-
nit koga p  i q  imaat sprotivni vistinitosni vrednosti.

Isto taka, se zapozna so iskaznite formuli i nau~i deka sekoja iskazna formula
mo`e da bide tavtologija, kontradikcija ili neutralna iskazna formula. Ponatamu,
od site logi~ki formuli tavtologiite imaat posebno zna~ewe, bidej}i sekoja tavtolo-
gija e nekoj logi~ki zakon ili zakon na misleweto.

Vo natamo{niot del, koristej}i go prethodno iznesenoto, }e se zapoznaeme so
nekoi pravila za izveduvawe na zaklu~oci.

a) Modus ponens (pravilo za oddeluvawe). Da ja razgledame iskaznata formula

qpqp ÞÙÞ )( . (1)

Za da utvrdime deka od qp Þ  i p  sleduva zaklu~okot q , dovolno e da doka`eme
deka iskaznata formula (1) e tavtologija. Poslednoto }e go napravime koristej}i ja
slednata tablica na vistinitost.

p q qp Þ pqp ÙÞ )( qpqp ÞÙÞ )(
T T T T T
T ^ ^ ^ T
^ T T ^ T
^ ^ T ^ T

Od prethodnata tablica zaklu~uvame deka iskaznata formula (1) e tavtologija,
{to zna~i deka taa e logi~ki zakon koj go narekuvame modus ponens ili pravilo za
oddeluvawe. Vo slu~ajot iskazite qp Þ  i p  se pretpostavki, a iskazot q  e zaklu~ok.
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Pred da navedeme primeri vo koi }e go primenuvame ova pravilo, da zabele`ime deka

istoto u{te se zapi{uva vo vid na {ema na sledniov na~in: q
pqp ,Þ . Da spomeneme deka

vo poslednata {ema zapirkata vo broitelot go zamenuva svrznikot "i", a drobnata crta
zborot "zaklu~ok" ili "sleduva".

Primer 25. a) Imame:

1) Ako ax = , toga{ 33 ax = .
2) ax = .

Zaklu~ok. 33 ax = .

Da ja pojasnime primenata na modus ponens. Imame iskaz :p ax =  i iskaz :q 33 ax = , pa
zatoa vo 1) i 2) se dadeni pretpostavkite qp Þ  i p , od koi sleduva zaklu~okot q  t.e.

33 ax = .

b) Imame:

1) Ako vrne do`d, toga{ ulicata e mokra.
2) Vrne do`d.
Zaklu~ok. Ulicata e mokra.

Da ja pojasnime primenata na modus ponens. Imame iskaz :p  "Vrne do`d" i iskaz :q
"Ulicata e mokra", pa zatoa vo 1) i 2) se dadeni pretpostavkite qp Þ  i p , od koi

sleduva zaklu~okot q , t.e. "Ulicata e mokra". ¨

b) Modus tolens. Da ja razgledame iskaznata formula

pqqp ØÞØÙÞ )( . (2)

Za da utvrdime deka od qp Þ  i qØ  sleduva zaklu~okot pØ , dovolno e da doka`e-
me deka iskaznata formula (1) e tavtologija. Poslednoto }e go napravime koristej}i ja
slednata tablica na vistinitost.

p q pØ qØ qp Þ qqp ØÙÞ )( pqqp ØÞØÙÞ )(
T T ^ ^ T T T
T ^ ^ T ^ ^ T
^ T T ^ T ^ T
^ ^ T T T ^ T

Od prethodnata tablica zaklu~uvame deka iskaznata formula (1) e tavtologija,
{to zna~i deka taa e logi~ki zakon koj go narekuvame modus tolens. Pred da navedeme
primeri vo koi }e go primenuvame ova pravilo, da zabele`ime deka istoto u{te se

zapi{uva vo vid na {ema na sledniot na~in: p
qqp

Ø
ØÞ , .

Primer 26. a) Imame:

1) Ako 1=x , toga{ 13 =x .

2) 13 ¹x .
Zaklu~ok. 1¹x .
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Da ja pojasnime primenata na modus tolens. Imame iskaz :p 1=x  i iskaz :q 13 =x , pa
zatoa vo 1) i 2) se dadeni pretpostavkite qp Þ  i qØ , od koi sleduva zaklu~okot pØ ,
t.e. 1¹x .

b) Imame:

1) Ako vrne do`d, toga{ ulicata e mokra.
2) Ulicata ne e mokra.
Zaklu~ok. Ne vrne do`d.

Da ja pojasnime primenata na modus tolens. Imame iskaz :p  "Vrne do`d" i iskaz :q
"Ulicata e mokra", pa zatoa vo 1) i 2) se dadeni pretpostavkite qp Þ  i qØ , od koi
sleduva zaklu~okot pØ ,  t.e. "Ne vrne do`d".

v) Imame:

1) Ako ~etiriagolnik e romb, toga{ dijagonalite se normalni.
2) Dijagonalite ne se normalni.

Zaklu~ok. ^etiriagolnikot ne e romb. ¨

v) Hipoteti~ki silogizam. Da ja razgledame iskaznata formula

)()()( rprqqp ÞÞÞÙÞ . (3)

]e doka`eme deka ovaa iskazna formula e tavtologija. Toa }e go napravime koristej}i
ja slednata vistinitosna tablica.

p q r qp Þ rq Þ rp Þ )()( rqqp ÞÙÞ )()()( rprqqp ÞÞÞÙÞ
T T T T T T T T
T T ^ T ^ ^ ^ T
T ^ T ^ T T ^ T
T ^ ^ ^ T ^ ^ T
^ T T T T T T T
^ T ^ T ^ T ^ T
^ ^ T T T T T T
^ ^ ^ T T T T T

Od prethodnata tablica zaklu~uvame deka iskaznata formula (3) e tavtologija,
{to zna~i deka taa e logi~ki zakon koj go narekuvame hipoteti~ki silogizam. Pred da
navedeme primeri vo koi }e go primenuvame ova pravilo, da zabele`ime deka istoto

u{te se zapi{uva vo vid na {ema na sledniov na~in: rp
rqqp

Þ
ÞÞ , .

Primer 27. a) Imame:

1) Ako zbirot na cifrite na brojot n  e deliv so 9, toga{ n  e deliv so 9.
2) Ako brojot n  e deliv so 9, toga{ n  e deliv so 3.
Zaklu~ok. Ako zbirot na cifrite na brojot n  e deliv so 9, toga{ n  e deliv so 3.

b) Imame:

1) Ako dijagonalite na ~etiriagolnik ABCD  se prepolovuvaat, toga{ toj e
paralelogram.

2) Ako ~etiriagolnikot ABCD  e paralelogram, toga{ CDAB = .
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Zaklu~ok. Ako dijagonalite na ~etiriagolnik ABCD  se prepolovuvaat, toga{

CDAB = . ¨

Da zabele`ime deka praviloto za hipoteti~ki silogizam mo`e da se obop{ti.
Pritoa imame

qp
qppppppppp kkk

Þ
ÞÞÞÞÞ - ,,...,,,, 132211 . (4)

g) Pravilo na kontrapozicija. Da ja razgledame iskaznata formula

)()( pqqp ØÞØÞÞ . (5)

]e doka`eme deka ovaa iskazna formula e tavtologija. Toa }e go napravime koristej}i
ja slednata vistinitosna tablica.

p q pØ qØ qp Þ pq ØÞØ )()( pqqp ØÞØÞÞ
T T ^ ^ T T T
T ^ ^ T ^ ^ T
^ T T ^ T T T
^ ^ T T T T T

Od prethodnata tablica zaklu~uvame deka iskaznata formula (5) e tavtologija,
{to zna~i deka taa e logi~ki zakon koj go narekuvame pravilo za kontrapozicija. Pred
da navedeme primeri vo koi }e go primenuvame ova pravilo, da zabele`ime deka istoto

u{te se zapi{uva vo vid na {ema na sledniov na~in: pq
qp
ØÞØ

Þ .

Primer 28. a) Imame:

Ako cifrata na edinicite na prirodniot broj n  e 0 ili 5, toga{ toj e deliv so 5.
Zaklu~ok. Ako prirodniot broj n  ne e deliv so 5, toga{ negovata cifra na edi-

nici e razli~na od 0 i 5.

b) Imame:

Ako ~etiriagolnikot e romb, toga{ negovite dijagonali se zaemno normalni.
Zaklu~ok. Ako dijagonalite ne se zaemno normalni, toga{ ~etiriagolnikot ne e

romb. ¨

ZADA^I ZA VE@BAWE

23. Utvrdi koi od slednite zaklu~oci se pravilno izvedeni i vrz osnova na koe pravilo.
a)  1) Ako brojot n  zavr{uva so nula, toga{ n  e deliv so 2.

2) Brojot n  zavr{uva so nula.
Zaklu~ok. Brojot n  e deliv so 2.

b)  1) Ako brojot n  zavr{uva so nula, toga{ n  e deliv so 2.
2) Brojot n  ne e deliv so 2.
Zaklu~ok. Brojot n  ne zavr{uva so nula.

v)  1) Ako brojot n  zavr{uva so nula, toga{ n  e deliv so 2.
2) Brojot n  ne zavr{uva so nula.
Zaklu~ok. Brojot n  ne e deliv so 2.
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g)  1) Ako ~etiriagolnikot ABCD  e deltoid, toga{ negovite dijagonali se zaemno
            normalni.

2) ^etiriagolnikot ABCD  e deltoid.
Zaklu~ok. Dijagonalite na ~etiriagolnikot ABCD  se zaemno normalni.

d)  1) Ako ~etiriagolnikot ABCD  e romb, toga{ negovite dijagonali se zaemno normalni.
2) Dijagonalite na ~etiriagolnikot ABCD  se zaemno normalni.
Zaklu~ok. ^etiriagolnikot ABCD  e romb.

24. Utvrdi koi od slednite zaklu~oci se pravilno izvedeni i vrz osnova na koe pravilo.
a)  Ako ~etiriagolnikot ABCD  e deltoid, toga{ negovite dijagonali se zaemno normalni.

Zaklu~ok. Ako dijagonalite na ~etiriagolnikot ABCD  ne se zaemno normalni, toga{
                    toj ne e deltoid.

b)  Ako ~etiriagolnikot ABCD  e romb, toga{ negovite dijagonali se zaemno normalni.
Zaklu~ok. Ako ~etiriagolnikot ABCD  ne e romb, toga{ negovite dijagonali ne se
                    zaemno normalni.

v)  Ako brojot n  zavr{uva so edna od cifrite 0, 2, 4, 6 ili 8, toga{ n  e deliv so 2.
Zaklu~ok. Ako brojot n  ne e deliv so 2, toga{ n  ne zavr{uva na cifrata 0, 2, 4, 6 i 8.

25. Utvrdi koi od slednite zaklu~oci se pravilno izvedeni i vrz osnova na koe pravilo.

a)  1) Ako vo ~etiriagolnikot ABCD  aglite {to le`at na ista strana se suplementni,
            toga{ toj e paralelogram.

2) Ako ~etiriagolnikot ABCD  e paralelogram, toga{ negovi dijagonalite se
     prepolovuvaat.
Zaklu~ok. Ako vo ~etiriagolnikot ABCD  aglite {to le`at na ista strana se
                    suplementni, toga{ negovite dijagonali se prepolovuvaat.

b)  1) Ako dijagonalite na deltoidot ABCD  se prepolovuvaat, toga{ toj e romb.
2) Ako ~etiragolnikot ABCD  e romb, toga{ triagolnicite BDA  i BDC  se ramnokraki.
Zaklu~ok. Ako dijagonalite na deltoidot ABCD  se prepolovuvaat, toga{
                    triagolnicite BDA  i BDC  se ramnokraki.

v)  1) Ako ba |  i ca | , toga{ )(| bxa  i )(| cya  za sekoi ZÎyx, .

2) Ako )(| bxa  i )(| cya , za sekoi ZÎyx, , toga{ )(| cybxa +  za sekoi ZÎyx, .

Zaklu~ok. Ako ba |  i ca | , toga{ )(| cybxa +  za sekoi ZÎyx, .

7. METODI ZA DOKA@UVAWE NA TEOREMI

Pri izu~uvaweto na elementite od teorijata na broevi i mno`estvata i kombi-
natorikata usvoivme i doka`avme pove}e teoremi. Pritoa, ne se osvrnavme posebno na
metodite za doka`uvawe i pravilata na logi~ko zaklu~uvawe, iako istite pre}utno gi
koristevme. Pred da premineme na razgleduvawe na metodite za doka`uvawe na mate-
mati~ki tvrdewa, }e se osvrneme na pra{aweto {to zna~i da se doka`e edna teorema.

Da se doka`e edna teorema zna~i da se ustanovi to~nosta na nejziniot zaklu~ok
so pomo{ na logi~ki rasuduvawa, pri {to se koristat: pretpostavkite na teoremata,
pravilata za izveduvawe na zaklu~oci, definicii i drugi tvrdewa za koi e konstatira-
no deka se vistiniti.
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Spored toa, dokaz na teorema pretstavuva kone~na niza od re~enici kTTT ,...,, 21 ,
takvi {to sekoja od niv e ili aksioma, ili definicija, ili tvrdewe ~ija vistinitost e
prethodno doka`ana spored pravilata za izveduvawe na zaklu~oci. Ako postoi edna
takva niza tvrdewa kTTT ,...,, 21  koja zavr{uva so tvrdeweto T , toga{ tvrdeweto T
vsu{nost e teoremata koja ja doka`uvame.

Vo natamo{nite razgleduvawa }e se osvrneme na metodite na doka`uvawe na
teoremite, koi spored na~inot na nivnoto realizirawe gi delime na direktni i indi-
rektni.

a) Direktni metodi za doka`uvawe. Neka e dadena teoremata BAÞ . Pod di-
rekten metod za doka`uvawe na teoremata BAÞ  go podrazbirame onoj metod kaj koj
zaklu~okot B  se izveduva so direktno koristewe na pretpostavkata A . Prethodno
spomenavme deka direktniot metod po svojata forma mo`e da bide:

- metod so napreduvawe (sinteti~ki metod) pri koj se poa|a od pretpostav-
kata i se stignuva do zaklu~okot i

- metod so vra}awe (analiti~ki metod), pri koj se poa|a od zaklu~okot i se
stignuva do pretpostavkata.

a1) Metod so napreduvawe (sinteti~ki metod). Da ja razgledame teoremata
BAÞ . Za da ja doka`eme ovaa teorema, treba da doka`eme deka nejziniot zaklu~ok B  e

logi~ko sledstvo od pretpostavkata A .
Za da doka`eme edna teorema BAÞ , potrebno e da se raspolaga so:

1) opredelena familija F  od iskazi kIII ,...,, 21 , koi se vistiniti za razgledu-
vanoto mno`estvo objekti i

2) pravila za izveduvawe na zaklu~oci.
Pritoa, ako dokazot na tvrdeweto BAÞ , se realizira spored logi~kata {ema:

BBBBBBBA nnn ÞÞÞÞÙ - ,...,,,)( 1211F
kade {to F  e familijata vistiniti iskazi i ABBBBB nn ,,,,...,, 121 -  e kone~na niza od
re~enici, toga{ }e velime deka tvrdeweto e doka`ano so metodot na napreduvawe.

Spored toa, direkten dokaz so napreduvawe pretstavuva niza od pravilni rasudu-
vawa, takva {to zaklu~okot na sekoe od niv vleguva kako pretpostavka na nekoe od sled-
nite rasuduvawa, a zaklu~okot na poslednoto rasuduvawe e zaklu~okot vo samata teore-
ma. ]e razgledame dva primera.

Primer 29. ]e go analizirame dokazot na teoremata:

"Ako NÎba, , ba |  i ab | , toga{ ba = ."

Pretpostavki :A " NÎba, , ba |  i ab | ". Zaklu~ok :B  " ba = ."

Tvrdewe :1B  "postoi NÎq  takov, {to aqb =  i postoi NÎp  takov, {to bpa = ",
(sleduva od pretpostavkite i definicijata za delivost).

Tvrdewe :2B  " )( pqbb = ", (sleduva od :1B aqb = , bpa =  i asocijativniot zakon
za mno`ewe na prirodni broevi: )()( pqbqbpaqb === ).
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Tvrdewe :3B  " 1=pq , NÎqp, ", (sleduva od :2B )( pqbb = , 0¹b  i zakonot za kra-
tewe).

Tvrdewe :4B  " 1== qp ", (sleduva od :3B 1=pq , NÎqp,  i svojstvata na prirod-
nite broevi),

Tvrdewe :B " ba = ", (sleduva od :4B  " 1== qp  i bbbpa =×== 1 ).

Kone~no, imame BBBBBBBBBA ÞÞÞÞÞ 44332211 ,,,,  od {to spored hi-
poteti~kiot silogizam dobivame BAÞ . ¨

Primer 29. ]e ja doka`eme teoremata:

"Ako eden trapez e ramnokrak, toga{ dijagonalite na toj trapez se ednakvi."

Pretpostavka p : "Trapezot ABCD  e ramnokrak."
Zaklu~ok q : "Dijagonalite AC  i BD  se ednakvi:

BDAC = ."
Od temiwata C  i D  povlekuvame normali 1CC  i

1DD  na stranata AB  (crte` gore).

Tvrdewe :1r  "~etiriagolnikot 11CCDD  e pravoagol-
nik", (sleduva od konstrukcijata i p : trapezot ABCD  e
ramnokrak).

Tvrdewe :2r  " o9011 =Ð=Ð CBCDAD ", (sleduva od :1r  ~etiriagolnikot 11CCDD  e
pravoagolnik).

Tvrdewe :3r  " CBCDAD 11 D@D ", (sleduva od :2r
o9011 =Ð=Ð CBCDAD , p : trape-

zot ABCD  e ramnokrak i priznakot za skladnost SSA).
Tvrdewe :4r  " BCCADD 11 Ð=Ð ", (sleduva od :3r CBCDAD 11 D@D ).

Tvrdewe :5r  " BACABD D@D ", (sleduva od :4r BCCADD 11 Ð=Ð , p : trapezot
ABCD  e ramnokrak i priznakot za skladnost SAS).

Tvrdewe :q "dijagonalite AC  i BD  se ednakvi: BDAC = ", (sleduva od :5r
BACABD D@D ).

Kone~no, imame qrrprrrrprrrrp ÞÞÙÞÞÙÞÞ 5544332211 ,)(,,)(,,  od {to
spored hipoteti~kiot silogizam dobivame qp Þ . ¨

a2) Metod so vra}awe (analiti~en metod). Procesot na razmisluvawe pri doka-
`uvawe na teoremata BAÞ  so analiti~kiot metod se odviva na sledniov na~in:

Se trgnuva od zaklu~okot na teoremata B  i se izbira dovolen uslov 1B  takov, {to

implikacijata BB Þ1  i 1B  da se vistiniti. Potoa se izbira dovolen uslov 2B  za 1B
takov, {to implikacijata 12 BB Þ  i 2B  da se vistiniti. Postapkata se prodol`uva sî
dodeka ne se dobie dovolen uslov nB  za 1-nB  takov, {to implikacijata 1-Þ nn BB  i nB  da

se vistiniti i pritoa da e vistinita i implikacijata nBAÞ . Jasno, pri doka`uvaweto na
teoremata se koristat kako uslovot A , taka i familijata F  od vistiniti iskazi.

A B

CD

1C 2D
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Simboli~ki, procesot na razmisluvawe so analiti~kiot metod mo`e da se zapi-
{e so pomo{ na {emata:

nnn BABBBBBB ÞÙÞÞÞ - )(,...,,, 1121 F
Prethodnata {ema e ekvivalentna na {emata

BBBBBBBA nnn ÞÞÞÞÙ - 1121 ,...,,,)( F ,

{to zna~i deka sekoj dokaz dobien so analiti~kiot metod mo`e da se zapi{e vo oblik
na dokaz dobien so sinteti~kiot metod, od {to sleduva deka dokazite dobieni so
analiti~kiot metod se korektni i strogi.

Primer 30. Da ja doka`eme teoremata:
 “Ako vo pravoagolen triagolnik so hipotenuza c  ortogonalnata

   proekcija na katetata a  vrz hipotenuzata e p , toga{ pca =2 .”

Dadeno e ( )A : DABC  e pravoagolen so prav agol vo temeto C , c AB= , BDp =  i

a BC= . Treba da doka`eme:

pca =2 )(B
Da trgneme od ravenstvoto )(B , koe e ekvivalentno

na ravenstvoto:

DBABBC ×=
2

,
odnosno na ravenstvoto:

BCABDBBC :: = )( 1B
koe e proporcija na ~etiri otse~ki, pa zatoa postoi mo`nost da imame sli~ni triagol-
nici za koi ovie otse~ki se nivni strani. Razgleduvaweto na crte`ot nî doveduva do

ABCD  i CDBD . Zna~i za da bide to~no tvrdeweto )( 1B , dovolno e da bide ispolneto

ABCD ~ CDBD  . )( 2B

Ponatamu, za da bide ispolneto tvrdeweto )( 2B dovolno e ovie dva triagolnika
da imaat po dva ednakvi agli, a za toa da bide ispolneto dovolno e da bide ispolneto
(vidi crte`)

DCBCAB Ð=Ð . )( 3B
Poslednoto tvrdewe e to~no ako e ispolneto tvrdeweto:

ABCD^  i BCAC^ , )( 4B
koe e o~igledno to~no bidej}i ABCD  e pravoagolen i CD  e negovata visina.

Spored toa, va`i 44332121 ,,,, BABBBBBBBB ÞÞÞÞÞ , odnosno va`i

BBBBBA ÞÞÞÞÞ 1234 ,

so {to teoremata e doka`ana. ¨

b) Indirektni metodi za doka`uvawe. Indirekten metod za doka`uvawe na
teoremata BAÞ  go narekuvame onoj metod pri koj vistinitosta na teoremata se doka-
`uva so pomo{ na tvrdewe koe e ekvivalentno na teoremata. Od indirektnite metodi
naj~esto se koristi metodot za doka`uvawe od sprotivnoto, pri koj se doka`uva deka
tvrdeweto BØ  ne e vistinito.

A B

C

D
××

×
1a

a

q p

a
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Ponekoga{ otkrivaweto na implikaciite
BBBBBBBA nnn ÞÞÞÞÙ - ,...,,,)( 1211F

pri sinteti~kiot metod, ili na implikaciite
BBBBBBBA nnn ÞÞÞÞÙ - 1121 ,...,,,)( F

pri analiti~kiot metod na doka`uvawe, e dosta te{ko ili re~isi nevozmo`no. Vo
vakvi slu~ai naj~esto se koristi nekoja od slednive ekvivalencii:

)()(
)()(

)()(
)()(

CCABBA
BABBA

AABBA
ABBA

ØÙÞÙØÛÞ
ÞÙØÛÞ

ØÞÙØÛÞ
ØÞØÛÞ

(1)

i potoa preku doka`uvawe na implikaciite koi se nao|aat na levata strana od ovie
ekvivalencii se doka`uva teoremata BAÞ . Vsu{nost ovie ekvivalencii se i osnovata
na indirektnite metodi za doka`uvawe na teoremite, koi se realiziraat so doka`uva-
we deka negacijata na teoremata ne e vistinita.

Primer 31. Da go analizirame dokazot na teoremata 11 na stranica 25:

"Ako ),( bad NZD= , da a=  i db b= , toga{ 1),( =baNZD ."

Pretpostavka A : " ),( bad NZD= , da a=  i db b= ."
Zaklu~ok B : " 1),( =baNZD ."

Go negirame zaklu~okot :BØ 1),( >= kbaNZD .

Tvrdewe :1B "postojat prirodni broevi 1a  i 1b , takvi {to 1aa k=  i 1bb k= ."
(sleduva od BØ ).

Tvrdewe :2B " akd |)(  i bkd |)( ", (sleduva od A  i 1B ).
Tvrdewe :AØ  " kd  e zaedni~ki delitel na a  i b ,  koj e pogolem od d ", (sleduva

od )2B .

Zna~i, ABBBBB ØÞÞÞØ 2211 ,, , pa od praviloto hipoteti~ki silogizam
imame AB ØÞØ . Spored toa, za teoremata iska`ana vo uslovna forma BAÞ , ja doka-
`avme implikacijata AB ØÞØ , pa od prvata ekvivalencija vo (1) sleduva to~nosta na
teoremata. ¨

Primer 32. Da go analizirame dokazot na teoremata:
 “Postojat beskone~no mnogu prosti broevi.”
Tvrdewe :p "Postojat beskone~no mnogu prosti broevi."
Tvrdewe :pØ "Postojat kone~no mnogu prosti broevi i toa se broevite:

pppp n === ...,,3,2 21 ." (2)

Tvrdewe :q "Brojot 1...321 += nppppN  e prost ili ima prost delitel razli~en

od pppp n === ...,,3,2 21 ." (sleduva od pØ  i definicijata za delivost).
Tvrdewe :pØØ "Postoi prost broj koj ne se sodr`i vo nizata (2)." (sleduva od q ).
To~nosta na teoremata sleduva od tavtologijata pp ØØÛ . ¨
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26. Koristej}i go sinteti~kiot metod, doka`i ja teoremata:
a) Ako ~etiriagolnikot ABCD  e romb, toga{ negovite dijagonali se zaemno normalni.
b) Ako proizvodot na dva prirodni broja e neparen priroden broj, toga{ nivniot
     zbir e paren priroden broj.

27. Koristej}i go analiti~kot metod, doka`i ja teoremata:
a) Vo paralelogram dijagonalite zaemno se prepolovuvaat.

b) Ako +ÎRba,  i ba ¹ , toga{ abba >+
2 .

v) Ako a  i b  se realni broevi so ist znak, toga{ 2³+ a
b

b
a .

g) Ako RÎba, , toga{ ||222 abba ³+ .

28. So indirekten metod, doka`i ja teoremata:
a) Ako ~etiriagolnikot ABCD e paralelogram, toga{ simetralite na prilegnatite
     agli na ista strana od toj ~etiriagolnik se se~at pod prav agol.
b) Proizvodot na dva neparni prirodni broja e neparen priroden broj.
v) Ako kvadratot na nekoj realen broj e 2, toga{ toj broj ne e racionalen.

PROVERI GO SVOETO ZNAEWE

1.     a) Odredi go obemot i sodr`inata na slednive poimi:
      1) tetiven ~etiriagolnik, 2) tangenten ~etiriagolnik.              (6 b)
b) Opredeli gi vidovite odliki na poimot pravoagolnik, ako toj se smeta za:
      1) vid paralelogram; 2) vid romboid; 3) vid ~etiriagolnik.              (9 b)

2. a) Zapi{i ja definicijata na visina na triagolnik i potoa opredeli gi definiraniot,
      definira~kiot poim i logi~kiot svrznik.              (6 b)
b) Zapi{i ja definicijata na ekvivalentni mno`estva i potoa opredeli gi
      definiraniot, definira~kiot poim i logi~kiot svrznik.              (8 b)

3.    a) Opredeli gi uslovot i zaklu~okot na slednava teorema: "Ako ba |  i ca | , toga{

)(| cybxa +  za sekoi ZÎyx, ".              (6 b)

b) Opredeli ja formata vo koja e iska`ana teoremata: " ),(|),( baba NZSNZD , za

 sekoi NÎba, ".            (10 b)

4.    a) Iska`i ja vo kategori~ka forma teoremata: "Ako kvadratot na nekoj realen
     broj e 2, toga{ toj broj ne e racionalen".              (6 b)
b) Teoremata od zada~ata 3 b) zapi{i ja vo uslovna forma.            (10 b)

5.     a) So direkten metod doka`i ja teoremata: "Proizvodot na tri posledovatelni
     parni broevi e deliv so 24".            (10 b)
b) So indirekten metod doka`i ja teoremata: "Ako dijagonalite na paralelogramot
     se zaemno normalni, toga{ toj e romb".            (16 b)

Zabele{ka. Pri re{avaweto treba da izbere{ samo po edna podzada~a od sekoja zada~a. Dokolku
         saka{ samostojno da se oceni{, mo`e{ da go iskoristi{ sledniov kriterium:

Bodovi: 22-29 30-37 38-45 46-53
Ocenka: 2 3 4 5
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GLAVA IV

ALGEBARSKI STRUKTURI

SODR@INA NA TEMATA

1. Binarna relacija
2. Relacija za ekvivalencija i relacija

za podreduvawe
3. Binarna operacija. Polugrupa
4. Neutralen i inverzen element
5. Grupa i prsten
6. Poim za pole. Podredeno pole

POTREBNI PREDZNAEWA

Za uspe{no sovladuvawe na sodr`inite koi
}e gi usvojuva{ vo ovaa tema, potrebno e da
se potseti{ na:

- prirodnite, celite, racionalnite i
realnite broevi i operaciite so niv;

- mno`estvata i operaciite unija, presek
i  razlika na mno`estva;

- delivosta na celite broevi i
modularnata aritmetika;

- biektivnite preslikuvawa; i
- polinomite i operaciite sobirawe

i mno`ewe na polinomi.

NOVI ZNAEWA I UMEEWA

Uspe{noto sovladuvawe na sodr`inite koi
se razraboteni vo ovaa tema ima za cel:

- da ja usvoi{ definicijata za binarna
relacija, relacija na podreduvawe,
i relacija na ekvivalencija;

- da ja usvoi{ definicijata za binarna
operacija, grupoid, polugrupa i grupa;

- da mo`e{ da naveduva{ primeri na
grupoidi, polugrupi i grupi;

- da se osposobi{ da ispituva{ dali dadeno
mno`estvo broevi vo odnos na dadena
operacija pretstavuva grupa;

- da naveduva{ primeri na kone~ni
komutativni grupi pri klasi na
ostatoci po daden modul;

- da go usvoi{ poimot za prsten i da
osoznae{ deka mno`estvoto celi broevi
e prsten vo odnos na operaciite sobirawe
i mno`ewe; i

- da go usvoi{ poimot za pole i da osoznae{
deka mno`estvata racionalni i realni
broevi pretstavuvaat pole vo odnos na
operaciite sobirawe i mno`ewe.
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Pri izu~uvaweto na mno`estvata go razgledavme poimot podmno`estvo i pritoa
vidovme deka BAÍ  ako i samo ako od AxÎ  sleduva BxÎ . Poslednoto zna~i deka za
proizvolni mno`estva X  i Y  ne mora da va`i YX Í  ili XY Í . Analogno, pri izu-
~uvaweto na delivosta na prirodnite broevi vidovme deka za sekoi prirodni broevi a
i b  ne mora da va`i ba |  ili ab | . Prethodnite dva primeri na prv pogled nemaat ni{-
to zaedni~ko. Me|utoa, toa e samo na prv pogled, bidej}i ovie dva primeri imaat nekoi
zaedni~ki karakteristiki so koi }e se zapoznaeme pri izu~uvaweto na takanare~enite
binarni relacii.

Kaj mno`estvata gi vovedovme operaciite presek i unija na mno`estva i doka-
`avme niza nivni svojstva. Isto taka, pri izu~uvaweto na prirodnite, celite, raci-
onalnite i realnite broevi vo soodvetnite mno`estva gi vovedovme operaciite sobi-
rawe i mno`ewe na broevi. I ovde, na prv pogled se ~ini deka me|u navedenite opera-
cii so mno`estvata i operaciite so broevite nema ni{to zaedni~ko, no kako {to }e
vidime ovie dva tipa operacii imaat zaedni~ki karakteristiki koi }e bidat predmet
na na{ite razgleduvawa.

1. BINARNA RELACIJA

Vo prethodnite razgleduvawa se zapoznavme so najrazli~ni primeri na odnosi,
relacii me|u elementite na nekoe mno`estvo. Taka, na primer, so zborovite: pogolem
pomal, ednakov, opredeleni se relacii vo mno`estvoto realni broevi; so zborovite:
paralelna, normalna, opredeleni se relacii vo nekoe mno`estvo pravi; so zborovite:
rodnina, tatko, sin, opredeleni se relacii vo nekoe mno`estvo lu|e itn. Za sekoja od
ovie relacii va`no e da znaeme koj element, da go ozna~ime so x , e vo relacija so drug
element, da go ozna~ime so y . Da zabele`ime deka pritoa i redosledot na elementite e
va`en bidej}i elementot x  mo`e da e vo relacija so elementot y , no elementot y  ne
mora da e vo relacija so elementot x . Taka, na primer, 12 > , no ne e 21> .

Za prou~uvawe na vakvite soodnosi vo matematikata se voveduva poimot binarna
relacija i ovoj poim mo`e da se vovede vo proizvolno mno`estvo. Taka, ja imame
slednata definicija.

Definicija 1. Ako M  e neprazno mno`estvo, toga{ sekoe podmno`estvo a  od
MM ´  go narekuvame binarna relacija vo M . Pritoa namesto aÎ),( yx  ~estopati }e

pi{uvame yxa  i }e ~itame " x  e vo relacija a  so y ". Ako aÏ),( yx , t.e. ako x  ne e vo
relacija a  so y , }e pi{uvame yxa/ .

Da zabele`ime, deka ako yxa , toga{ toa grafi~ki se prika`uva taka {to x  i y
se povrzuvaat so strelka koja e naso~ena od x  kon y  (vidi go crte`ot vo primerot 1).
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Primer 1. a) Da go razgledame mno`estvoto }8,7,6,5,4,3,2,1{=M  i vo nego da de-
finirame binarna relacija a  na sledniov na~in: yxa  ako i samo ako 8=+ yx .

Zna~i, ako yxa , toga{ 8=+ yx , pa zatoa 8=+ xy , od {to sleduva deka xya . Po-
natamu, od prethodno iznesenoto i od

844536271 =+=+=+=+
sleduva deka

)}1,7(),2,6(),3,5(),4,4(),5,3(),6,2(),7,1{(=a .

Da zabele`ime deka ...,27,61 aa // , 8,...,2,1,8 =/ xx zaa  bidej}i

8,...,2,1,88...,,827,861 =¹+¹+¹+ xx za .

Grafi~kiot prikaz na relacijata a  e daden na crte`ot desno.

b) Dadeno e mno`estvoto A  ~ii elementi se imiwata na edna grupa u~enici:

}{ MeriNikola,Ivana,Obren,Marko, Adam,Eva,Ana,=A .

Vo ova mno`estvo e definirana relacijata a  na sledniov na~in:

yxa  ako i samo ako po~etnata bukva na imeto na x  e krajna bukva na imeto na y ,

za sekoi Ayx Î, . Od uslovot imame deka dadenata relacija e:

}.

{

Obren)(Nikola,Meri),(Ivana,

Marko),(Obren, Adam),(Meri, Adam),(Marko,Nikola),(Adam,Ivana),(Adam,

Eva),(Adam, Ana),(Adam,Nikola),(Ana,Ivana),(Ana,Eva),(Ana, Ana),(Ana,=a

v) Za sekoe neprazno mno`estvo M  relaciite }|),{( MxxxM Î=D  i a = MM ´
gi narekuvame dijagonala i univerzalna relacija vo M , soodvetno. ¨

Vo matematikata naj~esto se koristat relacii koi vo izvesna smisla se pravil-
ni, t.e. zadovoluvaat nekoi uslovi.

Definicija 2. Za binarnata relacijata a  opredelena na nepraznoto mno`estvo
M  }e velime deka e refleksivna ako xxa , za sekoj MxÎ .

Primer 2. a) Od Mxx DÎ),( , za sekoj MxÎ  neposredno sleduva deka dijagonalata
na sekoe neprazno mno`estvo e refleksivna relacija.

b) Dadeno e mno`estvoto }2,1{=M  i relacijata )}2,2(),2,1(),1,1{(=a . Bidej}i
aÎ)1,1(  i aÎ)2,2( , zaklu~uvame deka xxa  za sekoj MxÎ , t.e. relacijata a  e refleksivna.

v) Vo mno`estvoto prirodni broevi N  da ja razgledame relacijata a  opre-
delena so yxa  ako i samo ako yx = . Jasno, xx =  za sekoj NÎx , {to zna~i deka ovaa
relacija e refleksivna.

g) Vo mno`estvoto prirodni broevi N  da ja razgledame relacijata a  opre-
delena so yxa  ako i samo ako yx < . Bidej}i xx </  za sekoj NÎx  zaklu~uvame deka ovaa
relacija ne e refleksivna.

Me|utoa, ako zememe yxa  ako i samo ako xx £ , toga{ relacijata e refleksivna.
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d) Neka n  e fiksiran priroden broj. Vo mno`estvoto prirodni broevi N  da ja
razgledame relacijata a  opredelena so yxa  ako i samo ako )(mod nyx º .

Od svojstvata na kongruenciite imame )(mod nxx º  za sekoj NÎx , {to zna~i
deka ovaa relacija e refleksivna.

|) Vo mno`estvoto prirodni broevi N  da ja razgledame relacijata a  opre-
delena so yxa  ako i samo ako yx | . Od svojstvata na delivosta imame xx |  za sekoj NÎx ,

{to zna~i deka ovaa relacija e refleksivna. ¨

Od definicijata na refleksivnosta lesno se gleda deka edna relacija opredelena
na neprazno mno`estvo M  e refleksivna ako i samo ako ja sodr`i dijagonalata MD .

Definicija 3. Za binarnata relacijata a  opredelena na nepraznoto mno`estvo
M  }e velime deka e simetri~na ako od yxa  sleduva xya .

Primer 3. a) Dadeno e mno`estvoto }2,1{=M  i relacijata )}1,2(),2,1(),1,1{(=a . Od
aÎ)1,1( , aÎ)1,2(  i aÎ)2,1(  zaklu~uvame deka relacijata a  e simetri~na.

b) Neka NÎyx, . Ako yx = , toga{ xy = . Spored toa, relacijata od primerot 2 v)
e simetri~na.

v) Bidej}i 42 <  i 42 £ , no 24 </  i 24 £/  zaklu~uvame deka relaciite od primerot
2 g) ne se simetri~ni.

g) Neka )(mod nyx º . Toga{, )(mod nxy º   {to zna~i deka relacijata od prime-
rot 2 d) e simetri~na.

d) Bidej}i 4|2 , no 2|4 /  zaklu~uvame deka relacijata od primerot 2 |) ne e sime-

tri~na. ¨

Definicija 4. Za binarnata relacijata a  opredelena na nepraznoto mno`estvo
M  }e velime deka e tranzitivna ako od yxa  i zya  sleduva zxa .

Primer 4. a) Dadeno e mno`estvoto }2,1{=M  i relacijata )}1,2(),2,1(),1,1{(=a .
Ovaa relacija ne e tranzitivna bidej}i 12a  i 21a , no 2 ne e vo relacija a  so 2.

b) Neka NÎzyx ,, . Ako yx =  i zy = , toga{ zx = . Spored toa, relacijata od
primerot 2 v) e tranzitivna.

v) Neka NÎzyx ,, . Od yx <  i zy <  sleduva deka zx < , {to zna~i deka prvata
relacija vo primerot 2 g) e tranzitivna. Analogno se doka`uva deka i vtorata relacija
od istiot primer e tranzitivna.

g) Neka )(mod nyx º  i )(mod nzy º . Toga{, )(mod nzx º   {to zna~i deka relaci-
jata od primerot 2 d) e tranzitivna.

d) Bidej}i od yx |  i zy |  sleduva zx |  za sekoi NÎzyx ,, , zaklu~uvame deka

relacijata od primerot 2 |) e tranzitivna. ¨

Definicija 5. Za binarnata relacijata a  opredelena na nepraznoto mno`estvo
M  }e velime deka e antisimetri~na ako od yxa  i xya  sleduva yx = .
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Primer 5. a) Dadeno e mno`estvoto }2,1{=M  i relacijata )}1,2(),2,1(),1,1{(=a .
Ovaa relacija ne e antisimetri~na bidej}i 12a  i 21a , no 12 ¹ .

b) Neka NÎyx, . Od yx £  i xy £  sleduva deka yx = , {to zna~i deka vtorata
relacija vo primerot 2 g) e antisimetri~na.

v) Neka NÎyx, . Porano doka`avme deka od yx |  i xy |  sleduva yx = , {to zna~i

deka relacijata od primerot 2 |) e antisimetri~na. ¨

ZADA^I ZA VE@BAWE

1.   Dadeno e mno`estvoto }3,2,1,0,1,2{ --=M  i vo nego e definirana relacija a  na sledniov

na~in: yxa ako i samo ako 22 yx = , za Myx Î, .
a) Zapi{i ja relacijata a  kako mno`estvo od podredeni parovi.
b) Prika`i ja grafi~ki relacijata a .

2.   Dadeno e mno`estvoto }4,3,2,1,0,1,2,3{ ---=M  i vo nego e definirana relacija a  na sled-
niov na~in: yxa ako i samo ako, 1-=- yx za Myx Î, .
a) Zapi{i ja relacijata a  kako mno`estvo od podredeni parovi.
b) Prika`i ja grafi~ki relacijata a .

3.    Vo mno`estvoto prirodni broevi N  relacijata a  e definirana na sledniov na~in: yxa  ako

i samo ako x|3  i y|3 . Doka`i deka ovaa relacija e simetri~na i tranzitivna.

4.   Neka A  e mno`estvoto pravi vo ramninata. Ispitaj gi svojstvata na relacijata a  vo mno-
`estvoto A  definirana so:
a) baa  ako i samo ako ba || ;

b) baa  ako i samo ako ba^ .

5.    Dadeno e mno`estvoto }10,9,8,7,6,5,4,3,2,1{=A  i vo nego relaciite:

a) 1a  opredelena so yx 1a  ako i samo ako 10=+ yx ;

b) 2a  opredelena so yx 2a  ako i samo ako yx +  e paren broj;

v) 3a  opredelena so yx 3a  ako i samo ako yx ×  e paren broj.
Ispitaj gi svojstvata na sekoja od ovie relacii.

2. RELACIJA NA EKVIVALENCIJA I
    RELACIJA NA PODREDUVAWE

Dosega se zapoznavme so poimot binarna relacija i ~etirite karakteristi~ni
relacii: refleksivna, simetri~na, antisimetri~na i tranzitivna relacija. Vo ovoj del
so pomo{ na ovie ~etiri relacii }e vovedeme u{te dve relacii, ekvivalencija i podre-
duvawe, za koi mo`e da se ka`e deka se najva`nite binarni relacii vo matematikata.

Definicija 6. Za relacijata a  }e velime deka e relacija na ekvivalencija (ekvi-
valentnost) ako taa e refleksivna, simetri~na i tranzitivna.
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Simbolot ~ (~itaj: tilda) naj~esto se koristi kako simbol za ozna~uvawe na ek-
vivalentnostite.

Primer 6. a) Dadeno e mno`estvoto }2,1{=M  i relacijata )}1,2(),2,1(),1,1{(=a .
Bidej}i aÏ)2,2( , zaklu~uvame deka ovaa relacija ne e refleksivna, pa zatoa ne e nitu
relacija na ekvivalencija.

b) Vo mno`estvoto prirodni broevi N  da ja razgledame relacijata a  opredele-
na so yxa  ako i samo ako yx = . Od primerite 2 v), 3 b) i 4 b) sleduva deka ovaa relacija
e relacija na ekvivalencija.

v) Vo mno`estvoto prirodni broevi N  da ja razgledame relacijata a  opre-
delena so yxa  ako  i  samo  ako yx < . Spored primerot 3 v) ovaa relacija ne e
simetri~na, pa zatoa taa ne e relacija na ekvivalencija.

Povtorno od primerot 3 v) sleduva deka relacijata yxa  ako i samo ako yx £ , ne
e simetri~na, {to zna~i deka taa ne e relacija na ekvivalencija.

g) Neka n  e fiksiran priroden broj. Vo mno`estvoto prirodni broevi N  da ja
razgledame relacijata a  opredelena so yxa  ako i samo ako )(mod nyx º . Od primerite
2 d), 3 g) i 4 g) sleduva deka ovaa relacija e relacija na ekvivalencija.

d) Vo mno`estvoto prirodni broevi N  da ja razgledame relacijata a  opre-
delena so yxa  ako i samo ako yx | . Vo primerot 3 d) doka`avme deka ovaa relacija ne e

simetri~na, pa zatoa ne e relacija na ekvivalencija. ¨

Da go razgledame mno`estvoto

},,,,,,3,2,1{ SRQPbaA =

i binarnata relacija ~ prika`ana so navedeniot graf
levo. Lesno se proveruva deka ovaa relacija e reflek-
sivna, simetri~na i tranzitivna, odnosno deka e relacija
na ekvivalencija. Na crte`ot zabele`uvame deka elemen-
tite na mno`estvoto A  so ovaa relacija se raspredeleni
vo tri klasi. Ednata klasa ja so~inuvaat elementite 3,2,1 ;

vtorata klasa elementite ;,ba tretata klasa elementite SRQP ,,, . Kako {to mo`eme da
zabele`ime, koi bilo dva elementi od edna klasa se vo relacija me|u sebe, pri {to
velime deka se ekvivalentni.

Vo kakov odnos se elementite od razli~nite klasi, da ka`eme 1 i a , a  i Q ?
O~igledno a~1 / , aQ ~/  i voop{to, koj bilo element od edna klasa ne e vo relacija ~ so
koj bilo element od druga klasa, odnosno elementite od razli~nite klasi ne se ekviva-
lentni.

Prethodno ka`anoto va`i za koja bilo relacija na ekvivalencija. Imeno, kako
{to ponatamu }e doka`eme, ne sekoja relacija na ekvivalencija ñ soodvetstvuva podel-
ba na elementite na klasi, koi gi narekuvame klasi na ekvivalencija. Taka ja imame
slednata definicija.
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Definicija 7. Neka A  e neprazno mno`estvo i ~ e relacija na
ekvivalencija vo A . Ako AxÎ , toga{ mno`estvoto elementi od A
koi se ekvivalentni so x  go narekuvame klasa na ekvivalencija na
elementot x  i go ozna~uvame so xC  (crte` desno). Spored toa,

}~|{ AyxyyCx Î= i . (1)

Za prethodno dadenata relacija na ekvivalencija imame

},,,{},,{},3,2,1{321 SRQPCCCCbaCCCCC SRQPba ========= .

Neka xC  e klasata na ekvivalencija na elementot x  i neka xCzy Î, . Od defini-
cijata na klasata na ekvivalencija imame xy ~  i xz ~ . No, ~ e simetri~na pa zatoa od

xz ~  sleduva zx ~ . Spored toa, xy ~  i zx ~  i bidej}i ~ e tranzitivna, dobivame zy ~ .
So toa ja doka`avme slednata teorema.

Teorema 1. Ako A  e neprazno mno`estvo i ~ e relacija na ekvivalencija vo A ,
toga{ koi bilo dva elementi od edna klasa na ekvivalencija se ekvivalentni me|u sebe. ¨

Neka sega aC  i bC  se dve proizvolni klasi na ekvivalen-
cija (crte` desno). Jasno, tie imaat ili barem eden zaedni~ki ele-
ment ili se disjunktni, t.e. Æ¹Ç ba CC  ili Æ=Ç ba CC .

Neka Æ¹Ç ba CC  i neka c  e eden od zaedni~kite ele-

menti, t.e. aCcÎ  i bCcÎ , {to zna~i ac ~  i bc ~ . Neka aCxÎ .

No, aCcÎ  pa od teoremata 1 sleduva deka cx ~ . Ponatamu, bc ~  i
bidej}i ~ e relacija na ekvivalencija dobivame deka bx ~ , {to zna~i bCxÎ . Spored

toa, od aCxÎ  sleduva bCxÎ , pa zatoa ba CC Í . Analogno se doka`uva deka ab CC Í .

Kone~no, od ba CC Í  i ab CC Í  sleduva ab CC = .

So toa ja doka`avme slednata teorema.

Teorema 2. Neka A  e neprazno mno`estvo i ~ e relacija na ekvivalencija vo A .
Ako dve klasi na ekvivalencija imaat barem eden zaedni~ki element, toga{ tie se
ednakvi. ¨

Od prethodno iznesenoto sleduva deka koi bilo dve klasi na ekvivalencija aC  i

bC  ili se ednakvi ili nemaat zaedni~ki elementi, t.e. ili ba CC =  ili Æ=Ç ba CC .

Zaradi poslednoto svojstvo na klasite na ekvivalencija, mno`estvoto A  so kla-
site na ekvivalencija e podeleno na me|usebno disjunktni mno`estva. Od ovie mno`est-
va formirame novo mno`estvo i go dobivame takanare~enoto faktor-mno`estvo, koe
obi~no go ozna~uvame se ~/A . Spored toa, ~/A  e mno`estvoto od site klasi na ekviva-
lencija.

Vo posledniot primer klasite na ekvivalencija se: },{},3,2,1{ ba  i },,,{ SRQP .

Spored toa, faktor-mno`estvoto e dadeno so }},,,{},,{},3,2,1{{~/ SRQPbaA = .
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Primer 7. a) Spored primerot 6 b) vo mno`estvoto prirodni broevi N  rela-
cijata a  opredelena so yxa  ako i samo ako yx =  e relacija na ekvivalencija. Lesno se

gleda deka za sekoj NÎx  va`i }{xCx = , t.e. ovaa relacija ima beskone~no mnogu klasi
na ekvivalencija.

b) Spored primerot 6 b) vo mno`estvoto prirodni broevi N  relacijata a  opre-
delena so yxa  ako i samo ako )3(modyx º  e relacija na ekvivalencija. Kako {to
znaeme )3(modyx º  ako i samo ako x  i y  pri delewe so 3 davaat isti ostatoci. Spored
toa, klasite na ekvivalencija se

}|33{},|23{},|13{ 000 NNN Î+Î+Î+ kkkkkk

{to zna~i faktor-mno`estvoto e

}}|33{},|23{},|13{{ 000/ NNNN Î+Î+Î+= kkkkkka . ¨

Pokraj relacijata za ekvivalencija vo matematikata va`na uloga ima relacijata
za podreduvawe. Za nea ja imame slednata definicija.

Definicija 8. Neka A  e neprazno mno`estvo. Za relacijata a  }e velime deka e
relacija na podreduvawe (podreduvawe) na A  ako taa e refleksivna, antisimetri~na i
tranzitivna.

Neka a  e relacija na podreduvawe na A . Ako za elementite Ayx Î,  va`i yxa
ili xya , toga{ }e velime deka tie se sporedlivi.

Ako sekoi dva elementi na A  se sporedlivi, }e velime deka relacijata a  e
potpolno podreduvawe vo A  i deka mno`estvoto A  e potpolno podredeno mno`estvo,
a vo sprotivno }e velime deka relacijata a  e relacija na delumno podreduvawe i mno-
`estvoto A  e delumno podredeno mno`estvo.

Primer 8. a) Vo mno`estvoto prirodni broevi N  da ja razgledame relacijata a
opredelena yxa  ako i samo ako yx £ . Vo primerite 2 g), 4 v) i 5 b) doka`avme deka ovaa
relacija e refleksivna, tranzitivna i antisimetri~na, {to zna~i taa e relacija na
podreduvawe. Jasno, vaka definiranata relacija na podreduvawe e potpolno podreduva-
we vo N , {to zna~i deka N  e potpolno podredeno mno`estvo.

b) Vo mno`estvoto prirodni broevi N  da ja razgledame relacijata a  opre-
delena so yxa  ako i samo ako yx | . Vo primerite 2 |), 4 d) i 5 v) doka`avme deka ovaa
relacija e refleksivna, tranzitivna i antisimetri~na, pa zatoa taa e relacija na
podreduvawe. Jasno, so ovaa relacija mno`estvoto N  ne e potpolno podredeno bidej}i,
na primer, nitu 3|2  nitu 2|3 , odnosno vo ova mno`estvo postojat elementi koi ne se
sporedlivi so ovaa relacija.

v) Vo mno`estvoto celi broevi Z  da ja razgledame relacijata a  opredelena so
yxa  ako i samo ako yx | . Kako i kaj prirodnite broevi se doka`uva deka ovaa relacija e

refleksivna i tranzitivna. Me|utoa, taa ne e antisimetri~na, bidej}i, na primer,
)2(|2 -  i 2|)2(- , no 22 -¹ . Spored toa, relacijata " x  e delitel na y "¨
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ZADA^I ZA VE@BAWE

6.    Vo mno`estvoto celi broevi Z  e definirana relacija a  na sledniov na~in: yxa  ako i samo

ako )(|4 yx - .
a) Doka`i deka a  e relacija na ekvivalencija.
b) Najdi go faktor-mno`estvoto a/Z .

7.    Vo mno`estvoto celi broevi Z  e definirana relacija a  na sledniov na~in: yxa  ako i samo

ako yyxx +=+ 22 . Ispitaj dali a  e relacija na ekvivalencija.

8.    Najdi ja relacijata na ekvivalencija a  na mno`estvoto A  ako nejzinoto faktor-mno`estvo
e }},,{},,,,,{{/ hgfedcbaA =a .

9.   a) Doka`i deka relacijata )},(),,(),,(),,(),,(),,(),,(),,(),,(),,{( bcacabcbcabaddccbbaa=a  defi-

nirana vo mno`estvoto },,,{ dcbaA =  e relacija na ekvivalencija.

b) Najdi go faktor-mno`estvoto a/A .

10.  Za mno`estvoto },,,,,,{ gfedcbaA =  najdi barem edna relacija na ekvivalencija koja ima tri
klasi na ekvivalencija takvi, {to ednata ima tri elementi, a ostanatite dve imaat po dva
elementi.

11.  Dadeno e mno`estvoto },,,,{ edcbaA =  i vo nego relacijata

)},(),,(),,(),,(),,(),,(),,(),,(),,(),,{( ecbdebccddeeedbcbbaa=a .
a) Doka`i deka a  e relacija na podreduvawe vo mno`estvoto A .
b) Pretstavi ja {ematski relacijata a .

12.  Dadeno e mno`estvoto }3,2,1{=A .

a) Najdi go negovoto partitivno mno`estvo }|{)( AXXA Í=P .
b) Doka`i deka relacijata a  opredelena so YXa  ako i samo ako

YX Í  e relacija za podreduvawe vo )(AP .

13. Vo mno`estvoto }5,4,3,2,1{=A  relacijata a  e dadena so {emata na
crte`ot desno.
a) Zapi{i ja relacijata a  kako mno`estvo od podredeni parovi.
b) Doka`i deka a  e relacija za podreduvawe vo mno`estvoto A .

3. VNATRE[NA BINARNA OPERACIJA. POLUGRUPA

Poznati ni se pove}e primeri pri koi od dva elementi x  i y  od edno mno`estvo

G , poprecizno od podredeniot par 2),( Gyx Î , se preminuva na nov element GzÎ . Taka, na
primer, vo mno`estvoto na celite broevi Z  toa e slu~aj so sobiraweto, mno`eweto i
odzemaweto na celite broevi, vo teorijata na mno`estva toa e slu~aj so unijata, presekot i
razlikata na mno`estvata itn. Navedenite primeri imaat zaedni~ki karakteristiki koi
ovde podetalno }e gi razgledame. Taka, ja imame slednata definicija.

·
1

2 ·

3·

·

·

4

5
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Definicija 9. Ako G  e mno`estvo, toga{ sekoe preslikuvawe GGGf ®´:  go
narekuvame vnatre{na binarna operacija na G .

Spored toa so sekoja binarna operacija na G  na sekoj podreden par GGyx ´Î),(
ednozna~no mu se pridru`uva element GzÎ . Pritoa pi{uvame xfyz =  ili zyxf ®),(: .
Voobi~aeno operacijata f  }e ja ozna~uvame so eden od slednive simboli:

...\,,,:,,,,,,,,, ÈÇ×-+DÅÄ* o . Vo ovaa smisla }e pi{uvame ,...,,, yxyxyxyx ×-+*  .

Zaradi pokratko iska`uvawe, namesto terminot vnatre{na binarna operacija
ovde }e go koristime terminot operacija.

Primer 9. a) Neka G  e mno`estvoto prirodni broevi N . Sobiraweto i mno`e-
weto na prirodni broevi se primeri na operacii vo ova mno`estvo. Od druga strana
odzemaweto i deleweto ne se operacii vo mno`estvoto prirodni broevi bidej}i, na
primer, ne postoi priroden broj z  takov, {to 32 -=z  i ne postoi priroden broj t
takov, {to 3:2=t .

Me|utoa, vo mno`estvoto N  odzemaweto i deleweto se izvodlivi za nekoi
parovi prirodni broevi. Vo vakov slu~aj velime deka stanuva zbor za delumna opera-
cija.

b) Neka G  e mno`estvoto prirodni broevi N . Bidej}i za sekoi NÎyx,  va`i
NÎ),( yxNZD , NÎ),( yxNZS , NÎ},min{ yx , NÎ++ xyyx  zaklu~uvame deka so

),(* yxyx NZD= , ),( yxyx NZD=o , },min{ yxyx =D  i xyyxyx ++=·

se definirani operacii na N . Na primer, 111156,6156,30156,3156 =·=D==* o .

Presmetaj: 1412,1412,1412,14*12 ·Do . ¨

Da se potsetime, ako }3,2,1,0{4 =M  e mno`estvoto na ostatoci pri delewe na
prirodnite broevi so 4, toga{ zbirot i proizvodot na koi bilo elementi od ova mno-
`estvo povtorno e element od istoto mno`estvoto, {to zna~i deka sobiraweto i
mno`eweto po modul 4 se operacii na 4M . Ako so Å  go ozna~ime sobiraweto po modul
4,  a  so Ä  mno`eweto po modul 4, toga{ ovie operacii mo`eme da gi pretstavime so
pomo{ na slednite tablici.

Å 0 1 2 3 Ä 0 1 2 3
0 0 1 2 3 0 0 0 0 0
1 1 2 3 0 1 0 1 2 3
2 2 3 0 1 2 0 2 0 2
3 3 0 1 2 3 0 3 2 1

^estopati operaciite nad mno`estvata mo`eme da gi definirame so tablici, kako {to
toa go napravivme vo slu~ajot so sobiraweto i mno`eweto po modul 4. Tablicite od
ovoj vid gi narekuvame Kelievi {emi i tie naj~esto se koristat koga mno`estvoto nad
koe ja definirame operacijata e kone~no.

Vo site prethodni slu~ai be{e dadeno neprazno mno`estvo i operacija defi-
nirana na toa mno`estvo. Tokmu izu~uvaweto na nepraznite mno`estva so nekoi opera-
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cii e osnovna zada~a na sovremenata algebra. Sekako, najednostaven slu~aj e koga imame
neprazno mno`estvo so edna operacija. Vo ovaa smisla ja imame slednata definicija.

Definicija 10. Ako *  e operacija na nepraznoto mno`estvoto G , toga{ podre-
deniot par ),( *G  go narekuvame grupoid. Pritoa G  go narekuvame nositel na grupoi-
dot, a *  - negova operacija.

Primer 10. a) Neka N  e mno`estvoto prirodni broevi. Bidej}i zbir i proizvod
na dva broja e priroden broj, zaklu~uvame deka ),( +N  i ),( ×N  se grupoidi.

Od druga strana, odzemaweto i deleweto ne se operacii vo mno`estvoto prirod-
ni broevi N , pa zatoa ),( -N  i :),(N  ne se grupoidi.

b) Neka M  e proizvolno neprazno mno`estvo i }|{)( MXXM Í=P  e negovoto
partitivno mno`estvo (bulean). Od definiciite na unija, presek i razlika na mno-
`estva sleduva deka ),\)(()),(();),(( MMM PPP iÇÈ  se grupoidi, ~ij zaedni~ki nositel e

)(MP , a operaciite se \, iÇÈ , soodvetno.

v) Od razgleduvawata vo primerot 9 a) neposredno sleduva deka ),(),,(,*),( DNNN o

i ),( ·N  se grupoidi.

g) Ako so }1...,,2,1{ -= nM n  go ozna~ime kompletniot sistem na ostatoci po mo-
dul n  i so Å  i Ä  gi ozna~ime operaciite sobirawe i mno`ewe po modul n soodvetno,
toga{ ),( ÅnM  i ),( ÄnM  se grupoidi. Kako i vo slu~aite 4=n  i 5=n , to~nosta na ova
tvrdewe neposredno sleduva od faktot deka pri navedenite operacii zbir i proizvod
na elementi od nM  rezultatot e element od nM . ¨

Pri prou~uvaweto na mno`estvata vidovme deka za operaciite presek i unija na
mno`estva proizvolni mno`estva BA,  i C  va`i

)()( CBACBA ÇÇ=ÇÇ  i )()( CBACBA ÈÈ=ÈÈ .

Isto taka, znaeme deka za operaciite sobirawe i mno`ewe na prirodni broevi va`i

)()( zyxzyx ++=++  i )()( zyxzyx ××=×× , za sekoi NÎzyx ,, .

Me|utoa, za operacijata razlika na mno`estva ravenstvata od navedeniot oblik ne se
ispolneti. Taka, na primer, ako }4,2,1{},5,4,1{},4,3,2,1{ === CBA , toga{

)\(\}5{\}4,3,2,1{}4,3,2,1{}3{}4,2,1{\}3,2{\)\( CBACBA ==¹== .

Prethodno iznesenoto e edna od pri~inite za prou~uvaweto na grupoidite ~ii
operacii go zadovoluvaat takanare~eniot asocijativen zakon. Taka ja imame slednata
definicija.

Definicija 11. Za grupoidot ,*)(G  }e velime deka e asocijativen (polugrupa)
ako za sekoi Gzyx Î,,  va`i

zyxzyx *)*()*(* = . (1)
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Primer 11. a) Od svojstvata na operaciite presek i unija na mno`estva sleduva
deka grupoidite )),(()),(( ÇÈ MM PP i  od primerot 10 b) se polugrupi. Me|utoa, od pogo-
re iznesenoto sleduva deka grupoidot ),\)(( MP  ne e polugrupa.

b) Od svojstvata na prirodnite i celite broevi sleduva deka grupoidite ),( +N ,
),( ×N , ),( +Z  i ),( ×Z  se polugrupi.

Grupoidot ),( -Z  ne e polugrupa. Navistina, 3)46(15)34(6 --=-¹=-- , {to
zna~i deka asocijativniot zakon za operacijata odzemawe vo mno`estvoto celi broevi
ne va`i.

v) Lesno se poka`uva deka grupoidite ),( ÅnM  i ),( ÄnM  od primerot 10 g) se
polugrupi. Obidi se da doka`e{ deka za operaciite sobirawe i mno`ewe po modul n
va`i asocijativniot zakon.

g) Da go razgledame grupoidot ),( ·N  kade {to xyyxyx ++=·  za sekoi NÎyx, .
Za sekoi NÎzyx ,,  va`i

)()()(
)()()(

zyxyzzyxyzzyxyzzyx
xyzzxyzxyzyxxyyxzzxyyxzxyyxzyx

··=++·=++++++=
++++++=++++++=·++=··

{to zna~i deka ),( ·N  e polugrupa. ¨

Za operaciite unija i presek na mno`estva znaeme deka za sekoi mno`estva A  i
B  va`i ABBA È=È , ABBA Ç=Ç . Isto taka, za sobiraweto i mno`eweto na celite
broevi znaeme deka xyyxxyyx ×=×+=+ , , za sekoi ZÎyx, . Me|utoa, za odzemaweto na
celite broevi i za razlikata na mno`estvata ne va`at ravenstva od navedeniot oblik.
Imeno, 341143 -=¹-=-  i }3,2,1{\}2,3,4{}4{}1{}2,3,4{\}3,2,1{ =¹= .

Prethodno iznesenoto e edna od pri~inite za prou~uvaweto na grupoidite ~ii
operacii go zadovoluvaat komutativniot zakon. Taka ja imame slednata definicija.

Definicija 12. Za grupoidot ,*)(G  }e velime deka e komutativen ako za opera-
cijata * va`i komutativniot zakon, t.e. ako za sekoi Gyx Î,  va`i

xyyx ** = . (2)

Polugrupata ,*)(G  ja narekuvame komutativna ako taa e e komutativen grupoid.

Primer 12. a) Od svojstvata na operaciite presek i unija na mno`estva sleduva
deka polugrupite )),(()),(( ÇÈ MM PP i  od primerot 10 b) se komutativni. Me|utoa, od
pogore iznesenoto sleduva deka grupoidot ),\)(( MP  ne e komutativen.

b) Od svojstvata na prirodnite i celite broevi sleduva deka polugrupite ),( +N ,
),( ×N , ),( +Z  i ),( ×Z  se komutativni. No, kako {to ve}e vidovme grupoidot ),( -Z  ne  e

komutativen.

v) Polugrupite ),( ÅnM  i ),( ÄnM  od primer 10 g) se komutativni. Poslednoto
mo`e da se zaklu~i i od Kelievite {emi. Imeno, eden grupoid e komutativen ako i sa-
mo ako negovata Kelieva {ema e simetri~na vo odnos na glavnata dijagonala povle~ena
od leviot goren agol (zo{to?).



127

g) Da ja razgledame polugrupata ),( ·N  kade {to yxyxyx ×++=·  za sekoi
NÎyx, . Bidej}i

xyxyyxyxyxyx ·=×++=×++=·  za sekoi NÎyx, ,
zaklu~uvame deka polugrupata ),( ·N  e komutativna. ¨

ZADA^I ZA VE@BAWE

14.  Vo mno`estvoto N  definirame nmnm =* . Doka`i deka ,*)(N  e grupoid! Presmetaj 3*2 ,

2*3 , 3*)2*2(  i )3*2(*2 ! [to zaklu~uva{?

15.   Vo mno`estvoto prirodni broevi N  definirame operacii o*,  i D  so:

),(* yxyx NZD= , ),( yxyx NZS=o , },min{ yxyx =D .

a) Dali grupoidite ),(),,(,*),( DNNN o  se polugrupi?

b) Dali grupoidite ),(),,(,*),( DNNN o  se komutativni?

16.  Vo mno`estvoto celi broevi Z  definirame operacija *  so: 1* ++= yxyx  za sekoi ZÎyx, .

Dali ,*)(Z  e grupoid? Vo slu~aj na potvrden odgovor proveri dali ovoj grupoid e:
a) polugrupa; i b) komutativen.

17.  Neka A  i B  se proizvolni mno`estva. Simetri~na razlika go narekuvame mno`estvoto
)(\)( BABAC ÇÈ= . Pritoa pi{uvame BAC D= .

       Neka M  e proizvolno neprazno mno`estvo i }|{)( MXXM Í=P  e negovoto partitivno

mno`estvo (bulean). Doka`i deka )),(( DMP  e komutativna polugrupa.

18.  Daden e grupoidot ,*)(Z , kade 32* -+= yxyx  za sekoi ZÎyx, .

a) Presmetaj 1*)]3(*2[ - , )3*2(*)1*4( .
b) Dali ovoj grupoid e polugrupa? Dali grupoidot e komutativen?
v) Re{i gi ravenkite ,10*3 =x 2)3*(*)*2( =- xx .

19.  Daden e grupoidot ,*)(Z , kade {to 3)(32* +++= yxxyyx  za sekoi ZÎyx, .

a) Presmetaj 2*)]12(*4[ - , )1(*)]7*2(*))3(*4[( -- .
b) Dali ovoj grupoid e polugrupa? Dali grupoidot e komutativen?

4. NEUTRALEN I INVERZEN ELEMENT

Neka M  e dadeno mno`estvo i )(MP  e negovoto partitivno mno`estvo. Vo
grupoidot )),(( ÈMP  va`i AAA =ÈÆ=ÆÈ  za sekoe mno`estvo )(MA PÎ . Sli~no, vo
grupoidot )),(( ÇMP  va`i AAMMA =Ç=Ç  za sekoe mno`estvo )(MA PÎ .

Od druga strana, vo grupoidot ),\)(( MP  va`i AA =Æ\  za sekoe mno`estvo
)(MA PÎ , no za sekoe mno`estvo B  va`i Æ=MB \ , {to zna~i deka ravenstvoto
MMB =\  ne e ispolneto za nitu edno mno`estvo )(MB PÎ .

Ponatamu, kako {to znaeme, vo grupoidot ),( ×N  va`i nnn =×=× 11  za sekoj NÎn ,
no vo grupoidot ),( +N  ne postoi element k  takov, {to nknnk =+=+  za koj bilo NÎn .
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Poslednoto ne e to~no za grupoidot ),( 0 +N . Imeno, vo ovoj grupoid va`i nnn =+=+ 00
za sekoj 0NÎn .

Kako {to mo`eme da vidime, kaj nekoi grupoidi postojat elementi koi vo iz-
vesna smisla se neutralni vo odnos na operaciite vo tie grupoidi, dodeka kaj nekoi
grupoidi toa ne e slu~aj. Vakvata situacija e neposredna pri~ina za voveduvawe na nov
apstrakten poim i toa e poimot za edini~en (neutralen) element. Taka ja imame sled-
nata definicija.

Definicija 13. Neka e daden grupoidot ,*)(G . Elementot Gel Î  go narekuvame
leva edinica na G  ako

xxel =* , za sekoj GxÎ . (1)

Elementot Ged Î  go narekuvame desna edinica na G  ako

xex d =* , za sekoj GxÎ . (2)

Elementot GeÎ  go narekuvame edinica na G  ako toj e i leva i desna edinica na G .

Da zabele`ime deka ako grupoidot ,*)(G  e komutativen, toga{ levata edinica

istovremeno e i desna edinica i obratno. Navistina, ako le  e leva edinica, toga{
xxel =* , za sekoj GxÎ . Ako vo poslednoto ravenstvo go primenime komutativniot za-

kon dobivame ll exxex ** == , za sekoj GxÎ , {to zna~i deka le  e i desna edinica.
Slu~ajot so desnata edinica se razgleduva analogno.

Pokraj terminite leva edinica, desna edinica i edinica, koi se voobi~aeni za
multiplikativnite grupoidi (na primer, grupoid so operacija mno`ewe na broevi), koga
stanuva zbor za aditivni grupoidi (na primer, grupoid so operacija sobirawe na broevi,
t.e. koga namesto yx *  pi{uvame yx + ), }e go koristime terminot nulti element (nula).
Vo ovoj slu~aj edinicata }e ja narekuvame nula i }e ja ozna~uvame so 0. Spored toa, 0 e nula
na grupoidot ),( +G  ako xxx +==+ 00 , za sekoj GxÎ .

Primer 13. a) Na po~etokot od ovoj del vidovme deka grupoidot ),( +N  nema nulti
element, dodeka brojot 1 e edinica za grupoidot ),( ×N .

Me|utoa, kako za grupoidot ),( 0 +N , taka i za grupoidot ),( +Z  brojot 0 e nulti
element, t.e. xxx =+=+ 00  za sekoj ZÎx . [to se odnesuva do grupoidot ),( ×Z , imame

xxx =×=× 11  za sekoj ZÎx , {to zna~i deka brojot 1 e edinica vo ),( ×Z .

[to se odnesuva do grupoidot ),( -Z , toj ima desna edinica i toa e brojot 0.
Navistina, od svojstvata na celite broevi znaeme deka xx =- 0  za sekoj ZÎx . Od druga
strana, za ovoj grupoid da ima leva edinica, potrebno e da postoi cel broj y  takov, {to

xxy =-  za sekoj ZÎx . Poslednoto ne e mo`no, bidej}i za 0=x  dobivame deka 0=y , od
{to }e sleduva deka xx =-0  za sekoj ZÎx , {to e protivre~nost.

b) Da ja razgledame polugrupata ),( ÅnM . Imame xxx =Å=Å 00  za sekoj nMxÎ ,
{to zna~i deka 0 e nulti element vo ovaa polugrupa.
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Vo polugrupata ),( ÄnM  e ispolneto ravenstvoto xxx =Ä=Ä 11  za sekoj nMxÎ ,
{to zna~i deka 1 e edini~en element vo ovaa polugrupa.

v) Da ja razgledame polugrupata ),( ·N , kade {to yxyxyx ×++=·  za sekoi
NÎyx, . Kako {to znaeme, ovaa polugrupa e komutativna, pa zatoa ako taa ima leva edi-

nica, }e ima i desna edinica, t.e. }e ima edinica. Neka e  e edinica vo ),( ·N . Toga{

exexexx ×++=·=  za sekoj NÎx .

Vo mno`estvoto prirodni broevi ravenstvoto )( xeexx ×++=  ne e mo`no, bidej}i koga
na eden priroden x  se dodade drug priroden broj xee ×+ , dobivame broj koj e pogolem od
brojot x . Od dosega iznesenoto sleduva deka polugrupata ),( ·N  nema edinica.

g) Od operaciite sobirawe i mno`ewe na celite broevi sleduva deka ),( ·Z , kade
{to yxyxyx ×++=·  za sekoi ZÎyx,  e komutativna polugrupa. ]e proverime dali
ovaa polugrupa ima neutralen element. Neka e  e neutralen element vo ),( ·Z . Toga{,

exexexx ×++=·=  za sekoj ZÎx , t.e. )1(0 xe +×=  za sekoj ZÎx . Vo mno`estvoto Z
poslednoto ravenstvo e mo`no ako i samo ako 0=e . Spored toa, brojot 0 e neutralen
element vo polugrupata ),( ·Z . Navistina, xxxx =×++=· 000  za sekoj ZÎx . ¨

Vo primerot 13 b) vidovme deka ),( ÅnM  i ),( ÄnM  imaat nula i edinica, sood-
vetno. Kako {to znaeme, za 4=n  tie gi imaat slednive Kelievi {emi:

Å 0 1 2 3 Ä 0 1 2 3
0 0 1 2 3 0 0 0 0 0
1 1 2 3 0 1 0 1 2 3
2 2 3 0 1 2 0 2 0 2
3 3 0 1 2 3 0 3 2 1

Zabele`uvame deka vo Kelievata {ema na ),( 4 ÅM  redot i kolonata koi soodvetst-
vuvaat na 0 se identi~ni so glavniot red i kolona, soodvetno. Sli~no, vo Kelievata
{ema na ),( 4 ÄM  redot i kolonata koi soodvetstvuvaat na 1 se identi~ni so glavnite
red i kolona, soodvetno.

Prethodno iznesenoto, vsu{nost, va`i za sekoja Kelieva {ema. Imeno, ele-
mentot x  e leva edinica vo grupoidot ,*)(G  ako i samo ako redot koja mu soodvetstvuva
na x  e identi~en so glavniot red vo Kelievata {ema na ,*)(G . Elementot y  e desna edi-
nica vo grupoidot ,*)(G  ako i samo ako kolonata koja mu soodvetstvuva na y  e identi~-
na so glavnata kolona vo Kelievata {ema na ,*)(G .

Da gi razgledame grupoidite ),( ·G  i ),( oG  ~ii Kelievi {emi se:

· a b c d o a b c d
a d a b c a d c b a
b c d a b b a d c b
c b c d a c b a d c
d a b c d d c b a d

Od Kelievata {ema gledame deka elementot d  e leva edinica za ),( ·G , me|utoa ovoj
grupoid nema desna edinica. Sli~no, elementot d  e desna edinica za ),( oG , me|utoa
ovoj grupoid nema leva edinica.
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Kako {to vidovme, eden grupoid mo`e da ima desna ili leva edinica, no ne mora
da ima edinica. Logi~no e da se zapra{ame dali eden grupoid mo`e da ima razli~ni
desna i leva edinica. Odgovorot na ova pra{awe go dava slednata teorema.

Teorema 3. Ako le  e leva, a de  desna edinica na grupoidot ,*)(G , toga{ le = de .

Dokaz. Neka le  i de  se soodvetno leva i desna edinica na grupoidot ,*)(G . Bidej-

}i le  e leva edinica, za elementot de  dobivame dld eee *= . No, de  e desna edinica, pa

za elementot le  dobivame ldl eee =* . Kone~no, od poslednite dve ravenstva sleduva

deka ldld eeee == * . ¨

Od prethodnata teorema neposredno sleduva deka vo eden grupoid G  ima najmno-
gu edna edinica (zo{to?). Pritoa, toj mo`e da ima proizvolno mnogu levi (desni) edi-
nici, no ako ima samo edna desna (leva) edinica, toga{ site tie se me|u sebe ednakvi.

Da se vratime na grupoidot ),( 4 ÅM  vo koj 0 e nultiot element. Zabele`uvame

deka 0002231 =Å=Å=Å . Sli~no, za grupoidot ),( 4 ÄM  vo koj 1 e edini~niot element
imame 13311 =Ä=Ä , no ne postojat elementi x  i y  takvi, {to 102 =Ä=Ä yx .

Poslednoto uka`uva na potrebata, pri prou~uvaweto na grupoid ,*)(G  so neut-
ralen element e  da se najdat site onie elementi x  za koi postoi element y  takov, {to

exyyx == ** . Vo taa smisla ja imame slednata definicija.

Definicija 14. Neka ,*)(G  e grupoid so neutralen element e . Za eden element
GxÎ  }e velime deka e inverzibilen ako postoi Gx Î'  takov {to exxxx == '*'* . Pritoa

elementot 'x  go narekuvame inverzen element na x .

Jasno, edinicata e  e inverzen element na samata sebe.

Primer 14. a) Brojot 1 e edinica za grupoidot ),( ×N  i e edinstven inverzibilen
element. Navistina, od svojstvata na prirodnite broevi imame deka 1=xy  ako  i  samo
ako 1== yx .

Za grupoidot ),( ×Z  brojot 1 e edinica. Za da gi najdeme inverzibilnite elementi
vo ovoj grupoid treba vo mno`estvoto Z  da ja re{ime Diofantovata ravenka 1=xy .
Re{enija na poslednata ravenka se 1== yx  i 1-== yx . Spored toa, vo ovoj grupoid
edinstveni inverzibilni elementi se 1 i -1.

Za grupoidot ),( +Z  brojot 0 e nulti element i bidej}i 0)( =-+ xx  za sekoj ZÎx ,
dobivame deka sekoj element vo ovoj grupoid e inverzibilen.

b) Kako {to vidovme vo grupoidot ),( 4 ÅM  va`i 0002231 =Å=Å=Å , {to
zna~i deka 1 e inverzen na 3, 2 e inverzen na samiot sebe i 0 e inverzen na samiot sebe.
Zaradi komutativnosta dobivame deka 3 e inverzen na 1. Sli~no, za sekoj priroden broj
n  sekoj element na grupoidot ),( ÅnM  ima inverzibilen (zo{to?).

Za grupoidot ),( 4 ÄM  vidovme deka 1 i 3 se inverzni na samite sebe, no 0 i 2 ne se
inverzibilni. Ponatamu, od mno`eweto po modul 5 (str. 57) sleduva deka vo grupoidot
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),( 5 ÄM  sekoj element razli~en od 0 e inverzibilen i toa: 1 i 4 se inverzni na samite
sebe, 2 na 3 i obratno.

Zabele`uvame deka 5 e prost broj, a 4 e slo`en broj. Proveri dali za brojot
7=n  vo grupoidot ),( ÄnM  sekoj element razli~en od 0 e inverzibilen. Dali ova va`i

za 6=n ?

v) Vo primerot 13 g) vidovme deka 0 e neutralen element na komutativniot gru-
poid ),( ·Z , kade {to yxyxyx ×++=·  za sekoi ZÎyx, . Za da gi najdeme inverzibil-
nite elementi, treba vo mno`estvoto Z  da ja re{ime Diofantovata ravenka

0=×++ yxyx . Jasno, 1-¹y . Poslednata ravenka ja transformirame i dobivame

y
yx +-= 1 , {to zna~i deka yy |)1( + . No, broevite y  i y+1  se zaemno prosti, pa zatoa

posledniot uslov e mo`en ako i samo ako 0=y  i pritoa 0=x . Kone~no, edinstven
inverzibilen element vo grupoidot ),( ·Z  e 0. ¨

Od definicijata 14 imame deka ako vo grupoidot ,*)(G  so neutralen element e
elementot 'x  e inverzen na x , toga{ x  e inverzen na 'x . Logi~no e da se zapra{ame
dali proizvod na inverzibilni elementi e inverzibilen element. Odgovorot na ova
pra{awe go dava slednata teorema.

Teorema 4. Ako x  i y  se inverzibilni elementi vo polugrupata ,*)(G  so edini-
ca e , toga{ i yx *  e inverzibilen vo ,*)(G  i pritoa va`i deka negoviot inverzen ele-
ment e ''*xy , kade {to 'x  i 'y  se inverznite elementi na x  i y , soodvetno.

Dokaz. Neka x  i y  se inverzibilni elementi vo polugrupata ,*)(G  so edinica e .
Toga{

eyyyeyyxxyyxxy
exxxexxyyxxyyx

====
====

'**'**)'*'*()*(*)''*(
'*'**'*)'*(*)''*(*)*(

od {to sleduva to~nosta na tvrdeweto. ¨

ZADA^I ZA VE@BAWE

20. a) Doka`i deka za grupoidot ,*)(N  kade {to nmnm =*  za sekoi NÎnm,  brojot 1 e desna edi-
nica!
b) Doka`i deka za grupoidot ),\)(( MP  praznoto mno`estvo Æ  e desna edinica.

21.  Vo mno`estvoto prirodni broevi N  definirame operacii o*,  i D  so:

),(* yxyx NZD= , ),( yxyx NZS=o , },min{ yxyx =D .

Dali grupoidite ),(),,(,*),( DNNN o  imaat neutralni elementi? Vo slu~aj na potvrden odgo-
vor najdi gi inverzibilnite elementi vo ovie grupoidi.

22.  Daden e grupoidot ,*)(Z , kade {to 1* ++= yxyx  za sekoi ZÎyx, . Dali ovoj grupoid ima neut-
ralen element? Vo slu~aj na potvrden odgovor najdi gi inverzibilnite elementi na grupoidot.

23.  Doka`i deka za komutativnata polugrupa )),(( DMP  praznoto mno`estvo Æ  e neutralen ele-
ment i deka sekoj element e inverzibilen na samiot sebe.
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5. GRUPA I PRSTEN

Vo prethodnite razgleduvawa se zapoznavme so poimite grupoid, asocijativen i
komutativen grupoid, neutralen i inverzibilen element i razgledavme pove}e primeri
vo vrska so ovie poimi. Pritoa dadovme primeri na grupoidi vo koi va`at komutativ-
niot i asocijativniot zakon, koi imaat neutralen element i sekoj element e inverzibi-
len. Vakvi primeri se grupoidite ),( 5 ÅM  i ),( +Z . Tokmu vakvite primeri le`at vo os-
novata na poslo`enite algebarski strukturi, kako {to se grupa i prsten, koi se od
posebno zna~ewe vo matematikata.

Definicija 15. Za grupoidot ,*)(G  }e  velime  deka  e grupa ako e polugrupa so
edinica, vo koja sekoj element e inverzibilen, t.e. ako

i) )*(**)*( zyxzyx = , za sekoi Gzyx Î,, ,

ii) postoi GeÎ  takov, {to xxeex == **  za sekoj GxÎ  i

iii) za sekoj GxÎ  postoi ednozna~no opredelen element Gx Î'  takov, {to
exxxx == '' .

Za grupata }e velime deka e komutativna (abelova) ako e komutativna kako
grupoid, t.e. ako xyyx ** =  za sekoi Gyx Î, .

Primer 15. a) Od primerot 14 a) neposredno sleduva deka grupoidite ),( ×N  i ),( ×Z
ne se grupi. Imeno, vo ),( ×N  edinstven inverzibilen element e 1, a vo ),( ×Z  edinstveni
inverzibilni elementi se 1 i -1. Isto taka, grupoidot ),( +N  ne e grupa, bidej}i nema
neutralen element.

Od primerite 11 b), 13 a) i 14 a) neposredno sleduva deka grupoidot ),( +Z  e grupa
i taa spored primerot 12 b) e komutativna.

b) Od primerite 11 v), 12 v), 13 b) i 14 b) sleduva deka za sekoj NÎn  grupoidot
),( ÅnM  e komutativna grupa.

Za sekoj NÎn  elementot 0 ne e inverzibilen vo grupoidot ),( ÄnM  (zo{to?).
Toa zna~i deka za sekoj NÎn  grupoidot ),( ÄnM  ne e grupa. Me|utoa, ako na mno`estvo-

to }0{\5M  mno`eweto po modul 5 go definirame kako i vo grupoidot ),( 5 ÄM , zabele-

`uvame deka vo ovoj slu~aj dobivame nov grupoid )},0{\( 5 ÄM  (proveri?). Dali ova e is-
polneto za grupoidot ),( 4 ÄM ? A za grupoidite ),( 6 ÄM  i ),( 7 ÄM ?

So neposredna proverka dobivame deka na prethodno opi{aniot na~in pri 7=n
dobivame nov grupoid )},0{\( 7 ÄM ,  a  pri 6=n  ne dobivame grupoid. Jasno, Kelievite

{emi na grupoidite )},0{\( 5 ÄM  i )},0{\( 7 ÄM  se dobivaat od Kelievite {emi na gru-
poidite ),( 5 ÄM  i ),( 7 ÄM  so bri{ewe na redot i kolonata vo koi glaven element e 0.

Sega lesno mo`e{ da proveri{ deka grupoidite )},0{\( 5 ÄM  i )},0{\( 7 ÄM  se komuta-
tivni grupi.
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Kakvi se broevite 5 i 7? Na kakov zaklu~ok naveduvaat prethodnite razgle-
duvawa? Proveri go svojot zaklu~ok za 11=n !

v) Neka e dadeno mno`estvoto A  ~ii elementi se site biekcii od mno`estvoto
}3,2,1{  vo mno`estvoto }3,2,1{ , a operacijata o  neka e kompozicijata na preslikuvawa.

]e poka`eme deka ),( oA  e grupa, no ne e Abelova (komutativna) grupa.

Jasno, ako }3,2,1{}3,2,1{: ®f  i }3,2,1{}3,2,1{: ®g  se biekcii, toga{ spored teo-
remata 9, str. 77, kompozicija na biekcii e biekcija, {to zna~i deka ),( oA  e grupoid. Po-
natamu, spored teoremata 6 b), str. 74, za kompozicijata na preslikuvawa va`i asocijativ-
niot zakon, t.e. ),( oA  e polugrupa. Od teoremata 6 a), str. 74, za identi~noto preslikuvawe
I  imame deka va`i ffIIf == oo  za sekoj Af Î , {to zna~i deka I  e edinica vo
polugrupata ),( oA . Kone~no, od teoremata 10, str. 78, imame deka inverznoto preslikuvawe
na sekoja biekcija f  e biekcija, {to zna~i deka sekoj element f  e inverzibilen. Zna~i,

),( oA  e polugrupa so edinica vo koja sekoj element e inverzibilen, t.e. ),( oA  e grupa.

Lesno se nao|a deka elementi na mno`estvoto A  se biekciite:

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )3
1

2
2

1
35

3
2

2
1

1
34

3
1

2
3

1
23

3
3

2
1

1
22

3
2

2
3

1
11

3
3

2
2

1
1 ,,,,, ====== fffffI

So neposredna proverka nao|ame deka

( ) ( ) 4
3
2

2
1

1
3213

3
1

2
3

1
212 , ffffff ==== oo

{to zna~i deka grupata ),( oA  ne e komutativna. ¨

Od svojstvata na celite broevi znaeme deka od yzyx +=+  sleduva zx = . Pret-
hodno doka`avme deka ),( +Z  e grupa, pa logi~no se nametnuva pra{aweto dali zakonot
za kratewe va`i za sekoja grupa. Pred da dademe odgovor na ova pra{awe }e definirame
{to zna~i grupoid so kratewe.

Definicija 16. Za grupoidot ,*)(G  }e velime deka e grupoid so kratewe ako od
zyzx ** =  ili yzxz ** = sleduva yx = .

Primer 16. a) Od svojstvata na prirodnite broevi sleduva deka ),( ×N  i ),( +N  se
grupoidi so kratewe.

b) Neka M  e neprazno mno`estvo. Da go razgledame grupoidot )),(( ÈMP . Ako A

e proizvolno neprazno podmno`estvo od M , toga{ MAMA c È=È , no AA c¹ . Spored
toa, i )),(( ÈMP  ne e grupoid so kratewe. Sega da go razgledame grupoidot )),(( ÇMP . Za

sekoe neprazno podmno`estvo A  od M  va`i ÆÇÆ=Ç AA c , no AA c¹ . Spored toa,
)),(( ÇMP  ne e grupoid so kratewe. ¨

Teorema 5. Sekoja grupa e grupoid so kratewe.

Dokaz. Neka ,*)(G  e grupa, e  e edinica vo G  i so 'z  da go ozna~ime inverzniot
element na G . Ako zyzx ** = . Toga{,
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yeyzzyzzyzzxzzxexx ======= *)'*(*'*)*('*)*()'*(** .

Analogno se doka`uva deka od yzxz ** =  sleduva yx = , t.e. sekoja grupa e grupo-

id so kratewe. ¨

Vo dosega{nite razgleduvawa imavme slu~ai koga nad edno isto mno`estvo se
definirani dve i pove}e operacii. Vo matematikata od poseben interes se slu~aite
koga nad edno isto mno`estvo se definirani dve operacii i koga me|u niv postoi
zaemna vrska. Vo taa smisla ja imame slednata definicija.

Definicija 17. Neka na mno`estvoto G  e opredelena niza operacii: ,...,,, ÄÅ*· .
Toga{, velime deka ,...),,,,( ÄÅ*·G  e algebarska struktura so nositel G .

Za algebarskata struktura ),*,( oG  }e velime deka e prsten ako

a) grupoidot ,*)(G  e komutativna grupa;

b) ),( oG  e polugrupa; i

v) va`at leviot i desniot distributiven zakon na operacijata o  vo odnos na
operacijata * , t.e. va`i

)(*)()*( zxyxzyx ooo =  i )(*)()*( zyzxzyx ooo = , za sekoi Gzyx Î,, .

Ako polugrupata ),( oG  e komutativna, }e velime deka ),*,( oG  e komutativen
prsten. Ako ),( oG  e polugrupa so edinica, }e velime deka ),*,( oG  e prsten so edinica.

Primer 17. a) Vo primerot 15 a) vidovme deka ),( 5 ÅM  e komutativna grupa. Po-

natamu, od primerite 12 a) i 13 b) imame deka ),( 5 ÄM  e komutativna polugrupa so edi-
nica. Ponatamu, od svojstvata na kongruenciite neposredno sleduva deka za sobiraweto
i mno`eweto po modul 5 va`i

)()()( zxyxzyx ÄÅÄ=ÅÄ , za sekoi 5,, Mzyx Î .

Proveri! Spored toa, algebarskata struktura ),,( 5 ÄÅM  e komutativen prsten so edi-
nica.

Prethodno ka`anoto, vsu{nost, va`i za sekoj NÎn . Spored toa, za sekoj NÎn
algebarskata struktura ),,( ÄÅnM  e komutativen prsten so edinicia.

b) Vo primerot 15 a) vidovme deka ),( +N  ne e grupa, pa zatoa algebarskata
struktura ),,( ×+N  ne e prsten.

Spored primerot 15 a) grupoidot ),( +Z  e komutativna grupa, a spored primerite
12 a) i 13 a) grupoidot ),( ×Z  e komutativna polugrupa so edinica. Ponatamu, od
svojstvata na celite broevi znaeme deka za sekoi ZÎzyx ,,  va`i

zyzxzyx ×+×=×+ )( .
Od dosega iznesenoto sleduva deka algebarskata struktura ),,( ×+Z  e prsten i toa

e prstenot na celite broevi. ¨
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Re{livost na linearna ravenka (za onie {to sakaat da znaat pove}e). Kako {to znaeme,
vo mno`estvoto prirodni broevi ravenkata od oblik bax =+  ima re{enie po x  ako i samo ako

ab > . Me|utoa, istata ravenkata vo mno`estvoto celi broevi ima re{enie za sekoi ZÎba, .
Isto taka, vidovme deka grupoidot ),( +N  ne e grupa, a grupoidot ),( +Z  e grupa i toa komuta-
tivna. Analognoto svojstvo za linearnite ravenki vo celite broevi va`i za linearnite ravenki
vo sekoja grupa. ]e ja doka`eme slednata teorema.

 Teorema 6. Neka ,*)(G  e grupa i Gba Î, . Toga{, postoi edinstven element GxÎ  takov

{to bxa =* .

Dokaz. Neka e  e neutralniot element na G . So 'a  da go ozna~ime inverzniot element na
a  i da go razgledame elementot bax '*= . Imame bbebaabaaxa ==== **)'*()'*(** , t.e. postoi
element GxÎ  so sakanoto svojstvo. Edinstvenosta na elementot GxÎ  sleduva od edinstvenosta
na inverzniot element 'a  i ako vo bxa =*  pomno`ime od levo so 'a . ¨

Analogno se doka`uva deka postoi edinstven element GyÎ  takov, {to bay =* .

Navistina, da go razgledame '*aby = . Imame bebaabaabay ==== *)'*(**)'*(* , t.e.
postoi element GyÎ  so sakanoto svojstvo. Edinstvenosta na elementot GyÎ  sleduva od edinst-

venosta na inverzniot element 'a  i ako vo bay =*  pomno`ime od desno so 'a . ¨

ZADA^I ZA VE@BAWE

24.  So A  da go ozna~ime mno`estvoto od site parni celi broevi i yxyx +=* , za sekoj Ayx Î, .

Doka`i deka ,*)(A  e komutativna grupa.

25.  Daden e grupoidot ,*)(Z  kade {to 1* ++= yxyx  za sekoi ZÎyx, . Dali ovoj grupoid e komu-
tativna grupa?

26.  Vo mno`estvoto }0{\Q  e definirana operacija o  na sledniov na~in: xyyx 2=o , za sekoi

}0{\, QÎyx . Doka`i deka )},0{\( oQ  e komutativna grupa.

27.  Dadeni se preslikuvawata ( ) ( ) ( )4
2

3
3

2
1

1
43

4
1

3
3

2
4

1
22

4
4

3
3

2
2

1
11 ,, === fff  i neka },,{ 321 fffS = .

Doka`i deka ),( oS  e grupa, kade {to so o  e ozna~ena kompozicijata na preslikuvawa.

28. Neka ,...},3...,,,27,,9,,3,1{
3
1

27
1

9
1

3
1

n
nA =  i xyyx =* , za sekoi Ayx Î, . Doka`i deka ,*)(A  e

komutativna grupa.

29.   Neka f  i g  se preslikuvawa od R  vo R  definirani so xxgxxf -== 1)(,)(  za sekoj RÎx . Do-

ka`i deka ),( oS  e grupa, kade {to },{ gfS =  i so o  e ozna~ena kompozicijata na preslikuvawa.

30.  Dadeno e mno`estvoto }|2{ ZÎ= kkA  i vo nego operacii sobirawe i mno`ewe na celi bro-

evi. Dali algebarskata struktura ),,( ×+A  e komutativen prsten?

31. So ][xZ  da go ozna~ime mno`estvoto polinomi po x  so celobrojni koeficienti. Ako so +  i

×  gi ozna~ime operaciite sobirawe i mno`ewe na polinomi, toga{ ),],[( ×+xZ  e komutativen
prsten so edinica. Doka`i!

32. Neka M  e proizvolno neprazno mno`estvo i )(MP  e negovoto partitivno mno`estvo. Dali

algebarskata struktura ),),(( ÇDMP  e prsten?
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5. POIM ZA POLE. PODREDENO POLE

Da gi razgledame komutativnite prsteni so edinica ),,( 4 ÄÅM  i ),,( 5 ÄÅM . Ke-

lievite {emi na grupoidite ),( 4 ÅM  i ),( 4 ÄM  se:

Å 0 1 2 3 Ä 0 1 2 3
0 0 1 2 3 0 0 0 0 0
1 1 2 3 0 1 0 1 2 3
2 2 3 0 1 2 0 2 0 2
3 3 0 1 2 3 0 3 2 1

a na grupoidite ),( 5 ÅM  i ),( 5 ÄM  se:

Å 0 1 2 3 4 Ä 0 1 2 3 4
0 0 1 2 3 4 0 0 0 0 0 0
1 1 2 3 4 0 1 0 1 2 3 4
2 2 3 4 0 1 2 0 2 4 1 3
3 3 4 0 1 2 3 0 3 1 4 2
4 4 0 1 2 3 4 0 4 3 2 1

Kako {to mo`eme da zabele`ime, me|u grupoidite ),( 4 ÄM  i ),( 5 ÄM  postoi

su{tinska razlika. Imeno, vo grupoidot ),( 5 ÄM  sekoj nenulti element ima inverzen

element, a toa ne e slu~aj vo grupoidot ),( 4 ÄM , vo koj elementot 2 nema inverzen
element. Sekako, ovaa razlika me|u grupoidite ),( 4 ÄM  i ),( 5 ÄM  pravi su{tinska

razlika i me|u komutativnite prsteni so edinica ),,( 4 ÄÅM  i ),,( 5 ÄÅM  i tokmu toa e
edna od pri~inite za voveduvawe na nov algebarski poim, a toa e poimot za pole.

Definicija 18. Za algebarskata struktura ),*,( oG  }e velime deka e pole ako

a) grupoidot ,*)(G  e komutativna grupa;
b) ),'( oG  e komutativna grupa, kade {to 'G  e mno`estvoto G  bez neutralniot

element na ,*)(G ; i
v) va`i distributivniot zakon na operacijata o  vo odnos na operacijata * , t.e.

va`i zxyxzyx ooo *)*( =  za sekoi Gzyx Î,, .

Primer 18. a) Komutativniot prsten ),,( 5 ÄÅM  e pole. Navistina:

i) ),( 5 ÅM  e komutativna grupa,

ii) ),( '
5 ÄM , kade {to }0{\5

'
5 MM = , e komutativna grupa i

iii) zxyxzyx ÄÅÄ=ÅÄ )( , za sekoi 5,, Mzyx Î .
Dali komutativnite prsteni ),,( 6 ÄÅM  i ),,( 7 ÄÅM  se poliwa?

b) Da go razgledame mno`estvoto racionalni broevi }0,,|{ ¹Î= nnmn
m ZQ  vo

koe operaciite sobirawe i mno`ewe se opredeleni so

db
cbda

d
c

b
a

×
×+×=+  i db

ca
d
c

b
a

×
×=× ,
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soodvetno, {to zna~i deka ),( +Q  i ),( ×Q  se grupoidi. Kako {to znaeme, za operaciite
sobirawe i mno`ewe na racionalni broevi va`at komutativniot i asocijativniot za-
kon (proveri!).

Ponatamu, za sekoj element QÎn
m  va`i n

m
n
m =+ 0 , t.e. 0 e neutralen element vo

),( +Q . Isto taka, za sekoj QÎn
m  i QÎ-

n
m  i pritoa va`i 02 ==+ ×-×-

n
nmnm

n
m

n
m , t.e. za

sekoj element vo ),( +Q  postoi sprotiven (inverzen) element. Spored toa, ),( +Q  e komu-
tativna grupa.

Ponatamu, za sekoj element QÎn
m  va`i n

m
n
m =×1 , t.e. 1 e neutralen element vo

),( ×Q . Isto taka, za sekoj }0{\QÎn
m  imame 0¹m . Zatoa }0{\QÎm

n  i va`i 1==× ×
×
mn
nm

m
n

n
m ,

t.e. za sekoj element vo )},0{\( ×Q  postoi inverzen element. Spored toa, )},0{\( ×Q  e
komutativna grupa.

Kone~no, za racionalnite broevi mno`eweto e distributivno vo odnos na sobi-
raweto (proveri!).

Od dosega iznesenoto sleduva deka algebarskata struktura ),,( ×+Q  e pole, koe vo

literaturata e poznato kako pole na racionalni broevi. ¨

Da se potsetime: ako }0{,...,, 10 ÈÎÎ NZ kaaa , 10<ia  za 1³i , toga{ brojot

k
ka

1010100 ...2
21 aaaa ++++= (1)

go narekuvame kone~na deseti~na dropka i go ozna~uvame so

kaaaaa ..., 3210 . (2)

Pritoa 0a  e cel del od brojot a , a kaaaa ,...,,, 321  se decimali na brojot a . Sli~no, ako
}0{,0 ÈÎÎ NZ iaa , 10<ia  za 1³i , toga{ zapisot

......, 210 na aaaa= (3)

go narekuvame beskone~na deseti~na dropka. Pritoa, 0a  go narekuvame cel del od

beskone~nata deseti~na dropka a , a ,...,...,, 21 naaa  se decimali na a . Ponatamu, za bes-
kone~nata deseti~na dropka (3) }e velime deka e periodi~na ako postojat prirodni
broevi k  i p  takvi, {to 11 +++++ = ipkik aa  za sekoj NÎi . Zapisot ipkikik ++++++ aaa ...21  go

narekuvame perioda na periodi~nata beskone~na deseti~na dropka. Pritoa pi{uvame:

pkkkka +++= aaaaaaa ......, 21210 . (4)

Kako {to znaeme, mno`estvoto beskone~ni periodi~ni deseti~ni dropki vsu{-
nost e mno`estvoto racionalni broevi Q , a mno`estvoto beskone~ni neperiodi~ni
deseti~ni dropki go narekuvame mno`estvo iracionalni broevi i go ozna~uvame so I .
Na primer, ...0200,050

1 = , 297,674
466 -=-  i 564102,639

256 =  itn.  se racionalni broevi, a

...414213562,12 -=-  i 141592654,3=p se iracionalni broevi.
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Iracionalnite broevi, zaedno so racionalnite, go formiraat mno`estvoto na
realnite broevi, koe go ozna~uvame so R , t.e. IQR È= . Kako {to znaeme, vo mno`est-
voto realni broevi se vovedeni operaciite sobirawe i mno`ewe na realni broevi i za
niv va`i:

i) xyyxxyyx ×=×+=+ , , za sekoi RÎyx, ;
ii) )()(),()( zyxzyxzyxzyx ××=××++=++ , za sekoi RÎzyx ,, ;
iii) xxxx =×=+ 1,0 , za sekoj RÎx ;
iii) za sekoj RÎx  postoi RÎ- x  takov, {to 0)( =-+ xx ;
iv)  za sekoj }0{\RÎx postoi RÎ'x takov, {to 1'=× xx ; i
v) zyzxzyx ×+×=×+ )( , za sekoi RÎzyx ,, .

Od svojstvata i) - v) sleduva deka ),( +R  i )},0{\( ×R  se komutativni grupi za koi va`i v).
Spored toa, algebarskata struktura ),,( ×+R  e pole, koe vo literaturata e poznato pod
imeto pole na realni broevi.

Kako {to vidovme, mno`estvoto realni broevi R  se dobiva koga na mno`estvo-
to racionalni broevi Q  mu go dodademe mno`estvoto iracionalni broevi I . Logi~no e
da se zapra{ame dali ),( +I  i ),( ×I  se grupoidi. Odgovorot na ova pra{awe e negativen.

Imeno, IÎ- 2,2 , no IÏ=+- 022  i IÏ-=×- 122 , t.e. zbir i proizvod na dva
iracionalni broja ne mora da bide iracionalen broj.

Kako {to znaeme, vo mno`estvoto R  e vovedena relacija na podreduvawe £  za
koja va`i:

a) yx £  ili xy £ , za sekoi RÎyx, ;
b) ako yx £ , toga{ zyzx +£+ , za sekoj RÎz ; i
v) ako yx £  i 0>z , toga{ zyzx ×£×

Ponatamu, so bx <  ako yx £  i yx ¹  vo mno`estvoto R  voveduvame nova relacija koja
kako i vo slu~ajot na prirodnite broevi e samo tranzitivna. Bidej}i RQ Ì , prethodno
navedenite relacii i nivnite svojstva se ispolneti i za racionalnite broevi.

Definicija 19. Ako ),*,( oG  e pole i na G  e opredelena relacija na podreduvawe
a , toga{ za ),*,( oG  }e velime deka e podredeno pole.

Primer 19. Od primerot 19 b) i od prethodnite razgleduvawa sleduva deka
),,( ×+Q  i ),,( ×+R  se podredeni poliwa. ¨

]e doka`eme deka za sekoi QÎyx,  takvi {to 0, >yx , toga{ postoi priroden

broj n  takov {to ynx > . Od 0, >yx  sleduva k
p

k
m yx == , , kade {to NÎpkm ,, , (zo{to?).

Neka 1+= pkn . Toga{,

ypmpkpknx k
p

k
m

k
m =³=×>×+= )1( .

Sekoe podredeno pole koe go zadovoluva prethodno navedenoto tvrdewe go nare-
kuvame Arhimedovo pole. Zna~i, ),,( ×+Q  e Arhimedovo pole. Ovde }e zabele`ime deka i

),,( ×+R  e Arhimedovo pole, no poradi kompliciranosta, dokazot nema da go razgledu-
vame.
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ZADA^I ZA VE@BAWE

33.  Dadeno e mno`estvoto },|2{)2( QQ Î+= baba  i vo nego operaciite sobirawe i mno`ewe

na realni broevi. Doka`i deka algebarskata struktura ),),2(( ×+Q  e pole.

34.  Dadeno e mno`estvoto },|6{)6( QQ Î+= baba  i vo nego operaciite sobirawe i mno`ewe

na realni broevi. Doka`i deka algebarskata struktura ),),6(( ×+Q  e pole.

35. Dali algebarskata struktura ),],[( ×+xZ  od zada~ata 31 e pole? Odgovorot da se obrazlo`i.

36. Dali algebarskata struktura ),),(( ÇDMP  od zada~ata 32 e pole? Odgovorot da se obrazlo`i.

37. Da go razgledame mno`estvoto },|),{(2 RR Î= yxyx  i vo nego da definirame operacii sobi-

rawe i mno`ewe so: ),(),(),( ybxayxba ++=+  i ),(),(),( yaxbybxayxba ×+××-×=× . Doka`i de-

ka algebarskata struktura ),,( 2 ×+R  e pole, pri {to )0,0(  i )0,1(  se nultiot i edini~niot
element vo odnos na sobiraweto i mno`eweto, soodvetno.

PROVERI GO SVOETO ZNAEWE

1.     a) Na crte`ot levo vo mno`estvoto }4,3,2,1{=A  grafi~ki e prika`ana
              relacijata a . Zapi{i ja kako podmno`estvo od AA´  i opredeli

       gi nejzinite svojstva.           (5 b)
b) Vo mno`estvoto celi broevi Z  e definirana relacija a  na sledniot

     na~in: yxa  ako i samo ako yyxx 2323 22 +=+ . Ispitaj dali e a  relacija
            na ekvivalencija.                         (9 b)

2. a) Vo mno`estvoto }0{\Z  definirame nmnm =* . Doka`i deka },*)0{\(Z  e grupoid!

      Presmetaj 3*2 , 2*3 , 3*)2*2(  i )3*2(*2 ! [to zaklu~uva{?              (5 b)

b) Doka`i deka ,*)(Z , kade {to 323* --+×= yxyxyx  za sekoi ZÎyx,  e grupoid. Dali
     ovoj grupoid e: 1) komutativen;  2) asocijativen.              (9 b)

3.    a) Dadeni se preslikuvawata ( ) ( ) ( ) ( )4
1

3
2

2
3

1
44

4
2

3
1

2
4

1
33

4
3

3
4

2
1

1
22

4
4

3
3

2
2

1
11 ,, ==== ffff  i

     neka },,,{ 4321 ffffS = . Doka`i deka ),( oS  e grupa, kade so o  e ozna~ena kompozicijata
     na preslikuvawa. Dali ovaa grupa e komutativna?            (10 b)
b) Daden e grupoidot ,*)(Z , {to kade 3* ++= yxyx  za sekoi ZÎyx, . Dali ovoj
     grupoid e komutativna grupa? Odgovorot da se obrazlo`i!            (18 b)

4.    Dadeno e mno`estvoto },|3{)3( QQ Î+= baba  i vo nego operaciite sobirawe i

mno`ewe na realni broevi. Doka`i deka algebarskata struktura ),),3(( ×+Q  e pole.      (20 b)

Zabele{ka. Pri re{avaweto treba da izbere{ samo po edna podzada~a od sekoja zada~a. Dokolku
         saka{ samostojno da se oceni{ mo`e{ da go iskoristi{ sledniot kriterium:

Bodovi: 23-31 32-39 40-48 49-56
Ocenka: 2 3 4 5

·

1

2

· 3

·

·
4
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GLAVA V

LINEARNI RAVENKI,
NERAVENKI I SISTEMI
POD ZNAK ZA APSOLUTNA
VREDNOST

SODR@INA NA TEMATA

1. Apsolutna vrednost
2. Linearna funkcija so nezavisno

promenliva i pod znakot za
apsolutna vrednost

3. Linearna ravenka so nepoznata i
pod znakot za apsolutna vrednost

4. Sistemi linearni ravenki so
nepoznata i pod znakot za
apsolutna vrednost

5. Linearni neravenki so nepoznata i
pod znakot za apsolutna vrednost

6. Primena na metodot na zamena pri
re{avawe na sistemi linearni ravenki

7. Re{avawe na zada~i koi se sveduvaat
na linearna ravenka i sistemi
linearni ravenki

POTREBNI PREDZNAEWA

Za uspe{no sovladuvawe na sodr`inite koi
}e gi usvojuva{ vo ovaa tema, potrebno e da
se potseti{ na:

- poim za apsolutnata vrednost;
- linearnite ravenki;
- linearnite neravenki;
- linearnata funkcija;
- sistemite linearni ravenki i

metodite za nivno re{avawe; i
- sistemite linearni neravenki i

metodite za nivno re{avawe.

NOVI ZNAEWA I UMEEWA

Uspe{noto sovladuvawe na sodr`inite koi
se razraboteni vo ovaa tema ima za cel:

- da gi utvrdi{ svojstvata na apsolutna
vrednost na realen broj;

- da umee{ da gi koristi{ intervalite pri
zapi{uvawe funkcija so pove}e formuli
ako taa e zadadena so apsolutni
vrednosti i da crta{ nejzin grafik;

- da umee{ da re{ava{ linearni ravenki
so pove}e apsolutni vrednosti;

- da umee{ da re{ava{ linearni neravenki
so apsolutni vrednosti;

- da umee{ da re{ava{ sistemi od dve
linearni ravenki {to sodr`at
apsolutni vrednosti

- da umee{ da re{ava{ poslo`eni primeri
na sistemi od dve linearni ravenki so dve
nepoznati koristej}i zamena;

- da umee{ da re{ava{ problemi {to se
sveduvaat na linearni ravenki ili
sitemi linearni ravenki.
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Vo osnovnoto obrazovanie, a i vo ovaa u~ebna godina gi razrabotuva{e linear-
nata funkcija, linearnite ravenki i neravenki, sistemite linearni ravenki i neraven-
ki i re{ava{e problemi koi se sveduvaat na linearni ravenki. Isto taka, pri izu~uva-
weto na realnite broevi se zapozna so poimot apsolutna vrednost na realen broj. Ovde
}e se zapoznaeme so linearnite ravenki, neravenki i sistemi pod znakot na apsolutna
vrednost. Vsu{nost, vo ovoj del }e gi povrzeme prethodno usvoenite znaewa i }e izvr-
{ime nivno pro{iruvawe so {to }e dobie{ poseopfatni znaewa za linearnite raven-
ki, sistemite linearni ravenki i nivnata primena.

1. APSOLUTNA VREDNOST

Vo osnovnoto obrazovanie se zapozna so poimot apsolutna vrednost, a ovoj poim
go koristevme i vo na{ite prethodni razgleduvawa. Taka, na primer, 2|2| =- , 5|5| = ,

232,1|232,1| =-  itn. Da se potsetime na definicijata na apsolutnata vrednost.

Definicija 1. Apsolutna vrednost na realniot broj a  go narekuvame realniot
broj || a  definiran so

î
í
ì

<-
³

=
.ako

ako

0,
0,

||
aa
aa

a (1)

Primer 1. Presmetaj 1||7||2 +×+× ba  ako 4
3-=a  i 2

3=b .

Re{enie. Od definicijata na apsolutnata vrednost imame

134111721||7||21||7||2 2
38

2
37

2
3

2
3

4
3

2
3

4
3 +=+=++=+×+×=+×+-×=+×+× ba . ¨

Zabele{ka 1. a) Neposredno od definicijata na apsolutnata vrednost sleduva

deka 0|| ³a  i ||2 aa = , za sekoj RÎa .
b) Neka 0>b  i ba =|| . Toga{, za 0³a  imame ba = , a za 0<a  va`i ba =- , t.e.

ba -= . Zna~i, od ba =||  sleduva },{ bba -Î , no va`i i obratnoto od },{ bba -Î  sleduva ba =|| .

Ponatamu, na primer, |5|5|5| -== , |5|55 -=£-  i |5|55 =£- . ]e doka`eme deka
poslednoto va`i za sekoj realen broj a , t.e. }e ja doka`eme slednata teorema.

Teorema 1. Za sekoj realen broj a  va`i |||| aa -= , || aa £  i || aa £- .

Dokaz. Jasno, ako 0=a , toga{ ||0|| aa -== . Ako 0>a , toga{ aa =||  i bidej}i 0<- a ,
imame ||)(|| aaaa ==--=- . Ako 0<a , toga{ aa -=||  i bidej}i 0>- a , imame |||| aaa =-=- .
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Ponatamu, ako 0=a , toga{ aa =³= 00|| . Ako 0>a , toga{ aa =|| , pa zatoa
|| aa £ . Ako 0<a , toga{ aaa >>-= 0||  .

Ostanuva da go doka`eme vtoroto neravenstvo. Ako 0=a , toga{ aa -=³= 00|| .
Ako 0>a , toga{ aaa ->>= 0|| . Ako 0<a , toga{ aaa -³-=|| . ¨

Vo slednata teorema vo vrska so apsolutnite vrednosti }e doka`eme dve nera-
venstva, koi imaat golema primena vo matematikata.

Teorema 2. i) |||||| baba +£+ , za sekoi RÎba, .

ii) |||||||| baba -£- , za sekoi RÎba, .

Dokaz. i) Od teoremata 1 sleduva || aa £  i || bb £ , za sekoi RÎba, . Ako gi sobereme
poslednite dve neravenstva, dobivame |||| baba +£+ , za sekoi RÎba, . Analogno od teo-
remata 1 sleduva || aa £-  i || bb £- , za sekoi RÎba, , od {to dobivame ||||)( baba +£+- .

Kone~no, ako 0³+ ba , toga{ |||||| bababa +£+=+ , a ako 0<+ ba , toga{
||||)(|| bababa +£+-=+ , {to i treba{e da se doka`e.

ii) Imame:

|||||)(||| bbabbaa +-£+-=  i |||||)(||| aabaabb +-£+-= ,

od {to sleduva |||||| baba -£-  i |||)||(| baba -£-- , od {to, kako i vo dokazot pod i),
sleduva deka |||||||| baba -£- . ¨

Da zabele`ime deka tvrdeweto i) od teoremata 2 mo`e da se obop{ti. Imeno,
va`i slednoto tvrdewe, koe ovde nema da go doka`eme.

Za sekoi realni broevi naaa ,...,, 21  to~no e neravenstvoto

||...|||||...| 2121 nn aaaaaa +++£+++ . (2)

Da gi razgledame broevite 4-=a  i 3=b . Imame 12-=× ba , 3
4-=b

a , 4|| =a ,

3|| =b , 12|| =×ba  i 3
4|| =b

a , {to zna~i deka ||||12|| baba ×==×  i ||
||

3
4|| b

a
b
a == . Poslednite ra-

venstva va`at za sekoi realni broevi a  i b , {to mo`e da se vidi od slednata teorema.

Teorema 3. i) |||||| baab ×= , za sekoi RÎba, .

ii) ||
||

b
a

b
a = , za sekoi RÎba, , 0¹b .

Dokaz (za onie {to sakaat da znaat pove}e). i) Mo`ni se slednite ~etiri slu~ai:

1) ako 0,0 << ba , toga{ 0>ab , pa zatoa ||))((|||| ababbaba ==--=× .

2) ako 0,0 ³< ba , toga{ 0£ab , pa zatoa ||)(|||| ababbaba =-=-=× .

3) ako 0,0 <³ ba , toga{ 0£ab , pa zatoa ||)(|||| ababbaba =-=-=× .

4) ako 0,0 ³³ ba , toga{ 0³ab , pa zatoa |||||| ababba ==× .
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ii) Ako 0>b , toga{ 01 >b  i ||
111
bbb == , a ako 0<b , toga{ 01 <b  i ||

1111
bbbb ==-= - . Sega od

i) sleduva ||
||

||
111 |||| b

a
bbbb

a aaa =×=×=×= . ¨

Da razgledame nekolku svojstva na apsolutnata vrednost povrzani so neravenst-
vata. Za taa cel }e ja doka`eme slednata teorema.

Teorema 4. i) Ako 0>a , toga{ ax <||  ako i samo ako axa <<- .
ii)  Ako 0>a , toga{ abx <- ||  ako i samo ako abxab +<<- .
iii) Ako 0>a , toga{ ax >||  ako i samo ako ax -<  ili ax > .
iv) Ako 0>a , toga{ abx >- ||  ako i samo ako xab <-  ili abx +> .

Dokaz (za onie {to sakaat da znaat pove}e). i) Neka ax <|| , 0>a . Ako 0³x , toga{

axx <= || , a ako 0<x , toga{ axx <=- ||  t.e. ax -> . Spored toa, ax <  i ax ->  odnosno axa <<-
i toa e intervalot ),( aa- .

Neka axa <<- , 0>a . Ako 0³x , toga{ axx <=|| , a ako 0<x ,

toga{ axx <-=|| . Spored toa, vo sekoj slu~aj ax <|| .

ii) Neka 0>a . Spored i) neravenstvoto abx <- ||  e ekvivalentno so neravenstvata
abxa <-<- , koi se ekvivalentni so neravenstvata abxab +<<-  i toa e intervalot

),( abab +-  pretstaven na crte`ot desno.

iii) Neka 0>a . Da pretpostavime deka ax >|| . Ako 0³x , toga{ axx >= || , a ako 0<x ,

toga{ axx >=- || , t.e. ax -< . Spored toa, ax -<  ili ax >  i toa e mno`estvoto ),(),( ¥È--¥ aa .

Obratno, neka ax -<  ili ax > . Ako 0³x , toga{ axx >=|| , a ako 0<x , toga{
axx >-=|| . Spored toa, vo sekoj slu~aj ax >|| .

iv) Neka 0>a . Spored iii) abx >- ||  ako i samo bxa -<-  ili abx >- , t.e. ako i samo ako
xab <-  ili abx +>  ako i samo ako ),(),( ¥+È--¥Î ababx

(crte` desno). ¨

Da zabele`ime deka tvrdewata od prethodnata teorema va`at i vo slu~aj koga
znacite za neravenstva <  i >  se zamenat so znacite za neravenstva £  i ³ . Pritoa,
namesto otvoreni intervali imame zatvoreni, odnosno poluzatvoreni intervali. Obi-
di se ovie tvrdewa samostojno da gi iska`e{.

Primer 2. a) Najdi gi site realni broevi x  za koi va`i 4
3

4
1 || <-x .

b) Najdi gi site realni broevi x  za koi va`i 3
2

3
1 || ³-x .

Re{enie. a) Od vtoroto tvrdewe vo teoremata 4 sleduva 4
3

4
1

4
3 <-<- x , odnosno

4
3

4
1

4
3

4
1 +<<- x . Spored toa, 12

1 <<- x , {to zna~i deka )1,( 2
1-Îx .

b) Od ~etvrtoto tvrdewe vo teoremata 4 i od prethodnata zabele{ka imame

3
2

3
1 ³-x  ili 3

2
3
1 -£-x , odnosno 3

2
3
1 +³x  ili 3

2
3
1 -£x . Spored toa, 1³x  ili 3

1-£x ,

{to zna~i deka baranoto mno`estvo e ),1[],( 3
1 ¥È--¥ . ¨

)(
ab - ab +b

) (
ab - ab +b
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Primer 3. Najdi gi site prirodni broevi n  so slednite svojstva: postojat broevi

nxxx ...,,, 21  koi mu pripa|aat na intervalot )1,1(-  i za koi va`i ravenstvoto

|...|2003||...|||| 2121 nn xxxxxx ++++=+++ . (3)

Re{enie. Neka n  e broj so sakanoto svojstvo, t.e. postojat broevi nxxx ...,,, 21
koi mu pripa|aat na intervalot )1,1(-  i  za  koi  va`i  (3).  Bidej}i 0|| ³ix  i 1|| <ix , za
sekoj ni ,...,2,1=  od ravenstvoto (3) dobivame

nnxxxxxx nn =×<+++=++++£ 1||...|||||...|20032003 2121 .

Zna~i, potrebno e 2004³n .

]e doka`eme deka sekoj priroden broj 2004³n  go ima sakanoto svojstvo. Ako
2004³n  e paren broj, toga{ zemame

nnnn xxxxxx 2003
42

2003
131 ...,... ======== - .

Broevite nxxx ...,,, 21  mu pripa|aat na intervalot )1,1(-  i za niv va`i (3), proveri. Ako
2004³n  e neparen broj stavame

1
2003

1421
2003

31 ...,... --- ======== nnnn xxxxxx .

Broevite nxxx ...,,, 21  mu pripa|aat na intervalot )1,1(-  i za niv va`i (3), proveri.

Kone~no, baranite prirodni broevi se site prirodni broevi pogolemi ili ed-
nakvi na 2004. ¨

ZADA^I ZA VE@BAWE

1. Presmetaj 2||4||3 +×-× yx  ako:

a) 4
1

3
2 , =-= yx ; b) 8

33
6
3 , =-= yx ; i v) 22,18 =-= yx .

2. Presmetaj |||||| xzzyyx ×+×+×  ako:

a) 4,3,2 -==-= zyx ; b) 4
1

2
1

2
1 ,, =-== zyx ; i v) 12,32,3 ==-= zyx .

3. Presmetaj ||2||2|3|1|2| -++×--× zyx  ako:

a) 4,3,2 -==-= zyx ; b) 2
1

2
1

2
1 ,, =-== zyx ; i v) 3,32,3 =-== zyx .

4. Za koi realni broevi se ispolneti neravenstvata:

a) 2|| <x ; b) 1|| -³x ; v) 3|| ³x ; g) 2|2| ³+x ; i d) 5|3| £-x .

Dobienite mno`estva pretstavi gi na brojna oska.

5. Doka`i deka 22||2 baab +£×  za sekoi RÎba, .

6.    Doka`i deka ako 2
|||| ab < , toga{ ||

2
||

1
aba <- .

7.    Doka`i deka za sekoi realni broevi a  i b  takvi, {to 122 =+ba  va`i 2|| £+ ba .
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2. LINEARNA FUNKCIJA SO NEZAVISNO
    PROMENLIVA I POD ZNAKOT ZA
    APSOLUTNA VREDNOST

Pri izu~uvaweto na linearnata funkcija baxy += , RÎx
vidovme deka za 0¹a  nejziniot grafik e prava koja minuva niz

to~kite ),0( bA  i )0,( a
bB - ,  a  za 0=a  toa e prava koja minuva niz

to~kata ),0( bC  i e paralelna so -x oskata. Taka, na primer, gra-

fikot na linearnata funkcija 62
3 -= xy  e pravata koja minuva niz

to~kite )0,4(A  i )6,0( -B , (crt. desno).

Prirodno e da se zapra{ame: {to pretstavuva grafikot
na linearnata funkcija kaj koja nezavisno promenlivata se
javuva i pod znakot na apsolutnata vrednost. Pred da odgovorime
na postavenoto pra{awe, }e poka`eme kako dadena linearna
funkcija, {to go sodr`i znakot za apsolutna vrednost, mo`e da
se zapi{e so pomo{ na pove}e formuli koi ne go sodr`at znakot za apsolutna vrednost.
Poslednoto }e go objasnime so nekolku primeri.

Primer 4. a) Funkcijata |5|)( -= xxf , RÎx  zapi{i ja so pomo{ na pove}e for-
muli koi ne go sodr`at znakot za apsolutnata vrednost.

b) Funkcijata 4|1|3|3|2)( +++-= xxxf , RÎx  zapi{i ja so pomo{ na pove}e
formuli koi ne go sodr`at znakot za apsolutna vrednost.

Re{enie. a) Od definicijata na apsolutna vrednost imame

î
í
ì

<--
³-

=
î
í
ì

<---
³--

=-
,5)5(

5,5
05)5(
05,5

|5|
xx
xx

xx
xx

x
ako

ako

ako

ako

pa zatoa dadenata funkcija ja zapi{uvame so pomo{ na dve formuli

î
í
ì

<--
³-

=
.5)5(

5,5
)(

xx
xx

xf
ako

ako

b) Prvo gi odreduvame vrednostite na promenlivata x , za koi izrazite pod zna-
kot na apsolutnata vrednost se anuliraat, t.e. dobivaat vrednost nula. Imame, 03 =-x
i 01=+x , pa ottuka 3=x  i 1-=x . Broevite 1-  i 3  go razbivaat mno`estvoto realni
broevi na tri disjunktni intervali )3,1[),1,( ---¥  i ),3[ ¥+ .

Oddelno ja razgleduvame funkcijata na sekoj od ovie intervali (crte` levo).
Imame:

1) ako )1,( --¥Îx , toga{ )3(|3| --=- xx  i
)1(|1| +-=+ xx , pa zatoa

754)1(3)3(2)( +-=++---= xxxxf .

O A

B

x

y

x)1 )2 )3

1- 3
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2) ako )3,1[-Îx , toga{ )3(|3| --=- xx  i 1|1| +=+ xx , pa zatoa

134)1(3)3(2)( +=+++--= xxxxf .

3) ako ),3[ ¥+Îx , toga{ 3|3| -=- xx  i 1|1| +=+ xx , pa zatoa

154)1(3)3(2)( +=+++-= xxxxf .
Od prethodno iznesenoto dobivame

ï
î

ï
í

ì

¥+Î+
-Î+

--¥Î+-
=

),3[,15
)3,1[,13

)1,(,75
)(

xx
xx
xx

xf
ako

ako

ako

{to i treba{e da se najde. ¨

Pri zapi{uvaweto na edna formula vo koja imame apsolutni vrednosti so po-
mo{ na pove}e formuli bez apsolutni vrednosti, vsu{nost se "osloboduvame" od apso-
lutnite vrednosti. Pritoa, ako imame pove}e izrazi pod znakot za apsolutna vrednost,
istite na razli~nite intervali gi zemame so razli~ni predznaci + ili -. Pri ovaa
postapka se mo`ni gre{ki, pa zatoa mo`eme da napravime pomo{na tablica vo koja za
sekoj izraz na pooddelnite intervali }e go zapi{eme soodvetniot predznak. Taka, za
primerot 4 b) ovaa tablica go ima oblikot:

)1,( --¥ )3,1[- ),3[ +¥
3-x - - +
1+x - + +

slu~aj 1) 2) 3)

Vo prethodniot primer vidovme deka ako linearnata funkcija ja sodr`i neza-
visno promenlivata i pod znakot na apsolutnata vrednost, toga{ nea mo`eme da ja
zapi{eme so pove}e formuli koi ne go sodr`at znakot za apsolutna vrednost. Spored
toa, grafikot na vakvata funkcija mo`eme da go nacrtame na sledniot na~in:

1. so analogna postapka kako vo primerot 4 b) dadenata funkcija ja zapi{uvame so
pomo{ na pove}e formuli koi ne go sodr`at znakot za apsolutna vrednost i

2. na sekoj od dobienite intervali ja crtame funkcijata koja e dobiena od po-
~etnata funkcija pri osloboduvaweto od apsolutnata vrednost.

Primer 5. Nacrtaj go grafikot na funkcijata

a) ||)( xxf = , RÎx  i b) |1|)( += xxf , RÎx .

Re{enie. a) Od definicijata za apsolutna vrednost imame

î
í
ì

<-
³

=
ako

ako

0,
0,

)(
xx
xx

xf ,

{to zna~i deka na intervalot )0,(-¥  grafikot na po~etnata funkcija vsu{nost e gra-
fikot na funkcijata xxf -=)(1 , a na intervalot ),0[ ¥+  toa e grafikot na funkcijata

xxf =)(2 . Ako gi nacrtame graficite na funkciite 1f  i 2f  na soodvetnite intervali,
go dobivame grafikot na funkcijata ||)( xxf =  (crte` gore desno).

O 1

x

y

1-

1
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b) Od definicijata za apsolutna vrednost imame

î
í
ì

-<+-
-³+

=
ako

ako

1),1(
1,1

)(
xx
xx

xf ,

{to zna~i deka na intervalot )1,( --¥  grafikot na po~etnata funk-
cija vsu{nost e grafikot na funkcijata 1)1()(1 --=+-= xxxf , a na

intervalot ),1[ ¥+-  toa e grafikot na funkcijata 1)(2 += xxf .

Ako gi nacrtame graficite na funkciite 1f  i 2f  na soodvetnite intervali go
dobivame grafikot na funkcijata |1|)( += xxf  (crte` gore desno). ¨

Zabele{ka 2. Vo primerot 5 gi razgledavme graficite na funkciite ||)( xxf =  i
|1|)( += xxf . Zabele`uvame deka grafikot na funkcijata |1|)( += xxf  mo`e da se dobie

so translacija po -x oskata na grafikot na funkcijata ||)( xxf =  za dol`ina 1- . Ana-
logno, grafikot na funkcijata od vidot ||)( axxf += , RÎx  se dobiva so translacija po
-x oskata na grafikot na funkcijata ||)( xxf =  za dol`ina a-  (zo{to?). Koristej}i go

ova svojstvo, nacrtaj gi graficite na funkciite ||)( 2
1-= xxf  i |3|)( += xxf , RÎx .

Sli~no, grafikot na funkcijata 1||)( += xxf RÎx  mo`e da se dobie so transla-
cija po -y oskata na grafikot na funkcijata ||)( xxf =  za dol`ina 1, a grafikot na
funkcijata bxxf += ||)( , RÎx  mo`e da se dobie so translacija po -y oskata na grafi-
kot na funkcijata ||)( xxf =  za dol`ina b  (zo{to?). Koristej}i go ova svojstvo, nacrtaj
gi graficite na funkciite 3||)( += xxf  i 2||)( -= xxf , RÎx .

 [to mo`e{ da zaklu~i{ za grafikot na funkcijata baxxf ++= ||)( , RÎx ?
Dali mo`e{ da go nacrta{ so pomo{ na grafikot na funkcijata ||)( xxf = , RÎx ?

Nacrtaj gi graficite na funkciite 3|2|)( +-= xxf  i 2
1

2
1 ||)( -+= xxf , RÎx .

Primer 6. Nacrtaj go grafikot na funkcijata

a) |2|||)( --= xxxf , RÎx  i b) |1|1||||)( --= xxf , RÎx .

Re{enie. a) Prvo gi odreduvame vrednostite na promenlivata x , za koi izrazite
pod znakot na apsolutnata vrednost se anuliraat, t.e. dobivaat vrednost nula. Imame,

0=x  i 2=x . Broevite 0  i 2  go razbivaat mno`estvoto realni broevi na tri
disjunktni intervali )2,0[),0,(-¥  i ),2[ ¥+ .

Oddelno ja razgleduvame funkcijata na sekoj od ovie intervali. Imame:

1) ako )0,(-¥Îx , toga{ xx -=||  i )2(|2| --=- xx , pa zatoa
2)2()( -=-+-= xxxf .

2) ako )2,0[Îx , toga{ xx =||  i )2(|2| --=- xx , pa zatoa
22)2()( -=-+= xxxxf .

3) ako ),2[ ¥+ , toga{ xx =||  i 2|2| -=- xx , pa zatoa
2)2()( =--= xxxf .

Ponatamu, na sekoj od intervalite )2,0[),0,(-¥  i ),2[ ¥+  gi

O 1

x

y

1-

1

O 1

y

x

2

2-

|2||| --= xxy

2
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crtame graficite na dobienite funkcii so {to go dobivame grafikot na funkcijata
|2|||)( --= xxxf , crte` levo.

b) Analogno, kako i vo prethodnite primeri, posledovatelno gi nao|ame realni-
te broevi za koi se anulira izrazot pod znakot za apsolutna vrednost. Imame, 1|1||| =-x
i od zabele{kata 1 b) sleduva }1,1{1|| -Î-x . Ponatamu, od 11|| -=-x  nao|ame 0|| =x  pa
zatoa 0=x , a od 11|| =-x  nao|ame 2|| =x , {to spored zabele{kata 1 b) zna~i 2-=x  ili

2=x . Broevite 0,2-  i 2  go razbivaat mno`estvoto realni broevi na ~etiri disjunkt-
ni intervali ),2,( --¥ ),0,2[- )2,0[  i ),2[ ¥+ .

Oddelno ja razgleduvame funkcijata na sekoj od ovie intervali. Imame:

1) ako )2,( --¥Îx , toga{ posledovatelno nao|ame

2|2||11||1|1|||1|1||||)( --=--=---=---=--= xxxxxxf .
2) ako )0,2[-Îx , toga{ posledovatelno nao|ame

î
í
ì

-Î-
--Î+

=
î
í
ì

-Î
--Î+

=

î
í
ì

-Î-+
--Î-+-

=-+=---=--=

).0,1[,
)1,2[,2

)0,1[|,|
)1,2[|,2|

)0,1[|,11|
)1,2[|,1)1(|

|1|1|||1|1|||1|1||||)(

xx
xx

xx
xx

xx
xx

xxxxf

3) ako )2,0[Îx , toga{ posledovatelno nao|ame

î
í
ì

Î-
Î

=
î
í
ì

Î-
Î

=

î
í
ì

Î--
Î---

=--=--=

).2,1[,2
)1,0[,

)2,1[|,2|
)1,0[|,|

)2,1[|,11|
)1,0[|,1)1(|

|1|1|||1|1||||)(

xx
xx

xx
xx

xx
xx

xxxf

4) ako ),2[ ¥+Îx , toga{ posledovatelno dobivame
2|2||11||1|1|||1|1||||)( -=-=--=--=--= xxxxxxf .

Od prethodno iznesenoto sleduva deka funkcijata |1|1||||)( --= xxf  se zapi{uva so {est
formuli koi ne go sodr`at znakot za apsolutna vrednost. Ako na sekoj od najdenite
intervali go konstruirame grafikot na soodvetnata funkcija, toga{ go dobivame
grafikot na po~etnata funkcija (crte` gore desno). ¨

ZADA^I ZA VE@BAWE

8. Funkcijata:
a) |1|2|4|)( ++-= xxxf , RÎx ; b) 3|1|1|2|)( -+-= xxf , RÎx ; i

v) |1|2|||4|3)( -++-= xxxf , RÎx
zapi{i ja so pomo{ na pove}e formuli koi ne go sodr`at znakot za apsolutna vrednost.

9.    Nacrtaj go grafikot na funkcijata:
a) ||1)( xxf -= , RÎx ; b) 4|2|3)( --= xxf , RÎx ; i v) |1|24)( +-= xxf , RÎx .

10.  Nacrtaj go grafikot na funkcijata:
a) |2|||)( -+= xxxf , RÎx ; b) |1|2|23|)( +--= xxxf , RÎx ; i

v) |12||3|24)( +-+-= xxxf , RÎx .

O 1

y

1-

x
1

22-

|1|1|||| --= xy
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11.  Nacrtaj go grafikot na funkcijata:

a) |2|||)( -= xxf , RÎx ; b) ||1|23|)( --= xxf , RÎx ; i

v) |2|1||3)( +-+= xxf , RÎx .

12.  Nacrtaj go grafikot na funkcijata:

a) |1|1||||)( ++= xxf , RÎx ; b) |3|2|1|||)( ---= xxf , RÎx ; i

v) ||1||2||2)( ++--= xxxf , RÎx .

3. LINEARNA RAVENKA SO NEPOZNATA I
    POD ZNAKOT ZA APSOLUTNA VREDNOST

^estopati sme soo~eni so potrebata da re{ime linearna ravenka vo koja nepoz-
natata se sre}ava i pod znakot za apsolutna vrednost. Vakvite ravenki mo`eme da gi re-
{avame na pove}e na~ini, no nie vo na{ite razgleduvawa }e se zadr`ime na metodot na
intervali, koj se sostoi vo slednovo:

1. so analogna postapka, kako vo primerot 4 b), od dadenata ravenka dobivame
pove}e linearni ravenki koi ne go sodr`at znakot za apsolutna vrednost i
~ii re{enija im pripa|aat na soodvetnite intervali i

2. ja re{avame sekoja od dobienite ravenki i proveruvame dali re{enieto mu
pripa|a na soodvetniot interval:
- ako re{enieto mu pripa|a na soodvetniot interval, toga{ toa e re{enie

na po~etnata ravenka;
- ako re{enieto ne mu pripa|a na soodvetniot interval, toga{ toa ne e re-

{enie na po~etnata ravenka i go otfrlame.

Vo primerot 6 b) re{avavme elementarni ravenki so nepoznata pod znakot na
apsolutna vrednost, pri {to se koristevme samo so svojstvoto 0|| >= ab  ako i samo ako

},{ aab -Î . Vo na{ite razgleduvawa }e se osvrneme na poslo`eni primeri preku koi }e
gi razgledame osnovnite tipovi na linearni ravenki od ovoj vid.

Primer 7. Vo mno`estvoto realni broevi re{i ja ravenkata 9|34| =+x .

Re{enie. Od zabele{kata 1 b) imame deka 9|34| =+x  ako i samo ako }9,9{34 -Î+x
t.e. 934 =+x  ili 934 -=+x . Spored toa, re{avaweto na ravenkata se sveduva na re{avawe

na dve linearni ravenki so edna nepoznata, ~ii re{enija se 2
3=x  i 3-=x . Zna~i, re{enie

na dadenata ravenka se broevite 3-  i 2
3 , t.e. mno`estvoto re{enija e },3{ 2

3-=M . ¨

Primer 8. Vo mno`estvoto re{i ja ravenkata:

a) 43|62| +=+ xx ; b) 83442 -=+- xxx .

Re{enie. a) Bidej}i
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î
í
ì

--¥Î--
+¥-Î+

=
î
í
ì

-<--
-³+

=
î
í
ì

<+--
³++

=+
),3,(,62
),3[,62

3,62
3,62

062,62
062,62

|62|
xx
xx

xx
xx

xx
xx

x

dadenata ravenka treba da ja re{avame na sekoj od intervalite )3,( --¥  i ),3[ +¥- .

Ako )3,( --¥Îx , toga{ 43|62| +=+ xx Û 4362 +=-- xx , t.e. 2-=x  i bidej}i
)3,(2 --¥Ï- , dobivame deka 2-  ne e re{enie na po~etnata ravenka. Ako, pak,

),3[ +¥-Îx , toga{ 43|62| +=+ xx Û 4362 +=+ xx , t.e. 2=x  i bidej}i ),3[2 +¥-Î ,
zaklu~uvame deka 2 e re{enie na po~etnata ravenka.

Zna~i, ravenkata ima samo edno re{enie: 2=x .

b) Od zabele{ka 1 a) imame |2|)2(44 22 -=-=+ xxxx , pa zatoa dadenata ra-

venka e ekvivalentna na ravenkata 83|2| -=- xx . Ponatamu,

î
í
ì

-¥Î+-
+¥Î-

=
î
í
ì

<+-
³-

=
î
í
ì

<-+-
³--

=-
),2,(,2
),2[,2

2,2
2,2

02,2
02,2

|2|
xx
xx

xx
xx

xx
xx

x

pa dadenata ravenka treba da ja re{avame na sekoj od intervalite )2,(-¥  i ),2[ +¥ .

Ako )2,(-¥Îx , toga{ 83|2| -=- xx Û 832 -=+- xx , t.e. 2
5=x  i bidej}i

)2,(2
5 -¥Ï , dobivame deka 2

5  ne e re{enie na po~etnata ravenka. Ako, pak, ),2[ +¥Îx ,

toga{ 83|2| -=- xx Û 832 -=- xx , t.e. 3=x  i bidej}i ),2[3 +¥Î  zaklu~uvame deka 3 e
re{enie na po~etnata ravenka.

Zna~i, ravenkata ima samo edno re{enie: 3=x . ¨

Zabele{ka 3. Ravenkite od primerot 8 se od vidot )(|)(| xgxf = . Ravenka od ovoj vid
mo`e da se re{i i na sledniot na~in. Gi re{avame ravenkite )()( xgxf =  i )()( xgxf -= , a
potoa proveruvame dali najdenite re{enija ja zadovoluvaat i po~etnata ravenka. Taka,
na primer, za ravenkata od primerot 8 a) imame 62)( += xxf  i 43)( += xxg , pa zatoa

)()( xgxf = Û 4362 +=+ xx Û 2=x  i

)()( xgxf -= Û 4362 --=+ xx Û 2-=x .

Sega, od 4)2(322|6)2(2| +-×=-¹=+-×  zaklu~uvame deka 2-=x  ne e re{enie na po~et-
nata ravenka, a bidej}i 42310|622| +×==+× , zaklu~uvame deka 2=x  e re{enie na po-
~etnata ravenka.

Primer 9. Vo mno`estvoto realni broevi re{i ja ravenkata

 a) 62|||63| +=++ xxx  i b) 35|1|3|3|2 -=++- xxx .

Re{enie. a) Broevite 2-  i 0 , za koi se anuliraat apsolutnite vrednosti na
desnata strana na ravenkata, go razbivaat mno`estvoto realni broevi na tri disjunkt-
ni intervali )2,( --¥ , )0,2[-  i ),0[ +¥ . So zapi{uvawe na desnata strana so pove}e
formuli bez znakot za apsolutna vrednost, dobivame



152

ï
î

ï
í

ì

¥+Î+
-Î+

--¥Î--
=++

).,0[,64
)0,2[,62

)2,(,64
|||63|

xx
xx
xx

xx
ako

ako

ako

Spored toa, za da ja re{ime po~etnata ravenka treba da gi re{ime ravenkite:

),,0[,6264
)0,2[,6262

)2,(,6264

¥+Î+=+
-Î+=+

--¥Î+=--

xxx
xxx
xxx

Re{enieto na prvata ravenka, brojot 2-=x  ne mu pripa|a na intervalot
)2,( --¥ , pa zna~i vo ovoj slu~aj po~etnata ravenka nema re{enie.

Vtorata ravenka e identitet za sekoj RÎx , pa zna~i i za )0,2[-Îx .

Re{enieto na tretata ravenka 0=x  pripa|a na intervalot ),0[ +¥ , pa zatoa toa e
re{enie i na po~etnata ravenka.

Kone~no, re{enie na po~etnata ravenka e mno`estvoto ]0,2[}0{)0,2[ -=È-=M .

b) Broevite 3  i 1- , za koi se anuliraat apsolutnite vrednosti na desnata stra-
na na ravenkata, go razbivaat mno`estvoto realni broevi na tri disjunktni intervali

)1,( --¥ , )3,1[-  i ),3[ +¥ . So zapi{uvawe na desnata strana so pove}e formuli bez znakot
za apsolutna vrednost dobivame

).,3[,3535
)3,1[,359

)1,(,3535

¥+Î-=-
-Î-=+

--¥Î-=+-

xxx
xxx
xxx

Re{enieto na prvata ravenka, brojot 5
3=x  ne mu pripa|a na intervalot )1,( --¥ ,

pa zna~i vo ovoj slu~aj po~etnata ravenka nema re{enie. Re{enieto na vtorata ravenka
3=x  ne mu pripa|a na intervalot )3,1[- , pa zna~i vo ovoj slu~aj po~etnata ravenka nema

re{enie. Tretata ravenka e identitet za sekoj RÎx , pa zna~i i za ),3[ +¥Îx .

Kone~no, re{enie na po~etnata ravenka e mno`estvoto ),3[ +¥=M . ¨

Primer 10. Vo mno`estvoto realni broevi re{i ja ravenkata

4||63|| =++ xx .

Re{enie. Spored zabele{kata 1 b), dobivame deka po~etnata ravenka e ekviva-
lentna na ravenkite:

1) 4|63| =++ xx 2) 4|63| -=++ xx

Ako ja iskoristime postapkata od zabele{kata 3, od ravenkata 1) gi dobivame
ravenkite xx -=+ 463  i 463 -=+ xx  ~ii re{enija se 2

1-=x  i 2
5-=x . So neposredna

proverka nao|ame deka 2
1-=x  e re{enie na 1), a 2

5-=x  ne e re{enie na 1).
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Povtorno spored zabele{ka 3, za ravenkatata 2) gi nao|ame ravenkite

xx --=+ 463  i 463 +=+ xx  ~ii re{enija se 2
5-=x  i 1-=x , soodvetno. So neposredna

proverka nao|ame deka 2
5-=x  i 1-=x  ne se re{enija na 2).

Kone~no, mno`estvoto re{enija na dadenata ravenka e }{ 2
1-=M . ¨

Primer 11. Vo mno`estvoto realni broevi re{i ja ravenkata

34|4|32|| +=-+- xxx .

Re{enie. Ja primenuvame postapkata od zabele{kata 3. Od po~etnata ravenka gi
dobivame ravenkite 344|32| +=-+- xxx  i 344|32| --=-+- xxx  koi se ekvivalentni
na ravenkite:

1) 73|32| +=- xx 2) xx 51|32| -=- .

Ponatamu, povtorno spored zabele{kata 3 od ravenkata 1) gi nao|ame ravenkite:

1a) 7332 +=- xx 1b) 7332 --=- xx
~ii re{enija se 10-=x  i 5

4-=x . So neposredna proverka nao|ame deka nitu edno od

ovie re{enija ne e re{enie na po~etnata ravenka. Sega za ravenkata 2) ja primenuvame
postapkata od zabele{kata 3 i gi dobivame ravenkite:

2a) xx 5132 -=- 2b) 1532 -=- xx
~ii re{enija se 7

4=x  i 3
2-=x . So zamena vo po~etnata ravenka nao|ame samo deka

3
2-=x  e re{enie na istata.

Kone~no, mno`estvoto re{enija na po~etnata ravenka e }{ 3
2-=M . ¨

ZADA^I ZA VE@BAWE

13. Vo mno`estvoto realni broevi re{i ja ravenkata:
a) 1|25| =+x ; b) 3

1|23| =- x ; i v) 5|| 3
2

2
1 =-x .

14. Vo mno`estvoto realni broevi re{i ja ravenkata:

a) xx 2|2| =+ ; b) 1|| 2
1

3
1 +=- xx ; i v) xxx -= +-

5
47

2
|53| .

15. Vo mno`estvoto realni broevi re{i ja ravenkata:
a) |12|5|1| +=- xx ; b) 2|1||1| =-++ xx ; v) 4|3||2||1| =--++- xxx ;

g) 9|82||3||2| =-+-+- xxx ;  i d) |3||1||2| +=+++ xxx
16. Vo mno`estvoto realni broevi re{i ja ravenkata:

a) xxx 10|3||1| =-++ ; b) 105|1||32| -=+-- xxx ; i v) xxx =+++ 9|1||| .

17. Vo mno`estvoto realni broevi re{i ja ravenkata:
a) 32|3|3|| =+-- xx ; b) 1||||1|2| =-- x ;

v) 2||2|||| =++ xx ; i g) xxx 21||3||2||| -=--+ .

18. Vo mno`estvoto realni broevi re{i ja ravenkata:

a) 03||1
4|| =++
-
x

x ; i b) 2
3

|2||2|
14||6 =++-

+-
xx

xx .



154

4. SISTEM LINEARNI RAVENKI SO NEPOZNATI I
    POD ZNAKOT ZA APSOLUTNA VREDNOST

Vo prethodnite razgleduvawa preku primeri vidovme kako se re{avaat linear-
ni ravenki vo koi nepoznatata e i pod znakot za apsolutna vrednost. Ovde }e razgledame
kako se re{avaat sistemi od dve linearni ravenki so dve nepoznati, pri {to barem vo
edna od ravenkite imame nepoznata i pod znakot za apsolutna vrednost.

Primer 12. Vo mno`estvoto realni broevi re{i go sistemot ravenki

î
í
ì

=+
=+

.5||||
1

yx
yx

Re{enie. Od prvata ravenka ja izrazuvame nepoznatata x  i dobivame yx -=1 . Za-
menuvaj}i go ovoj izraz za x  vo vtorata ravenka, ja dobivame ravenkata 5|||1| =+- yy
koja e ekvivalentna na ravenkata

5|||1| =+- yy .

Broevite 1 i 0 , za koi se anuliraat apsolutnite vrednosti na desnata strana na
ravenkata, go razbivaat mno`estvoto realni broevi na tri disjunktni intervali

)0,(-¥ , )1,0[  i ),1[ +¥ . So zapi{uvawe na desnata strana so pove}e formuli bez znakot za
apsolutna vrednost dobivame

).,1[,51
)1,0[,51

)0,(,51

¥+Î=+-
Î=++-

-¥Î=-+-

yyy
yyy
yyy

Re{enieto na prvata ravenka, brojot 2-=y  mu pripa|a na intervalot )0,(-¥ , pa
zna~i vo ovoj slu~aj sistemot ima re{enie 2-=y , 3=x . Vtorata ravenka e protivre~-
na, pa zna~i vo ovoj slu~aj sistemot nema re{enie. Re{enieto na tretata ravenka, bro-
jot 3=y  mu pripa|a na intervalot ),1[ +¥ , pa zna~i vo ovoj slu~aj sistemot ima re{enie

3=y , 2-=x .

Kone~no, re{enie na sistemot e mno`estvoto )}2,3(),3,2{( --=M . ¨

Primer 13. Vo mno`estvoto realni broevi re{i go sistemot ravenki

î
í
ì

-=+
=-++
.44|1|

5|1||1|
yx
yx

Re{enie. Ako od prvata ravenka ja odzememe vtorata ravenka ja dobivame raven-
kata:

yy 49|1| -=- . (1)

Za da ja re{ime ravenkata (1), ja primenuvame postapkata od zabele{kata 3. Od
ravenkata (1) gi dobivame ravenkite yy 491 -=-  i 941 -=- yy  ~ii re{enija se 2=y  i
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3
8=y  soodvetno. So neposredna proverka nao|ame deka 2=y  e re{enie na ravenkata

(1), a 3
8=y  ne e re{enie na ovaa ravenka.

So zamena na 2=y  vo vtorata ravenka na sistemot, ja dobivame ravenkata
4|1| =+x . Spored zabele{kata 1 b) od poslednata ravenka dobivame 41=+x  i 41 -=+x

t.e. 3=x  i 5-=x .

Kone~no, re{enie na sistemot e mno`estvoto )}2,3(),2,5{(-=M . ¨

Primer 14. Vo mno`estvoto realni broevi re{i go sistemot ravenki

î
í
ì

=--+
=++-
2|1||1|
1|2||3|

yx
yx

i skiciraj go mno`estvoto re{enija vo koordinaten sistem.

Re{enie. Vo sistemot nepoznata x  se javuva dvapati pod znakot za apsolutna vred-
nost i vo slu~ajot izrazite pod znakot za apsolutna vrednost se anuliraat za 3  i 1- . Broe-
vite 1-  i 3 , za koi se anuliraat apsolutnite vrednosti koi go sodr`at x , go razbivaat
mno`estvoto realni broevi na tri disjunktni intervali )1,( --¥ , )3,1[-  i ),3[ +¥ . Zatoa,
re{enijata na sistemot }e gi pobarame na sekoj od ovie intervali oddelno.

a) Ako )1,( --¥Îx , toga{ sistemot go dobiva vidot:

î
í
ì

=----
=+++-

.2|1|1
1|2|3

yx
yx

(2)

Ako gi odzememe ravenkite na sistemot (2), po sreduvaweto ja dobivame ravenkata

5|1||2| -=-++ yy ,

koja nema re{enie bidej}i nejzinata leva strana e pozitivna za sekoj realen broj y ,  a
nejzinata desna strana e negativna.

b) Ako )3,1[-Îx , toga{ sistemot go dobiva vidot:

î
í
ì

=--+
=+++-
.2|1|1

1|2|3
yx

yx
(3)

Gi sobirame ravenkite na sistemot (3) i ja dobivame ravenkata

1|1||2| -=--+ yy .

Broevite 2-  i 1 za koi se anuliraat izrazite pod znakot na apsolutnata vrednost go
delat mno`estvoto realni broevi na tri disjunktni intervali )2,( --¥ , )1,2[-  i ),1[ +¥ .
Na intervalite )2,( --¥  i ),1[ +¥  ravenkata nema re{enie (proveri!), a na intervalot

)1,2[-  re{enie e 1-=y  i bidej}i )3,1[31|1| -Ï=+-= yx , zaklu~uvame deka vo ovoj slu~aj
sistemot nema re{enie.

v) Ako ),3[ +¥Îx , toga{ sistemot go dobiva vidot:

î
í
ì

=--+
=++-

.2|1|1
1|2|3

yx
yx

(4)
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Gi odzemame ravenkite na sistemot (4) i ja dobivame ravenkata

3|1||2| =-++ yy .

Broevite 2-  i 1 za koi se anuliraat izrazite pod znakot na apsolutnata
vrednost go delat mno`estvoto realni broevi na tri disjunktni intervali )2,( --¥ ,

)1,2[-  i ),1[ +¥ .

Na intervalot )2,( --¥  ravenkata go dobiva oblikot 312 =+--- yy , pa zatoa
2-=y  i 41|1| =+-= yx  i bidej}i ),3[4 +¥Î  dobivame deka re{enie na sistemot e

podredeniot par )2,4( - .

Na intervalot )1,2[-  go dobivame identitetot 33 = , pa
zatoa re{enie e sekoj )1,2[-Îy  i pritoa mora da va`i

2+-= xy . Spored toa, vo ovoj slu~aj re{enie na sistemot e
delot od pravata 2+-= xy  za koj va`i ),3[ +¥Îx  i )1,2[-Îy .

Na intervalot ),1[ +¥  imame 312 =-++ yy  t.e. 1=y  i
11|1| =+-= yx , a ),3[1 +¥Ï  dobivame deka vo ovoj slu~aj siste-

mot nema re{enie.

Na crte`ot levo e skicirano mno`estvoto re{enija. ¨

Primer 14. Vo mno`estvoto realni broevi re{i go sistemot ravenki

î
í
ì

=+
-=-

.21
1112||

xy
yyx

Re{enie. Od vtorata ravenka na sistemot imame 12 -= xy  i  ako  zamenime  vo
prvata ravenka po sreduvaweto dobivame

2324|1| -=- xx . (5)

Ako na ravenkata (5) ja primenime postapkata od zabele{kata 3, gi dobivame ravenkite

23241 -=- xx  i 23241 +-=- xx  ~ii re{enija se 23
22=x  i 25

24=x , soodvetno. So nepos-

redna proverka nao|ame deka 23
22=x  ne e re{enie na ravenkata (5), a 25

24=x  e re{enie na

ravenkata (5). Kone~no, so zamena za 25
24=x  vo 12 -= xy  nao|ame 25

23=y , {to zna~i deka

mno`estvoto re{enija na sistemot e )},{( 25
23

25
24=M . ¨

ZADA^I ZA VE@BAWE

19. Vo mno`estvoto realni broevi re{i go sistemot ravenki:

a)
î
í
ì

=+-
=-+

01||
01

yx
yx

 i b)
î
í
ì

=-+
=+

3|1|2
52||

yx
yx

O 1

y

x

2-

2-

2 3 4 5

1
2

1-
1-



157

20. Vo mno`estvoto realni broevi re{i go sistemot ravenki:

a)
î
í
ì

=+
=+

6||3||2
3||||

yx
yx

 i b)
î
í
ì

=--
=-

.3|1|||3
32
yx

yx

21. Vo mno`estvoto realni broevi re{i go sistemot ravenki:

a)
î
í
ì

=+
=+
1||

1||||
yx

yx
 i b)

î
í
ì

=-
=+

.1|3|
2

yx
yx

22. Vo mno`estvoto realni broevi re{i go sistemot ravenki:

a)
î
í
ì

-=-
=-++

.33|2|
8|1||2|

yx
yx

 i b)
î
í
ì

+=+
=-+-

.32|3|
8|1||2|

yx
yx

.

23. Najdi gi site vrednosti na parametarot a , za koi sistemot

î
í
ì

=-+
=+

1||||
||||4

xay
xyx

ima to~no dve re{enija.

5. LINEARNI NERAVENKI SO EDNA NEPOZNATA I
    POD ZNAKOT ZA APSOLUTNA VREDNOST

Vo dosega{nite razgleduvawa se osvrnavme na re{avaweto na linearnite raven-
ki so edna nepoznata i sistemi od dve linearni ravenki so dve nepoznati vo koi nepoz-
natite se i pod znakot za apsolutna vrednost. Isto taka, znae{ da re{ava{ i linearni
neravenki so edna nepoznata i nivni sistemi. Vo ovoj del }e se zapoznaeme so linearni-
te neravenki so edna nepoznata kaj koi nepoznatata e i pod znakot za apsolutna vred-
nost. Pred da premineme na razgleduvawe na ovie neravenki da se potsetime na defini-
cijata i na osnovnite tvrdewa za linearnite neravenki.

Neka se dadeni linearnite funkcii )(xfy =  i )(xgv = . Iskaznite funkcii vo
oblik

RÎ£³<> xxgxfxgxfxgxfxgxf );()();()();()();()(

gi narekuvame linearni neravenki so edna nepoznata. Pod re{enie na linearna nera-
venka go podrazbirame mno`estvoto od site vrednosti na promenlivata x  za koi dade-
nata iskazna funkcija preminuva vo to~en iskaz, t.e. za koi dobivame to~ni brojni ne-
ravenstva. Ponatamu, za dve linearni neravenki velime deka se ekvivalentni ako mno-
`estvata re{enija im se ednakvi, t.e. ako sekoe re{enie na prvata neravenka e re{enie
i na vtorata neravenka i obratno.

Osnovna ideja za re{avawe na neravenki e zadadenata neravenka so pomo{ na al-
gebarski transformacii da se svede na poednostavna neravenka koja e ekvivalentna na
zadadenata. Pri re{avaweto na linearnite neravenki, transformaciite so koi toa se
postignuva se slednive:

1. ako )(),( xgxf  i )(xh  se linearni funkcii, toga{ neravenkite )()( xgxf <  i
)()()()( xhxgxhxf +<+ , RÎx  se ekvivalentni.
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2. ako )(xf  i )(xg  se linearni funkcii, toga{:
a) za sekoj 0>c  neravenkite )()( xgxf <  i )()( xgcxfc ×<×  se ekvivalentni i
b) za sekoj 0<c  neravenkite )()( xgxf <  i )()( xgcxfc ×>×  se ekvivalentni.

Da zabele`ime deka vo 1. i 2. namesto znakot za neravenstvo < , mo`at da stojat
znacite £>,  i ³ , i pritoa tvrdewata ostanuvaat vo sila.

]e razgledame nekolku primeri.

Primer 15. Vo mno`estvoto realni broevi re{i ja neravenkata 11||
2||3 -<+

-
x
x .

Re{enie. Bidej}i 01|| >+x , za sekoj RÎx  dadenata neravenka }e ja pomno`ime
so 1|| +x  i ja dobivame ekvivalentnata neravenka 1||2||3 --<- xx . Ponatamu, od dvete
strani na neravenkata dodavame 2|| +x  i ja dobivame ekvivalentnata neravenka 1||4 <x ,

koja ja delime so 04 >  i dobivame 4
1|| <x . Kone~no, od teoremata 4 i) imame deka

poslednata neravenka e ekvivalentna na 4
1

4
1 <<- x , pa zatoa re{enie na po~etnata

neravenka e ),( 4
1

4
1-Îx . ¨

Primer 16. Vo mno`estvoto realni broevi re{i ja neravenkata 1|42| -<- xx .

Re{enie. Bidej}i 0|42| ³-x , za sekoj RÎx  dadenata neravenka ima smisla ako
01>-x  t.e. ako 1>x  odnosno ),1( +¥Îx . Spored teoremata 4 ii) za ),1( +¥Îx  imame

1|42| -<- xx Û 142)1( -<-<-- xxx Û )142142( -<-+->- xxxx i

Û )3( 3
5 <> xx i Û )3,(3

5Îx .

Kone~no, bidej}i )3,(),1()3,( 3
5

3
5 =+¥Ç , dobivame deka mno`estvoto re{enija na

neravenkata e intervalot )3,(3
5 . ¨

Primer 17. Vo mno`estvoto realni broevi re{i ja neravenkata

0|32||31| ³+-- xx .

Re{enie. Broevite 3
1  i 2

3  za koi se anuliraat izrazite pod znakot za apsolutna-

ta vrednost go delat mno`estvoto realni broevi na tri zaemno disjunktni intervali
),( 2

3--¥ , ),[ 3
1

2
3-  i ),[3

1 +¥ . Dadenata neravenka }e ja razgledame na sekoj od ovie inter-

vali.
a) Na intervalot ),( 2

3--¥  imame

0|32||31| ³--- xx Û 03231 ³++- xx Û 4£x Û ]4,(-¥Îx .

Spored toa, edno mno`estvo re{enija na dadenata neravenka e mno`estvoto

),(]4,(),( 2
3

2
3 --¥=-¥Ç--¥ .
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b) Na intervalot ),[ 3
1

2
3-  imame

0|32||31| ³+-- xx Û 03231 ³--- xx Û 5
2-£x Û ],( 5

2--¥Îx .

Spored toa, edno mno`estvo re{enija na dadenata neravenka e mno`estvoto

],[],(),[ 5
2

2
3

5
2

3
1

2
3 --=--¥Ç- .

v) Na intervalot ),[3
1 +¥  imame

0|32||31| ³+-- xx Û 03231 ³--+- xx Û 4³x Û ),4[ +¥Îx .

Spored toa, edno mno`estvo re{enija na dadenata neravenka e mno`estvoto

),4[),4[),[3
1 +¥=+¥Ç¥ .

Kone~no, od a), b) i v) sleduva deka mno`estvoto re{enija na po~etnata neraven-
ka e ),4[],(),4[],[],( 5

2
5
2

2
3

5
2 +¥È--¥=+¥È--È--¥ . ¨

Primer 18. Vo mno`estvoto realni broevi re{i ja neravenkata

2|5|12|| >-+x .

Re{enie. Spored teoremata 4 dadenata ravenka e ekvivalentna na

25|12| -<-+x  ili 25|12| >-+x

odnosno na

3|12| <+x  ili 7|12| >+x .

Ponatamu, povtorno od teoremata 4 od neravenkata 3|12| <+x  dobivame

3123 <+<- x Û 12 <<- x Û )1,2(-Îx ,

a od neravenkata 7|12| >+x  dobivame

127 +<- x  ili 712 >+x Û )4,( --¥Îx  ili ),3( +¥Îx .

Kone~no, od prethodno iznesenoto sleduva deka mno`estvoto re{enija na neravenkata
2|5|12|| >-+x  e

),3()1,2()4,( +¥È-È--¥=M . ¨

Primer 19. Vo mno`estvoto realni broevi re{i ja neravenkata

xx +<-+ 2|5|12|| .

Re{enie. Bidej}i 12 +x  prima vrednost nula za 2
1=x , }e razgledame koga 2

1-<x

i 2
1-³x .

a) Za 2
1-<x  imame 12|12| --=+ xx , pa zatoa dadenata neravenka e ekvivalentna

so neravenkata xx +<- 2|62| . Za da ja re{ime poslednata neravenka }e razgledame dva
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slu~ai 3<x  i 3³x . Slu~ajot 3³x  ne e mo`en bidej}i 2
1-<x , a od 3<x  i 2

1-<x  imame

2
1-<x  i vo ovoj slu~aj neravenkata xx +<- 2|62|  e ekvivalentna so neravenkata

xx +<+- 262 , od {to dobivame x34 <  t.e. 3
4>x . Poslednoto ne e mo`no bidej}i

2
1-<x . Spored toa, vo ovoj slu~aj neravenkata nema re{enie.

b) Za 2
1-³x  imame 12|12| +=+ xx , pa zatoa dadenata neravenka e ekvivalentna so

neravenkata xx +<- 2|42| . Za da ja re{ime poslednata neravenka }e razgledame dva
slu~ai 2<x  i 2³x .

b1) Ako 2<x , toga{ neravenkata xx +<- 2|42|  e ekvivalentna so neravenkata

xx +<+- 242 , pa zatoa 3
2>x . Spored toa, sekoe re{enie x  na po~etnata neravenka gi

zadovoluva uslovite 2
1-³x , 3

2>x  i 2<x , pa zatoa vo ovoj slu~aj intervalot )2,( 3
2  e

re{enie na po~etnata ravenka.

b2) Ako 2³x , toga{ neravenkata xx +<- 2|42|  e ekvivalentna so neravenkata
242 +<+ xx , pa zatoa 2-<x , {to ne e mo`no.

Kone~no, od a) i b) sleduva deka mno`estvoto re{enija na po~etnata ravenka e
intervalot )2,( 3

2 . ¨

ZADA^I ZA VE@BAWE

24. Vo mno`estvoto realni broevi re{i ja neravenkata:

a) 1|25| <- x , b) 5|13| ³-x  i v) 4|3| <- x .

25. Vo mno`estvoto realni broevi re{i ja neravenkata:

a) 102|2| -£- xx , b) xx >- |32|  i v) 2|14| +->+ xx .

26. Vo mno`estvoto realni broevi re{i ja neravenkata:

a) 14|||32| -->+ xxx , b) 0|12||3| ³+-+ xx  i v) 3|62||1| <-+- xx .

27. Vo mno`estvoto realni broevi re{i ja neravenkata:

a) 4|2|3|2| £--- xx , b) 3||13|3| £-- xx  i v) 2||32|| >-- xx .

28. Vo mno`estvoto realni broevi re{i ja neravenkata:

a) xxx -<-- 4||3|2| , b) 12||13|3| +£-- xx  i v) xx +>-- 2||32|5| .
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6. PRIMENA NA METODOT NA ZAMENA PRI
    RE[AVAWE NA SISTEMI LINEARNI RAVENKI

Pri izu~uvaweto na sistemite linearni ravenki se zapozna so osnovnite metodi
za nivno re{avawe. Vo ovoj del }e se navratime na metodot na zamena, t.e. }e vidime
kako so voveduvawe na novi promenlivi daden sistem se sveduva na sistem linearni
ravenki so ~ie re{avawe vsu{nost go re{avame po~etniot sistem. ]e razgledame
nekolku primeri.

Primer 20. Vo mno`estvoto realni broevi re{i go sistemot ravenki

ïî

ï
í
ì

=-

=+

.

1

2
113

6
1

3
4

2
3

yx

yx

Re{enie. Dadeniot sistem ima smisla za 0¹x  i 0¹y . Imame

ïî

ï
í
ì

=-×

=×+×

.3

1

2
111

6
11

3
41

2
3

yx

yx

Voveduvame novi nepoznati
vu yx == 11 , (1)

i go dobivame sistemot
ïî

ï
í
ì

=-

=+

2
1

6
1

3
4

2
3

3

1

vu

vu
 koj e ekvivalenten so sistemot

î
í
ì

=-
=+

.126
789

vu
vu

Ako vtorata ravenka na posledniot sistem ja pomno`ime so 4 i potoa ja sobereme so
prvata ravenka, dobivame 1133 =u  od kade {to nao|ame 3

1=u . Sega so zamena vo prvata

ravenka nao|ame 783 =+ v , t.e. 2
1=v . Od (1) nao|ame 2

11
3
11 , == yx , t.e. 2,3 == yx .

Najdenite vrednosti 2,3 == yx  gi zadovoluvaat uslovite 0¹x , 0¹y , pa zatoa se

re{enie na sistemot. ¨

Primer 21. Vo mno`estvoto realni broevi re{i go sistemot ravenki

ï
î

ï
í

ì

=+

=+

-+

-+

.2
3

2
1

2
1

)(8
3

2
1

xy
y

yx

xy
y

yx

Re{enie. Sistemot ima smisla za 02 ¹+ yx  i 0¹- xy . Voveduvame novi nepoz-
nati
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uyx =+2
1  i vxy

y =-

i go dobivame sistemot

ïî

ï
í
ì

=+

=+

.2
3

2
1

8
3

vu

vu

Ako od vtorata ravenka ja izvadime prvata, dobivame 2
1

2
3

8
3 -=- vv  od kade {to nao|ame

5
8=v . So zamena vo vtorata ravenka nao|ame 10

1-=u . Ako se vratime na starite

promenlivi, go dobivame sistemot

ïî

ï
í

ì

=

-=

-

+

5
8

10
1

2
1

xy
y

yx

koj e ekvivalenten na sistemot

î
í
ì

=-
-=+

.083
102

xy
yx

Re{enie na posledniot sistem e 19
30

19
80 , -=-= yx  i toa gi zadovoluva uslovite 02 ¹+ yx

i 0¹- xy , pa zatoa e re{enie i na po~etniot sistem. ¨

Primer 22. Vo mno`estvoto realni broevi re{i go sistemot ravenki

ïî

ï
í
ì

=+++-

=+--

-

-

.05104

0452

23
2

23
1

yx

yx

yx

yx

Re{enie. Dadeniot sistem ima smisla za 023 ¹- yx  i toj e ekvivalenten na sis-
temot

ïî

ï
í
ì

-=×+--

=+-

-

-

.52)52(2

452

23
1

23
1

yx

yx

yx

yx

Voveduvame novi promenlivi uyx =- 52  i vyx =-23
1  i go dobivame sistemot

î
í
ì

-=+-
=+

522
4
vu

vu

~ie re{enie e 4
13=u  i 4

3=v . Ponatamu, se vra}ame na starite promenlivi i go

dobivame sistemot

ïî

ï
í
ì

=-

=-

3
4
4

13

23

52

yx

yx
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~ie re{enie e 132
2=x  i 132

85-=y  i istoto go zadovoluva uslovot 023 3
4 ¹=- yx , pa zatoa

e re{enie i na po~etniot sistem. ¨

Primer 23. Vo mno`estvoto realni broevi re{i go sistemot ravenki

ïî

ï
í
ì

=-

=+

b

a

yx

yx
11

11

kade a  i b  se parametri.

Re{enie. Dadeniot sistem ima smisla za 0¹x  i 0¹y . Voveduvame novi nepoz-

nati vu yx == 11 ,   i go dobivame sistemot

î
í
ì

=-
=+

bvu
avu

~ie re{enie e 2
bau +=  i 2

bav -= . Se vra}ame na starite nepoznati i nao|ame

2
1 ba
x

+=  i 2
1 ba
y

-=

t.e.
2)( =+ xba  i 2)( =- yba .

Ako 0¹+ ba  i 0¹- ba , toga{ bax += 2  i bay -= 2 . Bidej}i najdenite vrednosti za

x  i y  se razli~ni od nula dobivame deka za ba ¹  i ba -¹  po~etniot sistem ima re{e-

nie i toa e bax += 2  i bay -= 2 . ¨

ZADA^I ZA VE@BAWE

29. Vo mno`estvoto realni broevi re{i go sistemot ravenki:

a)
ïî

ï
í
ì

=-

=+

4
11

2
13

21 2

yx

yx
i b)

ïî

ï
í
ì

=-

=+

40
5111

10
711

yx

yx

30. Vo mno`estvoto realni broevi re{i go sistemot ravenki:

a)
ïî

ï
í
ì

=-+

=-+

+

+

364

232

1
3

1
1

y

y

yx

yx
, i b)

ïî

ï
í
ì

=+

=-

++

++

.2

1

)1(3
1

32
5

1
1

32
6

yyx

yyx

31. Vo mno`estvoto realni broevi re{i go sistemot ravenki:

ïî

ï
í
ì

+=-

+=+

++

++

2

1

1
1

3
1

1
1

3
1

b

a

yx

yx
,

kade {to a  i b  se parametri.
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7. RE[AVAWE NA ZADA^I KOI SE SVEDUVAAT
    NA LINEARNA RAVENKA I SISTEMI
    LINEARNI RAVENKI

Re{avaweto na golem broj problemi od praktikata naj~esto se sveduva na sosta-
vuvawe ravenki i nivno re{avawe vo mno`estvoto realni broevi. Iako pogolemiot
broj zada~i koi se vo neposredna vrska so sekojdnevniot `ivot se sveduvaat na ravenki
od povisok stepen, sepak ne mnogu mal broj od niv mo`at da se re{at so pomo{ na
linearni ravenki ili nivni sistemi. ]e navedeme nekolku vakvi zada~i.

Primer 25. Ku~eto [arko zabele`alo zajak na 200 svoi ~ekori od sebe, koj po~-
nal vo toj moment da tr~a, a [arko se vdal po nego. Za isto vreme [arko pravi 5 svoi
~ekori, a zajakot 6 svoi ~ekori. Kolku ~ekori }e napravi zajakot, pred [arko da go
stigne, ako se znae deka 2 ~ekori na [arko po dol`ina se ednakvi na 3 ~ekori na
zajakot?

Re{enie. Ako [arko go stignal zajakot po x  ~ekori na zajakot, toga{ [arko }e

pomine pat od 2003
2 +x  svoi ~ekori. No, dodeka [arko pravi 5 ~ekori, zajakot pravi 6

~ekori, pa zatoa 65
2003

2
xx

=
+

.

Od poslednata ravenka dobivame 1200=x , {to zna~i deka zajakot }e napravi
1200 ~ekori. ¨

Primer 26. Od ~a{a polna so mleko, Petre ispil 5
1  od mlekoto i ~a{ata ja

dopolnil so kafe. Potoa pak otpil 5
1  od polnata ~a{a i ja dopolnil so kafe. Otkako

po tret pat ispil 5
1  od sodr`inata na ~a{ata, vo nea ostanale 328cm  pove}e mleko

otkolku kafe. Najdi go volumenot na ~a{ata.

Re{enie. So x  da go ozna~ime volumenot na ~a{ata. Po sekoe piewe, vo ~a{ata
ostanuvalo mleko, odnosno kafe kako {to sleduva:

- po prvoto piewe: x5
4  mleko i x5

1  kafe;

- po vtoroto piewe: xxx 25
16

5
4

5
1

5
4 =×-  mleko i xxx 25

9
25
16 =-  kafe; i

- po tretoto piewe: xxx 125
64

25
16

5
1

25
16 =×-  mleko i xxx 125

36
25
9

5
1

25
9 =×-  kafe.

Od uslovot na zada~ata imame deka 28125
36

125
64 =- xx , od {to sleduva deka 3125cmx = . ¨

Primer 27. Aco, Bojan i Cane se dopi{uvaat me|u sebe, taka {to:
- Aco mu pi{uva na Bojan sekoj tret den, a na Cane sekoj vtor den;
- Bojan mu pi{uva na Aco po ~etiri dobieni pisma od Aco i Cane, a na Cane

sekoj tret den;
- Cane mu pi{uva na Aco po tri dobieni pisma od Aco i Bojan, a na Bojan sekoj

~etvrti den.
Po kolku dena Aco }e dobie 61 pismo, ako pismata patuvaat po eden den?
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Re{enie. So x  da go ozna~ime brojot na denovite za koi na Aco mu e isprateno

61 pismo. Za toa vreme Bojan od Aco dobil 3
1-x  pisma, a od Cane dobil 4

1-x  pisma, {to

zna~i deka vkupno dobil 12
)1(7 -x  pisma. Isto taka, Cane dobil od Aco 2

1-x  pisma, a od

Bojan 3
1-x  pisma, {to zna~i vkupno 6

)1(5 -x  pisma.

Sega od uslovot na zada~ata sleduva deka za x  denovi Bojan }e mu prati na Aco

412
)1(7

×
-x  pisma, a Cane }e mu prati na Aco 36

)1(5
×
-x , od {to ja dobivame ravenkata

6118
)1(5

48
)1(7 =+ -- xx .

Re{enie na poslednata ravenka e 145=x  i bidej}i pismoto patuva eden den dobivame
deka za 146 dena Aco }e dobie 61 pismo. ¨

Primer 28. Ilija i Nikola me|usebno podelile suma od 1632 denari. Ilija
potro{il 5

3 , a Nikola 7
3  od svojot del i im ostanale ednakvi sumi. Kolku pari dobil

sekoj od niv?

Re{enie. Neka Ilija dobil x  denari, a Nikola y  denari. Od uslovite na zada-
~ata imame:

ïî

ï
í
ì

=

=+

.

1632

7
4

5
2 yx

yx

Re{enieto na gorniot sistem ravenki e: 672,960 == yx . Zna~i, Ilija dobil 960, a

Nikola 672 denari. ¨

Primer 29. Cane trgnal na u~ili{te me|u 8 i 9 ~asot nautro vo vreme koga
strelkite na ~asovnikot se poklopuvale. Se vratil me|u 2 i 3 ~asot popladne, koga
strelkite zafa}ale ramen agol. Kolku vreme Cane bil otsuten od doma?

Re{enie. So x  da go ozna~ime brojot na minutite po 8 ~asot vo prviot slu~aj.
Dodeka golemata strelka pominuva cel krug, malata pominuva dvaesetti del, a toa sood-
vetstvuva na 5 minuti. Malata strelka trgnuva od brojot 8, a golemata od brojot 12, pa ja
dobivame ravenkata xx =+ 1240 , ~ie re{enie e 11

480=x . Analogno, vo vtoriot slu~aj ja

imame ravenkata 3010 12 -=+ yy , ~ie re{enie e 11
480=y .

Bidej}i, 11
480== yx  zaklu~uvame deka od poa|aweto na u~ili{te do vra}aweto

pominale to~no 6 ~asa. ¨

Primer 30. Vozot preminal preku most dolg 225 m, vozej}i so konstantna brzina,
za 27 sekundi, smetaj}i od doa|aweto na lokomotivata na mostot, pa do izleguvaweto na
posledniot vagon od mostot. Potoa vozot za 9 sekundi pominal pokraj eden pe{ak, koj se
dvi`el sprotivno od nasokata na dvi`eweto na vozot. Za toa vreme pe{akot pominal 9
m. Najdi ja dol`inata na vozot vo metri i negovata brzina na dvi`ewe vo km na ~as.
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Re{enie. Da pretpostavime deka vozot za 1 sekunda pominuva v m i deka dol-
`inata na vozot e x m. Toga{ lokomotivata za 27 sekundi pominuva ( x+225 ) m, pa
zatoa xv += 22527 . Pe{akot se dvi`i sprotivno od dvi`eweto na vozot, i za devette
sekundi lokomotivata pominuva )9( -x  m, pa zatoa 99 -= xv .

So toa go dobivme sistemot ravenki

î
í
ì

+=
-=

xv
xv

22527
99

~ie re{enie e 126=x , 13=v . Zna~i, dol`inata na vozot e m126 , a negovata brzina e

km8,461000
360013 =×  na ~as. ¨

ZADA^I ZA VE@BAWE

32. Dedoto Trajko go pra{ale:
- Dedo, kolku godini ima tvojot sin?
- Toj ima tolku sedmici, kolku {to ima denovi mojot vnuk. A mojot vnuk ima tolku meseci

          kolku {to jas imam godini. - odgovoril dedo Trajko.
- A, ti dedo kolku godini ima{?
- Pa, zaedno so sinot i vnukot imame 100 godini. - odgovoril dedo Trajko.
Kolku godini ima sekoj od niv?

33.  Od gradovite A i V, koi se oddale~eni 390 km eden od drug, istovremeno trgnale dva
kamioni, eden kon drug. Brzinata na edniot e za 10 km na ~as pogolema od brzinata na
drugiot kamion. Po tri ~asa patuvawe tie se nao|ale na rastojanie od 24 km eden od drug.
Kolkava e brzinata na sekoj od niv? (Razgledaj gi dvata slu~ai: koga ne se razminuvaat i koga
se razminuvaat)

34.  Mornarot Klime go posetil svojot prijatel Rampo vo seloto Y. Koga se vra}al vo prista-
ni{teto, Klime nemal prevozno sredstvo, pa zatoa trgnal pe{. Otkako pominal 4 km vo
prviot ~as, toj presmetal deka ako prodol`i so istata brzina, }e zadocni polovina ~as od
trgnuvaweto na brodot. Zatoa ostanatiot del od patot Klime go pominuval so brzina od 6 km
na ~as i pristignal 40 minuti pred trgnuvaweto na brodot. Kolkavo e rastojanieto od
seloto do pristani{teto?

35.  Rastojanieto me|u seloto na Rampo i sosednoto selo e 12 km. Rampo trgnal od svoeto selo vo 9
~asot i 25 minuti i stignal vo sosednoto selo vo 13 ~asot i 15 minuti. Utredenta se vratil,
no trgnal vo 11 ~asot i stignal vo 14 ~asot i 40 minuti. Najdi na koe rastojanie od negovoto
selo se nao|a mestoto na patot na koe Rampo pominal obata dena vo isto vreme i vo kolku
~asot toj pominal pokraj toa mesto?

36.  Stojan i Aleksa se ka~uvaat po podvi`ni skali koi se dvi`at nagore. Stojan se dvi`i dva-
pati pobrzo od Aleksa. Stojan zastanal na petnaesettoto skalilo, a Aleksa na desettoto
skalilo. Kolku vidlivi skalila imaat podvi`nite skali?

37.  Avionot preletal 385 km so brzina od 220 km na ~as. Preostanatiot del od patot go preletal
so brzina od 330 km na ~as. Srednata brzina na letot na celiot pat bila 250 km na ~as. Kol-
kav pat preletal avionot?

38.   Na pateka, pokraj `elezni~ka pruga, se dvi`i pe{ak so brzina od 6 km na ~as. Voz, koj doa|a
od sprotivnata nasoka, se razminuva so pe{akot za 12,6 sekundi. Istiot voz pristignuva drug
pe{ak, koj so brzina od 3,6 km na ~as se dvi`i vo ista nasoka kako i vozot, i go pominuva za
15 sekundi. Kolku e dolg vozot i so koja brzina se dvi`i?
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39.  Voz dolg 110 m dvi`ej}i se so brzina od 3
25 m vo sekunda, vo 9 ~asot i 10 minuti pristignuva

pe{ak i go pominuva za vreme od 15 sekundi. Vo 9 ~asot i 16 minuti sretnuva drug pe{ak i so
nego se razminuva za 12 sekundi. Vo kolku ~asot se sretnale pe{acite?

40. Presmetaj gi brzinata i dol`inata na vozot koj za 8 sekundi pominuva pokraj nepodvi`en
nabquduva~, a za 12 sekundi go pominuva peronot dolg 480 m?

41.  Anastas patuva so ~amec po rekata Drim, od Struga do Globo~ica i obratno. Rastojanieto
me|u Struga i Globo~ica e 18 km, a toj patuva vkupno 5 ~asa. Kolkava e brzinata na rekata
Drim, ako Anastas patuva za isto vreme 4 km nizvodno, a 2 km vo obratna nasoka?

PROVERI GO SVOETO ZNAEWE

1. a) Presmetaj 2||3||4|| -++ xyyx  ako 6-=x  i 2
6=y .              (5 b)

b) Funkcijata 3|23||32|)( +-+-= xxxf , RÎx  zapi{i ja so pomo{ na pove}e formuli bez
     da go koristi{ znakot za apsolutna vrednost.            (10 b)

2. Nacrtaj go grafikot na funkcijata
a) RÎ--= xxxf ,2|2|)( .             (8 b)

b) RÎ--+= xxxxf |,4|2|2|)( .            (15 b)

3. Vo mno`estvoto realni broevi re{i ja ravenkata
a) xx 2|3| =+ .             (8 b)

b) |3|2|2| +=- xx .            (15 b)

4.  Re{i go sistemot ravenki:

a)
ïî

ï
í
ì

=-+

=-+

+

+

364

232

1
3

1
1

y

y

yx

yx
(15 b)

b)
î
í
ì

=+-
=-+

.01||
01

yx
yx

   (20 b)

5.    Re{i ja neravenkata:
a) 72|1| -£- xx .            (15 b)

b) 0|32||3| ³+-+ xx .            (20 b)

6. a) Ednocifren broj x  e zgolemen za 10 i so toa brojot x  e zgolemen za nekoj procent. Ako
            dobieniot broj go zgolemime za istiot procent, kako i prviot pat go dobivame brojot 72.
            Najdi go brojot x .            (15 b)

b) Brojot A e 92% od brojot V. Ako brojot V go zgolemime za 700, toga{ toj }e bide pogolem
            od brojot A za 9% od svojata nova vrednost. Najdi gi broevite A i V.            (20 b)

Zabele{ka. Pri re{avaweto treba da izbere{ samo po edna podzada~a od sekoja zada~a. Dokolku
         saka{ samostojno da se oceni{, mo`e{ da go iskoristi{ sledniov kriterium:

Bodovi: 41-55 56-70 71-85 86-100
Ocenka: 2 3 4 5
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ODGOVORI,  UPATSTVA  I
RE[ENIJA NA ZADA^ITE

GLAVA I

1. Re{enie. Od 11 31233333 -+ ×=×+=+ nnnnn  i

NÎ-13n , za sekoj NÎn  sleduva )33(|12 1++ nn  .

2. Re{enie. Neka tzyxxyzt +++= 101001000  e
proizvolen ~etiricifren broj. Toga{, brojot
zapi{an so istite cifri no vo obraten

redosled e xyzttzyx +++= 101001000 , pa zatoa

)1111010111(9 tzyxtzyxxyzt --+=-  {to zna~i

)(|9 tzyxxyzt - .

3. Upatstvo. 43
24
-n  e priroden broj ako i samo ako

24|)43( -n , pa zatoa }24,12,8,6,4,3,2,1{43 Î-n .
Odgovor. 2=n  ili 4=n .

4. Upatstvo. 2
9

2
52 2 ++

- -= aa
a , pa zatoa 9|)2( +a .

Odgovor. }7,1,1,3,5,11{ ----Îa .

5. Upatstvo. 2
5

2
1 2

2

++
+ +-= nn

n n , pa zatoa 5|)2( +n .

Odgovor. }3,1,3,7{ ---În .

6. Re{enie. Bidej}i zbirot na site broevi e
ednakov na nula, zaklu~uvame deka brojot na
negativnite broevi e ednakov na brojot na
pozitivnite broevi, a kako proizvodot im e 1,
dobivame deka negativni broevi ima k2 .
Zna~i, imame kk 422 =×  listovi i ovoj broj e
deliv so 4.

7. Re{enie. Dvocifreni sodr`ateli na brojot
23 se 23, 46, 69 i 92. Edinstveni prirodni bro-
evi koi go zadovoluvaat uslovot se: 23, 46, 69,
92, 469, 692, 923, 4692, 6923, 46923. Zna~i, bara-
niot broj e 46923.

8. Upatstvo. a) 530254)35( 2 ++=-+ nnn n .

b) 1640169)54( 22 ++=-+ nnn .

9. Upatstvo. a) 505050100 1936196 -=- .

b) 10101041034030 1627)2()3(23 -=-=- .

Iskoristi go razlo`uvaweto:

)...)(( 1221 ---- ++++-=- kkkkkk babbaababa .

10. Upatstvo. a) Bidej}i 7221 2 =++ , zaklu~uva{
deka treba da gi grupira{ sobircite vo grupi
od po tri:

).221(2...)221(2)221(2

)222(...)222()222(
297242

99989765432

+++++++++

=+++++++++

11. Upatstvo. a) Grupiraj gi sobircite po dva.

b) Iskoristi ja formulata 2
)1(...21 +=+++ nnn .

12. Upatstvo. a) Ako gi pomno`i{ polinomite na
desnata strana }e go dobie{ polinomot na le-
vata strana.

b) nn nnn 14)1...88)(18(1148 21 -+++-=-- -- .

v) nnnnnnn 619)625(761225761257 2 ×+-×=×+×=×+× .

13. Re{enie. Imame 17)23(215963 ++=+= nnn ,
pa zatoa baraniot ostatok e 17.

14. Re{enie. Bidej}i delitelite se ralikuvaat za
1, a ostatokot za 14, koli~nikot }e bide 14.
Zna~i, baraniot broj e 19469814132 =+× .

15. Re{enie. Metodi delel dva prirodni broja, na
primer a  i b . Metodi zgre{il i na mestoto
na brojot a  go dobil brojot 30214, koj e za

44407460 =×  pomal od a  (zo{to?). Zna~i,
34654444030214 =+=a  i

46874:)2234654( =-=b .

16. Upatstvo. Ako broevite se k  i 1+k , posebno
razgledaj gi slu~aite koga k  e paren i koga k
e neparen.

17. Re{enie. Neparen priroden broj mo`e da se
zapi{e vo oblikot 12 +k , pa zatoa za negoviot

kvadrat imame 1)1(4)12( 2 ++=+ kkk , {to spo-

red zada~a 16 zna~i 18124)12( 2 +=+×=+ ppk .

18. Upatstvo. Razgledaj gi broevite nn ,1-  i 1+n .
Zbirot na nivnite kubovi e

)2(3)1()1( 2333 +=+++- nnnnn .
Sega iskoristi deka sekoj priroden broj n  e
od vidot 13,3 +kk  ili 23 +k .

19. Upatstvo. Vo razlo`uvaweto )1)(1(3 +-=- nnnnn
iskoristi deka sekoj priroden broj n  e  od
vidot: 26,16,6 ±± kkk  ili 36 +k .

20. Upatstvo. Iskoristi deka sekoj priroden broj
e od vidot 13,3 +kk  ili 23 +k .

21. Upatstvo. Vo razlo`uvaweto

6)2)(1(623 23 +++=+++ nnnnnn ,
iskoristi deka sekoj priroden broj e od vidot

26,16,6 ±± kkk  ili 36 +k .

22. Re{enie. a) Cifrata na ednicite na brojot
42  e 6. Zatoa, cifrata na edinicite na brojot
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50042000 )2(2 =  e 6, od {to sleduva deka cifra-

ta na edinicite na brojot 122000 -  e 5, pa zatoa

)12(|5 2000 - .

b) Za sekoj NÎn  cifrata na edinicite na

brojot 2n  e 0, 1, 4, 5, 6  ili 9, pa zatoa cifrata

na edinicite na brojot 72 -n  e 3, 4, 8, 9 ili 2,

{to zna~i )7(|5 2 -/ n .

23. Upatstvo. a) Iskoristi go razlo`uvaweto

0111...11191010
1989

1990
43421

edin.

×=-  i potoa primeni go

kriteriumot za delivost so 9.

b) Brojot 43421

edinici81
111...111  e deliv so 9 (zo{to?). Sega

podeli so 9 i razgledaj gi grupite cifri koi
se povtoruvaat, pa za sekoja grupa primeni go
kriteriumot za delivost so 9.

24. Re{enie. Za 1=n  tvrdeweto e o~igledno. Ako

1>n , toga{ 699...99410
1
321

devet.-

=-
n

n  i ovoj broj e

deliv so 2 i so 3, t.e e deliv so 6.

25. Upatstvo. Razgledaj gi posebno slu~aite 1=n
i 1>n . Vo vtoriot slu~aj doka`i deka brojot
e deliv so 5 i so 9.

26. Re{enie. Od 43421

edinici2002
1111...11114 ×=a  sleduva a|8 / .

27. Upatstvo. Prvo opredeli ja nepoznatata cif-
ra taka {to brojot da bide deliv so 3 i so 5, a
potoa dobieniot broj zgolemi go za 1 i 2.
Odgovor. 631455, 631456 i 631457.

28. Re{enie. Brojot e deliv so 12 ako i samo ako e
deliv so 3 i 4. Zna~i, zbirot na cifrite mora
da e deliv so 3, a brojot sostaven od posledni-
te dve cifri mora da e deliv so 4. Baranite
broevi se: 4116, 4212, 4416, 4512, 4716 i 4812.

29. Re{enie. Baraniot broj zavr{uva na 0, a zbi-
rot na cifrite mora da e deliv so 9. Baranite
broevi se 8100 i 8190.

30. Upatstvo. Baraniot broj zapi{i go vo oblikot

ybxa 88  i potoa iskoristi deka sekoj od broe-

vite ba8  i yx8  e deliv so 5 i so 9. Odgovor.
180585.

31. Upatstvo. Iskoristi ja razvienata forma na
zapisot na priroden broj.

32. Odgovor. a) ne b) da v) ne.

33. Upatstvo. Iskoristi gi kriteriumite za
delivost so 3 i 11. Odgovor. 198825, 198858 i
198891.

34. Odgovor. a) 45; b) 9.

35. Re{enie. Neka 1+= ab

)1,12(
)1,1(),1(

))1(,1(),(

-+=
-++=++++=

++++=++

nan
naanananaan
anaaanabnban

NZD

NZDNZD

NZDNZD

 i kako 12 +an  e neparen broj, dobivame deka
),( abnban ++NZD  e neparen broj.

36. Re{enie. Imame

.1)1,17(
)314,17()314,421(

=+=
++=++

n
nnnn

NZD

NZDNZD

37. Re{enie. Imame

.1)1,3(
)72,3()72,319(

=+=
++=++

n
nnnn

NZD

NZDNZD

38. Re{enie. Ako 2),( =-+ babaNZD , toga{ va`i
dxba =+  i dyba =- , pa zatoa )(2 yxda +=  i

)(2 yxdb -= . No, a  i b  se zaimno prosti, pa
zatoa 2|d .

39. Re{enie. 150=+ yx  i 30),( =yxNZD , pa zatoa
vyux 30,30 == , 1),( =vuNZD  i  so  zamena  vo

prvata ravenka nao|ame 5=+ vu . Zna~i,
}4,3,2,1{Îu , od {to sleduva }120,90,60,30{Îx .

Soodvetnite vrednosti za y  se opredeluvaat
spored formulata xy -= 150 .

40. Upatstvo. 8400=xy  i 20),( =yxNZD , pa zatoa
vyux 20,20 == , 1),( =vuNZD  t.e. 21=uv .

41. Odgovor. a)

100114537655190)7655,1001( ×+×-== NZD1 .

42. Odgovor. a) 7,5 -== yx . b) 8,9 -== yx .

43. Re{enie. Od 1),( =caNZD  sleduva deka posto-
jat x  i y  takvi, {to 1=+ cyax . Sli~no, pos-
tojat z  i t  takvi, {to 1=+ ctbz . Od posled-
nite dve ravenstva imame

)())((1 cytaxtybzcxzab +++=

pa zatoa 1),( =cabNZD .

44. Re{enie. Imame

abcab |),(NZD  i bccab |),(NZD
pa zatoa

bcabbcabcab == ),(),(|),( NZDNZDNZD .

45. Re{enie. Od zada~a 44 imame cbac |),(NZD ,
{to zna~i deka ),(|),( bcbac NZDNZD .
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46. Re{enie. Neka kbaaba =-= ),(),( NZDNZD
t.e. postojat x  i y  takvi, {to kyba =-  i

kxa = , 1),( =yxNZD . Sega )( yxkb -=  i

)(2 yxxkab -= , pa zatoa

y
yxkx

ky
yxxk

ba
abc )()(2 --
- === .

Od 1),( =yxNZD  i c  e priroden broj sleduva
ky |  i kako 1),,( =cbaNZD  dobivame ky = .

Kone~no, 2kkyba ==- .

47. Odgovor. a) 2280; b) )1)(910( ++ nn

48. Upatstvo. Iskoristi deka

xyyxyx =× ),(),( NZSNZD

a potoa postapi kako vo zada~a 40.

49. Odgovor. a) ),( baNZD ; b) ),( baNZS .

50. Re{enie. Ako baraniot broj e n , toga{ brojot
5+n  se deli so 7, 9 i 12. Od 252)12,9,7( =NZD

sleduva kn 2525 =+ , ,...3,2,1=k . Bidej}i n  e
tricifren broj dobivame 3,2,1=n . Baranite
broevi se 247, 499 i 751.

51. Odgovor. 361 denar.

52. Odgovor. 19720320, 19722240, 19724160, 19726080,
19728000 i 19729920.

53. Upatstvo. Prvo precrtaj gi onie broevi koi se
delivi so 4, pa potoa broevite koi se delivi
so 6, pa so 10. Vnimavaj, nekoi broevi }e bidat
dvapati ili tripati precrtani.

54. Re{enie. a) Ako so n  go ozna~ime najmaliot
od ovie broevi, toga{ nivniot zbir e )2(5 +n
i ovoj broj e slo`en.
b) Jasno, tvrdeweto va`i za prostite broevi
pomali od 30. Ponatamu, sekoj priroden broj
mo`e da se zapi{e vo oblikot km +30 , kade

29,...,1,0=k  i prostite broevi se nao|aat me|u
broevite od vidot

2930,2330,1930
,1730,1330,1130,730,130

+++
+++++

mmm
mmmmm

od {to sleduva tvrdeweto na zada~ata.

55. Re{enie. Ako 2=p , toga{ 75 =+p  i
119 =+p  se prosti broevi. Ako 2>p , toga{

p  e neparen, pa 5+p  i 9+p  se parni broevi
pogolemi od 2 i tie se slo`eni.

56. Re{enie. a) za sekoj 1>n  imame

)22)(22(4 224 +++-=+ nnnnn
i toa e slo`en broj.
b) Imame

)5252)(5252(52 336533651210 ++-+=+

t.e. brojot 1210 52 +  e slo`en.

57. Upatstvo. Iskoristi deka sekoj prost broj p
pogolem od 3 e od vidot 16 ±k  i doka`i deka

vo voj slu~aj brojot 13 2 +p  e slo`en. Slu~aite
2=p  i 3=p  razgledaj gi oddelno.

58. Upatstvo. Slu~aite 2=p  i 3=p  razgledaj gi
oddelno, a potoa iskoristi deka sekoj prost
broj pogolem od 3 e od vidot 16 ±k .

59. Upatstvo.  Iskoristi deka

)1)(1(1 100110012002 +-=- ppp  .

60. Upatstvo. Iskoristi deka za 2>n  va`i

32 >n  i kako n2|3 /  se dobiva deka n2  e od vi-
dot 13 +k  ili 23 +k .

61. Upatstvo. Doka`i deka, ako p  ne se deli so 3,

toga{ 18 2 +p  e slo`en broj. Potoa, proveri

deka za 3=p  broevite 18 2 +p  i 18 2 -p  se
prosti.

62. Upatstvo. Iskoristi gi razlo`uvaweto

)1)(1(2 2342 ++++-= kkkkkp

i faktot deka k  e neparen priroden broj.
Odgovor. 3=k  i 11=p .

63. Upatstvo. Iskoristi go razlo`uvaweto

))(( 2233 rqrqrqrqp ++-=-=  i potoa deka od
p  e prost broj sleduva 1=- rq  ili

122 =++ rqrq . Odgovor. 3,19 == qp  i 2=r .

64. Upatstvo. Za 2 i 3 proveri neposredno, a za
prosti broevi pogolemi od 3 iskoristi deka
tie se od vidot 16 ±k . Odgovor. a) 3; b) 3 i v) 3.

65. Odgovor. a) 11532 23 ××× ; b) 171172 ××× .

66. Odgovor. 6=n .

67. Re{enie. a) Od 13332234 ×××=  sleduva deka
takvi broevi ne postojat. b) Od 753105 ××=
dobivame deka baranite broevi se 357, 375, 537,
573, 735 i 753.

68. Odgovor. a) 532 23 ××  i 117532 224 ×××× . b) 112 ×

i 17117532 23 ××××× .

69. Odgovor. a) 144 ; b) 108 .
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70. Re{enie. Baraniot broj e od vidot qp2 , kade
p  i q  se prosti broevi. Jasno, za 2=p  i

3=q  ovoj broj e najmal i toa e brojot 12.

71. Odgovor. a) ima; b) nema; v) nema.

72. Odgovor. a) ZÎ-=+-= ttytx ,4835,75 ;

b) ZÎ--=+= ttytx ,113,3011 ;

v) ZÎ-== ttytx ,67,4 .

73. Odgovor. Arso }e napolni  1, 4 i 17 ili 3, 1 i
18 kesi od po 2, 3 i 5 kilogrami, soodvetno.

74. Odgovor. Pekarot Teodor mo`e da gi napravi
slednite kombinacii od vekni leb: 0, 20 i 80
ili 5, 11 i 84 ili 10, 2 i 88 vekni leb od 5, 3 i
0,5 kilogrami, soodvetno.

75. Odgovor. 44, 47 ili 50.

76. Upatstvo. a) Dadenata ravenka e ekvivalentna
na ravenkata 12)1)(1( =--++ xyxy . Sega is-
koristi deka

).4()3(43)6()2(
62)12()1(11212
-×-=×=-×-=
=×=-×-=×=

b) Dadenata ravenka e ekvivalentna na raven-
kata 7)4)(3( =-- yxyx . Sega iskoristi deka

)1()7(177 -×-=×= .

77. a) Dadenata ravenka e ekvivalentna na raven-

kata yyx 1022 += . Diskutiraj go koli~nikot na

desnata strana. b) Dadenata ravenka e ekviva-

lentna na ravenkata 1
823 1 --+++= yyyyx .

Diskutiraj go koli~nikot na desnata strana.

78. Upatstvo. Diskutiraj ja poslednata cifra na
desnata strana na ravenkata. Odgovor. a) 1=x
i 2777=y . b) nema re{enie.

79. Upatstvo. a) Zaklu~i deka sekoj od broevite
yx,  i z  mora da e paren i svedija ja ravenkata

na ravenkata 497222 =++ knm . Sega dva od
broevite vo poslednata ravenka treba da se
parni, a eden treba da e neparen, pa se dobiva

ravenkata 124222 =+++ ccba . b) Brojot x
mora da e paren, pa ravenkata se sveduva na ra-

venkata 49722 =+ yn , koja nema re{enija vo
mno`estvoto celi broevi.

80. a) Razgledaj gi oddelno parnite i neparnite
celi broevi.

b) Iskoristi deka sekoj cel broj mo`e da se
zapi{e kako 24,14,4 ++ kkk  i 34 +k , kade k  e

cel broj.

81. Upatstvo. Razgledaj kongruentnost po modul
10. Odgovor. a) 6; b) 6; v) 3.

82. Re{enie. a) Od )(mod baba -º  sleduva deka

)(mod baba kk -º . b) Od )(mod baba +-º  sle-

duva deka )(mod1212 baba kk +-º ++ .

83. Upatstvo. a) Od )24mod(152 º  sleduva deka

)24mod(15100 º , pa zatoa )24mod(8555100 º+
itn. b) Postapi  analogno kako pod a). Odgo-
vor. a) 16; b) 5.

84. Re{enie. a) Od

)11mod(226 -º , )11mod(232 -º
 sleduva deka

).11mod(0)2(9)2(2

9)3(2)2(32 262216

º-×+-×º

×+×=+ ++

nn

nnnn

b) Od )37mod(734 º  i )37mod(7253 ×º imame

).32mod(0)35(57232

5)5()3(232532 341345

º××+××º

×+××=+× ++

nnn

nnnnnn

v) Od )57mod(782 º  sleduva

).57mod(078749

8)8(74987 2122

º×+×º

×+×=+ ++

nn

nnnn

g) Od )17mod(5325 ×º  sleduva

).57mod(0935)53(8352 235 º××+××=×+ ++ nnnnnn

85. Upatstvo. Postapi analogno kako vo prethod-
nata zada~a.

86. Odgovor. Marko go mno`i tricifreniot broj
{to mu go ka`uva Dorotej i poslednite tri
cifri od dobieniot proizvod mu go dava
zamisleniot broj. Zo{to?

89. Upatstvo. Razgledaj gi ostatocite po modul 6.

90. Upatstvo. Razgledaj gi ostatocite po modul 19.

91. Upatstvo. Razgledaj gi ostatocite po modul 4.

93.   Odgovor. a) nema; b) ima; v) ima.

95. Odgovor. a) )17(mod10ºx ;

b) )6(mod1ºx , )10(mod6ºx
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GLAVA II

1. Odgovor. a) }11,10,9,8,7,6,5,4{ ;
b) }24,21,18,15,12,9,6,3{ ; i
v) }120,60,40,30,24,20,15,12,10,8,6,5,4,3,2,1{ .

2. a) }123|{ << xx ; b) }2503|{ <<= xkxx i ;  i

v) }120||{ NÎxxx i .

3. Odgovor. a) }64,32,16,8,4,2{=A ; b) }{3
7=B ;

v) )12,6,4,3,2,1{ ±±±±±±=C ;

g) }96,48,24,12,6,3,,,{ 2
3

4
3

8
3=D .

4. Odgovor. CA =  i DB = .

5. Odgovor. NÌP , NÌM  i Æ=Ç NM .

6. Odgovor. a) },12|{ NÎ+==È kknnBA .

b) },41|{ RÎ<£-=È xxxBA
v) },22|{ RÎ³-£=È xxxxBA ili

7. Odgovor. a) },112|{ NÎ+==Ç kknnBA ,

b) },20|{ RÎ<<=Ç xxxBA ,

v) },22|{ RÎ<<-=Ç xxxBA  i

g) Æ=Ç BA .

8. a) }5,3{},5,4{},4,3,2,1{ === CBA
b) }5,3,2,1{},5,4,2,1{},,2,1{ === CBA

9. Upatstvo. Iskoristi gi asocijativniot i dis-
tributivniot zakon za unijata i presekot.

10. Odgovor. a) },6|{ NÎ==Ç kknnMP ,

b) },32|{ NÎ===È kknknnMP ili ,

v) },,32|{\ NÎ¹== mkmnknnMP i  i

g) },,23|{\ NÎ¹== mkmnknnPM i

11. Re{enie. Bidej}i A  i B  se podmno`estva od
mno`estvoto X imame

.\)\( BABxAxBAxBAx cc ÈÛÎÏÛÏÛÎ i

Ravenstvoto BABA cÇ=\  se doka`uva analog-
no.

12. Re{enie. a) Neka BA,  i C  se proizvolni mno-
`estva. Imame

).\()\(
)\()\()(

)()
)()(\

CABAx
CAxBAxCxAx

BxAxCxBxAx
CBxAxCBAx

ÇÎÛ
ÎÎÛÏÎ

ÏÎÛÏÏÎÛ
ÈÏÎÛÈÎ

ii

iii(i

i

Tvrdewata pod b), v) i g) se doka`uvaat
analogno.

13. Odgovor. )}5,3(),3,1{( --=G .

14. Odgovor. 4,9 == yx .

15. Odgovor. }3,2,1{},3,2{},3,1{},3{ ==== XXXX

16. Odgovor. }4,2{},6{},6,5,3,1{ === CBA .

17. Odgovor. a) 2))4((,2))2((,1))1(( === fggfff
v) Ne.

18. Odgovor. a) 73))(( += xxgf o , 28)7)(( =gf o ,
13))(( += xxfg o  i 7)2)(( =fg o .

b) }|)23,{( RÎ-= xxxGf , }|)3,{( RÎ+= xxxGg ,

}|)73,{( RÎ+= xxxG gf o , }|)13,{( RÎ+= xxxG fgo .

v) Ne.

19. Odgovor. ( )4321
pqprfg =o , ( )c

o
b
n

a
mgh =o  i

( )4321)()( mnmofghfgh == oooo .

20. Odgovor. So neposredna proverka dobivame
deka

( ) ( )
( ) ,...,,

,,
36256

6
5
5

4
2

3
3

2
1

1
4

4

6
6

5
5

4
4

3
3

2
2

1
1

36
6

5
5

4
1

3
3

2
4

1
2

2

ffffff

ff

====

==

{to zna~i deka 223133 ,, ffffIf kkk === ++

za sekoj NÎk .

21. Odgovor.

244))(( 2 ++= xxxfg o , 22))(( 24 ++= xxxgg o ,

1)22()( 2243 +++= xxxg , 32))(( 2 += xxgf o  i

3)22(2))(( 2243 +++= xxxgf o .

22. Odgovor.
a) }2,1{)( =Æf , }2{})1({ =f , }1{})2({ =f  i

Æ=})2,1({f . b) }2{=X .

v) Da, bidej}i XXXfXff ccc === )()())(( .

23. Re{enie. a) Od )1(|1|1|1|)1( -=-=== ff  sledu-
va deka f  ne e injekcija. Jasno, f  e surjekci-
ja, bidej}i za sekoj ),0[ +¥Îy  va`i RÎy  i

yyf =)( . b) Od )1(2)1( ff ==-  sleduva deka
f  ne e injekcija. Sega, ako ),1[ +¥Îy , toga{

RÎ-1y  i yyyf =+-=- 11)1(
2

 t.e. f  e
surjekcija.

24. Odgovor. a) Ne. b) Da i ( )5
4

4
5

3
2

2
1

1
3

1 =-f . v)  Da

i ( )5
2

4
5

3
1

2
3

1
4

1 =-f .

25. Odgovor. a) 82)(1 -=- xxf ; b) 15
8

5
41 )( --=- xxf ;

v) 48
1

4
11 )( -=- xxf  .

26. Upatstvo. Doka`i deka preslikuvawata
Af ®N: , Bg ®N:  i Ch ®N:  opredeleni

so NÎ= kkkf ,3)( , NÎ+= kkkg ,13)(  i

NÎ+= kkkg ,23)(  se biekcii.

27. Upatstvo. Doka`i deka preslikuvawata
Af ®N:  i Bg ®N:  opredeleni so
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NÎ= kkkf ,3)(  i NÎ= kkg k ,3)(  se biekcii.
Potoa iskoristi gi svojstvata na ekvivalent-
nite mno`estva.

28. Upatstvo. Doka`i deka mno`estvata N ,
}|3{ NÎ= kkA  i }|14{ NÎ+= kkB  se ekviva-

lentni.
29. Upatstvo. Doka`i deka preslikuvaweto

]1,0()1,0[: ®f  opredeleno so ,1)( xxf -=  za
)1,0[Îx  e biekcija.

30. Upatstvo. Doka`i deka preslikuvaweto
XYYXf ´®´:  opredeleno so ),()),(( xyyxf = ,

za sekoj YXyx ´Î),( .

31. Odgovor. Na 36 na~ini.
32. Upatstvo. Za slu~aite koga cifrata na edini-

cite e 0 ili 5 iskoristi go principot na
proizvod, a potoa iskoristi go principot na
zbir. Vnimavaj, ako cifrata na edinicite e 5,
toga{ cifrata na edinicite ne mo`e da e 0.

33. Upatstvo. Niz sekoja to~ka minuvaat {est
pravi. Iskoristi gi principot na zbir. Vni-
mavaj, pri vakvo broewe sekoja prava ja broi{
dva pati.

34. Upatstvo. Prvo iskoristi go principot na
zbir za podelbata na molivite, tetratkite i
knigite oddelno, a potoa iskoristi go princi-
pot na proizvod.

35. Odgovor. Na 24360 na~ini.
36. Upatstvo. Iskoristi go principot na proiz-

vod. Vnimavaj, cifrata na desetiljadite ne
smee da bide 0.

37. Upatstvo. Iskoristi go principot na vklu~u-
vawe i isklu~uvawe. Odgovor. 29 u~enici ima-
at pet po istorija ili geografija i 15 u~enici
imaat pet po matematika.

38. Upatstvo. Iskoristi go principot na vklu~u-
vawe i isklu~uvawe. Odgovor. Site tri jazici
gi u~at 3 u~enici.

39. Re{enie. Mo`ni se dva slu~ai: postoi barem
eden {ahist koj igral so site drugi {ahisti i
na postoi {ahist koj igral so site drugi
{ahisti. Vo prviot slu~aj brojot na partiite
koi sekoj {ahist gi odigral vo nekoj moment
pripa|a na mno`estvoto }1,...,2,1{ -n , a vo vto-
riot slu~aj na mno`estvoto }2,...,1,0{ -n . Bi-
dej}i i dvete mno`estva imaat po 1-n  ele-
ment postojat barem dvajca u~esnici na turni-
rot so ednakov broj odigrani partii.

40. Re{enie. Sekoj priroden broj pri delewe so 4
dava ostatok 0, 1 , 2 ili 3. Zna~i, postojat samo
~etiri ostatoci, pa zatoa me|u pette broevi
}e ima barem dva broja koi imaat ist ostatok

pri delewe so 4. Jasno, 4 e delitel na nivnata
razlika.

41. Da gi razgledame slednite 2002 broevi:

1234567890...1234567890
......................................................

12345678901234567890
1234567890

2003

2

1

=

=
=

a

a
a

kade vo brojot ia  grupata cifri 1234567890, vo
dadeniot redosled, se povtoruva i  pati. Pri
delewe na ovie broevi so 2002 mo`eme da gi
dobieme ostatocite 0, 1, 2,..., 2001, t.e. najmnogu
2002 ostatoci. Zna~i, barem dva ostatoci se
sovpa|aat i neka se toa ostatocite na broevite

ia  i ja , ji aa > . Zna~i, brojot ji aa -  se deli

so 2002 i ima oblik

43421

nuli)(10
000...0001234567890...1234567890

ji-

i grupata cifri 1234567890 se povtoruva ji -
pati.

42. Re{enie. Ostanatite 29 u~enici napravile 0,
1, 2, ..., 12 gre{ki, pa zatoa ]e gi podelime vo
13 grupi: grupa bez gre{ki, grupa so edna
gre{ka, ..., grupa so 12 gre{ka. Bidej}i

313229 +×= , jasno e deka vo nekoja od 13-te
grupi ima pove}e od 2 u~enici. Zatoa postojat
najmalku tri u~enici koi napravile ist broj
gre{ki.

43. Re{enie. Ako vo site naseleni mesta brojot
na `itelite e razli~en, toga{ najmaliot broj
na `iteli }e iznesuva

1794304559905988...21 2
59915990 ==++++ × ,

{to e nad usom pati pove}e od vistinskiot
broj na `iteli na Makedonija. Ottuka zaklu-
~uvame deka postojat barem dve naseleni mesta
so ednakov broj na ̀ iteli.

44. Re{enie. Da izbereme proizvolen nau~nik od
grupata. Bidej}i toj se dopi{uva so ostanatite
16, a prepiskata se vr{i na tri temi, postoi
barem edna tema za koja toj se dopi{uva so
barem 6 od ostanatite nau~nici (ako takva
tema ne postoi, toga{ toj }e se dopi{uva so
najmnogu 15 nau~nici). Ponatamu, da izbereme
edna takva grupa od 6 nau~nici so koja
izbraniot nau~nik se dopi{uva na ista tema.
Ako pome|u ovie {est nau~nici postojat
dvajca koi se dopi{uvaat na istata tema kako
i izbraniot, toga{ tie zaedno so izbraniot
nau~nik se baranite trojca nau~nici. Ako toa
ne e to~no, toga{ site {est nau~nici se dopi-
{uvaat samo na preostanatite dve temi. Da iz-
bereme eden od {este nau~nici. Ostanatite
pet nau~nici }e gi podelime vo dve grupi:
grupa koja so izbraniot nau~nik se dopi{uva
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na edna tema i grupa koja so izbraniot nau~nik
se dopi{uva na druga tema. Jasno, vo ednata
grupa ima barem tri nau~nici. Ovie tri nau-
~nici me|usebno se dopi{uvaat na dve temi.
Ako dvajca od niv se dopi{uvaat na istata te-
ma kako i so izbraniot nau~nik, toga{ tie za-
edno so izbraniot nau~nik se baranite trojca
nau~nici, a ako site trojca se dopi{uvaat na
drugata tema, toga{ tie se baranite trojca
nau~nici.

45. Re{enie. [umata treba da se pokrie so dis-
junktni pravoagolnici so dimenzija mm 2010 ´
no tie pravoagolnici ne smeat da bidat na ras-
tojanie pomalo od m5,0  bidej}i vo sprotivno
edno borovo steblo mo`e da ima delovi vo dva
takvi pravoagolnika. Zatoa vo {umata }e
smestuvame pomo{ni pravoagolnici so dimen-
zija mm 5,205,10 ´ . Bidej}i 238,955,10:1000 »  i

78,485,20:1000 »  vo {umata mo`e da se smes-
tat 45604895 =×  pomo{ni pravoagolnici i
istite ne mo`e da imaat zaedni~ki borovi
stebla. Zna~i, bilo kako da se rasporedat
borovite stebla sekoga{ }e ostanat barem 10
pravoagolnici vo koi nema da ima borovi
stebla.

46. Re{enie. Centarot na krugot so dijametar
cm1  smesten vo pravoagolnikot, mora da se

nao|a na rastojanie pogolemo od cm2
1  od seko-

ja od stranite na pravoagolnikot, t.e. vnatre
vo ramkata na crte`ot levo. Plo{tinata na

ramkata e ednakva na 24562419 cm=× . Osven
toa, centarot na krugot mora da e na

rastojanie pogolemo od cm2
1  od konturata na

sekoj od kvadratite, t.e. nadvor od sekoja
figura kako na crte`ot desno, ~ija plo{tina

e 2
4 )3( cmp+ . Maksimalnata plo{tina na site

ovie figuri, pod uslov da ne se se~at e:

222
4 456)30360()3(120 cmcmcm <+=+× pp

{to zna~i deka ovie figuri ne ja pokrivaat
vpi{anata ramka, pa zna~i deka postoi to~ka
koja ne le`i vo niena od figurite od crte`ot
desno i toa e centarot na baraniot krug.

GLAVA III

1. Odgovor. a) Obemot e mno`estvoto paralelo-
grami, a sodr`inata e: ~etiriagolnik vo koj
sprotivnite strani se paralelni. b) obemot
e mno`estvoto romboidi, a sodr`inata e:
paralelogram vo koj sosednite strani ne se
zaemno normalni. v) Obemot e mno`estvoto
rombovi, a sodr`inata e: romboid so ednakvi
sosedni strani. g) Obemot e mno`estvoto
trapeza, a sodr`inata e: ~etiriagolnik so dve
paralelni strani. d) Obemot e mno`estvoto
ramnokraki triagolnici, a sodr`inata e:
triagolnik so dve ednakvi strani. |) Obemot
e mno`estvoto sredni linii na triagolnik, a
sodr`inata e: otse~ka ~ii krajni to~ki se
sredinite na dve strani na triagolnikot. e)
Obemot e mno`estvoto injektivni presliku-
vawa, a sodr`inata e: preslikuvawe kaj koe
razli~nite elementi imaat razli~ni sliki.
`) Obemot e ,...}11,7,5,3,2{ , a sodr`inata e: pri-
roden broj {to ima to~no dva prirodni
deliteli.

2. Odgovor. a) ~etiriagolnik; b)  paralelgram; v)
romboid; g) ~etiriagolnik; d) triagolnik; |)
otse~ka; e) preslikuvawe; `) priroden broj. Za
poimite pod a), b), v), g) i d) toa e poimot
mnoguagolnik.

3. Odgovor. a) ednakvi strani i ednakvi agli; b)
ednakvi agli; v) ednakvi strani.

4. Odgovor. a) Simetrala na otse~ka ja nareku-
vame pravata {to e normalna na otse~kata i
minuva niz nejzinata sredna to~ka. Defini-
ra~kiot poim e: prava {to e normalna na ot-
se~kata i minuva niz nejzinata sredna to~ka.
b) Te`i{na linija ja narekuvame otse~kata
koja go povrzuva temeto na triagolnikot so
sredinata na sprotivnata strana.

5. Odgovor. Romb e paralelogram pri koj dve so-
sedni strani se ednakvi.

6. Odgovor. Minimalnata definicija e: "Para-
lelogram e ~etiriagolnik pri koj sprotivnite
strani par po par se paralelni".

7. Odgovor. "Trapez e ~etiriagolnik so dve para-
lelni strani". Da.

8. Upatstvo. Definiraj: otse~ka so pomo{ na
poluprava; poluprava so pomo{ na prava.

9. Odgovor. Ne. Broevite 3, 5 i 7 se prosti broe-
vi triznaci.

10. a) Subjekt e: "paralelgram", predikat e: "spro-
tivnite agli se ednakvi". b) Subjekt e: "ramno-
krak trapez", predikat e "dijagonalite se ed-
nakvi". v) Subjekt e "priroden broj pogolem od
1", predikat e "prost ili slo`en"
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11. Odgovor. a) Subjekt e: "priroden broj", predi-
kat e: "istovremeno i prost i slo`en broj". b)
Subjekt e: "triagolnik", predikat e: "istovre-
meno i pravoagolen i tapoagolen ".

12. Upatstvo. Iskoristi gi univerzalniot i eg-
zistencijalniot kvantifikator.

13. Upatstvo. Prvo analiziraj gi primerite od 10
do 13.

14. Odgovor. a) Ne. b) Da.
15. Odgovor. a) Pretpostavka: brojot e deliv so 2

i so 5, zaklu~ok: brojot e deliv so 10. b) Pret-
postavka: kracite na dva agli se normalni,
zaklu~ok: aglite se ednakvi ili suplementni.

16. Odgovor. a) Uslov: poslednata cifra na brojot
e 0, zaklu~ok: brojot e deliv so 5. b) Uslov:
tetivite vo kru`nicata se ednakvi, zaklu~ok:
tetivite se na isto rastojanie od centarot na
kru`nicata. v) Uslov: ~etiriagolnikot e kvad-
rat, zaklu~ok: dijagonalite se ednakvi me|u sebe.

17. Odgovor. a) Uslovna forma. Naporednite agli
se suplementni. b) Kategori~na forma. Ako
kracite na aglite se paralelni, toga{ tie se
ednakvi ili suplementni. v) Kategori~na for-
ma. g) Uslovna forma. d) Kategori~na forma.

18. Uslovna forma: Ako ~etiriagolnikot e para-
lelogram, toga{ negovite dijagonali se prepo-
lovuvaat. Kategori~na forma: Vo sekoj pravo-
agolnik dijagonalite zaemno se prepolovuvaat.

19. Odgovor. a) Ako dijagonalite na ~etiriagolni-
kot se prepolovuvaat, toga{ toj e paralelogram.
Da. b) Ako aglite {to le`at nad ista strana
na ~etiriagolnikot se suplementni, toga{ toj
e paralelogram. Da. v) Ako brojot e deliv so
10, toga{ toj e deliv so 2 i so 5. g) Ako dva
agli se ednakvi ili suplementni, toga{
nivnite kraci se normalni. Ne.

20. Odgovor. a) Naporedni agli se suplementni.
Dovolen uslov za dva agli se suplementni e
tie da se naporedni. b) Agli so paralelni kra-
ci se ednakvi ili suplementni. Dovolen uslov
za da dva agli se ednakvi ili suplementni i
nivnite kraci da se paralelni. v) Naizmeni~-
nite agli na transferzalata na dve paralelni
pravi se ednakvi. Dovolen uslov za da dva agli
se ednakvi e tie da se naizmeni~ni agli na
transferzalata na dve paralelni pravi.

21. Odgovor. a) Ako poslednata cifra na brjot e
0, toga{ toj e deliv so 5. Potreben uslov za da
poslednata cifra na brojot e 0 e toj da bide
deliv so 5. b) Ako tetivite vo edna kru`nica
se ednakvi, toga{ tie se na ednakvo rastojanie
od centarot na kru`nicata. Potreben uslov za
da tetivite vo edna kru`nica se ednakvi e tie
da se na ednakvo rastojanie od centarot na
kru`nicata. v) Ako ~etiriagolnikot e kvad-

rat, toga{ negovite dijagonali se ednakvi.
Potreben uslov za da~etiriagolnikot e kvad-
rat e negovite dijagonali da se ednakvi me|u
sebe. g) Ako eden broj e deliv so 6, toga{ toj e
deliv i so 2 i so 3. Potreben uslov za da eden
broj e deliv so 6 e toj da e deliv so 2 i so 3.

22. Odgovor. zad. 20. a) Ne. b) Ne. v) Ne. zad. 21. a)
Ne. b) Da. v) Ne. g) Da.

23. Odgovor. a) Pravilno. Modus ponens. b) Pra-
vilno. Modus tolens. v) Nepravilno. g) Pra-
vilno. Modus ponens. d) Nepravilno.

24. Odgovor. a) Pravilno. Kontrapozicija. b) Ne-
pravilno. v) Pravilno. Kontrapozicija.

25. Odgovor. a) Pravilno. Hipoteti~ki silogi-
zam. b) Pravilno. Hipoteti~ki silogizam. v)
Pravilno. Hipoteti~ki silogizam.

26. Re{enie. b) Neka za prirodnite broevi a  i b
va`i 12 += nab za nekoj NÎn . Toga{, posto-
jat NÎmk,  takvi, {to 12 += ka  i 12 += mb .
Spored toa, )1(21212 ++=+++=+ mkmkba ,
{to i treba{e da se doka`e.

27. Re{enie. b) Bidej}i a  i b  se realni broevi

so ist znak, ako vo neravenstvoto 2³+ a
b

b
a

pomno`ime so 0>ab  go dobivame ekvivalent-

noto neravenstvo abba 222 ³+ . Poslednoto
neravenstvo e ekvivalentno so neravenstvoto

0)( 2 ³- ba  koe e vistinito za sekoi realni
broevi a  i b , od {to sleduva to~nosta na teo-

remata. v) Za da neravenstvoto ||222 abba ³+
e ispolneto dovolno e da e ispolneto nera-

venstvoto ||2|||| 22 abba ³+ . Poslednoto ne-
ravenstvo e ispolneto, ako e ispolneto nera-

venstvoto 0|)||(| 2 ³- ba , koe e to~no za sekoi
RÎba, .

28. Re{enie. b) Neka pretpostavime deka proiz-
vodot na dva neparni prirodni broja 12 += ka
i 12 += mb  e paren broj, da ka`eme nc 2= .
Toga{, od cab =  sleduva nmk 2)12)(12( =++
odnosno 1)2(2 =--- kmmkn , {to e protiv-
re~nost. Od dobienata protivre~nost sleduva
to~nosta na teoremata. v) Neka a  e raci-

onalen broj takov, {to 22 =a . Toga{, q
pa =  i

1),( =qpNZD . Spored toa, 22

2
=

q
p  t.e. 22 2qp =

od {to sleduva kp 2= . So zamena vo prethod-

noto ravenstvo dobivame 222 qk =  od {to sle-
duva mq 2= . No, toa zna~i 2),( ³qpNZD  {to
e protivre~nost.
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GLAVA IV

1. Odgovor. a) ),2,2(),1,1(),0,0(),1,1(),2,2{( ----=a
)}1,1(),1,1(),2,2(),2,2(),3,3( ---- .

2. Odgovor. a) ),2,1(),1,0(),0,1(),1,2(),2,3{( -----=a
)}4,3(),3,2( .

3. Re{enie. Neka yxa . Toga{, x|3  i y|3 , pa za-
toa y|3  i x|3 , {to zna~i xya  t.e. relacijata
e simetri~na. Ako yxa  i zya , toga{ x|3  i

y|3  i y|3  i z|3 , {to zna~i x|3  i z|3 , pa
zatoa zxa  t.e. relacijata e tranzitivna.

4. Odgovor. a) refleksivna, simetri~na i tran-
zitivna; b) simetri~na.

5. Odgovor. a) simetri~na, b) refleksivna, si-
metri~na, tranzitivna, v) simetri~na.

6. Re{enie. a) Jasno, xxa , za sekoj ZÎx  bidej}i
)(|4 xx - , za sekoj ZÎx . Zna~i relacijata e

refleksivna. Ponatamu, od )(|4 yx -  sleduva
)(|4 xy - , {to zna~i deka od yxa  sleduva xya

t.e. relacijata e simetri~na. Kone~no, od
)(|4 yx -  i )(|4 zy -  sleduva )(|4 zx -  t.e. re-

lacijata e tranzitivna. b) Klasite na ekviva-
lencija se }|14{},|4{ 21 ZZ Î+=Î= kkSkkS ,

}|34{},|24{ 43 ZZ Î+=Î+= kkSkkS .

7. Odgovor. Da, toa e relacija za ekvivalencija.

8. Odgovor. ),,(),,(),,(),,(),,(),,{( baeeddccbbaa=a
),,(),,(),,(),,(),,(),,(),,(),,(),,( bccbaeeaaddaaccaab
),,(),,(),,(),,(),,(),,(),,(),,(),,( edceeccddcbeebbddb

),,(),,(),,(),,(),,(),,(),,(),,( fhhffggfhhggffde
)},(),,( ghhg .

9. Odgovor. b) }}{},,,{{/ dcbaA =a .

10. Odgovor. Takva e relacijata a  ~ie faktor-
mno`estvo e }},{},,{},,,{{/ gfedcbaA =a

11. Upatstvo. Pretstavija relacijata {ematski i
zaklu~i deka taa e podreduvawe.

12. Upatstvo.
}},3,2{},3,1{},2,1{},3{},2{},1{,{)( AA Æ=P .

Iskoristi ja definicijata na podmno`etvo.
13. Odgovor. ),4,1(),3,1(),5,5(),4,4(),3,3(),2,2(),1,1{(=a

)}5,2(),3,2( .

14. Odgovor. Deka ,*)(N  e grupoid sleduva od fak-

tot deka NÎnm , za sekoi NÎnm, . 83*2 = ,
92*3 = , 643*)2*2( =  i 256)3*2(*2 = . Grupo-

idot ne e nitu komutativen, nitu asocijativen.
15. Odgovor. a) Da. a) Da.
16. Odgovor. Da. a) Da. b) Da.

17. Upatstvo. Iskoristi gi svojstvata na unijata,
presekot i razlikata za podmno`estvata na

)(MP .

18. Odgovor. a) 81*)]3(*2[ -=-  i 10)3*2(*)1*4( =
b) Ne e komutativen, na primer, 22*1 =  i

11*2 = . Od 53*)2*1( =  i 8)3*2(*1 =   sleduva
deka ne e polugrupa. v) Od 10*3 =x  sleduva

10323 =-+ x  pa e 10=x . Od 2)3*(*)*2( =- xx
sleduva 23)3(2322 =-++-+- xx  pa e 1=x .

19. Odgovor. a) 1965)1(*)]7*2(*))3(*4[( -=--  i
8072*)]12(*4[ -=- .

b) Da, grupoidot e komutativna polugrupa.
20. Re{enie. a) Neposredno sleduva od faktot

deka mmm == 11* , za sekoj NÎm . b) Nepos-
redno sleduva od faktot deka za sekoe mno-
`estvo MX Í  va`i XX =Æ\ .

21. Re{enie. Grupoidot ,*)(N  nema neutralen ele-
ment (zo{to?). Bidej}i xx =)1,(NZS  dobivame
deka za grupoidot ),( oN  brojot 1 e neutralen
element. Ako elementot x  e inverzibilen, to-
ga{ postoi y  takov, {to ),(1 yxyx NZS== o .
Poslednoto e mo`no ako i samo ako 1== yx .
Ako ),( DN  ima neutralen element e , toga{

},min{ exexx =D=  za sekoj priroden broj x ,
{to ne e mo`no.

22. Odgovor. Da vo ovoj grupoid neutralniot ele-
ment e 1-=e  i sekoj element e inverzibilen,
pri {to na elementot x  negoviot inverzen
element e xx --= 2' .

23. Upatstvo. Vidi zada~a 20 b) i proveri deka
Æ=DXX  za sekoe podmno`estvo MX Í .

24. Upatstvo. Proveri deka ,*)(A  e grupoid. Po-
natamu poka`i deka 0 e neutralen element i
deka sekoj element e inverzibilen, pri {to
negoviot inverzen element e sprotivniot cel
broj.

25. Odgovor. Da.

26. Upatstvo. Prvo, doka`i deka )},0{\( oQ  e gru-

poid, a potoa doka`i deka 2
1  e neutralen ele-

ment, xy 4
1=  e inverzniot element na x .

Komutativnosta i asocijativnosta neposredno
sleduvaat od soodvetnite svojstva na
operacijata mno`ewe.

27. Upatstvo. Proveri dali ),( oS  e grupoid, a po-
toa konstatiraj deka 1f  e neutralen element, a

2f  i 3f  se zaemno inverzni. Zaklu~i deka

),( oS  e polugrupa.
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28. Upatstvo. Doka`i deka ,*)(A  e  grupoid,  1  e
negov neutralen element, za sekoj x  elemen-

tot x
1  e inverzen itn.

29. Upatstvo. Doka`i deka ),( oS  e grupoid, f  e
neutralen element i g  e inverzen na samiot
sebe.

30. Odgovor. Da.
31. Upatstvo. Iskoristi deka zbir i proizvod na

polinomi so celobrojni koeficienti e poli-
nom so celobrojni koeficienti itn.

32. Odgovor. Da.

33. Upatstvo. Ako )2(2,2 QÎ++ dcba , toga{

)2(2)()()2()2( QÎ+++=+++ dbcadcba
        i

)2(2)()2()2)(2( QÎ+++=++ adbcbdacdcba ,

{to zna~i deka )),2(( +Q  i )),2(( ×Q  se gru-
poidi. Sega, aksiomite za pole se proveruvaat
neposredno.

34. Upatstvo. Postapi analogno kako vo zada~a 33.
35. Odgovor. Ne.
36. Odgovor. Da.
37. Uspatstvo. Od uslovot na zada~ata neposredno

sleduva deka ),( 2 +R  i ),( 2 ×R  se grupoidi. Sega
neposredno treba da se proveri deka elemen-
tot ),( ba --  e sprotiven na elementot ),( ba  vo

grupoidot ),( 2 +R , a elementot ),( 2222 ba
b

ba
a

+
-

+
 e

inverzen na elementot ),( ba  vo grupoidot

),( 2 ×R . Ostanatite aksiomi za pole se proveru-
vaat neposredno.

GLAVA V

1. Odgovor. a) 3 , b) 322 - ,      v) 22 + .

2. Odgovor. a) 2- , b) 4
1 ,            v) 12 .

3. Odgovor. a) 15 , b) 2 ,            v) 635 - .

4. Odgovor. a) )2,2(-Îx , b) site,
v) ),3[]3,( +¥È--¥Îx , g) ),0[]4,( +¥È--¥Îx ,
d) ]8,2[-Îx

5. Upatstvo. Iskoristi gi neravenstvata

0)( 2 ³+ ba  i 0)( 2 ³- ba .

6. Upatstvo. Vo neravenstvoto |||||| baba -£-

iskoristi go uslovot 2
|||| ab < .

7. Upatstvo. Iskoristi go neravenstvoto od za-
da~a 5.

8. Upatstvo. Najdi gi vrednostite za koi izrazi-
te pod znakot na apsolutna vrednost se anuli-
raat, a potoa razgledaj ja funkcijata na sood-
vetnite intervali.

9. Upatstvo. Iskoristi ja zabele{ka 2.
10. Upatstvo. Prvo zapi{i ja funkcijata so po-

mo{ na pove}e formuli koi ne go sodr`at zna-
kot za apsolutna vrednost.

11. Upatstvo. Prvo zapi{i ja funkcijata so po-
mo{ na pove}e formuli koi ne go sodr`at zna-
kot za apsolutna vrednost.

12. Upatstvo. Prvo zapi{i ja funkcijata so po-
mo{ na pove}e formuli koi ne go sodr`at zna-
kot za apsolutna vrednost.

13. Odgovor. a) },{ 5
1

5
3 --Îx , b) },{ 3

5
3
4Îx ,

v) },{ 3
34

3
26-Îx ,

14. Odgovor. a) 2=x , b) 3
4-=x ,    v) }3,{19

17Îx .

15. a) },{ 3
2

11
4 --Îx  b) ]1,1[-Îx  v) Dadenata ravenka

ragledaj ja na intervalite ),2,( --¥ )3,1[),1,2[-
i ),3[ +¥ . g) Dadenata ravenka razgledaj ja na
intervalite )8,3[),3,2[),2,(-¥  i ),8[ +¥ . d) Da-
denata ravenka razgledaj ja na intervalite

)1,2[),2,3[),3,( ------¥  i ),1[ +¥- .

16. Odgovor. a) 5
2=x , b) 2

3=x , v) nema re{enie.

17. Upatstvo. Iskoristi ja zabele{ka 3.

18. Upatstvo. a) Iskoristi deka 01|| ¹+x  za sekoj
RÎx ; dadenata ravenka pomno`ija so 1|| +x

so {to }e ja transformira{ vo ekvivalentna-
ta ravenka 01||4 =-x . b) Iskoristi deka

0|2||2| ¹-++ xx  za sekoj RÎx .

19. Odgovor. a) )}1,0{(),( Îyx , b) )}2,1{(),( Îyx .

20. Upatstvo. a) Vovedi ja smenata na nepoznatite
tx =||  i zy =|| . b) Izrazi go y  od prvata

ravenka i zamenigo vo vtorata ravenka.
21. Odgovor. a) Re{enie e mno`estvoto od site

podredeni parovi ),( yx  takvi, {to: 1) x  i y
se nenegativni realni broevi i nevniot zbir e
1 i 2) x  i y  se nepozitivni realni broevi i

nevniot zbir e 1- . b) )},(),,{(),( 4
7

4
1

4
5

4
3Îyx .

22. Upatstvo. Oslobodi se od znakot za apsolutna
vrednost vo vtorata ravenka i zameni za x  vo
prvata ravenka.

23. Upatstvo. Izrazi  ja || y  od vtorata ravenka,
potoa zameni vo prvata ravenka i istata raz-
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gledaj ja na soodvetnite intervali koga 0<a
i koga 0³a .

24. Odgovor. a) )3,2(Îx , b) ),2[],( 3
4 +¥È--¥Îx ,

v) )7,1(-Îx .

25. Odgovor. a) ),8[ +¥Îx , b) ),3()1,( +¥È-¥Îx ,
v) ),3()1,0[ +¥ÈÎx .

26. Odgovor. a) ),( 7
4 +¥-Îx , b) ]2,[ 3

4-Îx ,

v) ),2( 3
10Îx .

27. Odgovor. a) ]3,[ 3
1Îx , b) ),[ 3

1 +¥-Îx ,

v) ),5(),( 3
1 +¥È-¥Îx .

28. Upatstvo. Iskoristi ja zabele{ka 3.

29. Upatstvo. Pri 0, ¹yx  iskoristi ja smenata

zt yx == 11 , .

30. Upatstvo. a) Pri 1-¹y  iskoristi ja smenata

ztyx y ==+ +1
1,32 . Pri 1-¹y , 032 ¹+ yx  is-

koristi ja smenata zt yyx == ++ 1
1

32
1 , .

31. Upatstvo. Pri ,3¹x 1-¹y  iskoristi ja sme-

nata zt yx == ++ 1
1

3
1 , .

32. Re{enie. Neka vnukot ima x  godini. Toga{,
tatkoto ima x7  godini, a dedoto ima x12  godi-
ni. Od uslovot na zada~ata ja dobivame raven-
kata 100127 =++ xxx  ~ie reeenie e 5=x .
Zna~i, vnukot ima 5 godini, tatkoto 35 godini
i dedoto 60 godini.

33. Odgovor. a) Ako kamionite se nao|aat na
rastojanie km24  pred nivnata sredba, toga{
nivnite brzini se hkm /56  i hkm /66 . b) Ako
kamionite se nao|aat na rastojanie km24  po
nivnata sredba, toga{ nivnite brzini se

hkm /64  i hkm /74 .
34. Odgovor. Ako so x  go ozna~ime rastojanieto

od seloto do pristani{teto, toga{ od us-
lovite na zada~ata ja dobivame ravenkata

3
2

6
4

2
1

4 1 ++=- -xx  ~ie re{enie e 18=x .

35. Odgovor. Ako so x  go ozna~ime vremeto vo
koe Rampo pominuval pokraj baranoto mesto,
toga{ od uslovite na zada~ata ja dobivame
ravenkata 12)11()9( 11

36
12
5

23
72 =-+- xx  ~ie re-

{enie e 1,12=x . Sega lesno se presmetuva de-
ka baranoto mesto e oddale~eno od seloto na

Rampo km4,8)91,12( 12
5

23
72 =-  i Rampo pokraj ova

mesto pominal vo 12 ~asot i 6 minuti.

36. Odgovor. Podvi`nite skali imaat 30 vidlivi
skalila.

37. Odgovor. Avionot preletal km25,2406 .

38. Odgovor. Dol`inata na vozot e m210 , a nego-
vata brzina e hkm /54 .

39. Odgovor. Pe{acite se sretnale po 30 minuti,
t.e. vo 9 ~asot i 40 minuti.

40. Odgovor. Dol`ina na vozot e m160 , a negovata
brzina e sm /20 .

41. Odgovor. Ako so x  ja zona~ime brzinata na
rekata i so y  ja ozna~ime brzinata na ~amecot
vo mirna voda, toga{ od uslovite na zada~ata
go dobivame sistemot ravenki

ïî

ï
í
ì

=

=+

-+

-+

xyyx

xyyx
24

1818 5

~ie re{enie e 7,2=x  i 1,8=y . Zna~i, brzi-
nata na rekata e hkm /7,2 .
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INDEKS NA POIMI

A

apsolutna vrednost 142
aksioma (osnovno tvrdewe) 99
aksiomatska definicija 95
analiti~en metod 111

B

beskone~no mno`estvo 79
biekcija 76
binarna relacija 116

- antisimetri~na 118
- ekvivalincija 119
- podreduvawe 122
- refleksivna 117
- simetri~na 117
- tranzitivna 118
- univerzalna 117

V

Venov dijagram 64
vidov poim 91
vistinski delitel 8
vnatre{na binarna operacija 124

G

geneti~ka definicija 94
grafik na preslikuvawe 72
grupa 132

- komutativna 132
grupoid 125

- asocijativen (polugrupa) 125
- komutativen 126
- so kratewe 133

D

Dekartov proizvod na mno`estva 69
delenik 13
delitel 8, 13
deseti~na dropka, kone~na 137

- periodi~na 137
- nepriodi~na 137

definiran poim 92
definira~ki poim 92
disjunktni mno`estva 66
disjunkcija 105
domen 71

E

Evklidov algoritam 25
edinica (neutralen elemen) 128

- leva 128
- desna 128

ednakvi preslikuvawa 72
ekvivalentni mno`estva 78
ekvivalencija 105
Eratostenovo sito 35

Z

zaedni~ki delitel 21
zaedni~ki sodr`atel 29
zaemno komplementarni deliteli 9
zaemno prosti broevi 23

I

identi~no preslikuvawe 71
izvedeni poimi 94
implikacija 105
indirekten metod 112
inverzen element 130
inverzibilen element 130
inverzno preslikuvawe 77
injekcija 74
iracionalni broevi 138

K

kanoni~en zapis 38
Kelieva {ema 124
klasa na ekvivalencija 121
klasi na kongruencii 55
kodomen 71
koli~nik 13
komplement na mno`estvo 68
kompleten sistem na ostatoci 55
kompozicija na preslikuvawa 73
kongruenten po modul 48
kone~no mno`estvo 79
konjunkcija 105

L

linearna Diofantova ravenka 41
linearna kongruentna ravenka 56
linearna funkcija 146

- neravenka 157
logi~ka vrska 92
logi~ki svrznik 96

M

metod na zamena 161
mno`estvo 62

- partitivno 125
modularna aritmetika 55
modus ponens 105

- tolens 106
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N

najgolem zaedni~ki delitel 21
najmal zaedni~ki sodr`atel 30
negacija 105
nelinearna Diofantova ravenka 45
neparen broj 14

O

obem na poim 90
Ojlerov metod 43
Osnoven poim 94
ostatok 13

P

paren broj 14
Peanovi aksiomi 95
podmno`estvo 63
pole 136

- podredeno 138
- Arhimedovo 138

poln kvadrat 39
prazno mno`estvo 63
presek na mno`estva 66
preslikuvawe (funkcija) 71
prsten 134

- komutativen 134
- so edinica 134

poim 90
pravilo za kontrapozicija 108
predikat (logi~ki prirok) 96
priznak za delivost

- so 2 17
- so 3 19
- so 4 18
- so 5 18
- so 7 53
- so 8 18
- so 9 19, 52
- so 11 21, 53

princip na vklu~uvawe 83
- Dirihle 84, 86
- ednakvost 79
- zbir 81
- isklu~uvawe 83
- proizvod 82

prirodni broevi 8
prost broj 33

R

razlika na mno`estva 68
realni broevi 138

rekurzivna definicija 95
re{enie na linearna neravenka 157
rodov poim 91

S

sinteti~ki metod 110
sistem linearni ravenki 154
slo`en broj 33
sodr`atel 8
sodr`ina na poim 90
surjekcija 75
subjekt (logi~ki podmet) 96

T

tvrdewe, op{to potvrdno 97
- delumno potvrdno 97
- op{to odre~no 97
- delumno odre~no 97

teorema (izvedeno tvrdewe) 98
- obratna 101
- svojstvo 104
- priznak 104

U

unija na mno`estva 65

H

hipoteti~ki silogizam 107

C

celi broevi 8
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