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Dr M. Ili¢-Dajovié (Beograd)

O NIZOVIMA BROJEVA

1. Svima nam je poznato koje brojeve nazivamo prirodnin
brojevima — to su brojevi

(1) 1, 2, 3,..., 10, 11, 12,..., 100, 101, 102,...,

to jest brojevi koje izgovaramo ili na koje mislimo kad prebroja
vamo predmete (na primer listove u knjizi), Zivotinje (na prime
golubove koji su sleteli na baeno zrnevlje), ljude (na primer uce
nike u ulionici) itd. Svi ti brojevi, poredani po velifini tako da ji
svaki sledeéi ve¢i od prethodnog &ine prirodni brojni niz ili, kratko
prirodni niz; svaki broj u tom nizu nazivamo &lanom niza.

Kakva su svojstva prirodnog brojnog niza?

1) Pre svega, brojevi u tom nizu (tj. &lanovi tog niza) imaji
svaki svoje utvrdeno mesto: broj 1 je na prvom mestu, broj 2 n:
drugom, broj 3 na treéem, ..., broj 10 na desetom mestu, itd.

Ako jedno mnostvo (skup) brojeva ima to svojstvo da svak
broj u tom mno$tvu ima svoje utvrdeno mesto tj. da tadno znamc
koji je broj prvi, drugi, treéi, ..., itd., tada kaZemo da je to ure-
deno mnoitvo brojeva. Prirodni niz je, na osnovu toga, uredenc
mno3tvo brojeva.

2) Prvi ¢lan prirodnog niza je broj 1, a sve ostale &lanove
tog niza dobijamo tako 3to:

najpre broju 1 dodamo 1— dobijamo broj 2,
zatim broju 2 dodamo 1— dobijamo broj 3,
zatim broju 3 dodamo 1— dobijamo broj 4,

| tako dalje, dokle god Zelimo i dokle god imamo strpljenja i
vremena,

) _Dak[e, u prirodnom nizu brojevi su poredani po velidini; raz-
ika izmedu svaka dva uzastopna prirodna broja je. uvek jedan
sti broj — to je ovde broj 1.
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3) U prirodnom nizu postoji najmanji broj — to je broj I,
tj. prvi &lan tog niza. Ali, da li postoji najveéi prirodni broj?

Sta mislite, da li moramo, da bismo odgovorili na to pitanje,
neprekidno brojati ko zna koliko dugo?

Na to pitanje se veoma lako moZe odgovoriti ako se ima u
vidu ono svojstvo koje otkriva kako je taj niz obrazovan, a naime,
da se svaki sledeéi ¢lan tog niza dobija tako 8to se prethodnom ¢&lanu
doda 1. I zato, ako nam neko kaZe ili napile ma koliko veliki
prirodni broj — na primer broj 1000000000000 (jedan bilion) —
mi moZemo odmah tome broju dodati 1 pa ¢emo dobiti opet pri-
rodni broj koji je veéi od datog broja.

Prema tome, ma koliko veliki prirodni broj napisali ili zamis-
lili, uvek dodajuéi jedinicu tome broju dobijamo jo¥ veéi prirodni
broj. I tako moZemo nastaviti neograniteno. Zbog toga je
jasno da me postoji najveéi prirodni broj.

Pa, koliko ima ¢&lanova u prirodnom nizu? Broj tih &lanova
veéi je od svakog velikog broja koji moZemo zamisliti. Zato kaZemo
da u prirodnom nizu ima beskonano mnogo prirodnih brojeva.

2. Prirodni niz brojeva sluZi nam za numerisanje, to jest za
obeleZavanje mesta koje u nizu objekata iste vrste ima svaki poje-
dini objekat. Na taj natin numerifemo, na primer, stranice u knjizi,
lozove, spiskove sa imenima lica ili nazivima predmeta, itd.

Medutim, svakako ste zapazili da, obi¢no, kuée u jednoj
ulici numeriemo na drugadiji nadin: na levoj strani kuce su nume-
risane samo neparnim brojevima, a na desnoj samo parnim. Na taj
na¢in dobijamo, na primer,

na levoj brojeve: 1, 3, 5, 7, 9,..., 45,
a na desnoj brojeve: 2, 4, 6, 8,..., 48,

kojih, u ovom slu¢aju, za razliku od prirodnog niza ima konatno
mnogo (jer se obeleZavanje kuéa u ulici mora zavrsiti nekim brojem).

Medutim, mi moZemo, razume se, zamisliti i sve neparne
brojeve:

(2) 1, 3,5 7,..., 99, 101,....
i sve parne brojeve:
(3) 2, 4,6, 8,...,100 102,....;

i jednih i drugih ima beskonatno mnogo. (Zaito?)
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Ako sve brojeve nckog mnoitva (skupa) moZemo numerisati
redom prirodnim brojevima 1, 2, 3, 4,.... tako da svakom pri-
rodnom broju odgavara na izvestan natin jedan &lan tog mnoitva,
tada kaZemo da je to mno3tvo miz brojeva (brojni niz 111, kratko,
niz). Brojeve sadrZane u nizu nazivamo ¢lanovima niza.

Prema tome, svi prirodni brojevi (1) &ine niz; svi neparmi
brojevi (2) &ine niz; svi parni brojevi (3) &ine niz. Ovi nizovi su
beskonaéni; ali ima i kona¢nih nizova (i oni se najle¥ée javljaju);
to su, na primer, nizovi parnih ili neparnih brojeva kojima su
numerisane kuée u ulici.

ZadrZimo se sada malo na nizu svih neparnih brojeva (2)
i nizu svih parnih brojeva (3). Prvi niz pofinje brojem 1, a razlika
izmedu bilo kojeg drugog ¢lana i njegovog prethodnog C&lana je.
stalna i jednaka 2. Drugi niz polinje brojem 2, a razlika izmedu
bilo kojeg drugog ¢&lana i njegovog prethodnog &lana je takode
stalna i jednaka 2,

Na osnovu toga znamo kako, polazedi od prvog Clana niza,
dobijamo sve ostale:

prvi &lan: 1, 2,
drugi &lan: 142=13, 2+2=4,
trei €lan: 34+2=35, 4+2=6,

i tako dalje. Lako je utvrditi da ¢e, na primer, stoti po redu parni
broj biti broj 200, a stoti po redu neparni broj bi¢e 199,

Ako prvi &lan bilo kojeg niza obeleZimo sa ai, drugi ¢lan
sa az, treéi &lan sa a,..., deseti ¢&lan sa ayo i, uopite, bilo koji
&lan sa an (gde je m odgovarajuéi prirodni broj), tada taj niz pisemo
u obliku:

ay, 4z, @3y .« vy Auge oo

U nizu (2) neparnih brojeva je
a=1, &:=3, a3=5, as=7,......,
a u nizu (3) parnih brojeva je
ai=2, a:=4, a3=6, u=8, ...

Odmah vidimo da izmedu svakog &lana niza parnih brojeva i
mesta na kojem se on nalazi (a koje je naznadeno odgovarajucim
brojem — indeksom uz slovo @) postoji odredena veza:

a=2=2.1, ;m=4=2.2, a3=6=2.3,.....
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(gde je masnim ciframa obeleZen broj jednak indeksu) tako da na
osnovu toga moZemo odmah napisati da je, na primer,

a=2-28=>56

1, uopite, bilo koji ¢lan
Gn=2n (n je prirodan broj).

Takode, ¢lanove niza neparnih brojeva moZemo napisati tako
da se odmah vidi na koji su nadin oni u vezi sa mestom na kojem

se nalaze (a kojem odgovara odredeni indeks):
qi=1, aa=3=2:2—1, &y=5=2.3—1, as=7=2-4-1,

pa je, na primer,
a:1=2-31-— 1=73

1, uopite, bilo koji ¢lan

an=2-n—1 (n je prirodni broj).
3. Napisimo niz od dvadeset brojeva koji potinje brojevima
(4) 5, 10, 15,....;

tuje ai=5, a=10=5.2, a3=15=5-3,.... Otigledno je a;=
=5.11= 155, a bilo koji ¢lan je

An=29-n

Kao i u prethodnim primerima, ako je poznato na koji nacin
zavisi €lan niza od mesta na kojem se nalazi, tada se moZe nepo-
sredno odrediti bilo koji &lan niza.

4. Za sve nizove koje smo dosad posmatrali karakteristino je
to 3to je, pofev od drugog &lana, razlika izmedu svaka dva uza-
stopna ¢lana (tj. izmedu jednog ¢lana i njegovog prethodnog ¢lana)
uvek jedan isti broj. Takvi nizovi zovu se aritmeti¢ki nizovi (ili
aritmeticke progresije).

Navedeni nizovi (1)—(4) su aritmetiCki nizovi, jer je u pri-
rodnom nizu ta razlika 1, u nizu parnih i nizu neparnih brojeva ta
razlika je 2, a u nizu (4) ta razlika je 5.

Evo nekoliko primera konaénih nizova:

(3) 1 4, 7, 10,...,91;
(6) 100, 90, 80, 70,..., 10;

| 3 5 7 101
(7 L =, -, —.

2 272" 2 2
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U prvom od njih je razlika 3, u drugom je razlika —10, a u
trecem je razlika 1.

Ako razliku dva uzastopna &lana aritmeti¢kog niza obeleZimo
sa d, moZzemo pisati:

Dakle, aritmeti¢ki niz

ai, ax, ay, ..., Qn, ...
karakterise to 3to je

adr—a) = d,
dy—a; = d,
ai—ay=d,
tako da je odatle redom:
a=a+d,

a=m+d=(a+d)+d=a +2d,
m=aa+d:(a;+2d)+d=a.+3d.

Na osnovu toga je, na primer,

an=a + 10 d,
te bilo koji ¢lan @, moZemo napisati u obliku
(8) an=a+(n—1)d.

Pomocu ove formule moZemo izradunati bilo koji ¢lan arit-
metickog niza ako znamo prvi &lan a; i razliku 4. Na primer, u
nizu (3) je aiz=1 -J—{]?—]]-3=49.

U nizu neparnih brojeva je a, =1, d=2, pa je
n=1+(n—1)-2=2n—1,
a u niza parnih brojeva je a,=2, d=2, pa je
an=2+(n—1)-2=2n.

Mozemo, sem toga, da odredimo na kojem se mestu u nizu
nalazi neki dati ¢lan, kao na primer, u nizu (5) broj 91; u tom slu-
Caju je an=91 (ne znamo mesto tog Clana, tj. ne znamo broj n),
pa je

O =1+(Mn—-1).3

a odatle je n=31, pa je, dakle, 91 = 1.
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5. Posle ovoga moZemo odgovoriti na sledea pitanja:

1) Kako glasi niz od 6 &lanova Eul j: prvi &lan a,=4, a
razlika je d=9? ;

2) Koliko &lanova ima. aritmmﬁki ruz |
1, 5,9, 13,...., 489?
3) Kako glasi sedamdeset: &lan niza
16, 10, 4, —2,....7

4) Kako glase prvi i deseti &lan aritmetitkog niza ¢&iji je
tre¢i &lan a3 =8, a peti €lan as=14?

5) Kako glasi niz od 10 ¢lanova ako mu je peti &lan as= —2,
a razlika je d=177
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1. U prvom delu ovog Clanka («Matem. list», III. 1) objasnili
smo da se, u matematici, nizom brojeva ili, kratko, nizom naziva svako
mnostvo (svaki skup) brojeva koje ima to svojstvo da sve njegove ¢la-
nove moZemo numerisati redom prirodnim brojevima 1, 2, 3, 4, ...
tako da svakom prirodnom broju odgovara na 1zvestan nain po jedan
od ¢lanova tog mnostva. Brojeve sadrZane u nizu nazivamo ¢&la-
novima niza,

Samim tim 3to ¢lanove niza moZemo numerisati, zna&i da svaki
Clan ima u nizu svoje odredeno mesto. Zato je najprostije sve &lanove
jednog niza obeleZiti jednim istim slovom, a brojem pored tog slova
(tzv. indeksom) naznatiti mesto na kojem se taj &lan nalszi; tako éemo
prvi &lan niza obeleZiti sa a), drugi ¢lan sa a,, treéi sa as, .. ., deseti
s ayo, 2 bilo koji ¢lan sa a, (n je ovde prirodan broj). Na primer, u
nizu J
(1) 1, 5,9, 13, 17, ..., 137
je ay=1, a;=5, a3=9, ..., a poslednji ¢lan (zasad jo% ne znamo koji
je on po redu)—to je broj 137 — obeleziéemo sa a,; dakle, ay=137.

Dati niz ima svojstvo da mu je razlika izmedu svaka dva uza-
stopna ¢lana stalna i jednaka 4; usled toga, taj niz je aritmeticki (aritme-
ticka progresija), sa prvim &lanom a;=1 i razlikom d=-4. Bilo koji
njegov ¢lan a, dobija se, kao §to smo videli u prvom delu ovog ¢lanka,
tako 3to se prvom &lanu (h—1) put doda razlika d; dakle:

Gy, =@, + (n—1)d.

U posmatranom primeru je

137=1+(n—1)-4,

a odatle je n=34, Sto znali da je 137=a,, (trideset &etvrti &lan niza).
2. Postavimo sada zadatak da nademo zbir svih prirodnih brojeva

od 1 do 100, drugim re¢ima, zbir svih ¢lanova niza

(2) I, 2, 3,4, ..., 97, 98, 99, 100.

Tu je prvi ¢lan a)=1, razlika je d=1, a poslednji (stoti) &lan
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Verovatno je mnogima od vas poznato kako se traZeni zbir moje
brzo izralunati: napie se najpre zbir od prve polovine ¢lanova niza
(2), a zatim se ispod tog zbira napife zbir od druge polovire ¢lanova,
ali u obrnutom poretku:

= 2= 34 4+ ... —47 484950~
~100+99+98-97~ . .. ~54-5352.. 5]

1 sada se sabira vertikalno: 1 - 100=101, 2-+99=101, zatim 3 - 98=10],
«vey 48 +53=101, 49+ 52=101, 50=51=101. Kad sve te zbirove sa-
beremo, dobiéemo traZeni zbir:

350 -101=5050.

Zadatak.— Sabrati naisti natin kao u prethodnom primeru:
a) sve prirodne brojeve od 1 do 1000; b) sve prirodne brojeve od | do
9999,

3. Priznajmo da, posle tako brzog i lakog izrafunavanja zbira
[+2+3+ ...+99+100, nismo daleko od pomisli da je taj postupak
toliko lak jedino zato $to je dati niz (sa razlikom L) bio neobi¢no prost,

‘Medutim, moZe se pokazati da se isti postupak koristi i za izra-
Cunavanje zbira uzastopnih &lanova bilo kojeg aritmetickog niza. Uze-

¢emo najpre jod jedan primer: .
Izralunati zbir § svih &lanova aritmetitkog niza
(3) 5,10, 15, 20, ... 95, 100, 105, 110.

Nije teSko videti da taj niz ima 22 &lana (kako éete to najbrze
utvrditi?); pri tom je a;=5, az=110. Postupimo kao maloas:

54+ 10+ 15+ ... +50 455+
+ 110+ 105+ 100+ ... +65 +60

S=15+1N5+115+ ... +115+115;
pri tome se sabirak 115 ponavlja 11 puta: dakle, traZeni zbir je
S=11.115=1265.
Mogli smo, medutim, najpre napisati

S= 5+ 10+ 15+ ... +100+105+110,
S=110+1054100+ ... + 15+ 10+ 5

(u drugom redu smo napisali isti zbir, ali obrnutim redom), pa zatim
sabrati; dobili bismo:

25=115+115+115+ ... +115 +115+115.
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Na desnoj strani svaki sabirak 115 jednak je zbiru prvog i poslednjeg
€lana u zbiru: 5+ 110=115; tih jednakih sabiraka ima onoliko koliko
ima ¢lanova niza (to jest 22); stoga je:

25=22.(5+115), S:%%{S-HIS].

Dakle, zbir aritmetickog niza od konacno mnogo clanova izracu-
nava se tako $to se saberu prvi i poslednji élan i dobijeni zbir najpre
pomnoii brojem clanova, a zatim taj proizvod podeli sa 2.

Kako bismo, primenjujué¢i prethodni postupak, naili &emu je
jednak zbir brojeva

ay+ax+da ... +a,,

gde brojevi ay, ay, a3, ..., a, &ine aritmeti¢ki niz?
Primenjuju¢i navedeni postupak nasli bismo da je

(+) §- {;. @, +a,)

(a; je prvi ¢&lan, a, — poslednji €lan, n — broj &lanova).

Dobili smo formulu za izratunavanje zbira kona¢no mnogo uza-
stopnih ¢lanova arimeti¢kog niza; da bismo taj zbir mogli pomcéu
formule («) izrafunati, potrebno je da znamo prvi i poslednji ¢lan
niza i broj ¢lanova koje treba sabrati.

Primer. — Izratunati zbir svih neparnih brojeva od | do
99999,

Re3enje. — Treba najpre da utvrdimo koliko ima &lanova
niza )
) 1, 3,5 7, ..., 99999,

to jest da odredimo koji je po redu ¢lan 99999. — Ranije smo videli
da je, za niz neparnih brojeva,

an=2n—1,

tako da kad stavimo 2n—1=99999, odmah dobijamo da je n=>50000.

Sada je lako izratunati zbir § svih neparnih prirodnih brojeva
od 1 do 99999:

=@ (1 + 99999)=2500 000 000.
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Pomislite koliko bi vremena trebalo da se redom saberu svi
¢lanovi niza (4)!

5. Polovinu zbira bilo koja dva broja nazivamo aritmeti¢kom
sredinom tih brojeva. Na primer,

5+9

7=—

2

je aritmeti¢ka sredina brojeva 5 i 9; isto tako, broj 50 je aritmetitka
sredina brojeva 1 i 99, itd.

Aritmeticki niz ima to karakteristicno svojstvo da je, pocev od
drugog clana, svaki njegov clan aritmeticka sredina dva susedna ili dva
od njega jednako udaljena ¢lana.

Drugim reima, ako je

a,, 4, ay, ay, as, ...
aritmeti¢ki niz, tada je
qte, L Gta4 , _Gte
2 2 2
Evo kako ¢emo to dokazati.
Znamo da je ay=a, +d; odatle je a,=a,—d. Ako napidemo:
@3=a; +d, imaéemo:

a, =

a) +ay3=ay—d+ay; +d=2a,,
tako da je zaista a,=(a, +a;)/2.
Isto tako moZemo pisati:
ay=ay—2d, as=ay+ 2d
(objasni za3to), te je
ay +as=ay—2d +ay+ 2d=2a,
a odatle je ay=(a, +as)/2.

6. Sada moZemo brzo odgovoriti na slededa pitanja:

1) Ako je tre¢i ¢lan aritmetikog niza ay= 10, koliki je zbir
ay+az+as?

2) Ako je deseti tlan nekog aritmetitkog niza a,,=60, koliki
koliki je zbir a,+a,+a,,+a,y+ a,4?

3) Koliki je zbir svih brojeva deljivih sa 10, polev od broja 10
do broja 10 000? :

4) Koliki je zbir svih brojeva deljivih sa 11 potev od broja 11
do broja 3 630?

CraTuuTe NpB NAaT ce 00jaBeHH BO ciucaHueTo MareMmaTHYKH
Jguct Ha JIM na CpoOuja
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