
Zadaci o skupovima
verzija 1.5.1: 21.10.2015.

Duxan �uki�

::::::::::::::::::::
1. Dati su skupovi A i B. Koliko ima skupova X za koje va�i A ∩X = B ∩X = A ∩ B

i A ∪B ∪X = A ∪B?

Rexeǌe. Iz uslova zadatka dobijamo (A∪B)∩X = (A∩X)∪ (B ∩X) = A∩B. S druge
strane, (A ∪B) ∩X = (A ∪B ∪X) ∩X = X. Dakle, X = A ∩B.

2. Dato je n skupova A1, A2, . . . , An. Dokazati da me�u skupovima Ai△Aj (1 6 i 6 j 6 n)
ima bar n razliqitih.

Rexeǌe. Oznaqimo f(X) = X△A1. Dovoǉno je dokazati da iz X ̸= Y sledi f(X) ̸=
f(Y ). U stvari, va�i f(f(X)) = (X△A1)△A1 = ((X△A1) \ A1) ∪ (A1 \ (X△A1)) =
(X \A1) ∪ (X ∩A1) = X, pa je preslikavaǌe f zaista 1-1.

3. Koliko najvixe razliqitih podskupova skupa {1, 2, . . . , n} se mo�e izabrati tako da
svaka dva imaju neprazan presek?

Rexeǌe. Ako ima vixe od 2n−1 podskupova, onda postoji skup A ∈ {1, . . . , n} takav da
su i A i A me�u odabranim podskupovima, xto je nemogu�e.

S druge strane, mogu�e je odabrati taqno 2n−1 podskupova - npr. svi podskupovi
koji sadr�e broj 1.

4. Da li za svaki prirodan broj n postoji 2n−1 podskupova skupa {1, 2, . . . , n} od kojih
svaka dva imaju neprazan presek, ali je presek svih podskupova prazan?

Rexeǌe. Da. Za neparno n dovoǉno je uzeti sve podskupove koji imaju vixe od n
2

elemenata. Za parno n mo�emo uzeti podskupove sa vixe od n
2 i one podskupove sa

taqno n
2 koji sadr�e element 1.

5. Ako je dato 2n−1 podskupova skupa S = {1, 2, . . . , n} sa osobinom da je presek svaka
tri neprazan, dokazati da svi dati podskupovi imaju zajedniqki element.

Rexeǌe. Neka su F = {A1, A2, . . . , A2n−1} familija datih podskupova. Za svaki skup
B ⊆ S, taqno jedan od skupova B i S\B je u F . Kako po uslovu zadatka za proizvoǉne
indekse i, j podskup S \ (Ai ∩ Aj) ne mo�e biti u F , sledi da je Ai ∩ Aj ∈ F . Dakle,
familija F je zatvorena za preseke, pa jednostavnom indukcijom dobijamo da je pre-
sek svih podskupova iz F neprazan.

6. Neka je S skup od n elemenata. Na�i najve�i broj m za koji postoje neprazni pod-
skupovi S1, S2, . . . , Sm ⊂ S takvi da je presek svaka tri prazan.

Rexeǌe. Svaki element skupa S se nalazi u najvixe dva skupa Si, dakle
∑

i |Si| 6 2n.
Ako me�u podskupovima Si ima k jednoqlanih, onda je 2n > k+2(m−k), dakle 2m 6 2n+
k 6 3n, tj. m 6 [ 3n2 ]. Jednakost se dosti�e npr. za skupove {1}, . . . , {n}, {1, 2}, {3, 4}, . . . .

7. Dato je 251 podskupova skupa S koji ima 101 elemenata. Dokazati da me�u ovim
podskupovima postoje tri podskupa A, B i C takvi da je C ⊆ A ∪B.

Rexeǌe. Posmatrajmo date podskupove i ǌihove unije po parovima. ǋih ukupno ima
251(251+1)

2 > 2101, pa su neka dva od ǌih ista. U svakom od sluqajeva A ∪ B = C i
A ∪B = C ∪D sledi C ⊆ A ∪B.

8. Podskup A skupa S = {1, 2, . . . , n} zovemo intervalom ako je A = {k, k+1, . . . , l} za neke
1 6 k 6 l 6 n. Ako su A1, A2, . . . , Am podskupovi skupa S takvi da je Ai ∩ Aj interval
za sve i ̸= j, koliko najvixe mo�e biti m?

Rexeǌe. Ako svaki skup Ai zamenimo najmaǌim intervalom koji je nadskup Ai, uslov
zadatka ostaje na snazi. Zato mo�emo da smatramo bez smaǌeǌa opxtosti da su
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svi Ai intervali. Tada mora da postoji element x koji pripada svim skupovima Ai.
Intervala koji sadr�e x ima ukupno x(n + 1 − x) 6 [ (n+1)2

4 ], odakle je m 6 [ (n+1)2

4 ].
Ova vrednost za m se dosti�e npr. ako su Ai svi intervali koji sadr�e element [n2 ].

9. Neka je F familija n-toqlanih skupova. Ako svakih n + 1 skupova iz familije F
imaju neprazan presek, dokazati da svi skupovi iz F imaju neprazan presek.

Rexeǌe. Pretpostavimo suprotno i posmatrajmo proizvoǉan skup A = {x1, . . . , xn} iz
F . Za svako i postoji skup Ai ∈ F koji ne sadr�i element xi. Tada je presek n + 1
skupova A,A1, . . . , An prazan, kontradikcija.

10. Izabrano je n+ 1 troqlanih podskupova skupa S od n elemenata. Dokazati da me�u
ǌima postoje dva qiji je presek jednoqlan.

Rexeǌe. Neka su S1, . . . , Sn+1 izabrani podskupovi. Pixemo Si ∼ Sj ako je |Si∩Sj | = 2.
Tada ako je Si ∼ Sj i Sj ∼ Sk, skupovi Si i Sk imaju bar jedan zajedniqki element,
dakle Si ∼ Sk. Ovako se podskupovi Si razbijaju na klase, tako da svaka dva skupa u
istoj klasi imaju dvoqlani presek, a svaka dva iz razliqitih klasa su disjunktna.

Dovoǉno je pokazati da u klasi koja obuhvata r elemenata ima najvixe r podskupova.
Ovo je jasno za r 6 4. Neka je r > 5 i posmatrajmo podskupove A = {a, b, c} i B = {a, b, d}
iz te klase. Neka je e element u toj klasi razliqit od a, b, c, d. Podskup koji sadr�i e
mora da sadr�i jox po dva elementa iz svakog od A i B, dakle to mora biti podskup
{a, b, e}. Ovako dobijamo da u ovoj klasi ima najvixe r − 2 elementa, qime je dokaz
zavrxen.

11. Dat je skup S sa n elemenata. Neka su A1, A2, . . . , An razliqiti podskupovi skupa
S. Dokazati da postoji x ∈ S takav da su skupovi A1 \ {x}, . . . , An \ {x} me�usobno
razliqiti.

Rexeǌe. Posmatrajmo graf qija su temena skupovi A1, . . . , An. Pretpostavimo da,
ma koji element x uklonili, neka dva skupa postaju ista - pove�imo ta dva skupa
granom. Dobijeni graf ima n temena i n grana, pa mora da sadr�i cikl: neka je to
A1A2 . . . AkA1, i neka su xi elementi takvi da je Ai \ xi = Ai+1 \ xi (gde je Ak+1 = A1).
Tada se x1 nalazi u taqno jednom od skupova A1, A2, recimo u A2. S druge strane,
poxto je xi ̸= x1 za i > 1, skupovi A2, A3, . . . , An, A1 svi sadr�e x1, kontradikcija.

12. Neka je S neprazan skup i f : P(S) → P(S) preslikavaǌe sa svojstvom da, kad god je
A ⊂ B, va�i f(A) ⊂ f(B). Dokazati da postoji skup X ⊆ S takav da je f(X) = X.

Rexeǌe. Posmatrajmo familiju F svih podskupova Y ⊆ S za koje je f(Y ) ⊆ Y . Oz-
naqimo sa X presek svih skupova iz F . Dokaza�emo da je f(X) = X.

Kako za sve Y ∈ F va�i f(X) ⊆ f(Y ) = Y , sledi da je f(X) ⊆ X. S druge strane,
odatle je i f(f(X)) ⊆ f(X) po uslovu zadatka, pa f(X) ∈ F , dakle f(X) ⊇ X, i
tvr�eǌe odmah sledi.

13. Dat je prirodan broj r > 2. Neka je F beskonaqna familija r-elementnih skupova
takvih da nikoja dva nisu disjunktna. Dokazati da postoji skup od r − 1 elemenata
qiji je presek sa svakim skupom u F neprazan.

Rexeǌe. Pretpostavimo suprotno. Posmatrajmo bilo koji skup A sa maǌe od r
elemenata koji je sadr�an u beskonaqno mnogo skupova u F . Po pretpostavci, postoji
skup B ∈ F qiji je presek sa A prazan. Kako svaki od beskonaqno mnogo skupova koji
sadr�e A seqe B, neki element b ∈ B je sadr�an u beskonaqno mnogo ǌih. Ali tada
je i A ∪ {b} sadr�an u beskonaqno mnogo skupova u F .

Takav skup A postoji: npr. prazan skup. Sada uzimaǌem maksimalnog takvog skupa
dobijamo kontradikciju.

14. Neka su A1, A2, . . . , Ak podskupovi skupa S koji ima n > 2 elemenata. Ako za svaka
dva elementa x, y ∈ S postoji podskup Ai koji sadr�i taqno jedan od elemenata x, y,
dokazati da je n 6 2k.
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Rexeǌe. Svakom elementu a skupa S pridru�imo niz nula i jedinica [a] = (x1, . . . , xk),
gde je xi = 1 ako a ∈ Ai, i xi = 0 u suprotnom. Po uslovu zadatka, svi nizovi [a] su
razliqiti, a nizova nula i jedinica du�ine k ima ukupno 2n, odakle sledi tvr�eǌe.

15. Dati su podskupovi S1, . . . , S2000 konaqnog skupa S, pri qemu je |Si| > 1
2 |S| za sve i.

Dokazati da postoji 10 elemenata x1, x2, . . . , x10 takvih da svaki podskup Si sadr�i
bar jedan od ǌih.

Rexeǌe. Dokazujemo indukcijom da, za svako n ∈ N i ma kojih 2n+1 − 2 podskupova
koji svi sadr�e vixe od polovine elemenata skupa S, postoji n elemenata x1, . . . , xn

takvih da svaki od odabranih podskupova sadr�i neki od ǌih. Ovo je trivijalno
za n = 0. Pretpostavimo da va�i za n = m− 1. Ako sada imamo k = 2m+1 − 2 takvih
podskupova, npr. S1, . . . , Sk, onda je |S1|+ · · ·+ |Sk| > 1

2k|S| = (2m − 1)|S|, dakle postoji
element xm koji le�i u bar 2m podskupova. Ostaje k − 2m = 2m − 2 podskupova, i
po indukcijskoj pretpostavci postoje elementi x1, . . . , xm−1 takvi da svaki od ovih
podskupova sadr�i neki od ǌih. Indukcija je gotova.

16. Dato je 6 troqlanih podskupova skupa X. Dokazati da se elementi X mogu obojiti
u dve boje tako da nijedan od datih podskupova ne bude jednobojan.

Rexeǌe. Mo�emo da smatramo da je X konaqan sa |X| = n > 6 i da primenimo
indukciju po broju n. Za n = 6 ima 20 > 2 ·12 troqlanih podskupova, pa postoji jedan
od ǌih koji nije jednak nijednom datom podskupu ili ǌegovom komplementu; obojimo
ǌegove elemente jednom bojom, a ostale drugom.

Neka je sada n > 6. Parova elemenata skupa X ima bar
(
7
2

)
= 21 > 6

(
3
2

)
, pa postoji

par {u, v} koji nije sadr�an ni u jednom datom podskupu. Zamenimo sva pojavǉivaǌa
u, v nekim novim elementom w i primenimo bojeǌe po induktivnoj pretpostavci.

17. Neka su A1, A2, . . . , Am troqlani podskupovi skupa A od n elemenata takvi da za sve
razliqite i i j va�i |Ai ∩ Aj | 6 1. Dokazati da postoji skup X ⊂ A sa bar [

√
2n]

elemenata koji ne sadr�i nijedan od skupova Ai.

Rexeǌe. Posmatrajmo najve�i takav podskup X i oznaqimo |X| = k. Dodavaǌem skupu
X ma kog elementa a ∈ A \ X tra�eno svojstvo se naruxava, xto znaqi da postoje
elementi b, c ∈ X i neko i za koje je Ai = {a, b, c}. Ovako svaki par {b.c} elemenata iz X
spreqava dodavaǌe najvixe jednog elementa a skupu X. Parova {b, c} ima k(k−1)

2 , dok

elemenata a ∈ A \X ima n−k, pa zato va�i n−k 6 k(k−1)
2 . Odavde je k >

√
2n+ 1

4 −
1
2 ,

odakle sledi k > [
√
2n].

18. Neka je Fk familija k-elementnih podskupova skupa X = {1, 2, . . . , n}, n > k > 3, takva
da svaka dva podskupa u Fk u preseku imaju najvixe k − 2 elemenata. Dokazati da
postoji skup Mk ⊂ X sa bar [log2 n]+1 elemenata koji ne sadr�i nijedan od podskupova
iz Fk.

Rexeǌe. Neka je k < log2 n (u suprotnom je trivijalno). Oznaqimo m = [log2 n] + 1.
Poxto svaki (k − 1)-elementni podskup X le�i u najvixe jednom podskupu u Fk,
a svaki podskup Fk sadr�i k (k − 1)-elementnih podskupova, imamo |Fk| 6 1

k

(
n

k−1

)
.

Sledi da je ukupan broj parova (M,N), gde su N ⊂ M ⊂ X, |M | = m i N ∈ Fk,
jednak

(
n−k
m−k

)
|Fk| 6 1

k

(
n

k−1

)(
n−k
m−k

)
= 1

n−k+1

(
n
m

)(
m
k

)
xto je maǌe od broja

(
n
m

)
m-elementnih

podskupova M , dakle, za bar jedno M ne postoji skup N ∈ Fk sadr�an u ǌemu.

19. Skup S = {1, 2, . . . , n} je prvi put razbijen na m, a drugi put na m + k nepraznih
podskupova (k > 0). Dokazati da se bar k + 1 element skupa S prvi put nalazio u
brojnijem podskupu nego drugi put.

Rexeǌe. Neka su S = A1∪· · ·∪Am = B1∪· · ·∪Bm+k data razbijaǌa. Za t ∈ S oznaqimo
sa xt i yt broj elemenata onog od skupova Ai (odnosno Bi) koji sadr�i t. Kako za sve
t ∈ Ai va�i xt = |Ai|, sledi

∑n
t=1

1
xt

= m. Analogno je
∑n

t=1
1
yt

= m + k. To znaqi da
je

∑n
t=1(

1
yt

− 1
xt
) = k, pa kako su svi sabirci u ovoj sumi maǌi od 1, mora biti bar

k + 1 pozitivnih, tj. za bar k + 1 vrednosti t je yt < xt.

3



20. Posmatrajmo sve familije F troqlanih podskupova skupa {1, 2, . . . , n} me�u kojima
nikoja dva nemaju vixe od jednog zajedniqkog elementa. Ako sa f(n) oznaqimo najve�u
mogu�u kardinalnost F , dokazati da je n2−4n

6 6 f(n) 6 n2−n
6 .

Rexeǌe. Parova (x, y) elemenata skupa {1, . . . , n} ima n2−n
2 ; svaki podskup u F sadr�i

tri para, i nijedan par nije sadr�an u dva podskupa, odakle sledi 3f(n) 6 n2−n
2 .

S druge strane, familija F = {{a, b, c} | n | a+ b+ c, a ̸= b ̸= c ̸= a} zadovoǉava uslov
zadatka i ima [n

2−3n+6
6 ] elemenata.

21. Dati su skupovi A1, A2, . . . , An qiji je presek prazan, takvi da je |Ai| = 30 za sve i i
|Ai ∩Aj | = 1 za sve razliqite i, j. Koliko najvixe mo�e biti n?

Rexeǌe. Pretpostavimo da je n > 29 · 30 + 2 = 872. Me�u elementima A1 ∩ Ai,
i = 2, 3, . . . , 872 ima najvixe 30 razliqitih, pa po Dirihleovom principu postoji
element a ∈ A1 koji le�i u jox bar 30 skupova Ai. Neka, bez smaǌeǌa opxtosti,
a ∈ A1, A2, . . . , A31. Posmatrajmo neki skup Ak koji ne sadr�i a. Svi elementi Ak ∩Ai

(i = 1, . . . , 31) su me�usobno razliqiti jer je Ai ∩Aj = {a} za sve 1 6 i < j 6 31. To je
nemogu�e jer Ak ima samo 30 elemenata.

Sada �emo konstruisati primer 871 skupa sa tra�enim svojstvima. Za cele brojeve
a, b, c oznaqimo La,b,c = {(x, y) | 0 6 x, y < 29, ax+ by ≡ c (mod 29)}. Ako nisu oba broja
a, b deǉiva sa 29, skup La,b,c se sastoji od 29 parova. Neka su a0, a1, . . . , a28 dodatni
elementi. Definiximo

Ai,j = L1,i,j ∪ {ai}, 1 6 i 6 28, 0 6 j 6 28;
A29,j = L0,1,j ∪ {a29}, A30,j = L1,0,j ∪ {a30}, A0,0 = {a1, a2, . . . , a30}.

Skupovi A0,0 i Ai,j (1 6 i 6 30, 0 6 j 6 28) zadovoǉavaju uslove.

Napomena. Konstruisani primer je poznat kao konaqna projektivna ravan.

22. Koliko najvixe podskupova A1, . . . , Am n-elementnog skupa A se mo�e odabrati tako
da je Ai ̸⊂ Aj za sve i ̸= j?

Rexeǌe. Posmatrajmo lance ∅ = B0 ⊂ B1 ⊂ · · · ⊂ Bn = A, gde je |Bk| = k za sve k.
Ovakvih lanaca ima ukupno n!. Za svako i, broj ovakvih lanaca koji sadr�e skup Ai

jednak je |Ai|!(n− |Ai|!). Pri tom, nikoja dva od skupova Ai ne mogu pripadati istom
lancu. Odavde je

∑
i |Ai|!(n− |Ai|!) 6 n!, tj. nakon deǉeǌa sa n!,

m∑
i=1

1(
n

|Ai|
) 6 1.

Kako je svaki od razlomaka bar 1/
(

n
[n/2]

)
, sledi m 6

(
n

[n/2]

)
. Ova vrednost za m se

dosti�e npr. ako se za Ai uzmu svi [n/2]-elementni podskupovi skupa A.

Napomena. Ovo se zove Xpernerova teorema,

23. Neka su A1, A2, . . . , Ar podskupovi skupa S = {1, 2, . . . , n} takvi da za sve 1 6 i < j <
k < l 6 r va�i |A1 ∪A2 ∪A3 ∪A4| 6 n− 2. Dokazati da je r 6 2n−2.

Rexeǌe. Skup T ⊂ S zovemo lakim ako je T ⊂ Ai ∪ Aj za neke i, j. Neka je A skup
minimalne kardinalnosti koji nije lak i neka je B = S \A.

Posmatrajmo familiju A = {A ∩ Ai | 1 6 i 6 k}. Poxto A nije lak, sledi da skupovi
X i A \X ne mogu istovremeno da budu u A, dakle |A| 6 2|A|−1.

Sada posmatrajmo familiju B = {B ∩ Ai | 1 6 i 6 k} i poka�imo da ni ovde ne mogu
da X i B \ X istovremeno budu u B. Pretpostavimo suprotno, da je X = B ∩ Ap i
B \ X = B ∩ Aq. Kako po definiciji A postoje Ai, Aj takvi da je A \ {m} ⊂ Ai ∪ Aj

za neke i, j i m ∈ S, sledi |Ai ∪ Aj ∪ Ap ∪ Aq| > n − 1, xto je nemogu�e. Prema tome,
|B| 6 2|B|−1 = 2n−|A|−1.

Najzad, k 6 |A| · |B| = 2|A|−1 · 2n−|A|−1 = 2n−2.
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24. Neka su A1, A2, . . . , Am podskupovi n-elementnog skupa A takvi da je |Ai ∩ Aj | = 1 za
sve i ̸= j. Dokazati da je m 6 n.

Rexeǌe. Neka je A = {1, . . . , n}. Pridru�imo svakom skupu Ai vektor ai = (ai1, ai2, . . . ,
ain) u vektorskom prostoru Zn

2 , gde je aij = 1 ako j ∈ Si i aij = 0 u suprotnom. Uslov
|Ai ∩Aj | = 1 se mo�e napisati kao ai · aj = 1. Nadaǉe radimo po modulu 2.

Pretpostavimo da je m > n. Tada su vektori a1, . . . , am linearno zavisni nad Z2, tj.
postoje koeficijenti ϵi ∈ {0, 1} koji nisu svi jednaki 0, takvi da je a =

∑m
i=1 ϵiai =

(0, 0, . . . , 0). Tada za k takvo da je ak = 1 imamo 0 = a · ak =
∑m

i=1 ϵiai · ak =
∑

i ϵi − 1,
dakle

∑
i ϵi je neparno. S druge strane, 0 = a · a =

∑
i ϵi, xto je kontradikcija.

25. Skup zovemo parnim ako mu je broj elemenata paran. Neka je n paran prirodan broj i
S1, . . . , Sn parni podskupovi skupa {1, 2, . . . , n}. Dokazati da postoje i, j (1 6 i < j 6 n)
takvi da je Si ∩ Sj paran.

Rexeǌe. Pretpostavimo suprotno. Pridru�imo svakom skupu Si vektor ai = (ai1, ai2,
. . . , ain) ∈ {0, 1}n, gde je aij = 1 ako j ∈ Si i aij = 0 u suprotnom. Uslov da je Si paran
ekvivalentan je sa ai · ai ≡ 0 (mod 2). Tako�e, skup |Si ∩ Sj | je neparan ako i samo ako
je ai · aj ≡ 1 (mod 2).

Kako je zbir koordinata u svakom si paran, zbir koordinata u vektoru
∑

i∈Y ai je
tako�e paran za svaki podskup Y ∈ {1, . . . , n}. To znaqi da za

∑
i∈Y ai ima najvixe 2n−1

mogu�nosti, a skupova Y ima 2n, odakle sledi da je
∑

i∈X ai ≡ (0, 0, . . . , 0) (mod 2) za
neki podskup X ⊂ {1, . . . , n}. Sada za j ∈ X imamo 0 = aj ·

∑
i∈X ai = aj ·aj+

∑
i∈X\{j} aj ·

ai ≡ |X| − 1 (mod 2), odakle je X neparno; s druge strane, za j ̸= X, 0 = aj ·
∑

i∈X ai
daje 2 | |X|, kontradikcija.

Beograd, 2012-2015
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