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Uloga invarijanti u ispitivanju konvergencije nizova zadanih
rekurentnim formulama s varijabilnim koeficijentima

Mirsad Trumié?

¢ JU Poljoprivredna i medicinska $kola Bréko distrikt BiH

Sazetak: U radu se ispituju konvergencije nekih nizova zadanih rekurentnim formulama s varijabilnim
koeficijentima. Koristi se metod invarijanti pri rjeSsavanju odgovarajucih diferentnih jednadzbi viseg reda
s varijabilnim koeficijentima, kao i neautonomnih sistema diferentnih jednadzbi.

1. Uvod

Invarijanta kod diferentnih jednadzbi ima istu ulogu kao prvi integral kod diferencijalnih jednadzbi. Ono
Sto je prvi integral kod diferencijalnih jednadzbi, to je invarijanta kod diferentnih jedadzbi. Izraz koji ostaje
konstantan (invarijantan) duz rjeSenja diferentne jednadzbe i koji ukazuje na ponasanje rjesenja diferentne
jednadzbe naziva se invarijantom ili prvim integralom diferentne jednadzbe. Naziv prvi integral, se koristi
zbog analogije sa diferencijalnim jednadzbama [2].

Definicija 1.1. Neka su a i b proizvoljni realni brojevi. Tada se jednadzba oblika
Tn+1 :anxn+bn7 leno,no—f—l,..., (1)
naziva linearnom diferentnom jednadzbom prvog reda.

Primjenom matematicke indukcije moze se pokazati da je opce rjesenje linearne diferentne jednadzbe
prvog reda (1) oblika

n—1 n—1 n—1
rumn Lt S0 I o ®
i=ng k=ngo i=k+1

zasven >ng>0.

U tom slucaju na§ zadatak je samo izracunati odredene proizvode i sume, $to s metodickog aspekta
nije beznacajno. Naravno, valja napomenuti da i izracunavanje suma ponekad zna biti otezano. Nadalje,
koristedi se invarijantom mozemo nelinearnu diferentnu jednadzbu odredenog reda transformirati u linearnu
istog reda. Slicna je situacija i sa sistemima diferentnih jednadzbi, kada se primjenom metoda invarijante
rjesavanje sistema odredenog reda svodi na rjesavanje linearne ili pak nelinearne diferentne jednadzbe istog
reda koju znamo rijesiti. Nakon navedenih moguénosti primjene, sada mozemo i definirati invarijantu (v.

[2])-

Ciljna skupina: fakultet, srednja skola

Kljuéne rijeci: niz, rekurentna formula, monotonost, diferentne jednadzbe, invarijanta
Kategorizacija: Strucéno-istrazivacki rad

Rad preuzet: septembar 2021.
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Definicija 1.2. Posmatrajmo jednadzbu
Ln+1 :f(l'n)7 'I’l:O,l,27...7 (3)

gdje je v, € R¥ i f : D — D neprekidno preslikavanje, gdje je D C RF. Nekonstantno, neprekidno
preslikavanje I : R¥ — R zovemo invarijantom jednadzbe (3) ako je

Hani1) = I(f(xn)) = I(zn), za svako n=0,1,2,....

Ovaj se metod moze vrlo efikasno primijeniti u nekim situacijama ispitivanja konvergencije niza zadanog
rekurentnom formulom. Tako ée ovdje upravo i biti rije¢i o tome, s tim sto ée rekurentne formule biti
s varijabilnim koeficijentima. Time se ovaj rad nadovezuje na rad [6] u kome je bilo rije¢i o ispitivanju
konvergencije nizova zadanih rekurentnim formulama s konstantnim koeficijentima i gdje su koristeni neki
drugi metodi.

2. Primjena rjeSavanja diferentnih jednadzbi metodom invarijanti u ispitivanju konvergencije
nizova

U ovoj sekciji bit ¢e navedeni primjeri ispitivanja konvergencije nizova zadanih linearnim rekurentim
formulama viseg reda s varijabilnim koeficijentima. Kako je svaka rekurentna formula ekvivalentna odgovarajucéoj
diferentnoj jednadzbi, zadatak Ce se svesti na rjeSavanje te diferentne jednadzbe s ciljem dobijanja opceg
clana promatranog niza, na osnovu Cega ¢e se moci ispitati konvergencija niza. Svaka diferentna jednadzba
bit ¢e rijeSena koristenjem neke njene invarijante. Isto vrijedi i za sisteme diferentnih jednadzbi.

2.1. Linearne diferentne jednadzbe

Primjer 2.1. Ispitati konvergenciju niza koji je dat rekurentnom formulom

2n—1 n—1
An+1 — an + Ap—1 = 07 n = 1727 ey (4)
n n

gdje su a; =0 i a2 =1 pocetni uvjeti.
Rjesenje: Jednadzba (4) ima invarijantu I (ant2,ant1) = (n+1) any2 — (n+ 1) ant1, jer je

I(ant2,0n41) =N+ 1) an2—(n+1)ant1 = 2n+1)ant1 —na, — (n+1) anta
=nanpt1 — nay = I (ap1,a,) = ... =1 (ag,a1) =as —a; = 1.

Odavde slijedi
Napt+1 —Nap =1 = apt1 =an +—, n>1,
n

§to je linearna diferentna jednadzba prvog reda ¢ije rjeSenje, prema (2), uz date pocetne uvjete, je oblika

n—1 n—1 n—1 1 n—1 1
an:(Hl>a1+ (Hl)zzzg.
k=1 k=1

=1 i=k+1

Opéi ¢lan niza predstavlja (n — 1)-vu parcijalnu sumu harmonijskog reda, za koji znamo da je divergentan.
Dakle, dati niz je divergentan i vrijedi

n—1

1
lim a, = lim — = +o0.

n—o00 n—o00
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Primjedba 2.2. U ovom slucaju smo rjesavanje homogene linearne diferentne jednadzbe drugog reda s
varijabilnim koeficijentima, uz pomoc invarijante, sveli na rjeSavanje nehomogene linearne diferentne jednadzbe
prvog reda.

Primjer 2.3. Ispitati konvergenciju niza koji je dat rekurentnom formulom
Tpy2 — (L +e™) xpy1 + ey, =0, n=0,1,2,..., (5)

gdje su xg =1 i x1 = 4 pocetni uvjeti.

Rjesenje: Jednadzba (5) ima invarijantu oblikal(x, 2, Tpt1) = ﬁ Tnto — Tpt1). Zaista,
e2
1 1 n n
I(I'n+2, xn+1) = e%n(’fH*l) [xn+2 - $n+1} = e%n("+1) [(1 +e )xn+1 — € Tpn — x’VH*l}
1
= W[mn_',l — SCn} = I($n+1,l’n) =...= ](m1,l’0) =X —Tg = 3.

Na taj nac¢in dobijamo da vrijedi

1

- n(n—1)
e%n(n—l) ’

1
[Tnt1 — Tn] =3 = Tpi1 =z, + €2

Dobili smo diferentnu jednadzbu prvog reda ¢ije rjeSenje je, uz date pocetne uvjete, oblika

n—1 n—1 n—1 n—1 n—1
- (H1>xo+z( 11 1)3e%k<k—1>:x0+3ze%k<k—l>:1+3Ze%k<k—l>.
k k=0

=0 =0 “i=k+1 k=0

Niz x,, ocito divergira i vrijedi

lim z,, = +oo.

n—oo
O
Primjer 2.4. Ispitati konvergenciju niza koji je dat rekurentnom formulom
(n+ 1)Znt2 + (2n — Dapyr — 3nz, =0, n=12..., (6)

gdje su x1 = —1 1 x9 = —7 pocetni uvjeti.

Rjesenje: Jednadzba (6) ima invarijantu (42, Tnt1) = %[Inw — Tpt1), jer je

n+1 n+1 2n—1 3n

Hxpy2,Tny1) = 7(_3)n+1 [Tnto — Tnt1] = T - Trp1 + — o~ Tnr
1

B (J:l«‘s)”[x"+1 =] = H(znrr,0n) = o= Iy 00) = =z o] = 2.

Odavde slijedi

n (=3)"
W[xn+1fxn]:2:>xn+1:xn+2 . n > 1.

Dobili smo nehomogenu linearnu diferentnu jednadzbu prvog reda, ¢ije je rjeSenje

n—1 n—1 n—1 (—S)k n—1 Sk
xn:<H1>az1+ ( 11 1>2T:1+2Z(_1)k? n>1,
k=1 =

i=1 i=k+1
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pa je
lim z, =1+2 3 o3
oo k
Posto opéi ¢lan alternirajuceg reda Z(fl)k% ne tezi ka 0, zaklju¢ujemo da je red divergentan. Dakle, niz
Ty oscilirajuéi divergira. =0 O

Primjer 2.5. Ispitati konvergenciju niza koji je dat rekurentnom formulom

2(n+ Dapye — 2n+ 1)apy1 — 2, =0, n=12 .. (7)
gdje su xq1 = % 1 x2 = 1 pocetni uvjeti.
Rjesenje: Jednadzba (7) ima invarijantu

" D) (g2 — Togr)

I(ny2, Tpgr) = (—2)
jer je

I(zpi2,Tny1) = (_2)n+1 (n+ D! (@nt+2 — Tnt1)

1+ 2n)
= (—2)"*! ] L+20) . o
=2) m+)2m+nxﬂ+2m+nx Tnt1
= (=2)" nllansr —an] = = I(wa,21) = (=2) [12 — 1] = 1.
Odavde se dobije
n 1
(_2) n! ('r"H'l - I'”) =-1= Tn+1 = Tn — m’ n > 1.

Dobili smo diferentnu jednadzbu prvog reda, ¢ime smo snizili red jednadzbe (7) za jedan. Njeno rjeSenje u
odnosu na pocetne uvjete je

e (£ (0 ) B

i=1 k=1 Ni=k+1 k=1
pa je
. - g1
S =52 0 g
k=1
Primjenom Leibnizovog kriterija vidimo da je gornji red konvergentan, pa je i niz x,, konvergentan. a

Primjer 2.6. Ispitati konvergenciju niza koji je dat rekurentnom formulom
Tpyo 4+ Tnp1 — iz, =0, n=1,2.... (8)
gdje su x1 = —% 1 x9 = 1 pocetni uvjeti.

RjeSenje: Jednadzba (8) ima invarijantu I(zn42, Zn41) = o [Tnt2 + (0 + 1) 2nia], jer je

1 1
I($n+2y InJrl) = E[$7L+2 + (TL + 1) $n+1] = E[_anrl + n233n + (n + 1) xn+1]

T (n— 1)![96’”rl tnz] =...=I(zz,21) = a _1 1)![962 + 21 = %
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Dobijanjem invarijante jednadzbe (8), snizili smo red jednadzbe za jedan. Tako imamo

1 1
Tpt1 + nap] = 3 = ZTpt41 = —NTy + 3 (n—1)

1
(n—l)![

Sto je diferentna jednadzba prvog reda, ¢ije je rjesSenje, uzimajuéi u obzir pocetne uvjete, dato u obliku

= <n1_[1(i)>x1 4 ;:j ( ff (4))(1« — 1)1

i=1 i=k—+1

n—1 _1\k
= (1" (n-1) (—;) + (=1 n— 1)1% > ( kl)

()" (n—1)! & (-D)F
= 3 [ —2 Z T}

Kako je niz x, proizvod neogranitenog i ograni¢enog niza, ocito je da on divergira ka beskonacnosti.

Primjer 2.7. Ispitati konvergenciju niza koji je dat rekurentnom formulom

(3n—2) 2n

Tn4+2 — 1 xn+1+mxn:n2”, n:2,3,...,

gdje su xo =2 1 x3 =9 pocetni uvjeti.
Rjesenje: Data jednadzba ima invarijantu I(z,42,Tnt1) = %[wnﬁ —2Tp41] — 27+l er je

1 17(3n—2) 2n

I({L'nJrg, anrl) = —[xn+2 — 2{L'n+ﬂ — 2n+1 = Tn+1 — Ty + n2" — 2!L‘n+1 - 2n+1
n n| n—1 (n—1)
1
= —1[mn+1 — 2z, = 2" = ... = I(x3,22) = [£3 — 205] — 22 = 1.
n—
Koristedi invarijantu uspjeli smo sniziti red date jednadzbe te tako dobiti jednadzbu prvog reda
——[@pt1 — 2z, - 2" =1l<—=2p11 =22, +2"(n—-1)+(n—1),n > 2. (10)

n—1

Dalje imamo

Tpt1 Ty 1 n—1 Tp\ 1 n—1
T —27—5(”—1)+W<:>A<2—n> ==+
odnosno,

Con| At —1fn—1
Ty =2 §A n=1)+A (2n+1>+C}.

(k+1)
k+1

Izracunajmo sada A~ (n —1) i A~ 2=% koriste¢i formule A~a! = g TiA IR =2
a—1

n®) =n(n —1)...(n —k +1), n,k prirodni brojevi. Naime,

n(n —1) n?  3n
=) ==
2 2 2

,177171_1 -1 l "_1 —1 1 "
e n(2 a7 (5)

A (n=1) =AY n)-271(1) =

(11)

gdje je
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Kako za antidiferentni operator vrijedi
A7 Hz(n)Ay(n)) = x(n)y(n) — A™HEy(n) Aa(n))

to ¢e biti

RORE =es

Odavde se dobija

gn—1_'n
on+1 __Q_n'

Sada, uvrstavanjem trazenih vrijednosti u (11) dobijamo rjesenje diferentne jednadzbe (op¢i ¢lan niza)
3 1
I 2" — Zpon - 22n'
Ty n + 4n + 4n
Odredimo konstantu C' iz pocetnih uvjeta

3 1 3
2:x2:—2—1-022—1-2-22+1-22~22:>C:§,

pajex, =-—n+3-2""1 — %n2” + in22”. Tako dobijemo da je niz z,, divergentan, odnosno vrijedi

lim z,, = +oo.
n—oo

O

Primjedba 2.8. Za razliku od prethodnih slucajeva gdje su diferentne jednadzbe bile homogene, ovog puta
smo imali nehomogenu jednadzbu. Ali smo i ovdje zahvaljujuéi invarijanti uspjeli sniziti red diferentne

jednadzbe.
Primjer 2.9. Ispitati konvergenciju niza koji je dat relacijom
Tnys — M+ D)y +Bn+5)xpy1 —2nx, =0, n=12,...,
gdje su x1 =0, xo =1, x3 = 4 pocetni uvjeti.
RjeSenje: Jednadzba (12) je treceg reda ¢ija je invarijanta
I(@nt3, Tnt2s Tng1) = Ttz — (R 4) Tnro +2 (0 + 1) Tppa
jer je
I(@nt3, Tnt2, Tnt1) = Ttz — (R 4) Tpr2 +2 (0 + 1) Tppa

=n+5)xnt2— Bn+5)xpi1 +2nT, — (N +4)Zpi2+2(n+1) 2y
=Zpta — (N +3)Tpy1 + 20z, = ... = I(x3,22,21) = x5 — 42 + 221 = 0.

Na taj nacin dobili smo sljedeéu diferentnu jednadzbu drugog reda

Tpp2 — (M +3)xpy1 + 202, =0, n>1,
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¢ime smo snizili red date jednadzbe s tri na dva. Medutim, jednadzba (13) takoder ima invarijantu oblika

1

I(zn42,2n41) = Gopg[Tna2 — (R4 1) Tnga]
jer vrijedi
1 1
I(@nt2, Tng1) = W[%H —(n+1)apn]= W[(n +3) Tn+1 — 20Ty — (N4 1) T 1]
1 1 1
= Q—n[mnﬂ —nxy| =...=I(x2,21) = 3 (xa — 1) = 3
Odavde je
1

1
37 [Tnt1 = nT] = 5 = Tpp1 = Nz + 2"l n>1,

Sto je diferentna jednadzba prvog reda, tj. snizili smo i red jednadzbe (13) za jedan. Njeno je rjesenje, s
obzirom na pocetne uvjete, oblika

n—1 n—1 n—1 n—1 2k71
mn=<Hi):¢1+ < 11 i)2k_1=(n—1)!z o
k=1 :

i=1 i=k+1 k=1

1z ovog se vidi da niz z,, ocito divergira, buduéi da je
o 2F1 1
k! 277

k=1
te vrijedi vrijedi

lim z, = +oo.
n—oo

O

Primjedba 2.10. Koristeéi se metodom invarijante, rjesavanje homogene linearne diferentne jednadzbe
treceg reda sveli smo na rjesavanje nehomogene linearne jednadzbe prvog reda. Na ovaj nacin snizili smo
red diferentne jednadzbe za dva. Naravno nije to wvijek moguce, ali ako moZemo red jednadzbe smanjiti
makar za jedan i to je uspjeh, s obzirom na c¢injenicu da sto je jednadzba viseg reda, to je njeno rjesavanje
zahtjevnije.

2.2. Sistemi diferentnih jednadzbi

Primjer 2.11. Neka su dati nizovi realnih brojeva

n 3n
T = Ty — ——
n+1 nt2 n n+2yn
-1 1—2n
Yn+1 = n=0,1,2,...,

nt ns
n—|—2m n—|—2y

gdje su xg =1 i yo = 0 pocetni uvjeti. Odrediti lim x—n.
n—oo yn

Rjesenje: Invarijanta datog sistema je I(Zp41, Yn+1) = (0 + 2) (Tnt1 — Ynt1), jer vrijedi

n 3n 1 1—-2n
I('T’rH—lv y'rH-l) = (’I’L + 2) (xn+l - yn+l) = (’I"L + 2) < - )

n+2$”_n+2y"+n+2x" n—|—2y"
=I(wp,yn) = (n+1) (Tn —yn) = ... = (20, y0) = (o — yo) = 1.
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S obzirom na invarijantu, onda vrijedi (n + 1) (zn, — yn) =1, n > 0. Odavde je

1

R 14
n+1’ (14)

Yn = Tn —

pa uvrstavanjem u prvu jednadzbu datog sistema dobija se linearna diferentna jednadzba prvog reda

- _72nm n 3n n>0
n+1*n+2 n (n+1)(n+2)7 — Y

Cije je rjeSenje
n—1 .
—21
Tn = -
< g 142

S ok (= Dk 2)! 3k
= ) T G DD

)xo +:_1 ( ﬁ z_+222> (k+1:)))lzk+2)

=0 “i=k+1

Il
N

|

wl o
~——" Wl

(1) -2 ) T i e |
(DD
(DY -]

“[(-9)(-2) +5(-2) ]
( |

I
—— T

Tako dobijemo da je

Y ) e

Iz (14) se dobije

_ (=271 >1
yn—gn(n+1)a n =z
Konagno je
—2)" n 1
n "+ 3n—1 — +3 = —5ym
lim Z® = lim (=2) J; n = lim =2 n( 2) 27 g,
n—oo Y, n—00 (—2) —1 n—00 (=2) 1
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Primjer 2.12. Nizovi x,, iy, definirani su sistemom diferentnih jednadzbi

T (Tn = Yn) Yn (Tn = yn)
Tn+1 :%ﬂyn-‘rl: %7 n:()717"'7
gdje suxg =a >0 iyg=0b> 0 pocetni uvjeti. Ispitati konvergenciju tih nizova u slucaju kad je a > b.

Rjesenje: Invarijanta datog sistema je I (Tp41, Yni1) = 2L, jer vrijedi

Ynt1
Zn(Tn—Yn)
—Inl T on _ Zn - = _¢
I(ﬂﬁn+17yn+1) = Ynit = yn(m;n,yn) - Un - I(xnvyn) — e = I(x()?y()) - b
Stavljajuéi
b
Yn = Exn» (15)

u prvu jednadzbu datog sistema imamo

S Tp (a:n - gacn) _a- b$2.
2n a2r "
Dobili smo jednadzbu koja nije linearna, ali koja se pogodnim transformacijama moze svesti na linearnu.
Tako se logaritmiranjem dobije

a—b
Inz,41 =2nz, +In o
Uvodenjem smjene u,, = Inz, (up = lna), posljednja jednadzba postaje
a—1b

Un+1 = 2un +1In a2n

§to je linearna diferentna jednadzba prvog reda Cije je rjeSenje

n—1 n—1 n—1
a—>b
un:<H2>uo+ < H 2>1n—a2k
=0 k=0

i=k+1
n—1 a b n—1 a b

__ on n—k—1 Y _ on n—k—1 B —k

=2"ug + g,o 2 In o 2" ug + g,o 2 (ln—a +1In2 )

a bn—l 1 k n—1 1 k
_on n—1 — - __on—1 _
=2"ug+ 2 In . Z(g) 2 ln22k<2)
k=0 k=0
a—b n—1 1 k
= 2"y + (2" —1)1In —2“—1111221@(5) .

Kako je

R S QO I vt et

k=0

[ )]
~[-(3) o (3) ],
- k kqn
-[-2() 6) ),
= — ! (n+1)+2,
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imamo da je

a —

b 2!
Up =2"Ina+ (2" —1)In +(n+1—2")1n2:1112"a(aT) .

Vracanjem smjene dobije se

2" —1
a—>b

n:2n )
. a( . )

a iz (15) slijedi da je

a_b\2 1
yn:2"b( 7 ) .

Ocigledno da oba niza, z, iy, divergiraju i teze ka +o0o kad je a —b > 2. U slucaju kad je 0 < a — b < 2
oba niza su konvergentna i teze ka 0, jer nakon smjena m =2"i k = ﬁ > 1 imamo

lim k- = 0.

m—oo kM

Zahvalnost

Zahvaljujem se Profesoru Mehmedu Nurkanoviéu na ideji za pisanje ovog rada, kao i za niz sugestija koje
su omogucile da rad dobije kvalitetniji izgled.

Zadaci za samostalan rad

Ispitati konvergencije nizova datih sljede¢im rekurentnim formulamas:

(Sl [V}

L (n+3)zns2— 2n+ 1D zp +(n—2)z, =0, (n=0,1,2,...), 23=1,

8
N
Il

2. NZpi2+2M—3)xpy1—3(n—2)2, =0, (n=1,2,...), &1 =—-1, 29 = %;
3. Zpgzs—(n+ D) xpio— (n+7)2py1 + 60z, =0, (n=1,2,...), 21 =0, 290=3, 23 ="7.
4. Dati nizovi realnih brojeva

3n—2 3n+7
S

—2n dn+5
yn—&-l:n_lxn'i_ n_lyna
zan=0,1,2,..., gdje su g = % i yo = 1 pocetni uvjeti. Ispitati konvergenciju datih nizova.
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