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CABPLUEHU BPOJEBH

Paitixo Towuh, Hoeu Cag

boi je cinsopuo ceeiti 30 6 gana, jep je 6 cagpuien 6poj,
anu 6u on 610 cagpuien U ga ClieaAparbe Huje Wpajano woauKo.
CeeTH ABrycTHH

JEOHUHULIUIA

3a mpupoaaH 6po] N KAKEMO Ja & CagpuieH ako J€ 30Up CBUX HETOBHX
nmpaBux Aciawiana jeaHak n. IlpaBm agemuonu mpupogHOr Opoja n Cy CBH
JETHOLIH O M KOJH cy Mamu ox n. Ha npumep, Opoj 6 je caBpiueH, jep ¢y CBH
HBEroBy TpaBu genromd 1, 2 u 3, a muxoB 30up je 6. Yemhe ce caspen Opoj
neHHUIIEC Ka0 MPHUPOAAaH Opo] n TakaB jAa je¢ 30Hp CBHX HCTOBHUX JCTHIANA
(vobyuyjvhu u cam Opoj n) jeanak 2n.

Jlako ce mposepasa, Ha npuMep, Ja cy 28, 496, 8128 u 33550336 ca-
BPILICHH OPOJCBU.

®YHKLIUIA o(x)

Buanumo ga v achununmju cappiicHux Opojeea Gurypuiie mojam 3o6up
geaunaya. 36up aenunana j¢ jeaHa o GyHKIHja ¢a KOJoM c¢¢ uecTo cpehemo v
Teopuju Opojesa. YobuuajeHa o3Haka 3a GyHKIH)Y ,,30mp acaunana’ je o(n).

Hakne, 3a cBaku mpupojad 6poj n acdunuimemo 0(N) kao 30HMp CBUX
MO3UTHBHUX JA¢ujiana Opoja n.

36up Acmunana j¢ jeaHa O BAKHHUX apUTMCTHUKHX (DYHKITHja TCOpH]C
Opojcaa.

Apuitimeitiuyrxa yrryuja je GyHKIH)a NeIo0POjHUX MPOMCHIBHBHAX KOja
y3UMa caMo 1eI00pOJHE BPSAHOCTH 32 CBE BPSAHOCTH CBOJUX MPOMCHJBUBHX 32
koje je aeduancana. Ha mpumep, nonnaoM ca uea00pojHIM KOS EHTHMA |€
apurmeTHUKa QVHKIMjA.

Apurmetnuka QyHKUMja of jeaHe npomensbBe f(X) je Myritiuitiuxa-
{uena axko Cy 33J0BOJbEHA cieacha aBa yciosa:

(1) f(n) HUjc MACHTHYKY ¢ THAKA HYJIH,

@) f(mn) = F(m)f(n). axo je NZD(m,n) = 1,

Ha mpumep, dyaxumja f(n) = n® je mynTunmmuxatussa.

Jlako c¢e Buam ga je, 3a myararuakarusay Gyuakuujy f(n), f(1) = 1.

Haume, ako je 3a Heko ng, f(ng) # 0, onga je f(ng) = f(ng - 1) = f(ng)f (1),
omakie cieau gaje f(1) = 1.
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Jacwo je na je o(p) = p + 1, ako je p mpoct 6poj. Tame, ako je p
pocT Opoj, OHJA |

k+1_1

o) =1+p+p>+p°+ - +pt =t

Teopema 1. Axo je = p; P, 2 ... P~ , OHAA j€

o +1 O +1 ag+1
o) =P —t.p ol P o1
p1—1 p2—1 Pr—1

Joxaz. Cneau HA OCHOBY YHECHHIIE A CC MOCTIC MHOKCHA 3arpajia
(L+p +pi+-+p)A+p,+p2++py2) . (L +p+pi+-+p.5),

CBaKH JICTHTCIh OPOja 1 T0jaBIbyj¢ TATHO JCIAHTYT Ka0 cadupax.

Teopema 2. ®yuximja 0(1N) je My ITUILIHKATHBHA.
Joxasz. Heka ¢y x u y y3ajaMHO MPOCTH OPOJCBH U HEKA CY BHUXOBC (aKkTOpH3a-
IIH]j€ HA MPOCTE YHHHUOIIE (KAHOHCKA MPEACTABIbAkA) AaTe Ca

X=p'p,? .. Pt my= qfquz g

Kako OpojeBu X B Y HCMA]y 3aJCTHUYKHX MPOCTHX JACTHIANA, KAHOHCKH OOJHK
HBHAXOBOT MMPOU3BOA |€

xy = piips . pkqPrghe L qbr

ma j¢ mpema Teopemu 1

p1—1 pz—1 Pie—1 q1 -1 qz—1
q§r+1_1
qr—1

= o(x)a(y).

TEOPEME EYKIIMJIA U OJJIEPA

Huje mos3Hato ga mu mocToj¢ HeHMApHH CABPIICHH OPOJCBH.

Eykmugosa u OjnepoBa Teopema, y3eTe 3aj€AHO0, Jajy noTpedaH u J0BO-
JbaH yCJIOB 12 OH HEKH mapaH npupoaaH Opoj OHo caBpIieH.

Teopema 3. (Eyxaua) Axo je 2™ — 1 mpoct 6poj. onaa je 277 1(2" — 1) casp-
IIcH Opoj.
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Joxas. Kopucrehu uumenuny aa je o(p) = p + 1, axo je p opoct 6poj u My-
THUTTHKATHBHOCT (yHKumje ©(Xx), mvamo ga je 3a m=2""1(2" —1) wu
2"—1=p

om)=c" 1. =0C"-DPp+1D=02"-1)-2" =2m.

Teopema 4. (Ojirep) Ako je mapan npupogaH Opoj caBpIieH, OHIA OH HMa OOTHK
212" — 1), rae je 2™ — 1 mpocT 6poj.

Jloxas. Heka je m = 2""1.q, rae je q nenmapan 6poj, n > 1 u o(m) = 2m.
Cnenu 1a je

o(m) = o(2"Ho(q) = (2" — Do(qg) =2m =2"q.

q
2"-1"
naje g = (2" — 1k, rae je k nenapan 6poj u naje a(q) = 2" - k. Kako cy k u
(2" — 1)k nmemmouwm Opoja g u xako je wmuUxOB 30up jexHak 2" -k = 0(q),
crnenu ma ¢ Hema apyrux aemmnana. Hakre, ¢ = (2" — 1)k je mpoct Gpoj, na je
k=1,1.2" — 1je upoct 6poj.

Oparne je o(q) = 2" Kako je 0(q) npuponaH u g nenapan 6poj, cieau
q

O
OBWJIHHU U OCKY IHH BPOJEBU

Craporpuks MareMaTH4apd Cy CMaTpalld BAXKHHUM Ja Y3 CBAaKH Opoj
M3y4aBa]y W CBE KbETOBE AC/IHOLE. 3aTO Cy IOopea caBplIeHHX OpojeBa mocma-
Tpanu obuane U ockygue Opojee. Bpoj n je obunan, axo je o(n) > 2n, a
ockyaan ako je 0(n) < 2n. Y ToM cMHCTY, ,HAJOCKYIHHJH Cy HPOCTH
6pojesu, 3a koje je 0(n) = n + 1. Ockyanu cy, Takohe, U CTEMCHHU ABOJKE, AlH
je KOX BHX ,,0cKyaarmja” Hajcmabuje mpakena: o(2%) = 281 — 1. C apyre
CTpaHe, OOMIIHOCT MOXKE OMTH BEOMA H3PAKCHA.

Teopema 5. Axo je n caBpiueH Win oOunan Opoj, oHJa je mn oduiaan Opoj, 3a
CBaKH mpupoaad opoj m > 1.
Jloxaz. Hexa cy d1 =1, d,, ..., di, = n cBu aemuonu 6poja n. Taga cy md,
md,, ..., md; acnmuoum 6poja mn. Kako je m > 1, acnuian 1 HUje VKIBYICH V
oBY JucTy genuiaaua ogq mn. M 6e3 octanux aenmana Opoja mn, To j€ JOBOJbHO
14 3aKJbYUIAMO 2 j¢

o(mn) =2 14+ md, + -+ md, > md, + - +md, = ma(n).
Kaxko je n caspinen uam obunas, 1o je 0(n) = 2n, na je

o(mn) > mo(n) = m-2n = 2mn,
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mTo 3Ha4H Aa je 6poj mn obuman.
O

O6winu 6pojeu Mawu ox 50 cy 12, 18, 20, 24, 30, 36, 40, 42 u 48.
O6wnHocT 6pojena 20 u 40 MOXKE C¢ TUPCKTHO IIPOBCPHTH, A 34 OCTAJIC HABCIC-
HE OpOjeBE CICOU HA OCHOBY IPETXOIHC TCOPEME HITH CC, Takohe, MOXKE JUPCKT-
HO IIPOBCPHTH.

Teopema 6. Craxu mapan 0poj Behu o1 46 MOKE ¢ MPCACTABUTH Kao 30Hp ABa
obuitHa Opoja.

Hokas. OcTarak npu aeseewy mapHor Opoja ca 6 je 0, 2 uan 4, 1). cBaku mapaH
11¢0 Opoj je obmmka 6k, 6k + 2 win 6k + 4.

Axojen=6kuk =4 Baxun = 6k = 6-2 + 6(k — 2), a npema 1¢o-
pemu 5, oba O6poja HA ACCHO] CTPAHU CY OOMIHA.

Axojen =6k +2uk = 5, Baku

n=6k+2=6-3+6(k—3)+2=20+6(k—3):

20 je obuman Opoj, ka0 U ApyrH cabupak (Teopema b).
Axojen =6k +4uk = 8, Baxu

n=6k+4=6-6+6(k—6)+4=40+6(k—6):

a 40 u 6(k — 6) cy obunuu Opojesu, 3a k = 8.
O

Teopema 7. Caku neo 6poj Behu ox 83160 moxke ce mpeacTaBUTH Kao 30Hp
aBa
obutHa Opoja.

Jloxka3z. 3a nmapue OpojeBe TBphewme cleal Ha OCHOBY MPETXOAHOT 33a0aTKa. 3aT0
hemo ce orpannunTH Ha MOCMaTpame HenapHUX Opojesa Behux ox 83160, mazxa
noka3 koju hemo maru oOyxBaTa U mapHe OpojeBe.

Kao u v mperxoxanm tBphemuma, oOuIHOCT cabupaka OpOU3HUIA3H U3
YHIBbCHHUIIC A CY OHU ACJbUBH MO3HATHM OOWIHUM OpOjeBHMA.

JacHo je ma u3 HemapHOcTH 30Upa a + b mpusniazu ga cy a u b paznu-
YUTC MAPHOCTH. 3aTO HAM j¢ 3a A0Ka3 moTpeOHO aa mpoHalieMo HEKHM HEemapaH
obuman 6poj. UcnocTaBrba ¢ aa ¢V HCTIApHH OOMIIHK OPOJCBH PCTKH;, HAjMambU
je 945 (cnenehu je 1575).

Canma hemo c¢ mo3BaTu HA jeAaH A0OPO TO3HATH PE3VITAT U3 TCOPH|C
JAUHCAPHUX THO(DAHTCKHX |CAHAYUHA KOJH TIACH:!

Axo ¢y a u b y3ajamno tipocitiu iipupoguu 6pojeeu, oHga jegHavuHa
ax+ by =c

uMa peuierbe Y CKYiy upupogrux 0pojeea, 3a ceaxu upupogan opoj ¢ > ab.
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Hajmamu mapan obunan 6poj ysajamuo mpocT ca 945 =3%-5-7 je
88 =23.11. 3aro jeaHaUMHA

88x + 945y =c¢

uMma pemewme (X, y) y CKyINy OPUPOJHHX OpojeBa, 3a CBAaKH MPHPOJaH Opoj
¢ > 88-945 =83160. Kako cy 88 u 945 obunaam Opojesu, 88x m 945y cy
OOHITHH OPOJEBH 3a MMPOHU3BOJbHE MPHpOAHE OpojeBe x U Y. Tume je TBphewme a0-
Ka3aHo.

O

KOJIMKO UMA CABPLIEHHUX BPOJEBA?

Cagputenu Opojegu, kao u cagpuieHu bygu, 8pio Cy petuxii.
Pene Jlekapt

Huje noznaro ga mu uma OCCKOHAYHO MHOTO caBpiicHuX Opojeea. Huje
MO3HATO, Takole, Ja M yOmIITe MOCTOj¢ HETIAPHHU CaBPINCHH OpojeBU. 3aTo Om
OHI0 KOPEKTHH]E TIOCTAaBUTH NHTamke: ,,Komnko uma npupoanux Opojesa 3a koje
3HaMO (TJ. 3a KOJ€ je JoKa3aHo) ja cy caspueHd’” CBH OO caga MO3HATH CaBp-
menn 6pojesH cy obmuka 2 1(2" — 1), rae je 2" — 1 npoceT 6poj.

MelhyTumM, MH He 3HAMO KOJHKO MMa MPOCTHX OpojeBa obmuka 2™ — 1,
HATH Ja JIH j€ BHUXOB Opoj KoHavyaH WK OeckoHaudaH. [Ipupomnu OpojeBm
obmuka 2" — 1 HazuBajy ce Mepcernosu dpojeeu M 3a BUX KOPUCTHMO MOCEOHY
osHaky: M, = 2" — 1.

Cneacha Tcopema aaje jeman notpedaH anu HE U A0BOJbAH VCIOB aa OH
Mepcenos 6poj M,, Ouo npocr.

Teopema 8. Axo je n npupoaan 6poj u 2" — 1 ipocr, oHAA j¢ 1 N mPocT Opoj.
Joxas. [lokazahemo exBuBajieHTHO TBphemwe, 1]. aa je 2" — 1 cioxkeH Opoj, ako
je n cnoxken Opoj. Hexkajen=rs.r > 1,s > 1. Tamaje
2n—1=2" -1
=(2")7 -1

= @2 D@+ @) T4+ 1),
a

IIpema mperxoanoj Teopemu, 6poj odauka2™ — 1 He Moke OHUTH TIPOCT
aKko N HHj¢ MPOCT. 3aTo ¢¢ KopHuCcTH ceacha Hotamuja. Mumemo M, = 2P — 1,
rae ce nmoapasymesa aa je p npoct Opoj. bpojesu M, nasusajy ce Mepcenosu
ipociun Opojesu mo (PpaHOycKoM Matematuuapy w3 17. Beka KOJH HX J€
M3VYaBa0 y BE3U Ca caBpuicHHM OpojeBuMa. MepceHOBH mpocTH OPOjEBH CY 0
noceOHOT 3Hauaja. Pa3mosm 3a TO Cy O€I0M MCTOPHJCKH, a JCIOM CE 3aCHHUBA)Y
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HAa YMBCHULM Ja TAaKBH MPOCTH OpPOJEBH Halla3ze MPHMEHY Y APYrHM 00nacThMa
MaTCMAaTHKE.

M, je npoct 6poj 3a npea yeTHPH npocta Opoja: p = 2,3,5,7 (M, =3,
M; =7, M; =31, M, = 127). Mehyrum, cneachu MepcenoB 6poj j€ CIOKEH:
My, = 2047 = 23 - 89,

Mepcen je TBpauo gacy 2, 3,5, 7,13, 17,19, 31, 67, 127 u 257 jeau-
HHU ripoctu Opojesu, ue Behu o 257, 3a xoje je Opoy 2P — 12 npoct. Mehyim,
OBa JIUCTA CAAPIKHU TPEIIKE, KOJE CY OTKPUBEHE MHOIO BPEMCHA MOCIS CMPTH M.
Mepcena. Haumve, aBa Opoja 3a koje je MepceH TBpAUO Aa ¢y MPOCTH, YCTBAPH
Cy CJIOJKCHHM, a UCIyIITeHA ¢y TpH npocta 6poja. [eppymun (1827 — 1900) je,
1883. rogune, mokazao ga j¢ Mg mpoct. 3a OpojeBe Mgy 1 M 47 je, Takohe, y1-
BpheHo na cy mpoctu. C apyre ctpane, 3a 0pojese Mgy 1 Mys-mokasaHo je aa cy
CITOKCHH.

YTBpauTH a 1u j¢ HEKH BEIHKH Opo] (PEHMMO OJ HEKOJIHWKO CTOTHHA
urdapa y AeKkagHOM 3aIHCY) NPOCT, HHJ€ HAMAJIO JaK IT0Ca0, YaK HU JaHAC KAl
pacrionazkeMo MohHuM cyneppadyHapuma. MepceHoBH GpojeBu, MehyTum, cra-
Jajy V KIacy IPUPOIHHX OpOjeBa 3a KOJC CY pa3BUJCHEC CPHUKACHHU]C MCTOAC
TECTHPAbA.

Ho manac je 3a 50 MepceHoBHX OpojeBa YTBPHCHO [a CY MPOCTH, AITH TO
Hucy npBux 50 Mepcenosux OpojeBa. TpenyTau pexopaep je 0po] M77232917 =
277232917 _ 1 koju je oTkpHBeH (I0KazaHO Aa je mpoct) 26. aenembpa 2017.
roause. To je u HajBehu nocax mosHAT npocT Opoj yommre. JckaaHu 3amuc Tora
opoja caapxku 23249425 mudapa. Jbyacka mamra HHjE AOBOJBHA A CC CTCKHC
MpeACTaBa O BCIHYHMHH TAaKO BCIHKHUX OpojeBa. Ymopeaumo ra ca opojem ee-
MCHTApPHUX YCCTHLA V LIEI0] BUAJBHBO] BacCHOHH. DHU3nuapu ¢y JAOUUTH 10 3a-
KJByUKa JAa 3amuc Tora Opoja caapxku oxo 80 uudapa, xaxie, morao O6u ce 3amu-
CaTH V JCTHOM PCay.

Toncrojes "Par u Mup", npunnyaro aedeia KbHUra, CaapKa NpUOIIKHO
3,1 mMumuona rpadpuukuxX 3HaKOBa (CIOBa W 3HAKOBA WHTEpNyHKUH]E). ake,
KIBUTa Y kK0J0] OM OMO HamTaMIlaH caMo ACKATHU 3armuc 10ca] Hajseher mosHa-
TOr mpocTor Opoja Omma Ou ckopo ocaMm IyTa aedspa oa TocTojeBor Hajno3Ha-
TH]CT POMaHa.

N3 Evknuaoee TcopeMe CIeau Aa Ha OCHOBY CBAKOT mpoctor MepceHo-
BOT Opoja 1o0ujaMo jeaaH mapaH caBpiicH Opoj.

Kako Ham HECY mo3HaTH OpyrH OpojeBH, OCHM OHHX Koje moOHjamMo Ha
OCHOBY EykImumoBe TeopeMe, CICAM Aa HAM J¢ AaHac mosHato cBera 50 casprie-
Hux Opojesa. Hajsehu ox mux je oHa) koju noOHjaMO HAa OCHOBY HajBeher g0
caja nmo3HaTor mpoctor MepceHoBoTr Opoja, 1). Opoj

— 92772329169 77232917 _
M77232917 =2 (2 1)
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3ATIALIA

1. JloxazaTi 1a CTCTICH TIPOCTOT Opoja HC MOXKE OUTH CaBPIICH Opoj.

Pewerve. Axo jc

k+1

o(p*) = —2 = 2p*,

k+1

p-1

ramaje (p — 1) - 2p* =p — 1, omaxse je 2p* = p*tl + 1. 1. 2 > p,

IITO j¢ KOHTPAAUKITH]A.

2. Ako je n caBpuieH Opoj. oHAA je 30Hp PEUHITPOYHHX BPEIHOCTH HBErOBHX J€-
mvnana jeaHak 2. Jlokazatu.

Pewmerwe. Hexacy dy = 1, d,, ..., d;, = n cBu aenmonu caspmeHor Opoja n. Ta-
aaje

n n n

d—1+d—2+"'+d—k— 2n,

OJaKie ToCe JeJbEha ca N caeau TBpheme.

3. Jlokazatu ma c¢ ACKATHH 3aMUC CBAKOT MAPHOT CABPIICHOT Opoja 3aBpIiaBa
uppom 6 wm 8.

Pewerse. Tapan caspurcH 6poj m je obauka 2™ 1(2" — 1), rae je 2" — 1 mpoct
opoj. Ilpema Teopemu 8, Taza je 1 n npoct 6poj. Hakie, n = 2 unn je n odnuka
4k + 1 vou 4k + 3.

Akojen = 2, Taxa jc m = 6 u TBpHCHC BAXKH.

Akojen =4k + 1, Tagajc
m = 24 (241 — 1) = 16%(2 - 16 — 1).

Kaxo ce 16" 3appruasa umudpom 6, 2 - 16X — 1 ce 3appruasa uudpom 1, mace m
3aBpirasa nudpom 6.

Axkojen = 4k + 3, Taga jc
m = 24+2(24+3 _ 1) = 4. 16%(8- 16% — 1).

Kaxko ce 16* 3appmasa mmudpom 6, 4 - 16” ce 3aprmuasa umppom 4, 8- 165 — 1
ce 3appmasa nudpom 7, ma ce m 3aBpmasa mudpom 8.

4. Hahu cBe caBpmieHe OpojeBe n Takse Jacyv n — 1 un + 1 oba npoctu 6poje-
BU.

Pewere. OuurnegHo je na ce HajMamH caBplieH Opoj 6 Hamasw usamelly asa
mpocta 6poja 5 u 7. JlokazaheMo ga Hema APYrHX CaBPIICHUX OpojeBa ¢a TOM
OCOOHHOM.
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Heka cy n— 1 m n + 1 nmpoctr OpojeBH 3a HEKH Tipupoaad 6poj n > 6. Taxa je
3aHCKU IO Opoj Kk > 1, n—1 =6k —1un+1 = 6k + 1. (Caxu npoct Opoj

Behu ox 3 maje mpu geseewy ca 6 octarak 1 wmm 5.) Taxa je n = 6k, ma cy 6po-
n nn

JeBH n? 27 37 6

paszmuuuTH aeauonu opoja n, sehu ox 1. Kako je
n+-+2+241=2n+1>2n,
2 3 6
ciaean na 6poj n He MOke OMTH CaBPIIEH.

5. Hahu cBe caspiuche 6pojese /2 3a Koje j¢ u 6poj G(G(n)) CaBpIICH,

Peuerve. IpeTocTaBuMo Aa j€ 1 mapax caspineH 0poj. Taga je, nmpema Ojnepo-
BOj Teopemu, n = 2P71(2P — 1), rae je 2P — 1 npoct 6poj. Kakocy 2 u 2P — 1
Pa3THYIUTH MPOCTH OPOJEBH, TO j&

O'(O'(n)) =o(2n) = G(ZP(ZP — 1)) =o(2P)-a(2P - 1)
=P —1)((2P - 1)+ 1) =2P2P*1 - 1),

JacHo je 1a je oBaj Opoj mapaH, na ako je u caBpuieH, oH je Beh Hammcan v O)e-
pOBOM ODMKY 3a caBpIIcHE mapHe Opojese. Y ToM cayuajy je 2P — 1 mpocr
Opoj, ma je u p + 1 npoct Opoj. Cneau aa cy u p u p + 1 npocru OpojesH, na
Kako Cy TO Y3aCTOMHH TIPHPOIHH OpojeBr, To j¢ p =2. Tama jc n =
222 -1)=6mu

o(a(n)) = o(a(6)) = 0(12) = 28.
Haxie, n = 6 je JeIUHO peUICHE.
Huje nmozHaTo ma 1 mocToje HEMapHW CaBpLICHH OpPOJCBH, alnd HH]C JOKA3aHO
HH J1a HE TIOCTO]C. 3aTO MOPaMO Pa3MOTPHTH U Taj CIy4aj. AKO je 11 HeTapaH ca-
BpincH 6poj, Taaa je 0(n) = 2n, npu uemy ¢y 2 U 1 y3ajaMHO MPOCTH OPOjEBH,
Ima je

G(G(n)) =o(2n) =o(2)-o(n) =3:2n = 6n.
JacHo je ma je 6n mapan O6poj, 1ma aKko J& ¥ CaBPIICH, OHA |C
6n = 2r71(27 - 1),

rze je p mpoct 6poj. MehyTum, kaxo je p Henapan 6poj, Opoj 61 caxpku IpoCT
YHHUAL 2, T4 HE B OMT0 Koju ctencH 2%, 3a k > 1. To 3maunm ga je 2P~ 1 = 21,
onaxie je p = 2. Crean 1a je 6n = 2(22 — 1) = 6, onaxne je n = 1. Kako 1
HHjC CaBpLICH Opoj, 1omuTH CMO A0 KOHTpaaukuMje. [akne He mocToju Henapax
caBpIIeH Opoj 7 3a KOjH je O'(G(n)) caBpIIeH Opoj.

Crartujara npB nart e o0jaBena Bo cnucannero TAHI'EHTA na
JAM na Cpouja Bo 2019/20 roguna




