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METOIOA TPAJEKTOPHUIJA

Iepa llseTsmosnh, Jlosamma

3a ompelupame Gpoja HeKMX KoMGMHATOPHMX ofjexaTa kojH mocenyjy on-
peliena cpojeTnA MOXKe ce 3roHO YNoTpeOUTH jeana reoMeTpujcka Merona. Ha |
IpUMep, MHTEpecyjé Hac KOJTHKO HMa HM30BA £1£87 ... £, KO KOJHX jé €; jeHAKO
+1 unu =1 u xoju ucnymanajy cineneha mpa ycnopa: (a) +1 ce mojanmyje p
nyta, a —1 gmoyra (p > ¢, p+qg =n); (6) sp = 1 4+ea+-+ex =
0 3a crako k, 1 € k £ n. CpakoMm TakBOM HM3y MOXe Ja ce OPHIAPYXH
jenHa masoM/eeHA JIMHMjA ¥ PABHH, T3B. fYymM HIM mpajexmopuja, TAKO na
PAINTMYUTUM HM3OBMMA ONIOBApajy painuuure Tpajektropuje w obparmo. Ha
Ta] HauWH npebpojabame HU30Ba CROIM ce Ha npebpojapame TpajeKTOpMja, UITO
je, xao mro he ce Bunern, Aanexo jennocrasAnje. YIpPABRo y TOMeE ce M CACTOJH
W/Ieja MeToNe TpajeKTopHja.

IIpumep 1. Henped buockoncxe faazajne cmoju y pedy p+4q, p = q ocoba
Koju dceae da xyne xapme aa npedcmaay. Ilena xapme je 5 dunapa. Caaxa
od p ocoba tMa xod cebe voavanuyy od 5 dunapa, a ceaxda od nPeoCMAAUL §
ocoba no woevanuyy od 10 Qunapa. Axo y baazajnu y novemxy nema noaya,
HO KOAUKO HauuMa ce muz p 4+ q ocoba mMoxce nopelamu y ped, maxe da
npodaja xapama ude bea aacmoja (da Kuxo He uexa na xycyp)?

Peureme. YounMo jeal TpOH3IBOJBAN PACIOPE NOCETHIATA ¥ 0BeIeKHMO
ra €A £1€7 .« Eptqy DlE jE

i +1, axo i-TH DOCeTH]IAIN MMa HOBYAHWUIY o 5 JIMHApA
2 —1, axo i-TH HoceTHNAN MMa HoBYAHWMY on 10 murapa

sat=1,2,.:.,p+q. (Ilocernonn ce Gpoje noves on Gnarajme.)
Heka je
s = &
8 = &1 +¢3

8% = &1+ext o+t E

Sppq = E1FE2TFrr+F Epige

Axo youumo npeux k, k = 1,2,...,p + ¢ moceTHnana, Tana 36up s npen-
CTaB/ha pa3znuKy Gpoja OHMX KOjH Nocemyjy HOBYAHHMIIG O 5 IHHApPA M OHMX
ca Hopuammumama ox 10 mumapa. Jla 6m Gmarajuma pamuna Ges sacroja mpeu
noceTnnal Tpeba xa uMa Hopwamuny o b mumapa. Axo je To Mcnymeno, 3a
Apyror mocéTuolla Hema orpanuyvema. Buiso xa uMa 5, 6uno 10 aumapa, Giaa-
rajaa he mohu ma pamw. Jlame, mehy npeoM TpojumoM, 6ap IBojnIa Mopajy
MMATH HOBYAHMIE 071 5 muHapa urd. Huje TefKo 3ak/py4MTH 12 je 3a HECMeTaH
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paJ Gaarajue HeOMXOMHO M IOBOJBHO Na 3a chako k, 1 € k € p+ ¢, Mebhy npnux
k noceTWiana OHMX ¢4 HOBUAHMIAMA OJ 5 AMHApa MMa Gap ONONMKO KONMKO
MMa MOCETHIIAIIA ca HopuaRWmama ox 10 mumapa. Jemueo y ToMm cayudajy e
YooK GUTH IOROJFHO HOBYAHHIIA O 5 AMHAPA 34 epenTyanne Kycype. To smaum
maje sy =03acrako k=1,2,...,p+ 1.

Y npaBoyriioM KoopauEaTHOM cucreMy x0y younmmo tauke Ay(1,8,),
A3(2,83)y oo ) Appq(P+ Q, 9p4q). Pacmiopeny €13, . . Eppq IPHAPYIKUMO H3TOM-
Mmery THHEH]Y — TpajekTopHjy QA1 Az ... Apyq KOja claja KoOpIHHATHH NOYETAK
O ca raukoM Ay, Ona ce cacroju o p+q nyxu Aidi (1= 0,1,...,p+ ¢~
1; Ap = O) oa xaojux cpaka UMa Haru® npema z-ocu 45° umu 135°. Te mymum
apahemo ocuoanum. OcHobmEe ny:ku ca marubom on 45° asahemo paemyhum,
a oHe ca Harubom on 135° enadajylie. Cnaka Tpajexrtopuja Koja coaja Tauke
0(0,0) n AP"I'Q(P + ¢,p = q) (3anasuMo fa je 8ptg = P = q) cactaju ce ox
p pactyhux ¥ ¢ omanajyhux ocnmopmux nyxu. Ha ca. 1 mpukasama je tpa-
jexTopuja Koja omrosapa pacnopeny (+1,-1,—1,+1,+1,+1,+1,-1,+1, +1)
o koja cnaja tavke Q(0,0) u Ag(10,4). ¥ onom caywajy jep = 7, ¢ = 3,
ptg=10,p—-q=4.

Cpaxowm pacmopeny p+ ¢ ocoba ucnpen 6uockoncke 6aarajie, Mmehy KojuMa
P ¥Ma HOBYAHWIE 0N 5, a ¢ Hopdamune of 10 muuapa, ofrobapa jeiHa Tpajek-
Topuja koja cuaja rauke O(0,0) u Ap4,(p + ¢,2 = ¢) ¥ Koja ce cacTojv o p
pactyhiux u g onagajyhux nyxu. Baxu u o6patHo, Tj. ¢BaKoj TAKBO] Tpajex-
TOPW)M OJIFOBApa jeflaH pacnopel p <4 ¢ ocoba. Yxyman Gpoj pacnopema p + g
ocoba, onmocno oaropapajyhiux TpajekTopuja, nsHOCH

(p + q) NCEX)S (1)

P p!q

On p + ¢ Mecra Gupa ce p MecTa 33 ocobe ¢a HOBYAHHMITAMA O 5 AMIADA HIAH
KOJL TpajexTopuja, off p + ¢ MeeTa 3a ocHoBHe nyx#u (pactyhe uau ouanajyhe)
Gupa ce p MecTa 3a pactyhe.

Kao mro cmo sehi 3amasnmu Gnarajma he pamuti Ges 3acToja YKOIMKO je
sp > 0 s cnaxo k= 1,2,...,p+ ¢. Kana ce npepene Ha jeaHk TpajexTopHja
TO 3AauM Aa oarosapajyha Tpajextopuia He cMe za "une ucnon z-oce”, wTo
jé eKBMBAJIEHTHO Ca YMILEHMIIOM [lA Heé JOAMpYje WmM cede mpapy ¥y = -1,
bBpoj Takeux TpajekTopuja nobuja ce Kana ce ox ykynHor bpoja TpajekTopHja
(1) onysme Gpoj onMx Koje MMajy 3ajeRMYKMX Tadaka ca npapoM y = —1. On
oaropapa Gpojy pacnopena moceTHIANa OpHM KojuMa Gaarajaa MoKe HECMETAHO
na pam.

3a onpelhuname Gpoja TpajeKTOPHja Kojé MMAjy 3ajelHHUKHX TAYAKA €a
npapoM ¥ = ~1 (ceky je wnu nomupyjy) uckopucruhieMo cnenehy reomerpu-
jexy TpanchopManmjy.
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Cpakoj TpajekTopHjH t Koja cede
WIH Nomupyje mpasy y = =1,
NPHIPYKMMO HOBY TPAajeKTODPH)Y
t', WA jeMMHCTBEH HAYWMH, IpeMa
cnenehiem npasuny: [Jeo mpajex-
mopuje t o0 mauxe (0,0) do
npae 3ajedHuNKe MaNKe €4 NpasoM
gy = =1 npecauramo CuMEMpUNHO o P
y odnocy Hna npasy y = =L 4
Tpajexropujy ¢ umuM Tako mobu- -1
jeHa M3JOMJBCHA JIMHMjE Ha Kojy je
HAMOBE3AH OCTATAK TpajexTopHje .

P =

Cruka 1

Ha ca. 1 npukasana je Tpajextopuja ¢’ uMju je moveTHM 100 AAT MCIPOKH-
nanoM aurujoM. Opako aobGujena rtpajextopuja &/ coaja tauke O'(0,-2) u
Apro(P+ 4,2 = Q).

Tako je ycnocTabhera bujekmja (obocTpano jeHOIHAMHO NpecTHKABAILE)
uzmely caux rpajextopuja t Koje cuajajy rauke O(0,0) w Apyqo(p + 4,2 - q)
M MMAjy 3ajefHMUKUX TaYaKa ca TPaBoM y = —1 M CBMX TpajekTopHja t’' Koje
cnajajy Tauxe 0'(0,—2) u Ay (p+ ¢,p = q) Gea orpamuuema. Ao ca p’ u ¢
oanaunMo Gpoj pacryhux, onnocuo onanajyhux, Aysxu Tpajektopuja t' nako
cesmu majep =p+lug =qg-1.

3a onpelhusame Gpoja TpajekTopHja i’ TPAHCAMPAMO %-0CY, TAKO Aa Ce TOK-
oMM ca fpanoM ¥y = —2. Y HOBOM KOOPJMHATHOM CHCTEMY CBAKA TPRjEKTOpHja
t' craja HOBM KOOpPAMHATHHM NOYETAK ca TaukoM (p+ ¢,P — q + 2) ¥ cacToju ce
on p 4+ 1 pactyhux ¥ ¢ — 1 onagajyhux ayxu. Tako ce mpobnem ceonu Ha
panuje pemen. Ipema dopmynn (1) Tpaxenu 6poj u3nocH j

(Hq) __ (pt @)
p+1)  (p+1)!-(g-1)!"

Onysvmajyhu (2) oa (1) nobujamo

Py _ [PHe i jg+g!! o +g)
( P ) p-H) - plyq ir+1'5i*iw-1j!
= P=g+1 ., (ptq)!

P+l plg
il
ol g

Haxne 6poj "nonosmuux” TpajekTopuja, oxHocHO 6poj pacmopena p + ¢ ocoba
ucnpen Giarajue, IpU KOjHMa cé MpoAaja KapaTa onpuja bes 3acroja, jeImax
je EELEL(PH) O
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Hapenenn npuMep je Jlela MAYCTPAIMja NpHMeHe T3B. AMemode mpajex-
MOPUja Y PEUIABAF:Y jE/HOr CIIOMKEHOr KOMOWHATOPHOT 3AJIATKA. Y eMy Cy
NOIIE 10 M3pasKaja cBe GUTHe KADAKTEPHCTHKE Té METOe,

Cana heMo npenM3HO M3I0MHTH METONY TPajeKTOPH]a.

Heka je z npoH3noshal NPUPOJIAR M § IpouaBossal neo 6poj. Tpajexmopuja
koja ciaja tauxe (0,0) ¥ (z,y) je cpaka M3JOMJKeHA AMHHjA KOja CHaja peloM
TaHKe (01 U)‘b (1131)t (2! 32)5 ey (313#)5 rae je

1
ﬂi—ﬂi-l=5i={tl

sachako 1t = 1,2,...,2 (%0 = 0, 3 = ). Tauxe (0,0), (1,51), 2,52), ... ,
(z,8,) 3naheMo memenuma TpajekTopuje. Kaxo je TpajeKropHja jeHOIHAYHO
onpebena GpojenuMa 31, 37, ... , 8z, O3HAYaBahemo je U ca (81,92,...,82 )

Axo ca N(z,y) oanauumo 6poj eprx TpajekTopuja Koje cnajajy Tauxe (0,0)
u (z,y), Tana Baxu caeaehe Tepheme:

Teopema 1. Axo je z npupodan u y yeo bpoj, z = |y|, mada je

= 4K0CY & H Y HCTE MApHOCTH
N(:n,y):{ -(__'Fjlt ju

AKOCY T M Y PAINIMYHTE NADHOCTH.

Iloxas. Csaxa Tpajektopuja xoja cmaja tauke (0,0) u (z,y) cacroju ce
on a pactyhux u b omanajyhiux ocrosrux nyxu, rne jeatb=zua-b=y,
ONHOCHO @ = F—I—“, b = 131. Kaxo jﬂ T E Iyl, aub cy E 0. Yrxomnuko cy T
W Y PasiIMuMTe HapHOCTH (jefad mapaH, a [Pyru HemapaH) ¢ W b EMcy nemm
Bpojess, Ta je y ToM cayyajy N(z,y) = 0. Axo ¢y z u y mcre napuocty (06a
napra WK ofa HemapHa) a ¥ b cy menH WM, CAMMAO KA0 Y pelllemy npuMepa 1,
nobujamo na je 6poj Tpajexropuja jenHak

(:) ) (;F) i} (ﬂ,i)'ﬂ(—;n)- e

Ilocneamua 1. Lpoj mpajexmopuja xoje cnajajy mavxe (21, 41) u (23, ¥2),
zde ¢y x) 4 T3 NPUPedNY, Y1 Y Y2 Yeau bpojeau npu vemy je zy < 23, 11 > ||,
z3 = 21 2 |y2 ~ 1| u Opojeau z1 + 1 u 22 + 2 cy napuu jednax je

N(zz-z1,12-%h). O
U3 ovor Tephema ciemu aa je 6poj TpajexTopuja Koje cnajajy Tauxe (zy,¥1)

u (z3,y2) jensax 6pojy Tpajexropuja Koje coajajy ravke (0,0) u (23 — 71,12 —
v1) (cm. 2).
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3a MeTomy TpajeKTOpWja BaXKHY
yAory WMa TAKOIBAHM  HPMHIGI
cumetrpuje. Ilpema ToM npHHIMIY
Bpoj TpajeKTopMja Koje Boxe M3
rauke A y Taury B ¥ mMajy 3a-
jeIEMUKMX TaYaKa €a Z-OCOM jel- e, ,,r:)_
Hak je Gpojy TpajeKTOpHja M3 Tauke il _
A" y rauky B, rme je A’ Tauxa
cUMeTPUYHA TAUKU A y oflHOCY Ha T- (e
ocy. IllTa pmune, ymecTo z-oce MOXKe
ce yzern Buio koja upama y = —k,
rie je k neku npupoaan 6poj. Baxu

Cnuxka 2

Teopema 2. ([Tpunyun cumemnpuje) Hexa cy A(zy, 1) u B(zz,y2) mauxe
ca yeaobpojrum xoopdunamama, npu vemy je 0 €z <29, h 20, a2 0 u
nexa je A'(z1, —y1) mauxa cumempuuna mavxu A y ednocy na z-ocy. Tada je
fpoj mpajexmopuja uz masxxe A y mausy B, xoje umajy 2ajednuvsuz mavaxa
ca x-0coM, jednax 6pojy mpajexmopuja ua mavxe A' y mauxy B.

Hoxas. Hexa je ¢ TpajekTopwmja

koja cmaja Tauke A v B W ceue Y
unu goaupyje z-ocy. OsEauMMo
ca P npay zajemmuuxy tavky t u
z-oce padyHajyhm onm A. Tpajex- ;
TOPHjH § NPUAPYKHMO TPAjEKTODH]Y
t' wa cnenehim mavma. Jleo Tpajex- 0 - > x
ropuje 1 o Tauke A no Tadke F 3a- ;
MCIMMO THeMYy CHMETPHYHOM $ury-
poM y omHocy Ha z-ocy. Ha ocrarky, »!Jf
on P no B, ' ce moknana ca ¢ (cn,

3).

Ciuka 3

Ouwurnemmo ¢’ cmaja Tauxe A’ u B, Jlako je BumeTH 1a je 0BO IPHIDY KHUBAH:E
Gujexmuja, Tj. Ja CBaKOj TPAjeKTOPHMjH { ONrOBAPA TAWHO je/[HA TPajCKTOPHja
' u obpatno. MU Tora ciemu Tepheme Teopeme. O

Tpajexropujy koja ciaja rauxe (0,0) # (z,y), = ¥ y npupoxem Gpojeny, H
ceM Tauke (0,0) meMa ApyrHMX 3ajeHMYKMX TAuaKa Ca Z-OCOM, 30BEMO NOJU-
muanomM. 3a TAKBE TpajeKTOpHje BaxcH creseha Teopema.

Teopema 3. Bpoj nosumuexuz mpajexmopuja xoje cnajajy xoopounammny
novemnax 0(0,0) ca mauxom A(z,y), 2de ey = u y npupodnu bpojeeu jednax
je t N(z,y).
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Hoxas. Cpe nosurmsne Tpajex-
TOpHje M3 KoopAMHATHOT nodeTka O
y tauky A, nmponase Kpo3 Tauky
A1(1,1) (en. 4). ¥Yxynam 6poj Tpa-
jekTopHja M3 Tauke A; y Tadky A,
npeMa noceauy 1, jemnax je N(z—
1,y = 1). Tum Gpojem obyxnaliene
Cy ¥ OHe Koje CeKy HIM IOIMPY]Y
z-ocy (wa ecx1. 4 NpUKa3aHa je !
jemia on wux). Ilpema Teopemu
2 TAaKBHUX TpPajeKTOPMjA MMA MCTO
TONUKO KOJHMKO ¥ TPAjeKTOpHja M3
Tauke Aj(1,=1) y Tauxy A, a 10 je
N{z-1,y+1).

>

Cruxa 4

Oryna je 6poj nosuTHRAKMX TpajexTopuja M3 tauke 0(0,0) y rauky A(z,y)
jenuax

Niz-1l,y=-1)=N(z-1,y+1) = (.ﬂ;},‘_,)—(..ﬂi“ 1)
= Eedu)
= IN(z,y). O

Cunenehin npumep je uynenu npobieM raacama Koju je Beprpan nocrasio
H penmo 1887, roaume.

MNpumep 2. Ha uzbopuma 3a nocaanuxe buaa cy dea xendudama A u
B. Haxown zaacawma xandudarn A je dobuo a, dox je xandudarmn B caxynuo b
zaacoad, npu wemy je a > b. I'nacaxu cy zaacaau jedan 3a dpyzum u nuje buao
neaaxceiuz auemulia. Ha xoauxo je navuna mozao da ce obaau zaacane, axo
je xandudam A y caaxom mpenymey umeo auwe zaacosa od xandudama B?
Hlocefno ucnumamu cayvnaja=n+1, b= n.

Peweme, CpakoM HAUNNy IJIAcara IPUADYHUMO HU3 £1£2 ... E444, TUIE jo
£; = +1 ako je t-Tu raacad rmacao 3a A, ofHocHO £; = +]1 YKOIMKO je i-TH
rnacau raacao 3a B, i = 1,2,...,a 4 b. Tama cyma 8, = £ + &3+ ... + &
npeIcTanha pasauky 6poja raacosa kKoje je mobuo karmuaar A v 6poja rmacosa
Koje je noGuo xanmunatr B HakoH riacama i-Tor raacava. Kako je Kapaumar
A eranno 6Ho y mpenrocTH ¥ AMje Gumo mesaxelinx mucrulia, To je 3; > 0 3a
cpako i = 1,2,...,a+b.

Uz Tora cre na cPaKOM HaUMHAY T/IACAIBA Y KOjEM je Kanmuaat A y coakoM
TpenyTKy Gmo ucnpen KaunuMAara B ofrosapa jeAHa 1Ho3sUTUBHA TpajeKTopHja
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koja cuaja tauke (0,0) u (a + b,a — b) u obpatno. Ilpema reopemu 3 Gpoj
TAKDHX TPAjEKTOPH]a, a MpeMa ToMe H 6poj TpasKeHHX IJacamka, HIHOCH

—b bfa+b
G N@tbha-b)= +b(u)'

=]

=

3a cnemujanan cayyaj @ = n+ 1, b = n mobujamo 5l (3:_:11 =L (3"

PASJHMYHTHX HAYMHA I'Iacama, O

Bpojenn obiauka n_I+T (zn") aony ce Kamaaanoau bpojesu u MMAjy BayKuy

yiory y KoMOMHATODHITH.

Hanomena. Mertona TpajekTopuja WMa 3HAYAjHE NPUMEHe W Y JIPYTUM
MATEMATHYKUM JMCIWILTMAAMA KA0 HITo ¢y Teopuja mepomarnohe (cnyuajua
KPeTama Ha NPanoj), MATEMATHYKA CTATUCTHKA (Te0pHja KOHTPOJIE KBATHTETA)

WL
SAJALIDN

(a) Onpemaru 6poj cwux n-sapujammja (ypehenux n-Topkm) umjm cy
eleMenTH +1 uim -1,

(6) Onpemnty Gpoj caux 2n-Bapujammja Ynju cy exementy +1 wau -1y
KojuMa eneMedaTa +1 uMa 3a 2k BHIIe Hero eJeMenata -1.

2. (a) Axo cy a u b npupoanu Gpojenn nokasatH 1a je 6poj TpajekTopHja
(81,92,...,8x), TAKBUX J1a je 8 > =b, 83 > =b,... , 8,1 > —b,
8y = a jemnak N(n,a) — N(n,a + 2b).

(6) Axo cy a u b npupommu Gpojenu, b > a > 0, tama je 6poj Tpajex-
TOPHja KOje MCIymanajy yenone 8; < b, 33 < b, ... | 8,00 < b,
8, = a jenmak N(n,a) = N(n,2b - a). JllokazaTu.

3. bpoj rpajekTopuja koje ciajajy Tauke (0,0) u (2n,0), n ~ npuponan 6poj,
YMja Cy CBA TEMEHA M3Y3€B NOYETHOT M KPAjmer W3HAJ Z-0ce je/Hak je

1 (3%, INokasatn.

4. Ilokasaru na je 6poj tpajekropuja OA;A; ... A,, Taknux n1a ey Koopau-
nate Tavaka O, A,y u Ay, penom (0,0), (n =1,k ~ 1) u (n, k), nox je
3a ocrane Tauke A;(1,s;), 8; < k, jennax f(p.'f.t)

5. Konuko MMa NepMyTalHja ajds...anbibs. . by ckyma {1,2,...,2n}, rak-
BHX 74 je a; < by, ag < by, ... ,an{b“, ﬂi{ﬂ:{ PR A i
bh<b<...<b,?

CtaTtunjarta nps nat e o6jaBeHa Bo crinmcaHneto TAHMEHTA Ha
OM Ha Cpb6uja Bo 1996/97 roanHa



