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ПРЕДГОВОР  
 

 

Ниедно истражување на човекот не може да се нарече 

вистинска наука ако не е поткрепено со математички 

доказ. 

Проблематична е веродостојноста на тврдењата во 

науките каде што нема примена на ниту една математичка 

дисциплина, т.е. кои не се поврзани со математиката. 

Леонардо да Винчи  

 

 

 
Книгава Математички талент С3 е продолжение на книгите Математички 

талент С1 и С2 и истата е наменета за талентираните ученици по математика од 

втора година од средното образование. Книгата, всушност, е првиот дел од 

збирката задачи за втора година и во овој дел се содржани 547 решени задачи и во 

четири одделни дела се обработени комплексните броеви, квадратната функција и 

квадратната равенка, задачи од неравенства и задачи од теоријата на броеви. 

Третиот и четвртиод дел всушност се продолженија на соодветните делови од 

книгата Математички талент С1. Така во третиот дел се обработени неравенството 

на Коши-Буњаковски-Шварц, Енгеловиот принцип на минимум и неравенството 

на Чебишев, а на крајот се дадени дополнителни задачи во кои всушност се врши 

повторување на содржините од неравенства од книгата Математички талент С1.  

Како и во книгите Математички талент С1 и С2 и во оваа книга природата 

на задачите содржани во неа е таква што тие се посебно интересни за комисиите 

кои ги спроведуваат математичките натпревари. Притоа, задачите повторно не се 

систематизирани според степенот на натпреварувањето, туку тие се распределени 

по области. Така, на пример, задачите од теоријата на броеви се во пет дела, и тоа: 

Функциите ( )n  и ( )n , Функциите [ ]x  и { }x , Теорема на Чебишев, Ферматови и 

совршени броеви и Дополнителни задачи, дел во кој се дадени задачи со деливост, 

конгруенции и Диофантови равенки.  

Рецензентите, д-р Слаѓана Брсаковска, д-р Зоран Мисајлески и д-р Томи 

Димовски, придонесоа со своите сугестии и забелешки да се подобри содржината 

на книгава, за што посебно им благодариме.  

И покрај вложениот напор, не можeме да се ослободиме од впечатокот дека се 

можни значителни подобрувања на оваа збирка решени задачи, како и отстра-

нување на евентуалните пропусти и грешки. Затоа, однапред сме благодарни на 

секоја добронамерна забелешка, критика и сугестија.  

На крајот, ќе ни биде особена чест и задоволство ако оваа збирка придонесе 

учениците да навлезат во тајните на математиката, а посебно ако математиката им 

стане животна определба на некои од нив.  

 

Скопје                  Авторите  

ноември, 2019 г.                 
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I  КОМПЛЕКСНИ БРОЕВИ  
 

1. Ако | | 1a   или | | 1b   ( a b ), тогаш 
1

| | 1a b

ab




 . Докажи! 

Решение. Нека | | 1a  . Тогаш | | 1a  , па затоа  

| | | | | |1

| | | | | | | | |1 | 1
1 | |

a b a b a b a b

a a a b aa ab ab ab

   

    
     . 

 

2. Нека 0a   е реален број и b  таков што b a  . Пресметај го модулот 

на комплексниот број  
1 b

a

a b


.  

Решение. Комплексниот број можеме да го запишеме во облик  

1 b
a

a b a b a b a b

a b a b a b
a a a   

  
   , 

заради тоа што a a  и a b a b   . Сега, од тоа што | |a a  и равенството 

| | | |a b a b   , имаме  

| |

| |1
| | | | | | | |

b
a

a ba b a b

a b a b
a a a

 

 
   . 

 

3. Ако 1 3

2

i   , докажи дека 2 1 0     и 3 1  . Потоа определи ги 

реалниот и имагинарниот дел  на бројот 
2a b

a b






, каде што a  и b  се реални броеви.   

Решение. Имаме се броевите 

2 2 3 1 32 21 3 1 3 1 3 1 3

2 2 4 2 2 2
1 ( ) 1 1 1 0

i ii i i i                      . 

Сега  
2 3 2 3 2 30 ( 1) ( 1) 1 1                      , 

од каде следува 3 1  . Понатаму,  
2 3 1 31

( ) ( ) 2

ia b a b a b
a b a b a b
   

     
   

  
    .  

Да забележиме дека во именителот на дропката 
2a b

a b






 мора да биде различен од 

нула, што ќе биде исполнето ако 2 2a b   ).  

 

4. Ако 
1 3

2

i    докажи дека за секои ,a b  и c  важи  

2 2 3 3 3( )( )( ) 3a b c a b c a c b a b c abc            . 

 

Решение. Од 
1 3

2

i    следува 
2 1 3

2

i   , 2 1   , 3 1  . Имаме  

2 2 2 2 2 2 2

2 2 2

( )( ) ( ) ( )

,

a b c a c b a ab bc b c

a ab ac bc b c

            

     
 

2 2 0a b 
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па затоа  

 

2 2 2 2 2

3 3 3

( )( )( ) ( )( )

3

a b c a b c a c b a b c a ab ac bc b c

a b c abc

               

   
 

 

5. Докажи дека  

1 3 1 3 6i i    . 

Решение. Имаме  

2( 1 3 1 3) 1 3 1 3 2 1 3 6i i i i          . 

Според тоа,  

1 3 1 3 6i i    . 

 

6. Пресметај го збирот 2

1

...
n

k n

k

i i i i


    , каде i  е имагинарната единица.  

Решение. Имаме 2 1i   , 3i i  , 4 1i  . Ќе разгледаме четири случаи, и тоа  

а) Ако 4n p , тогаш од  

4 1 4 2 4 3 4 4 1 1 0s s s si i i i i i           , за секој  0,1,..., 1s p   

добиваме  

4
2 3 4 4 3 4 2 4 1 4

1

... 0
p

k p p p p

k

i i i i i i i i  



          . 

б) Ако 4 1n p  , тогаш  

4 1
2 3 4 4 3 4 2 4 1 4 4 1 4 1

1

... 0 0
p

k p p p p p p

k

i i i i i i i i i i i i


    



                

в) Ако 4 2n p  , тогаш  

4 2
2 3 4 4 3 4 2 4 1 4 4 1 4 2

1

4 1 4 2

...

0 0 1 1

p
k p p p p p p

k

p p

i i i i i i i i i i

i i i i


    



 

          

       


 

г) Ако 4 3n p  , тогаш  

4 2
2 3 4 4 3 4 2 4 1 4 4 1 4 2 4 3

1

4 1 4 2 4 3

...

0 0 1 1

p
k p p p p p p p

k

p p p

i i i i i i i i i i i

i i i i i


     



  

           

         


 

 

7. Пресметај ја вредноста на збирот  
2 3 19861 1 1 1

2 2 2 2
( ) ( ) ... ( )i i i i       . 

Решение. Ќе го искористиме резултатот 21

2
( )i i  , а за пократко пишување 

ставаме 1

2

iz  . Ако со S  го означиме бараниот збир, ќе имаме  
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2 2 3 992 993

2 992 2 992

2 992

2 3 4 5 6 7 988 989 990 991 992

...

(1 ... ) ( 1 ... )

( )(1 ... )

( )[(1 ) ( ) ... ( ) ]

( ) (1 1) (1 1) ... (1 1)

S z i z i i z i i z i i

z i i i i i i i

z i i i i

z i i i i i i i i i i i i i

z i i i i i i i

           

         

     

              

              

1 (1 2)1
22

1

.
iiz i i

 



    

 

 

8. Нека 1 3u i   , 1 3v i   , 2w   и n  е природен број кој не е делив со 

3. Докажи дека 0n n nu v w   .  

Решение. Имаме 3 3( 1 3) 8u i     и 3 3( 1 3) 8v i    . Освен тоа 2 2u v  

и 2 2v u .  

Ако 3 1n k  , каде k , тогаш  

8 8 8 8 ( 2) 0n n n k k k ku v w u v w u v         . 

Доказот за 3 2n k  , k  е аналоген. Деталите ги оставаме на читателот.  

 

9. Определи ги сите природни броеви n  за кои бројот 3
2

( )ni
i

z 


  е реален.  

Решение. Комплексниот број 3
2

i
i




 можеме да го запишеме во облик  

2

2

3 3 2 6 5 5 5
2 2 2 54

1i i i i i i
i i i i

i     
   
     . 

Значи, (1 )nz i  . Ако n  е парен број, односно 2n k  за некој k , тогаш  

2 2(1 ) (1 ) [(1 ) ] (2 )n k k kz i i i i       . 

Ако пак k  е парен број, односно 2k m  за некој m , тогаш  

2 2(2 ) (4 ) 4 ( 1)m m m mz i i    . 

Значи, ако 4n m , т.е. 4 | n  тогаш z .  

Ако 4 | n , тогаш n  има еден од облиците 4 1m , 4 2m  или 4 3m . Во секој 

од тие случаи имаме  
4 1(1 ) 4 ( 1) (1 )m m mz i i      ,  

4 2 2(1 ) 4 ( 1) (1 ) 4 ( 1) 2m m m m mz i i i          ,  

4 3 3(1 ) 4 ( 1) (1 ) 4 ( 1) 2 (1 ) 4 ( 1) 2( 1 )m m m m m m mz i i i i i                .  

Значи, z  е реален број ако и само ако 4 | n . 

 

10. Даден е комплексниот број 1 3

2

iz   . Пресметај го производот: 

2 2012

2 20121 1 1( )( ) ( )
z z z

z z z   . 

Решение. Од  
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2 21 3 1 2 3 3 1 3

2 4 2
( )i i iz          и 3 1 3 1 3

2 2
1i iz       

следува: 

2 2012

2 2012 2 2 670 2 21 1 1

670 2 1342 670 13421 3 1 3

2 2

670 1342 670

( )( ) ( ) (( )( )(1 1)) ( )( )

2 ( ) 2 ( )

2 ( 1) 2 .

z z z

i i

z z z z z z z z z z z

z z    

        

   

  

  

 

11. Ако за комплексниот број 3 2z i    важи 2 3
3 2

| | 1z i
z i
 
 

 , тогаш 

Im( ) Re( )z z . Докажи! 

Решение: Ако z a bi   тогаш од условот во задачата добиваме   

| ( 2) ( 3) | | ( 3) ( 2) |a b i a b i       , 

а оттука  
2 2 2 2( 2) ( 3) ( 3) ( 2)a b a b       . 

Од последното равенство имаме 10 10 0a b   па затоа Re( ) Im( )z a b z   .   

 

12. Докажи, дека ако модулот на еден комплексен број е еднаков на 1, тогаш 

тој може да се претстави во обликот c i
c i



, каде c  е реален број. 

Решение. Ако | | 1z   и 1
1

z
z

c i 


 , тогаш c i
c i

z 


  и | | 1c i
c i



 , т.е.   

1c i c i
c i c i

 
 
  . 

Со средување на последното равенство добиваме 0c c  . Значи, c  и 
c i
c i

z 


 , што и требаше да докажеме.  

 

13. Докажи, дека ако 2| 1| 2 | 1|z z   , z , тогаш | | 7z  . 

Решение. Нека z x iy  . Тогаш  

1 1z x iy     и 2 2 21 1 2z x y xyi     ,  

од каде добиваме  
2| 1| 2 | 1|z z    2 2 2 2 2 2 2( 1) 4 4(( 1) )x y x y x y               

4 4 2 2 2 2 2 2 2 21 2 2 2 4 4 8 4 4x y x y x y x y x x y                   

4 2 2 4 2 22 2 8 3 6 0x x y y x x y                               

2 2 2 2 2 2( ) 6( ) 4 8 4 7 0x y x y x x                               

2 2 2 2 2 2( ) 6( ) 4( 1) 7 0x y x y x       . 

Ако ставиме 2 2 2r x y   тогаш од последното равенство следува дека  

2 2 2( ) 6 7 0r r      2 2( 7)( 1) 0r r       

2 7 0r         2 7r         | | 7r   

што требаше и да се докаже. 
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14. Докажи дека за секоj комплексен број z , ако 1

2
| 1 |z   , тогаш 

2| 1| 1z   . 

Решение. Да претпоставиме дека постои комплексен број z  таков што 

1

2
| 1 |z    и 

2| 1| 1z   . Нека z a bi  . Тогаш  

1 1z a bi     и 
2 2 21 1 2z a b abi     . 

Од 1

2
| 1 |z    добиваме 

2 2 1
2

( 1)a b           
2 2 1

2
2 1a a b          

2 22 4 2 2 1a a b         

2 22 2 4 1b a a    .          (1) 

Од 
2| 1| 1z    добиваме 

2 2 2 2 2( 1) 4 1a b a b             

4 4 2 2 2 2 2 21 2 2 2 4 1a b a b a b a b           

4 4 2 2 2 21 2 2 2 1a b a b a b            

2 2 2 2 2( ) 2 2a b b a   .         (2) 

Ако оценката на 
22b  од (1) ја замениме во (2) добиваме 

2 2 2 2 2( ) 2 4 1 2a b a a a         
2 2 2 2( ) 4 4 1 0a b a a        

 
22 2 2( ) 2 1 0a b a    . 

Последното неравенство не е можно. Следува дека за секој комплексен број z , 

ако 1

2
| 1 |z   , тогаш 

2| 1| 1z   . 

 

15. Ако z е комплексен број таков што | | 1,z   докажи дека  

2
2 1 0

2
0 1 2

| | 1
a z a z a

a z a z a

 

 
 , каде 0 1 2, ,a a a  . 

Решение. Нека | | 1z  . Тогаш  

2 2 2 2
2 1 0 2 1 0 2 1 0 2 1 0 2 1 0

2 2 2 2
2 1 0 2 1 00 1 2 0 1 2 0 1 2

| | | | | |

| || | | |
| | | | | | | | 1

a z a z a a z a z a a z z a z a z a z a a z a z a a zz
z a z a a z a z a a za z a z a a z a z a a z z a z a z

         

        
      . 

 

16. За комплексниот ненулти број z , важи 3z z . Пресметај го 2004z . 

Решение. Од 3z z  следува 3z z . Со множење на двете равенства добива-

ме 3 3z z zz , односно 6 2| | | |z z . Бидејќи 0z  , имаме 4| | 1z  , па затоа | | 1z  .  

Според тоа, 4 2| | 1z zz z   , па затоа 2004 4 501( ) 1z z  .  

 

17. За ненултите комплексни броеви z  и w  важи | | | | | |z w z w   . Пресметај 

99( )z
w

.  
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Решение. Од условот на задачата следува | 1 | 1|z z
w w
    . Нека z

w
u  . Тогаш 

1uu   и ( 1)( 1) 1u u   , па затоа 
2( 1)11 ( 1)( 1)

u

u u
u


     , од каде добиваме 

2 1u u  . Последното равенство го множиме со u  и добиваме 3 2 1u u u    . 

Според тоа,  

99 3 33 33( ) ( 1) 1u u     , т.е. 
99( ) 1z

w
  .  

 

18. За ненултиот комплексен број z  важи 8z z . Кои вредности може да ги 

прими бројот 2019z .  

Решение. Од 8z z  следува 9 2| |z zz z  , т.а. 9 2| | | |z z  и како | | 0z   доби-

ваме | | 1z  .  

Бидејќи 9 1z  , од 2019 9 224 3 3( )z z z z   и 3 3 9( ) 1z z  , ако ставиме 3w z , 

ја добиваме равенката 3 1 0w   , т.е. равенката 2( 1)( 1) 0w w w    , чии реше-

нија се 1 3
1 2,3 2

1, iw w    . Според тоа, 3 1 3 1 3

2 2
{1, , }i iz     , што значи дека 

2019 1 3 1 3

2 2
{1, , }i iz     .  

 

19. Нека , ,a b c  се комплексни броеви такви што  

0a b c    и 0ab bc ca   . 

Докажи, дека | | | | | |a b c  .  

Решение. Од првото равенство добиваме a b c   , па затоа со замена во 

второто равенство наоѓаме  

20 ( )ab bc ca ab c a b ab c        , т.е. 
2ab c . 

Аналогно добиваме 
2bc a  и 

2ca b . Од добиените равенства следува  

2| | | | | |a b c  , 2| | | | | |b c a   и 2| | | | | |c a b  . 

Ако ги поделиме првите две равенства добиваме 
2

2

| | | |

| | | |

a c

c a
 , т.е. 3 3| | | |a c , па затоа 

| | | |a c . Аналогно се добива дека | | | |b c , па затоа важи | | | | | |a b c  .  

 

20. Ако 1 2| | | | 1z z   и 1 2 1z z   , докажи дека 1 2

1 21

z z

z z




 е реален број. Докажи!  

Решение. Имаме,  

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2

2
1 2 1 2 1 2 1 2

1 2 1 1 2 1 2 2 1 1 2 2

2 2 2
1 2 1 2 1 2

1 ( )(1 )

1 1 1 |1 |

|1 | |1 | |1 |
.

z z z z z z z z z z

z z z z z z z z

z z z z z z z z z z z z

z z z z z z

    

   

    

  

  

  

 

Но, 1 1z z  и 2 2z z  се реални броеви, па затоа  и 1 2

1 21

z z

z z




 е реален број.  
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21. Нека , ,a b c  се комплексни броеви. Ако 21 0c c   , докажи дека  

2 2 2 2( )( )ac bc bc ac a ab b     . 

Решение. Од 21 0c c   , имаме 2 3 0c c c   , т.е. 3 2( ) ( 1) 1c c c      

Затоа   
2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2

3 2 2 2 2

( )( ) ( )( ) ( )

[ ( 1) ( )] [ ( ) ( )]

( ) .

ac bc bc ac c ac b bc a c abc a c b c ab

c ab c c a b c ab c c a b

c a ab b a ab b

        

       

     

 

 

22. Нека 1z  и 2z  се комплексни броеви такви што важи 1 2 1 2| 2 | | 2 |z z z z   . 

Докажи, дека за секој релаен број   важи 1 2 1 2| | | |z z z z    .  

Решение. За секој реален број   важи  
2 2

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2

1 2 1 2 1 2 1 2

2 2 2 2 2 2
1 2 1 2 2 1 1 2 1 2 2 1

2 2 2
1 2

| | | | ( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( )

| | | | ( ) | | | | ( )

(1 )(| | | | ).

z z z z z z z z z z z z

z z z z z z z z

z z z z z z z z z z z z

z z

           

       

       

  

 (1) 

Бидејќи 1 2 1 2| 2 | | 2 |z z z z   , односно 2 2
1 2 1 2| 2 | | 2 | 0z z z z     и како според 

(1) за 2   важи  

2 2 2 2 2
1 2 1 2 1 2| 2 | | 2 | (1 2 )(| | | | )z z z z z z      , 

добиваме дека важи 2 2
1 2| | | | 0z z  . Затоа, повторно од (1) следува дека  

2 2
1 2 1 2| | | | 0z z z z     , т.е. 1 2 1 2| | | |z z z z    . 

 

23. Ако ,a b  и c  се комплексни броеви такви што | | | | 1a b   и a b , тогаш 

a b c abc

a b

  


 е имагинарен број. Докажи! 

Решение. Нека a b c abc

a b
w   


 . Тогаш a b c abc

a b
w   


  . Од | | | | 1a b   следува 

дека 1aa bb  .  Имаме:  

a b c abc a b c abc ab aab abb abc aabbc b a abc c

a b a b ab aab abb b a
w w           

   
        

и оттука следува Re 0w  .    

 

24. Нека 1 2,z z  и 3z  се комплексни броеви со модул 1 и нека 1 2 3 0z z z   . 

Докажи дека  

1 2 2 3 3 1| | | | | |z z z z z z     . 

Решение. Од 1 2 3 0z z z    и 1 2 3| | | | | | 1z z z    добиваме  

1 2 2 3 3 1| | | | | | 1z z z z z z      . 

Нека k k kz x iy  , 1,2,3k  . Од | | 1k jz z   за k j  добиваме  
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2 2 2 2( ) ( ) 2( ) 1k j k j k j k jx x y y x x y y       

2 2 ( ) 1k j k jx x y y     

2( ) 1k j k jx x y y   .  

Користејќи го тоа, за модулот на k jz z ( , {1,2,3}k j , k j ) добиваме  

2 2 2

2 2 2 2

| | ( ) ( )

( ) ( ) 2( )

2 1 1,

k j k j k j

k j k j k j k j

z z x x y y

x x y y x x y y

    

     

  

, 

т.е. 1 2 2 3 3 1| | | | | | 1z z z z z z      .  

 

25. Ако 1 2 3, ,z z z  се комплексни броеви такви што  

1 2 3| | | | | |z z z   и 1 2 3 0z z z   , 

тогаш изразот  
2 2 2

1 2 2 3 3 1| | | | | |z z z z z z      

има константна вредност. Докажи! 

Решение. Прв начин. Нека 1 2 3| | | | | |z z z k   , тогаш од условот 1 2 3 0z z z    

добиваме: 

1 2 3z z z   ,   т.е.  1 2 3| | | |z z z k     

Аналогно наоѓаме дека 2 3 1| | | |z z z k     и 3 1 2| | | |z z z k    , па добиваме: 

2 2 2 2
1 2 2 3 3 1| | | | | | 3z z z z z z k       

Втор начин. Користејќи дека  2| |z z z   и z w z w   , за секои ,z w , 

имаме: 
2 2 2

1 2 2 3 3 1

1 2 1 2 2 3 2 3 3 1 3 1

1 2 1 2 2 3 2 3 3 1 3 1

1 1 1 2 2 1 2 2 2 2 2 3 3 2 3 3 3 3 3 1 1 3 1 1

1 1 2 3 2 1 2

| | | | | |

( )( ) ( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( ) ( )( )

( ) (

A z z z z z z

z z z z z z z z z z z z

z z z z z z z z z z z z

z z z z z z z z z z z z z z z z z z z z z z z z

z z z z z z z

     

        

        

           

     2 2 2
3 3 1 2 3 1 2 3

2 2 2
1 2 3 1 2 3 1 2 3

) ( ) | | | | | |

( )( ) | | | | | |

z z z z z z z z

z z z z z z z z z

      

       

 

Бидејќи 1 2 3 0,z z z   1 2 3| | | | | | ,z z z c   следува дека изразот A  има константна 

вредност: 23c . 

Забелешка. Задачата можеме да ја решиме ако комплексните броеви ги запишеме 

во алгебарска (стандардна) форма k k kz x y i   ( 1,2,3)k  , тогаш: 

2 2
1 2 1 2 1 2| | ( ) ( )z z x x y y     итн, 

а од условот 1 2 3 0z z z   , следува: 1 2 3 1 2 3 0x x x y y y      . 
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26. Нека 1 2, ,..., nz z z   се комплексни броеви такви што 1 2| | | | ... | | 1nz z z     и 

1

0
n

k
k

z


 . Докажи дека 2 2

1

| | (| | 1)
n

k
k

z z n z


   .  

Решение. Имаме  
2

2 2 2

| | ( )( ) ( )( )

| | | | | | 1

k k k k k k k k k

k k k k k

z z z z z z z z z z zz zz z z z z

z zz z z z z zz z z

          

       
   (1) 

Од условот 1 2 ... 0nz z z    , следува 1 2 ... 0nz z z    , па затоа од (1) доби-

ваме  

  

2 2 2

1 1 1 1

2 2

| | (| | 1 ) (| | 1)

(| | 1) 0 0 (| | 1) .

n n n n

k k k k k
k k k k

z z z zz z z n z z z z z

n z z z n z

   

        

       

   
 

 

27. Ако ,a b  и c  се комплексни броеви такви што  

| | | | | |a b c r   , 0r   

тогаш  

| | | |ab bc ca r a b c     . 

Докажи!  

Решение. Од 2 2| |r a aa   следува 
2

1 a
a r
 . Аналогно 

2

1 b
b r
  и 

2

1 c
c r
 . Според 

тоа,  

2 2 2

2

1 1 1( ) ( )a b c
a b c r r r

abc

r

ab bc ca abc abc

a b c

       

   
, 

од што следува дека  

2

| |
| | | | | |

abc

r
ab bc ca a b c r a b c        , 

што и требаше да се докаже.  

 

28. Најди комплексен број z  што ги задоволува равенствата | 2 | | 4 |z i z i    и 

| 4 | 1z   .  

Решение. Нека z x iy  . Тогаш  

| 2 | | 4 |x yi i x yi i      

2 2 2 2( 2) ( 4)x y x y      

2 2 2 24 4 8 16x y y x y y        

1y  .  

Од вториот услов добиваме  

| 4 | 1x iy    

2 2( 4) 1x y    

2( 4) 1 1x    
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4x  .  

Следствено, бараниот комплексен број е 4z i  .  

 

29. Докажи дека за секои комплексни броеви 1z  и 2z  важи  

2 2 2 2
1 2 1 2 1 2 1 2|1 | | | (1 | |) (| | | |)z z z z z z z z       . 

Решение. Од 2| |zz z , непосредно следува  

2 2
1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2

1 2 2 1 1 2 1 2

1 2 2 1 1 1 2 2 1 1 2 2 1 2 2 1

2 2 2
1 2 1 2

2 2
1 2 1 2

|1 | | | (1 )(1 ) ( )( )

(1 )(1 ) ( )( )

1

1 | | | | | |

(1 | |) (| | | |) ,

z z z z z z z z z z z z

z z z z z z z z

z z z z z z z z z z z z z z z z

z z z z

z z z z

        

     

       

   

   

 

што и требаше да се докаже.  

 

30. Определи ги комплексните броеви z  за кои  
1
| |

| | | 1|
z

z z   . 

Решение. Јасно, равенките се определени за 0z  . Од равенката 1
| |

| |
z

z  , 

добиваме 2| | 1z  , односно 

   | | 1z  .             (1) 

Од претходната равенка и равенката | | | 1|z z   ја добиваме равенката  

  | 1| 1z   .            (2) 

Ако комплексниот број z  го запишеме во алгебарски облик z x iy  , од (1) и 

(2) добиваме  

  

2 2

2 2

1

( 1) 1

x y

x y

  


  

 .          (3) 

Ако од првата равенка ја одземеме втората равенка, ја добиваме равенката 

2 1 0x  . од каде 1
2

x  . Ако замениме во било која од равенките од системот (3), 

ја добиваме равенката  
2 3

4
y  . Нејзини решенија се 3

2
y   . Според тоа, мно-

жеството броеви  

3 31 1
2 2 2 2

{ , }i i  , 

е решение на равенките.  

 

31. Определи ги сите комплексни броеви z  за кои важат равенствата  
512

8 3
| |z

z i



  и 4
8

| | 1z
z



 . 

Решение. Ако z x iy  , тогаш од условот на задачата добиваме  

2 22

2 2 2

( 12)| 12|2 2512
8 9| 8 | ( 8)

| |
x yzz

z i z i x y

 
   

    и 
2 22

2 2 2

( 4)| 4|24
8 | 8| ( 8)

| | 1
x yzz

z z x y

 
   

   , 
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од што го добиваме системот равенки  

2 22 2 27 50 38 0

6

x y x y

x

     




 

чии решенија се 6, 17x y   и 6, 8x y  . Според тоа, бараните броеви се 

6 17z i   и 6 8z i  .  

 

32. Нека a  е комплексен број таков што важи 
5 1 0a a   . Колку вредности 

може да има изразот 2 ( 1)a a  ?  

Решение. Важи  
5 5 4 4 3 3 2 2

2 3 2 3 2 3 2 2

3 2 2 2

3 2 2

1 1

( ) ( ) ( ) ( 1)

( )( 1) ( 1)

( 1)( 1).

a a a a a a a a a a

a a a a a a a a a a

a a a a a a

a a a a

          

        

      

    

 

Ако 
2 1 0a a   , тогаш 2 2( 1) ( 1)( 1) 1 2a a a a a a         . Од 

2 1 0a a    

следува 1 3

2

ia   , па во тој случај добиваме 
2 3 3

2
( 1) ia a   . Од 

3 2 1 0a a   , 

следува 2 3 2( 1) 1a a a a     . Значи, изразот 2 ( 1)a a   може да прими три вред-

ности 3 3 3 3

2 2
1, ,i i    

 

33. Докажи дека постојат само конечно многу подредени тројки комплексни 

броеви ( , , )x y y z z x     кои ги задоволуваат равенствата  

( 1) 2 ( 1) 2 ( 1) 2x x yz y y xz z z xy        . 

Решение. Нека a x y  , b y z  , c z x  . Тогаш x a y  , z y b  , 

( )c a b   , па дадените равенства се трансформираат во: 
2 22a a ab b b     . 

Ако 0a  , тогаш 1
2
ab  , па со решавање на равенката 

2 21 1
2 2

( )a aa a     , се 

добива 1a   или 1a   , од каде што ги добиваме тројките (1,0, 1)  и ( 1,1,0) . 

Ако 0a  , тогаш од 
2 0b b  , се добива 0b   или 1b   , со што ги добиваме 

тројките (0,0,0)  и (0, 1,1) .    

 

34. Нека 1 2 1996{ , ,...., }A z z z  е множество од комплексни броеви и нека за 

секој {1,2,3,....,1996}i  е исполнето равенството  

1 2 1996{ , ,...., }i i iz z z z z z A . 

а) Докажете дека за секој i  е исполнето | | 1iz  .  

б) Докажете дека од z A  следува z A .  

Решение. а) Да претпоставиме дека за некое i  важи | | 1iz  . Нека е тоа токму 

бројот со максимален модул. Тогаш 2
i i iz z z A  , па  
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2 2| | | | | |i i iz z z  , 

што противречи на максималноста на | |iz .  

Ако за некое i  важи 0 | | 1iz  , избирајќи го токму бројот со минимален мо-

дул, повторно добиваме проривречност 2 2| | | | | |i i iz z z  , со минималноста на | |iz .  

На крајот ако за некое i  важи | | 0iz  , т.е. 0iz  , па сите елементи од A  би 

биле еднакви на нула, што е невозможно.  

Следствено, за секој i  е исполнето | | 1iz  .  

б) Нека z A . Ги разгледуваме броевите 
2 3, , ,...z z z . Според условот на за-

дачата и овие елементи припаѓаат во A . Бидејќи A  е конечно множество, за не-

кои m  и l  мора да важи m lz z , односно 1kz  . Ако ставиме 1' kz z  , доби-

ваме ' 1kz z z  , а од тука  

2

1
1| |

' z z z
z z z z

z z     , 

бидејќи | | 1z  , според а). Така 'z z A  .  

 

35. Реши го, во множеството комплексни броеви, системот равенки 
19 25 1z w  , 

5 7 1z w   , 
4 4 2z w  . 

Решение. Од 
5 7 1z w   добиваме 

15 21 1z w   , па затоа 
19 25

15 21
1z w

z w
 , т.е. 

4 4 1z w  . 

Од последната и од третата равенка на системот добиваме дека 4z  и 
4w  се 

решенија на равенката 
2 2 1 0t t   , т.е. 

4 4 1z w  . Според тоа 
5 7 31 z w zw  . 

Натаму, 
4zw w  па z w . Решенијата на системот се (1,1) , ( 1, 1)  , ( , )i i  и 

( , )i i  .  

 

36. Да се докаже неравенството  

2 2 2 2
1 2 1 2

1

( ... ) ( ... )
n

n n i i
i

a a a b b b a b


         , 

каде 1 2 1 2, ,..., , , ,...,n na a a b b b  .  

Решение. Да ги разгледаме комплексните броеви 1 1 1z a ib  , 2 2 2z a ib  ,…,

n n nz a ib  . Од неравенството на триаголник за овие комплексни броеви следува  

1 2 3 1 2 3| ... | | | | | | | ... | |n nz z z z z z z z         .  

Сега, ако во горното неравенство замениме k k kz a ib  , за 1,2,3,...,k n , го  

добиваме бараното неравенство.  

 

37. Нека a  и b  се комплексни броеви и 0c  . Докажи дека  

  
2 2 21| | (1 ) | | (1 ) | |

c
a b c a b     .       (1) 

Решение. Бидејќи  
2| | ( )( ) ( )( )a b a b a b a b a b aa ab ba bb           , 
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даденото неравенство последователно е еквивалентно со неравенствата  
1
c

ab ba caa bb   . 

1 1( ) ( ) 0
c c

ca a b b a b    , 

1( )( ) 0
c

ca b a b   , 

1( ) ( ) 0
c

ca b ca b   , 

1 ( )( ) 0
c

ca b ca b   , (бидејќи c  е реален броj) 

2| | 0ca b  .  

Конечно, од точноста на последното неравенство, следува точноста на неравен-

ството (1).  

 

38. Нека v  и w  се два различни ненулти комплексни броеви. Докажи дека 

важи: 

| | | |zw w zv v   ,  

за секој ,| | 1z z   ако и само ако постои [ 1,1]k  , така што w kv .  

Решение. Ако постои [ 1,1]k   таков што w kv , тогап неравенството е 

очигледно.  

Обратно, нека 1t   е таков што 0w tv  . Дефинираме комплексен број:  

-
tv w
w tv

z  , за кој важи | | 1z  . Притоа 
( )

-

t wv wv

w tv
zw w


  , односно 

-
wv wv
w tv

zv v   , па 

затоа  

| | | |zw w t zv v   . 

Но, 1t   па затоа од последното равенство и равенството од условот на задачата 

следува | | | | 0zw w zv v    , што значи дека w
v

k  . Конечно со замена во 

неравенството од условот на задачата добиваме [ 1,1]k  . 

 

39. Нека u  и v  се комплексни броеви. Докажи дека  

(1 )(1 ) (1 )(1 )uv uv uu vv     . 

Решение. Прв начин. Имаме 

  (1 )(1 ) (1 )(1 )uv uv uu vv      uv uv uu vv      

   ( )( ) 0u v u v    ( )( ) 0u v u v    2| | 0u v  ,  

и како за било кои комплексни броеви u  и v  последното равенство е точно, 

добиваме дека и почетното равенство е точно.  

Втор начин. Нека u a ib   и v c di  . Воведуваме ознаки (1 )(1 )L uv uv    

и (1 )(1 )D uu vv   . Сега  

2 2

2 2 2 2 2 2 2 2

[1 ( )( )][1 ( )( )]

[1 ( ) ][1 ( ) ] ( ) ( )

1 2 2

L a ib c di a ib c di

ac bd ad bc i ac bd ad bc i a ac bd ad bc

a c b d a d b c ac bd
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2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

[1 ( )( )][1 ( )( )]

[1 ][1 ] 1

D a ib a ib c di c di

a b c d a b c d a c b c a d b d

      

             
 

Според тоа,  
2 2 2 2 2 2( 2 ) ( 2 ) ( ) ( ) 0D L a ac c b bd d a c b d            , 

од каде добиваме D L  што и требаше да се докаже.  

 

40. Најди го множеството точки во комплексната рамнина што одговараат на 

броевите z x iy   за коишто 1Im( ) 0z z  .  

Решение. Имаме: 
2 2 2 2

2 2 2 2

2 2 2 2

2 2 2 2

( ) ( )1 1

( 1) ( 1)

x iy x x y y x y i x iy

x iy x y x y

x x y y x y

x y x y

z z x iy x iy

i

     

  

   

 

       

 

. 

Од условот 1Im( ) 0z z   следува 
2 2

2 2

( 1)
0

y x y

x y

 


 , односно 2 2( 1) 0y x y   . 

Според тоа, 0y   или 2 2 1 0x y   . Од 0y   и фактот дека 0z   следува 

Im 0, 0,z z   а од  2 2 1 0x y    следува | | 1z  . Според тоа, бараното мно-

жество точки е: 

{ | Im 0, 0} { | | | 1}z z z z z    . 

Забелешка. Јасно, 0z  , бидејќи во спротивно 1
z

 не постои.   

 

41. Одреди ја  минималната  вредност  на  изразот 1| |
z

z  , ( z е комплексен 

број), ако | | 2.z   

Решение. Нека ,z a bi   тогаш, поради | | 2z   следува 2 2 4,a b   па има-

ме: 

  

2 2

2

| 1|2 2 2 2 21 1 1
4 4| |

2 2 2 21 1
4 4

2 2 2 2 91 1 1
4 4 4 4

| | | 1 | | 1 | | 1 | | 1 |

( 2 1 ) ( 2 1 ) 5 2 5 2

(25 4 ) (25 4(4 )) (9 4 ) .

z

z z
z z z a bi a bi

a a b a a b a a

a b b b


           

         

        

 

Значи, 
2 91

4
| |

z
z b   , па 31

2
min{| |}

z
z    за 0.b   Оттука 2 .a    

Следствено, дадениот израз достигнува најмала вредност 1,5 за 2 .z    
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II  КВАДРАТНА ФУНКЦИЈА И  

КВАДРАТНА РАВЕНКА  

 
1.  КВАДРАТНА РАВЕНКА 

 

1. Реши ја равенката 1
x
x

x x
x x

x


   .  

Решение. Јасно, 0x   не е решение на равенката. Равенката можеме да ја 

запишеме во облик  

  
1

0x
x

x


  .    (1) 

Од (1) следува дека 1x    не е решение на равенката. Според тоа, решенијата 

треба да ги бараме во множеството \{0, 1} .  

Ако равенката (1) ја помножиме со 1x  , ја добиваме равенката 2 2 0x x  , 

т.е. равенката  

  ( 2) 0x x  .    (2) 

Очигледно, решенијата на (2) се 1 0x   и 2 2x   . Од нив само 2 2x    е реше-

ние на почетната равенка.  

 

2. Да се реши равенката  
2 3 | ( 3) |x x a x   , 

во множеството реални броеви .  

Решение. Равенката ќе ја запишеме во облик ( 3) | || 3 |x x a x   . Ќе 

разгледаме три случаи: 3 0x  , 3 0x   и 3 0x  .  

Во првиот случај  добиваме 3 0x   и 0 | | 0x a   . Според тоа, во овој случај 

решение е 3x    за a .  

Во вториот случај имаме 3 0x   и | |x a . Бидејќи | | 0 3a    , добиваме 

дека во овој случај решение е | |x a , a .  

Во третиот случај имаме 3 0x   и | |x a  . При тоа | |x a   е решение на 

равенката ако и само ако | | 3a   . Според тоа, решение е | |x a   за | | 3a  , 

односно | |x a  , за ( , 3) (3, )a     .  

Конечно имаме за ( , 3) (3, )a      решенија се 1 3x   , 2 | |x a  и 

3 | |x a  , а за [ 3,3]a   решенија се 1 23, | |x x a    

 

3. Ако 2 1 0z z   , тогаш 2002 2002 1z z   . Докажи! 

Решение. Решенијата на равенката се коњугирано комплексни броеви. Притоа 

за решенијата z  на равенката е исполнето 1z   и 1z   . Ако 2 1 0z z    ја по-

множиме со 1 0z   , добиваме 2( 1)( 1) 0z z z    , т.е. . 3 1 0z   . Значи за ре-

шенијата на равенката 2 1 0z z    е исполнето равенството 3 1z   и 
3

1 1
z
 . Уш-

те повеќе  
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2 1z z   , и 
2 1 1z
z
   . 

Бројот 2002 можеме да го запишеме во облик 2002 667 3 1   , од каде добиваме  
2

2002 3 667

2002 3 6671 1 1 1

( )
( ) 1z

z zz z z
z z z z         . 

 

4. Три квадратни равенки во сведен (нормален) облик имаат дискриминанти 

1 2 3, ,D D D  кои се квадрати на цели броеви , ,m n p  за кои што | | | | | |m n p  . Дали 

постои избор по еден корен од секоја равенка, таков што нивниот збир  е еднаков 

на збирот на преостанатите три корени. 

Решение. Нека претпоставиме дека 2
1 1 0x p x q   , 2

2 2 0y p y q    и 

2
3 3 0z p z q    се квадратни равенки за кои што  

2 2
1 14p q m  , 2 2

2 24p q n  , 2 2
3 34p q p  , 

а нивните решенија се 1 | |
1/2 2

p m
x

 
 , 2 | |

1/2 2

p n
y

 
  и 3 | |

1/2 2

p p
z

 
 . За нивните ре-

шенија се исполнети равенствата 1 2 | |x x m  , 1 2 | |y y n   и 1 2 | |z z p  , однос-

но 2 1 | |x x m  ,  1 2 | |y y n  , 1 2 | |z z p  . Според тоа 

1 1 2 2 2 1

2 2 1

2 2 1

( | |) ( | |) ( | |)

(| | | | | |)

.

y z x y n z p x m

y z x n p m

y z x

       

     

  

 

 

5. За кои вредности на параметарот k , равенката 

2 2| 6 8 | | 6 5 |x x x x k       

има бесконечно множество решенија? 

Решение. Ако 2 6 5 0x x   , тогаш 2 6 8 0x x   , па равенката го добива 

видот 22 12 13 0x x k    . Оваа равенка не може да има повеќе од две решенија 

за ниедна вредност на параметарот k .  

До ист заклучок доаѓаме кога 2 6 5 0x x    и 2 6 8 0x x   .  

Ако, пак, 2 6 5 0x x    и 2 6 8 0x x   , тогаш равенката го добива видот  

2 26 8 6 5x x x x k      , 

т.е. 3k  . Следствено, за 3k   решение на дадената равенка е секој реален број 

x  кој ги задоволува условите 2 6 5 0x x    и 2 6 8 0x x   . Решението на 

првата неравенка е интервалот 1 [1,5]M  , на втората 2 ( ,2] [4, )M     , а 

решението на системот-нивниот пресек 1 2 [1,2] [4, 5]M M M    .  

Ако, пак, 2 6 5 0x x    и 2 6 8 0x x   , тогаш равенката го добива видот  

2 26 8 6 5x x x x k       , 

т.е. 3k   . Следствено, за 3k    решение на дадената равенка е секој реален 

број x  кој ги задоволува условите 2 6 5 0x x    и 2 6 8 0x x   . Решението на 

првата неравенка е интервалот 1 ( ,1] [5, )M     , на втората 2 [2,4]M  , а 

решението на системот-нивниот пресек 1 2M M M   .  
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Значи, за 3k   равенката има бесконечно множество решенија. Тоа множество 

е [1,2] [4, 5] .  

 

6. Дали може квадратната равенка  
2 0ax bx c   , 

каде , ,a b c  да има дискриминанта еднаква на 23. 

Решение. Дискриминантата на равенката е 2 4D b ac  . Од равенството  

2 4 23b ac      (1) 

 ги добиваме еквивалентните равенства 2 25 4 2b ac    I  

  ( 5)( 5) 2(2 1)b b ac    .     (2) 

Јасно, 2 | 2(2 1)ac  и 4 | 2(2 1)ac . Ќе разгледаме два случаи.  

а) Ако b  е непарен број, тогаш 5b  и 5b  се парни броеви, па според тоа 

( 5)( 5)b b   е делив со 4 . Бидејќи 4 | 2(2 1)ac  добиваме дека равенството (2) а 

со тоа и равенството (1) не е точно.  

б) Ако b  е парен број, тогаш 5b  и 5b  се непарни броеви, па според тоа 

( 5)( 5)b b   не е делив со 2 . Бидејќи 2 | 2(2 1)ac , добиваме дека равенството (2) 

а со тоа и равенството (1) не е точно.  

 

7. Определи ги сите парови цели броеви ( , )a b , така да a b  е корен на ра-

венката 
2 0x ax b   . 

Решение. Нека a  и b  се цели броеви, такви што a b  е корен на равенката 

2 0x ax b   . Според тоа,  

2( ) ( ) 0a b a a b b     , 

односно  
2 2(3 1) 2 0b a b a    .     (1) 

Значи, парот цели броеви ( , )a b  е решение на равенката (1). Равенката (1) има 

целобројни решенија, ако нејзината дискриминанта  
2 2 2(3 1) 8 ( 3) 8D a a a       

е квадрат на цел број. Јасно, за 3 0, 1, 2a     разликата 2( 3) 8a    не е полн 

квадрат, а исто така и за 3 4, 5a     разликата 2( 3) 8a    не е полн квадрат. 

Понатаму, лесно се докажува дека за | 3 | 6a   важи  

2 2 2( 2) ( 3) 8 ( 3)a a a       ,  

т.е. 2( 3) 8a    не е полн квадрат.  

За 3 3a   , бројот 2 2( 3) 8 9 8 1 1a       е полн квадрат. Значи, равенката 

(1) има целобројни решенија за 0a   и 6a   . При тоа, за 0a   решенија се 

0b   и 1b   , а за 6a    решенија се 9b   и 8b  .  
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Лесно се проверува дека кога ( , )a b  е: (0,0),(0, 1),( 6,8),( 6,9)   , тогаш a b  е 

решение на равенката 2 0x ax b   . .  

 

8. Одреди ја најголемата вредност на разликата x y  ако  

  2 22( )x y x y   .    (1) 

Решение. Нека a x y  , односно x a y  . Ако замениме во (1), добиваме 

2 22( ) 2 2y a y a y    , 

односно 2 24 2(2 1) 2 0y a y a a     . Последната равенка е задоволена и за 

maxa a . Таа има барем еден реален корен y  ако и само ако  

2 2(2 1) 4(2 ) 0D a a a     , 

односно 
24 1 0a   . Ова е точно само ако 1 1

2 2
[ , ]a  . Така 1

max 2
a  .  

 

 9. Да се најдат сите парови реални броеви ( , )a b  такви што  

2 22( 1)( 1) ( 1)( 1)( 1)a b a a ab      . 

Решение. Дадената равенка ќе ја запишеме како квадратна равенка по a : 

2 2 2 2( 2) ( 1) 2 1 0a b b a b b b        . 

Нејзината дискриминанта е 2 2( 1) (7 2 7)b b b     . Бидејќи  

2 2 248 481 1 1
7 49 49 7 7

7 2 7 7( 2 ) 7( ) 0b b b b b            , 

добиваме дека 0 . Равенката има реални решенија ако и само ако 0 . 

Единствена вредност за b  за која што 0  е 1b  . Но тогаш 22 4 2 0a a   , 

т.е. 22( 1) 0a   . Според тоа, единствено реално решение е 1, 1a b  .  

 

10. За кои вредности на k  равенката 2 (1 2 ) 2 0kx k x k     , 0k   има 

рационални корени? 

Решение. Корените на квадратната равенка ќе бидат рационални броеви, само 

ако нејзината дискриминанта е точен квадрат. Дискриминантата е: 
2(1 2 ) 4 ( 2) 4 1D k k k k      . 

Ако k , 0k  , тогаш и D . Бидејќи 4 1D k   е непарен број, следува дека 

D  е квадрат на непарен  број, т.е. 24 1 (2 1)k m   , од каде следува ( 1)k m m  . 

Значи, ( 1)k m m  , \{0, 1}m  , т.е. {2,6,12,...}k .  

 

11. Броевите a  и b  се рационални и важи 2 2 0a b  . Докажи дека корените 

на равенката  
2 2 2 2 2( ) ( )a b x ab a b x     

се исто така рационални броеви. 
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Решение. Ако 0a b  , тогаш равенката го добива видот 2 1x   и нејзино 

решение е 1
2

x  .  

Ако 0a b   , тогаш равенката го добива видот 2 1x    и нејзино решение е 
1
2

x   .  

Нека a b . Тогаш равенката ќе ја запишеме во облик  

2 2 2 2 2( ) ( ) 0a b x a b x ab     . 

Решенијата на последната равенка се   
2 2 2 2 2 2 2

2 2

( ) 4 ( )
1/2

2( )

a b a b ab a b

a b
x

    


 ,  

и како   
2 2 2 2 2 4 2 2 4 3 3 2 2 2( ) 4 ( ) 2 4 4 ( 2 )a b ab a b a a b b a b ab a ab b           , 

добиваме дека решенијата на равенката се  
2 2 2 2

2 2

( 2 )
1/2

2( )

a b a ab b

a b
x

   


 , 

и тоа се рационални броеви.  

 
12. Докажи дека секој парен број може да биде вредност на изразот  

2 22 11 12 4 5 6x y y x y     . 

Решение. Прв начин. Треба да докажеме дека за секој цел број m , равенката  

2 22 11 12 4 5 6 2x y y x y m        

има барем едно решение во . За таа цел ја запишуваме равенката во видот 

(2 3 )( 4 ) 4 5 6 2x y x y x y m      , 

и ставајќи 2 3 0x y  , т.е. 2
3

y x  , добиваме: 2 18 6x m  , и оттука  

3 9x m   а 6 2y m  . 

Значи, за произволен парен број 2m , постои двојка цели броеви  

( , ) (3 9,6 2 )x y m m    

за која што дадениот израз е еднаков на 2m .  

Втор начин. Дадениот израз да го означиме со ( , )A x y , го трансформираме на 

следниот начин: 
2 2( , ) 2 11 12 4 5 6

(2 3 ) 4 (2 3 ) 2(2 3 ) 6

(2 3 )( 4 2) (6 )

A x y x y y x y

x x y y x y x y y

x y x y y

     

       

     

 

Да ставиме 6 y m  , m  и 4 2 0x y   . Тогаш: 6y m  , 4 26x m  . 

Значи,  

(4 26,6 )A m m m   , m , 

т.е. секој цел број m  може да биде вредност на дадениот израз, па следствено и 

секој парен цел број.  

 

13. Докажи дека равенката  
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23( ) 4( ) 4 0a b c x ab bc ca x abc        

има реални решенија за секои , ,a b c . При кои услови решенијата се еднакви 

меѓу себе? 

Решение. За дискриминантата на квадратната равенка добиваме  
2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2

16( ) 48( )

16( 2 2 2 3 3 3 )

16( )

8(2 2 2 2 2 2 )

8[( ) ( ) ( ) ] 0

D ab bc ca a bc b ac c ab

a b b c c a a bc b ac c ab a bc b ac c ab

a b b c c a a bc b ac c ab

a b b c c a a bc b ac c ab

ab bc bc ca ca ab

     

        

     

     

      

 

што значи дека дадената равенка има реални решенија. Равенката ќе има двоен 

корен ако и само ако 0D  , т.е. ако и само ако ab bc ca  .  

 

14. За која најмала вредност на p , равенката 2 1988 0x px    ќе има це-

лобројни решенија? Најди ги тие решенија. Решение. Дадената равенка ќе има 

целобројни решенија, само ако нејзината дискриминанта е точен квадрат, т.е.  
2 24 1988D p k    . 

Од 2 2 7952p k   следува  

( )( ) 7952p k p k   . 

Бројот 7952 го разложуваме само на парни множители, бидејќи p k  и p k  

се со иста парност (двата истовремено не може да бидат непарни, зошто?). Можни 

се следниве случаи: 

1  ( )( ) 2 3976p k p k    ,  од каде што следува  

2

3976

p k

p k

 


 
, 

т.е. 1989p   

2  ( )( ) 4 1988p k p k       996p   

3  ( )( ) 8 994p k p k       501p    

4  ( )( ) 8 568p k p k       291p   

5  ( )( ) 28 284p k p k       156p   

6  ( )( ) 56 142p k p k       99p   

Според тоа, најмалата вредност на p  е бројот 99 . Во тој случај равенката 

е 2 99 1988 0x x   , од каде што добиваме 1 71x   , 2 28x   .  

Забелешка. Дадената равенка можеме да ја запишеме во видот  

( ) 1988x x p   . 

Потоа може при претпоставка x x p   да се разгледаат сите можни случаи, 

претставувајќи го бројот 1988 во канонична форма.  
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15. Нека 2( )P x x ax b    каде a  и b  се цели броеви. Ако ( )P x  е полн квад-

рат за бесконечно многу цели броеви x , тогаш 2 4a b . Докажи! 

Решение. Од условот на задачата постојат бесконечно многу парови ( , )x k , за 

кои 2 2 0x ax b k    . Според тоа, за бесконечно многу природни броеви k  

2 24 4a b k   е полн квадрат на природен број. Значи, постои најмал природен 

број n , за кој што  
2 4 1

4
a bn n     

и кој го исполнува уловот на задачата. Но тогаш  
2

2 2 2 2

2 2 2 2

4 4 1 4

4 4 1 4 4 4 4 1

(2 1) 4 4 (2 1)

n a b n

n n a b n n n

n a b n n

    

       

     

 

Но, 2 24 4a b n   е полн квадрат, па затоа 2 2 24 4 4a b n n   , т.е. 2 4 0a b  .  

 

16. Дадени се реалните броеви ,a b  и c . Докажи дека барем една од равенките  

2

2

2

( ) ( ) 0

( ) ( ) 0

( ) ( ) 0

x a b x b c

x b c x c a

x c a x a b

    

    

    

 

има реални решенија.  

Решение. Ќе ги разгледаме броевите 1a a b  , 1b b c   и 1c c a  . Притоа,  

1 1 1 ( ) ( ) ( ) 0a b c a b b c c a         . 

Од последното равенство, добиваме дека барем еден од трите собироци не е 

позитивен. Без ограничување на општоста можеме да претпоставиме дека тоа е 

бројот b c . Значи 0b c  , па за првата равенка имаме дискриминанта  

2( ) 4( ) 0D a b b c     .  

Првата равенка има решенија  
2( ) ( ) 4( )

1/2 2

a b a b b c
x

     
  . 

Аналогно се разгледуваат и другите случаи. 

 

17. За кои вредности на параметарот a  равенките  

2 1 0x ax   и 2 0x x a    

имаат заеднички корен.  

Решение. Нека   е заеднички корен на равенките, тогаш  

2 1 0a     и  2 0a   . 

Со елиминација на 2  добиваме 1a a   , т.е. ( 1) ( 1)a a    .  

)i  За 1a   (  е кој било реален број), равенките се еквивалентни.  

)ii  Ако 1a  , тогаш 1  , па од првата равенка наоѓаме: 21 1 1 0a    , т.е. 

2a   .  
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Значи, за 1a   равенките се еквивалентни (имаат по два заеднички корени), а 

за 2a    имаат само еден заеднички корен.  

 

18. Ако равенките 
2 0ax bx c    и 

2 0Ax Bx C    имаат барем едно заед-

ничко решение, тогаш 2( ) ( )( )aC Ac aB Ab bC Bc    . Докажи!  

Решение. Да го означиме заедничкото решение на двете равенки со y . Тогаш  

2 0ay by c        (1) 

2 0Ay By C       (2) 

Ако првото равенсво го помножиме со A , а второто со a  и потоа добиените 

равенства ги одземеме, добиваме  

( )aB Ab y Ac aC   .    (3) 

Од друга страна, ако првото равенство го помножиме со B , а второто со b  и 

добиените равенства ги одземеме, добиваме  
2( )aB Ab y bC Bc   .     (4) 

Ако 0aB Ab  , тогаш изразувајќи го y  од (3) и заменувајќи го во (4) се 

добива бараното равенство.  

Нека 0aB Ab  . Тогаш, од (3) и (4)  добиваме 0aC Ac bC Bc    , па 

значи и во овој случај важи 2( ) ( )( )aC Ac aB Ab bC Bc    .   

 

19. Најди ги сите реални броеви x , за кои дропката 
2 5 7

x

x x 
 е цел број.  

Решение. Нека k  и нека 
2 5 7

x

x x
k

 
 , тогаш  

  2 (5 1) 7 0kx k x k    .    (1) 

Равенката (1) ќе има реални корени по x , ако нејзината дискриминанта е 

ненегативен број, т.е.  

  2 2 2(5 1) 28 3 10 1 0D k k k k        .  

Оттука 5 2 7 5 2 7

3 3
[ , ]k   , односно {0,1,2,3}k .  

Според тоа, имаме четири можности: 

)i ако 0k  , тогаш 1 0x  ,  

)ii ако 1k  , равенката (1) го добива обликот 2 6 7 0x x   , од каде што 

2/3 3 2x   ;  

)iii ако 2k  , тогаш 4 2x  , 7
5 2

x  ;  

)iv ако 3k  , тогаш 6 3x  , 7
7 3

x  .  

Значи, дропката 
2 5 7

x

x x 
 е цел број, за вредностите на x  од множеството  

7 7
2 3

{0,2,3, , ,3 2,3 2}  . 

 

20. Во множеството реални броеви реши ја равенката  
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2 2 2( 1)(4 6 4)(4 12 25) 21x x y y z z       . 

Решение. Имаме  
2 2 3 31

2 4 4
1 ( )x x x      ,   (1) 

2 23 7 7
4 4 4

4 6 4 4( )y y y          (2) 

и 
2 23

2
4 12 25 4( ) 16 16z z z      .  (3) 

Од (1), (2) и (3) следува дека  
2 2 2 3 7

4 4
( 1)(4 6 4)(4 12 25) 16 21x x y y z z               (4). 

Равенство е исполнето аком и само ако во (1), (2) и (3) се исполнети равенства. 

Но, условот за равенствата е зададената равенка  
2 2 2( 1)(4 6 4)(4 12 25) 21x x y y z z        

па според тоа решение на равенката е 1
2

x  , 3
4

y    , 3
2

z  .  

 

21. Нека a  и b  се дадени реални броеви, така што 0a  , 0b  , a b  и a b  . 

Да се реши равенката  
1 1 1 1

1
0

x x x b x a b   
    . 

Решение. За изразот L  од левата страна на равенката имаме:  

2

2 21 1 1 1
1 ( ) ( )( )

(2 )[2 2( ) ]

( )( )( )

( ) ( )

.

x a b x a b
x x a b x x b x x a b x a x b

x a b x a b x ab

x x a x b x a b

L    
       

    

   

     



 

Според тоа, дадената равенка е еквивалентна со равенката  
2(2 )[2 2( ) ] 0x a b x a b x ab      , 

чии решенија се 1 2
a bx   , 

2 2( )
2/3 2

a b a b
x

   
 . Од претпоставките за a  и b , 

дадени во задачата, следува дека корените 1 2 3, ,x x x  се различни од нула, од ,a  

од b  и од ( )a b  .  

 

22. Реши ја равенката  
2 2 2( ) 4 1 0x a ax    . 

Решение. Имаме  
2 2 2

2 2 2 2 2

2 2 2 2

2 2 2 2

2 2

2

( ) 4 1 0

( ) 4 4 1 0

( ) (2 1) 0

( 2 1)( 2 1) 0

[( ) 1][( ) 1] 0

( 1)( 1)[( ) 1] 0.

x a ax

x a a x ax

x a ax

x a ax x a ax

x a x a

x a x a x a

   

    

   

      

    

      

 

Конечно, решенијата на дадената равенка се  
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1 2 3 41, 1, ,x a x a x a i x a i          . 

 

23. Реши ја равенката  
2 3 2 3 2 3( 3 4) (2 5 3) (3 2 1)x x x x x x        . 

Решение. Воведуваме смени 2 23 4, 2 5 3u x x v x x      , после што равен-

ката го добива обликот 3 3 3( )u v u v   , т.е. 3 ( ) 0uv u v  . Оттука следува  

2 3 4 0x x    или 22 5 3 0x x    или 23 2 1 0x x   , 

па затоа решенијата на дадената равенка се  
31

1 2 3 4 5 63 2
1, , , 4x x x x x x        . 

 

24. Нека , ,a b c . Дали е можно вредноста на дискриминантата на квадратна-

та равенка  
2 0ax bx c   ,  

да биде еднаква на 23.  

Решение. Дискриминантата на равенката е 2 4D b ac  . Равенството  

2 4 23b ac       (1) 

е еквивалентно на равенство 2 25 4 2b ac   , т.е. на равенството   

( 5)( 5) 2(2 1)b b ac    .    (2) 

Јасно, 2 | 2(2 1)ac  и 4 | 2(2 1)ac . Ќе разгледаме два случаи.  

Ако b  е непарен број, тогаш 5b  и 5b  се парни броеви, па според тоа 

( 5)( 5)b b   е делив со 4. Бидејќи 4 | 2(2 1)ac  добиваме дека равенството (2), а 

со тоа и равенството (1) не е можно.  

Ако b  е парен број, тогаш 5b  и 5b  се непарни броеви, па според тоа 

( 5)( 5)b b   не е делив со 2. Бидејќи 2 | 2(2 1)ac , добиваме дека равенството (2), 

а со тоа и равенството (1) не е можно.  

Конечно, од претходните разгледувања следува дека за било кои цели броеви 

, ,a b c  вредноста на дискриминантата на квадратната равенка не може да биде 

еднаква на 23.  

 

25. Броевите , ,a b c  се такви што 0a  , b a c  . Докажи дека решенијата на 

равенката 2 0ax bx c    се реални и различни.  

Решение. Ако 0c  , тогаш 2 4 4 0b ac ac    . Ако 0c  , тогаш 0,a c 

2 2( )b a c   и 2 2 24 ( ) 4 ( ) 0b ac a c ac a c       .  

Според тоа, при дадените услови вредноста на дискриминантата на разгледува-

ната квадратна равенка е позитивна, што значи дека нејзините решенија се реални 

и различни.  

 

26. Докажи дека решенијата на равенката  
2 2 2 2( 2) (2 2 5) 2 0a a x a a x a a         , 1a   , 2a  . 
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се реални.  

Решение. Имаме   
2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2

2 2

(2 2 5) 4( 2)( 2) (2 2 5) (2( 2))

(2 2 5 2 2 4)(2 2 5 2 2 4)

9(4 4 1) 9(2 1) 0,

D a a a a a a a a a a

a a a a a a a a

a a a

             

          

     

 

од каде заклучуваме дека корените на разгледуваната равенка се реални.  

 

27. Нека ,a b  и c  се произволни реални броеви. Докажи дека равенката  

( )( ) ( )( ) ( )( ) 0x a x b x b x c x c x a         , 

има реални решенија.  

Решение. Дадената равенка е еквивалентна на равенката  
23 2( ) 0x a b c x ab bc ca       .   (1) 

За дискриминантата на равенката (1) добиваме  
2 2

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

2 2 2

[2( )] 4( ) 4( ) 4( )

4[ ] 2(2 2 2 2 2 2 )

2( 2 2 2 )

2[( ) ( ) ( ) ] 0

D a b c ab bc ca a b c ab bc ca

a b c ab bc ca a b c ab bc ca

a ab b b bc c c ca a

a b b c c a

           

           

        

      

 

Бидејќи D  е ненегативен број, равенката (1) има реални решенија, што значи дека 

и дадената равенка има реални решеија.  

 

28. Нека , ,a b c  и 2 2 2 0a b c   . Дали равенката  

2 2 2 2( ) 2( ) 3 0a b c x a b c x       , 

има реални и различни решенија.  

Решение. За дискриминантата на равенката имаме   
2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

2 2 2

2 2 2 2 2 2

2 2 2

[2( )] 12( ) 4[( ) 3( )]

4(3 3 3 2 2 2 )

4(2 2 2 2 2 2 )

4( 2 2 2 )

4[( ) ( ) ( ) ] 0

D a b c a b c a b c a b c

a b c a b c ab bc ca

a b c ab bc ca

a ab b b bc c c ca a

a b b c c a

           

         

      

         

       

 

Според тоа, ако a b  или b c  или c a  равенката има коњугирано комплексни 

корени, а ако a b c   равенката има реални и еднакви решенија.  

Значи, разгледуваната равенка нема реални и различни решенија.  

 

29. а) Нека \{0}m . Докажи, дека решенијата на равенката  

2 2 2( 1) 0x m x m     

се позитивни реални броеви. 

б) За кои вредности на параметарот m , за решенијата 1x  и 2x  на дадената 

равенката е исполнето равенството 1 2 3x x  ? 
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Решение. а) Дискриминантата на равенката е  
2 2 2 2 2 2 2 2 2( 1) 4 ( 2 1)( 2 1) ( 1) ( 1) ( 1) 0D m m m m m m m m m              ,  

што значи дека нејзините решенија се  
2 2 2( 1) 1 | 1|

1,2 2 2

m D m m
x

    
  , 

2
1x m  и 2 1x  . Но, \{0}m  па затоа 1 2, 0x x  .  

б) Ако за 2
1x m  и 2 1x   е исполнетот равенството 1 2 3x x  , тогаш 

важи | | 1 3m   , од каде добиваме 2m   .  

 

30. Нека за реалните коефициенти , ,a b c , 0a  , на квадратната равенка 

2 0ax bx c    важи 1b c
a
   . Докажи, дека равенката има реални решенија.  

Решение. Ако 1b c
a
    го помножиме со 2a , добиваме 2ab ac a   , односно 

2ac a ab   . Тогаш  

2 2 2 24 4 4 ( 2 ) 0b ac b a ab b a       , 

а оттука следува дека дадената равенка има реални решенија.  

 

31. Нека a  и b  се ненулти реални броеви, такви што равенката  

2 2( ) ( ) 0a x a b x b     

има двоен корен. Докажи дека | | | |a b .  

Решение. Нека претпоставиме дека | | | |a b . Тогаш од својствата на апсолут-

ната вредност следува a b  , т.е. a b  и a b  . Дадената равенка е еквива-

лентна на равенката  
2 2 2 3 3( ) 2( ) 0a b x a b x a b       

За дискриминантата D  на равенката имаме  

2 2 2 3 3

4

4 2 2 4 4 3 3 4

2 2

2

( ) ( )( )

2

( 2 )

( ) .

D a b a b a b

a a b b a ab ba b

ab a ab b

ab a b

    

      

   

  

 

Но, a  и b  се ненулти реални броеви и a b , па затоа 
4

0D  , што значи дека 

равенката нема двоен корен. Последното противречи на условот на задачата, па од 

добиената противречност следува дека | | | |a b . 

Втор начин. Ќе разгледаме два случаи. 

Случај 1. a  и b  се со ист знак.  

а) , 0a b  . Во тој случај 2( ) 0a x a  , 2( ) 0b x b  , па равенството ќе биде 

исполнето ако x  е таков што 2 2( ) ( ) 0a x a b x b    , а тоа е можно ако и 

само ако x a  и x b , т.е. a b , што требаше да се докаже. 
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б) , 0a b  . Во овој случај | |a a   и | |b b  , па равенката го добива обли-

кот 2 2| | ( ) ( | |)( ) 0a x a b x b      , т.е. 2 2| | ( ) | | ( ) 0a x a b x b    . Понатаму 

овој подслучај се разгледува како и првиот подслучај од овој случај, при што се 

добива a b . 

Случај 2. a  и b  се со различен знак. Без ограничување на општоста можеме да 

претпоставиме дека 0a   и 0b  . Постојат позитивни реални броеви c  и d  

такви што 
2a c  и 

2b d  . Во тој случај равенката го добива обликот 

2 2

2 2 2 2

2 2

0 ( ) ( )

( ) ( )

( ( )) ( ( ))

( ( ) ( ))( ( ) ( ))

(( ) ( )(( ) ( )).

a x a b x b

c x a d x b

c x a d x b

c x a d x b c x a d x b

c d x ac bd c d x ac bd

   

   

   

      

      

 

Ако c d  равенката има две различни решенија, т.е. два различни корени, и тоа  
3 3

1
ac bd c d
c d c d

x  
 

   и 
3 3

2
ac bd c d
c d c d

x  
 

  . 

Да забележиме дека 1 2| | | |x x , бидејќи 3 3 3 3| | | |c d c d    и | | | |c d c d   . 

Значи, за да е исполнет условот од задачата, т.е. равенката да има едно единствено 

решение, мора c d , од каде што пак се добива b a  , што требаше да се 

докаже. 

 

32. Равенката 2 0ax bx c    има реални решенија. Докажи, дека равенката 

3 2 3 3 0a x b x c    исто така има реални решенија.  

Решение. Ќе разгледаме два случаи.  

а) 0ac  . Тогаш 3 34 0a c   од каде што добиваме дека дискриминантата 

6 3 34 0D b a c   . Значи, равенката 3 2 3 3 0a x b x c    има реални решенија.   

б) 0ac  . Квадратната равенка 2 0ax bx c    има реални решенија, па затоа  

2 4 0b ac  , 

2 4 0b ac  . 

Но тогаш 6 3 3 3 364 4b a c a c  . Значи, 6 3 34 0D b a c   , што е доволен услов за 

да 3 2 3 3 0a x b x c    има реални решенија. 

 

33. Нека a  и b  се реални броеви. Докажи дека барем една од равенките 

2 2 22 0; 2 1 0; 2 0x ax b ax bx bx x a          

има реални решенија. 

Решение. Ако барем еден од броевите a  и b  е 0, тогаш третата равенка има 

реални корени. Затоа нека претпоставиме дека 0ab  . Тогаш сите три равенки се 

квадратни равенки и нивните дискриминанти се соодветно:  
2 2

1 2 3, , 1D a b D b a D ab      . 

За збирот на трите дискриминанти имаме   
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2 2 2 2 21
1 2 3 2

1 [( ) ( 1) )( 1) ] 0D D D a b a b ab a b a b               , 

од каде што следува дека некоја од дискриминантите е ненегативна. Следствено,  

соодветната равенка има реални решенија. 

 

34. За кои вредности на параметарот a  равенката  

22 ( 1) | 1| 1 0a x x      

има четири различни решенија.   

Решение. Бидејќи 2 2( 1) | 1|x x   , равенката можеме да ја запишеме во облик  

22 | 1| | 1| 1 0a x x     .     (1) 

Ако воведеме смена | 1|t x  ,  ја добиваме равенката  

22 1 0at t   .       (2) 

Равенката (1) има четири реални корени,  ако и само ако равенката (2) има два 

реални позитивни корени. Решенија на равенката (2) се 1 1 8
1/2 4

a

a
t   . За да бро-

евите 1t  и 2t  се реални,  потребно е дискриминантата D  да е позитивна, т.е. 

1 8 0D a   , од каде следува дека 1
8

a  . Од друга страна,  за 0a  ,  бројот 

1 1 8
1 4

a

a
t    е негативен, што противречи на 1 2, 0t t  , па затоа 0a  .   

Конечно, од 0a   и 1
8

a  ,  следува 1
8

(0, )a .   

 

35. Нека ( )P x  е квадратен трином со водечки коефициент 1 таков што полино-

мите ( )P x  и ( ( ( )))P P P x  имаат заеднички корен. Докажи, дека (0) (1) 0P P  .  

Решение. Нека t  е заеднички корен на двата полиноми. Тогаш  

0 ( ( ( ))) ( (0))P P P t P P  . 

Ако 2( )P x x ax b   , тогаш (0) , (1) 1P b P a b    , па затоа  

2(0) (1) ( 1) ( ) ( (0)) 0P P b a b ab b b P b P P         . 

 

36. Реши ја равенката 6 27 6 0x x   .  

Решение. Прв начин. Да ставиме 6a  . Тогаш 2 6a  , 2 1 7a   , па равен-

ката го добива видот: 
6 2 2( 1) 0x a x a    , 

а потоа ја трансформираме во квадратна равенка по a : 

2 2 6 2 0x a a x x    , 

чии корени се: 2
1a x , 

4

2

1
2

x

x
a  .  

Од првата равенка добиваме 4
1/2 6x a    , а втората ја трансформираме 

во биквадратна по x : 

4 2 1 0x ax   . 
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Оттука 
2 6 10

2
x   , т.е. добиваме уште два реални корена 10 6

3/4 2
x    ио 

два коњугирано комплексни корени 10 6
5/6 2

x i    

Втор начин. Со смената 2y x  добиваме: 

3 6 6 0y y y     

2( 6) ( 6) 0y y y     

( 6)( 6) ( 6) 0y y y y      

2( 6)[ 6 1] 0y y y     

Имаме, 6 0y   , од каде добиваме 1 6y  , т.е. 4
1/2 6x    и 2 6 1 0y y   , 

од каде добиваме 
6 6 4

2/3 2
y    , т.е. 10 6

3/4 2
x    и 10 6

5/6 2
x i   .  

 

37. Квадратниот трином 2( )f x ax bx c    е таков што равенката ( )f x x  

нема реални корени. Докажи дека и равенката ( ( ))f f x x  нема реални корени. 

Решение. Нека ( )f x x  нема реални корени, односно ( ) 0f x x   нема реал-

ни корени. Значи за 0, ( ) 0a f x x    или за 0, ( ) 0a f x x   . 

Нека 0a  . Од ( )f x x  следува дека ( ( )) ( )f f x f x x  . Слично, ако 0a   

имаме ( ( ))f f x x . Значи, ( ( ))f f x x  нема реални корени.  

 

38. Докажи, дека секој комплексен број z  за кој постои точно еден комплексен 

број a  таков што  

3 2 2(2 ) (1 3 ) 0z a z a z a a          (1) 

важи 3 1z  .  

Решение. Нека z  е комплексен број таков што за некој a  важи (1). Тогаш  

2 2 3 2( 3 1) ( 2 ) 0a a z z z z z       . 

Ако постои точно еден комплексен број a  за кој важи горното равенство, тогаш 

дискриминантата на последната квадратна равенка (по непозната a ) е еднаква на 

нула, па затоа последователно добиваме  
2 2 3 2

4 3 2

2 2

( 3 1) 4( 2 ) 0

2 3 2 1 0

( 1) 0.

z z z z z

z x z z

z z

     

    

  

. 

Значи, 
2 1 0z z    и ако последното равенство го помножиме со 1z   до-

биваме 3 1z  .  

 

39.  Реши ја равенката  
1

| 3|
| 3|1

2
( ) 4.x

x
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Решение. Дадената равенка последоватечлно е еквивалентна на равенките  
1

| 3|
| 3| 2

1
| 3|

2

2

2 2

| 3 | 2

| 3 | 2 | 3 | 1 0

(| 3 | 1) 0.

x
x

x
x

x x

x


 





  

    

  

 

Од последната равенка добиваме | 3 | 1x  , односно 4x    или 2x  . Јасно, тоа 

се решенија и на почетната равенка.   

 

40. Определи ја најмалата вредност на функцијата ( 1)( 2)( 3)y x x x x     и  за 

кои вредности на x  таа се достигнува.  

Решение. Имаме  
2 2

2 2 2 2 2

[ ( 3)][( 1)( 2)] ( 3 )[( 3 ) 2]

( 3 ) 2( 3 ) 1 1 ( 3 1) 1.

y x x x x x x x x

x x x x x x

       

         
 

Изразот 2 2( 3 1) 1x x    има најмала вредност ако и само ако 2 3 1 0x x   . По-

следната равенка има реални и различни решенија 3 5
1/2 2

x   , што значи дека 

најмалата вредност на функцијата min 1y    се достигнува за две вредности на 

променливата x  и тоа 3 5
1 2

x    и 3 5
2 2

x   .  

 

41. Реши ја равенката ( 1)( 2)( 3)( 4) 3x x x x     . 

Решение. Прв начин. Бидејќи  
2( 1)( 4) 5 4x x x x      и 2( 2)( 3) 5 6x x x x     , 

дадената равенка е еквивалентна со равенката  
2 2( 5 4)( 5 6) 3x x x x     . 

Да воведиме смена 2 5 4t x x   . Тогаш ја добиваме равенката ( 2) 3t t    чии ре-

шенија се 1 23, 1t t   . За 1t  ја добиваме равенката 2 5 4 3x x     и нејзините 

решенија се комплексните броеви 35
1 2 2

x i    и 35
2 2 2

x i   , а за 2t  равенката 

2 5 4 1x x    и нејзините решенија се 135
3 2 2

x     и 135
4 2 2

x    . Сите 

решенија на дадената равенка во множеството комплексни броеви се 1 2 3, ,x x x  и 

4x . 

Втор начин. Како во првиот начин равенката ја трансформираме во обликот 
2 2( 5 4)( 5 6) 3x x x x     . Воведуваме смена 2 5t x x   и ја добиваме равенката 

( 4)( 6) 3t t   , т.е. 2 10 21 0t t   . Нејзините решенија се 1 3t    и 2 7t   . За 

1t  ја добиваме равенката 2 5 3 0x x    и нејзините решенија се 135
1 2 2

x     и 
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135
2 2 2

x    , а за 2t  равенката 2 5 7 0x x    чии нејзини се  35
3 2 2

x i    и 

35
4 2 2

x i   . 

Трет начин. Даденате равенка е еквивалентна со равенката  
2 2( 5 4)( 5 6) 3x x x x     . 

Натаму 
2 2 2 2 2 2( 5 4)( 5 6) (( 5 5) 1)(( 5 5) 1) ( 5 5) 1x x x x x x x x x x               ,  

па ја добиваме равенката 2 2 2( 5 5) 2x x   , што значи 2 5 5 2x x    или 

2 5 5 2x x    . Решенијата на првата равенка се  135
1 2 2

x     и 135
2 2 2

x    , а 

на втората 35
3 2 2

x i    и 35
4 2 2

x i   . 

Четврт начин.  Во равенката да воведиме смена 5
2

z x  . Тогаш ја добиваме 

еквивалентната на неа равенка 3 31 1
2 2 2 2

( )( )( )( ) 3z z z z     . Оттука 

2 2 2 23 1
2 2

( ( ) ) ( ( ) ) 3z z   . Со средување ја добиваме биквадратната равенка 

4 216 40 39 0z z   . Нејзините решенија се 13 13 3
1 2 34 4 4

, ,z z z i     и 

3
4 4

z i  . Соодветните вредности за x  се решенијата на почетната равенка:  

13 135 5
1 24 2 4 2

, ,x x      3 5
3 4 2

x i   и 3 5
4 4 2

x i   . 

Петти начин. Со множење на левата страна од равенката добиваме  
4 3 210 35 50 21 0x x x x     .   (1) 

Да се обидеме равенката да ја запишеме во обликот  
2 2( )( ) 0x ax b x cx d     .   (2) 

Со изедначување на коефициентите пред соодветните степени на x  во левите 

страни од (1) и (2) добиваме 10 a c  , 21 bd , 35 b ac d    и 50 ad bc  . 

Едно решение на овој систем е 5, 3, 5a b c    и 7d  . Според тоа почетната ра-

венка е еквивалентна со 2 2( 5 3)( 5 7) 0x x x x     . Натаму 2 5 3 0x x    или 

2 5 7 0x x    и со решавање на овие две равенки ги добиваме решенијата  

135
1 2 2

x    , 135
2 2 2

x    , 35
3 2 2

x i     и  35
4 2 2

x i   . 

 

42. Во множеството реални броеви реши ја равенката  

(3 1)(4 1)(6 1)(12 1) 2x x x x     . 

Решение. Имаме: 

8 (3 1) 6 (4 1) 4 (6 1) 2 (12 1) 2 8 6 4 2x x x x                , 

односно 

(24 8)(24 6)(24 4)(24 2) 2 8 6 4 2x x x x         . 

Воведуваме смена 24 5x y  , и ја добиваме равенката  

( 3)( 1)( 1)( 3) 2 8 6 4 2y y y y          
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т.е. равенката  
4 210 9 2 8 6 4 2 0y y        . 

Во множеството реални броеви решенија на последната равенка се    

1,2 5 25 9 2 8 6 4 2 5 16(1 48) 33y                , 

па затоа 5 33
1,2 24

x    се решенијата на почетната равенка во множството реални 

броеви . 

 

43. Определи го бројот на реалните решенија на равенката  
2| 2 | | 1| 3 | 2 | 1x x x     ? 

Решение. Бидејќи 2 2| |x x , дадената равенка ја запишуваме во видот 

2(| | 1) 3 | 2 | 1 0x x     .          (1) 

На секој од интервалите ( ,0) , [0,2)  и [2, )  на левата страна на равенката 

(1) добиваме квадратен трином. Одделно ќе гио разгледаме трите случаи.  

1) На интервалот ( ,0)  важи 2 5 4 0x x   , т.е. 5 41
2

x    и само 5 41
2

 

припаѓа на интервалот ( ,0) . 

2) На интервалот [0,2)  важи 2 4 0x x   , т.е. 1 17

2
x    и само 1 17

2

   

припаѓа на интервалот [0,2) . 

3) На интервалот [2, )  важи 2 5 8 0x x   и оваа равенка нема реални 

решенија.  

Значи, дадената равенка има две реални решенија.  

 

44. Определи ги сите функции ( )f x ax b   такви што  

2( ( )) (| | | | 2) 6f f x a b x b b     , за секој x . 

Решение. Од 
2( ( )) ( )f f x a ax b b a x ab b       и условот на задачата 

следува  

2 2| | | | 2, ( 1) 6a a b a b b b      . 

Ако 0b  , тогаш 
2 | | 2a a  , од каде следува 2a   .  

Ако 0b  , тогаш од втората равенка добиваме 7b a  , па затоа  

2 | | | 7 | 2a a a    . 

Решенијата нма последната равенка  се 3a    и 1 10a   , и притоа 4b   и 

8 10b   , соодветно.  

Конечно, бараните функции се  

( ) 2 , ( ) 3 4f x x f x x      и ( ) (1 10) 8 10f x x    . 

 

45. Дадени се полиномите 
3( )f x x ax b    и 

3 2 2 2( )g x x a x b   , каде 
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a  и b  се реални параметри. Определи ги сите вредности на a  и b  за кои некој 

од од броевите 2 , 1  и 1 е заеднички корен на ( )f x  и ( )g x .  

Решение. Од 
2 2(1) 1 0g a b     следува дека заедничкиот корен не може 

да биде 1. Нека претпоставиме дека 2  е заеднички корен на ( )f x  и ( )g x . 

Тогаш ( 2) 8 2 0f a b       и 
2 2( 2) 8 4 0g a b      , од каде добиваме 

2( 4)b a  , 
2 24 4( 4) 8a a   , т.е. 

2 4 7 0a a   . Последната равенка нема 

реални решенија, па затоа 2  не може да биде заеднички корен на ( )f x  и ( )g x . 

Останува да провериме дали 1  може да биде заеднички корен на разгледуваните 

полиноми. Имаме ( 1) 1 0f a b       и 
2 2( 1) 1 0g a b      , па затоа 

1b a   и 
2 2( 1) 1a a   , т.е. 

22 2 0a a  , од каде добиваме 0a   или 

1a    и соодветно 1b   или 0b  .  

 

46. Производот на  едно решение на квадратната равенка 2 0ax bx b    и ед-

но решение на квадратната равенка 2 0ax ax b    е еднаков на 1. Определи ги 

решенијата на равенките.  

Решение. Нека y  и z  се решенија на равенките  

2 0ax ax b    и  2 0ax bx b   , 

соодветно, за кои 1yz  . Тогаш 1
y

z   и 
2

1 1 0
yy

a b b   , т.е. 2 0by by a   . 

Ако ги собереме равенките 2 0ay ay b    и 
2

0by by a    добиваме  

2( ) ( ) 0a b y a b y a b      , т.е. 2( )( 1) 0a b y y    . 

Имаме 
2 2 31

2 4
1 ( ) 0y y y      , за секој y . Затоа, 0a b  , т.е. b a  . 

Значи, равенките се 2 0ax ax a    и 2 0ax ax a   . Но, равенките се квадратни 

па затоа 0a  , од каде добиваме дека дадените равенки се 2 1 0x x    и 

2 1 0x x    и нивните решенија се 1 5
1,2 2

x    и 1 5
1,2 2

x  , соодветно.  

  

47. Нека ( )f x  е квадратен трином и , ,a b c  се по парови различни реални бро-

еви. Пресметај ја ( )f a b c  , ако ( )f a bc , ( )f b ac  и ( )f c ab .  

Решение. Нека 2( )f x px qx r   . Тогаш  

2

2

2

pa qa r bc

pb qb c ca

pc qc r ab

   



  


  

 

Ако од првите две равенки ја одземеме третата равенка, добиваме  

2 2

2 2

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

p a c q a c b c a

p b c q b c a c b

     


    

. 



Р. Малчески, А. Малчески, Д. Велинов, С. Малчески, С. Костадинова 

 

 40 

Од условот на задачата имаме a b  и a c , па последниот систем го добива 

обликот  

( )

( )

p a c q b

p b c q a

   


   
. 

Ако од првата равенка на последниот систем ја одземеме втората добиваме 

( )p a b a b   . Од a b  добиваме 1p  , па според тоа ( )q a b c     и 

r ab bc ca   . Значи,   

2( ) ( )f x x a b c x ab bc ca        и ( )f a b c ab bc ca     . 

 

48. Нека ,a b  и c  се реални броеви и a c . Равенките 2 0ax bx c    и 

2 0cx bx a    имаат заедничко решение ако и само ако 2 2( )a c b  . Докажи! 

Решение. Нека претпоставиме дека равенките имаат заедничко решение 0x , 

т.е. дека 2
0 0 0ax bx c    и 2

0 0 0ax bx c   . Ако од првата ја одземеме втората 

равенка, добиваме 2
0( ) 0a c x c a    , т.е. 2

0( )( 1) 0a c x   . Бидејќи c a , т.е. 

0a c  , последното равенство е можно ако и само ако 2
0 1 0x   . Според тоа, 

заедничкото решение е 0 1x   или 0 1x   . Во случајот 0 1x  , коефициентите 

,a b  и c  на равенките го задоволуваат условот 0a b c   , а во случајот 0 1x    

го исполнуваат условот 0a b c   . Значи, ако равенките имаат заедничко 

решение, тогаш a c b   , т.е. 2 2( )a c b  . 

Обратно, нека претпоставиме дека коефициентите ,a b  и c  на равенките го 

задоволуваат условот 2 2( )a c b  . Според тоа a c b   .  

Во случајот a c b   , првата равенка го добива обликот 2 ( ) 0ax a c x c    . 

а втората равенка го добива обликот 2 ( ) 0cx a c x a    . Лесно се проверува 

дека во овој случај заедничко решение на равенките е 0 1x  .  

Во случајот a c b   првата равенка го добива обликот 2 ( ) 0ax a c x c     а 

втората равенка го добива обликот 2 ( ) 0cx a c x a    . Лесно се проверува дека 

во овој случај заедничко решение на равенките е 0 1x   .  

 

49. Нека 0a   и ,p q . Докажи, дека за секое реално решение x  на равен-

ката 2 0x px q    важи  

24 ( )

4

q p a

a
x

 
 .    (1) 

Решение. Равенката има реални решенија, па затоа 2 4 0p q  . Во (1) ставаме 

2 4

2

p p q
x

  
 . Последното неравенство последователно е еквивалентно со 

неравенствата  
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2 2 2

2 2

4 2 4 0

( 4 ) 0.

p q a p q a

p q a

    

  

. 

Конечно од точноста на последното неравенство следува точноста на неравен-

ството (1).  

 

50. Реши ја равенката  
2 2

1
( ) 8x

x
x


  . 

Решение. Дадената равенка последователно е еквивалентна со равенките  
22 2

1 1 1
2 ( ) 2 8 0x x x

x x x
x x

  
      

22

1 1
( ) 2 8 0x x

x x
x

 
     

2 22

1 1
( ) 2 8 0x x

x x 
   .  

Воведуваме смена 
2

1
x
x

t

  и ја добиваме равенката 2 2 8 0t t   . Решенија на 

последната равенка се 1 4t   и 2 2t   , па според тоа ги добиваме равенките 

2 4 4 0x x    и 2 2 2 0x x   . Првата равенка има решенија 1/2 2x  , а реше-

нија на втората се 3/4 1 3x    .  

Конечно, решенијата на почетната равенка се 2, 1 3, 1 3    .  

 

51. Реши ја равенката  
2 2 2( 8)( 1) 0x x x    . 

Решение. Јасно, 1  не е решение на равенката, па затоа таа последователно е 

еквивалентна со равенките  
2

2

2

2 2

2

( 1)

2

1 1

2

1 1

8 0

( ) 2 8 0

( ) 2 8 0.

x

x

x x
x x

x x
x x

x

x



 

 

  

   

  

 

Воведуваме смена 
2

1
x
x

t


  и ја добиваме 2 2 8 0t t   , чии решенија се 2 и 4 . 

Од 
2

1
2x

x
  ги добиваме 1,2 1 3x   , а од 

2

1
4x

x
   добиваме 3 2x   . 

 
52. Определи ги сите реални броеви c  за кои равенката  

2 2 2( 4 ) 8 32 8 0x x c x x c       

има точно две реални решенија. 

Решение. Дадената равенката е еквивалентна со равенката  
2 2 2( 4 ) 8( 4 ) 0x x c x x c      . 

Воведуваме смена 2 4t x x c   , и ја добиваме равенката 2 8 0t t  , чии 

решенија се 0 и 8. Значи, 2 4 0x x c    или 2 4 8x x c   . Дискриминантата на 
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првата равенка е 1 4( 4)D c  , а на втората равенка е 2 4(4 8) 4( 12)D c c     . 

Равенката има точно две реални решенија ако: 

1) 
1

2

0

0

D

D





 или 2) 

1

2

0

0

D

D





 или 3) 

1

2

0

0

D

D





. 

Решение има само третиот систем, т.е. ( 12, 4)c   . 

 

53. Во зависност од вредноста на реалниот параметар, во множеството реални 

броеви реши ја равенката  
2 2 2 4( 1)(1 ) ( 1)(1 )a x x a x x       . 

Решение. Имаме  
2 4 2 2 2 3

2 2 2

2 2

1 (1 ) (2 2 2 )

(1 ) 2 (1 )

(1 )((1 ) 2 ),

x x x x x x x

x x x x x

x x x x x

       

     

     

 

па затоа дадената равенка последователно е еквивалентна на равенките  
2 2 2 2

2 2

2 2

2 2

( 1)(1 ) ( 1)(1 )((1 ) 2 )

(1 )((( 1) ( 1))(1 ) 2 ( 1)) 0

(1 )( 2(1 ) 2 ( 1)) 0

(1 )(1 ) 0.

a x x a x x x x x

x x a a x x x a

x x x x x a

x x ax x

         

         

       

    

 

Равенката 
21 0x x    нема реални решенија. Дискриминатата на равенката 

2 1 0x ax    е 
2 4D a  , па затоа оваа равенка има реални решенија ако и само 

ако | | 2a  . Конечно,  

- за ( 2,2)a   дадената равенка нема реални решенија,   

- за 2a   равенката има едно решение 1x  ,  

- за 2a    равенката има едно решение 1x    и  

- за 2a    или 2a   равенката има реални и различни решенија  

2 4
1,2 2

a ax   .  

 

54. Дадена е равенката  
2 2( 2) 2 5 3 0x a x a a      , a . 

Определи ги вредностите на параметарот a  за кои апсолутната вредност на 

едниот корен е двапати поголема од апсолутната вредност на другиот корен.  

Решение. Имаме  
2 2 22( 2) ( 2) 4( 2 5 3) 2 (3 4) 2 (3 4)2 9 24 16

1 2 2 2 2 2

a a a a a a a aa a ax
                    . 

Значи,  
2 (3 4)

1 2
1

a a
x a

  
   , 

2 (3 4)
2 2

3 2
a a

x a
  

   . 

Можни се два случаи: 
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а) Ако 1 2| | 2 | |x x , тогаш | 1| 2 | 3 2 |a a   , т.е. ( 1) 2(3 2 )a a    . Решенија 

на последните две равенки 7
5

a   и 5
3

a  .   

б) Ако 2 1| | 2 | |x x , тогаш | 3 2 | 2 | 1|a a   , т.е. (3 2 ) 2( 1)a a    . Решение 

на последните равенки е 5
4

a  .  

Конечно, од претходните разгледувања следува дека постојат три врдности за 

a  и тоа 5 7 5
4 5 3

, , .  

 

55. Најди го реалниот број m  така што равенката  

2 2 2 2( 2 4( 1))( 4 2 ( 1)) 0x mx m x x m m         (1) 

има точно три различни реални корени. 

Решение. Дадената равенка е еквивалентна со вкупноста равенки  

2 2

2 2

2 4( 1) 0

4 2 ( 1) 0.

x mx m

x x m m

    

    

   (2) 

Дискриминантата на првата и втората равенка се  
2

1 4(5 4)D m   и 2
2 4(4 2 ( 1))D m m   , 

соодветно. Јасно, 1 0D  . Тогаш, бидејќи првата равенка има секогаш два раз-

лични реални корени, можни се следниве случаи: 

А) Втората равенка има точно еден реален корен, различен од корените на 

првата. 

Б) Втората равенка има два различни реални корени, но еден од нив е еднаков 

со корен на првата равенка. 

А) Во овој случај ја добиваме равенката  
3 2

2 2 ( 1)( 2) 0D m m m m m         

која во множеството реални броеви има едно решение 1m   . Тогаш решенија на 

првата равенка се 2 и 4 , а на втората решение е 2, односно равенката (1) има две 

реални решенија. Значи 1m    не е бараното решение. 

Б) Нека 0x  е заедничкиот корен на равенките од системот. Тогаш ако од 

2 2
0 02 4( 1) 0x mx m     го одземеме 2 2

0 04 2 ( 1) 0x x m m     добиваме  

2
0(4 2 ) ( 1)(4 2 )m x m m    . 

Ако 2m   тогаш првата и втората равенка на (2) се еднакви па (1) има точно два 

реални различни корени. Значи 2m  , а тогаш 2
0 1x m  . Со замена на 0x  во 

првата равенка ја добиваме равенката 2 2( 1)( 2 3) 0m m m    , а нејзини реални 

решенија се 1 1m    и 2 3m  . Од дискусијата под А), 1m    не е бараното 

решение. Ако 3m   тогаш корени на првата равенка се 10 и 4 , а на втората 4  

и 6 . Значи бараното решение е 3m  . 

 

56. Реши ја равенката 
3 31 4 4 1

1 2 3 4 5
0

x x x x x x    
       

Решение. Дадената равенка последователно е еквивалентна со равенките  
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3 3 4 4 1 1
5 2 3 4 1

0
x x x x x x    
       

2 2 2

3(2 5) 4(2 5)2 5

5 5 4 5 6
0

x xx

x x x x x x

 

    
   .  

Оттука е јасно дека едно решение на равенката е 5
1 2

x  . Ако за 5
2

x   ја поделиме  

равенката со 2 5x  и воведеме смена 
2 5x x t  , ја добиваме равенката  

3 1 4
4 6

0
t t t 
   , 

од која по множењето со ( 4)( 6)t t t   се сведува на квадратна равенка и чиишто 

решенија се 9
1 2
t    и 2 2t   . Со замена на овие вредности во направената смена 

добиваме две квадратни равенки чиишто решенија се 5 7
2/3 2

x   и 5 17
4/5 2

x  . 

Јасно, добиените решенија се решенија и на почетната равенка (Зошто?).  

 

57. Реши ја равенката  
4 3 22 7 6 8 0x x x x     . 

Решение. Дадената равенка е еквивалентна на равенката  
2 2 2( ) 6( ) 8 0x x x x     . 

Воведуваме смена 2t x x   и ја добиваме равенката 2 68 8 0t     чии решенија 

се 1 4t    и 2 2t   . Значи, ( 4)( 2) 0t t   , односно   

2 2( 4)( 2) 0x x x x     . 

Конечно, множеството на решенија на почетната равенка е  

1 15 1 7

2 2
{ , }i i    .  

 

58. Реши ја равенката 4 3 25 5 5 1 0x x x x     .  

Решение. Очигледно е дека 0x   не е решение на равенката. Според тоа, 

дадената равенка последователно е еквивалентна со равенките  

2

2 1 15 5 5 0
x x

x x      

2

2 1 1( ) 5(1 ) 5 0
xx

x        

21 1(1 ) 5(1 ) 3 0
x x

      

Воведуваме смена 1
x

t x   и ја добиваме квадратната равенка 2 5 3 0t t    која 

има решенија 
5 13

1/2 2
t  . Значи ги добиваме квадратните равенки 

  5 131
2x

x   , т.е. 
2 5 13

2
1 0x x     

кои имаат решенија  

25 13 5 131
1/2 2 2 2

( ( ) 4)x      или 25 13 5 131
3/4 2 2 2

( ( ) 4)x      

т.е. 

1
1/2 4

(5 13 22 10 13 )x      или 1
3/4 4

(5 13 22 10 13 )x     . 
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59. Реши ја равенката  
8 2 4 4(1 ) (1 ) 2x x x    . 

Решение. Бидејќи 0x   не е решение на равенката, таа е еквивалентна со 

равенката  
2 24 42 1 1( ) ( ) 2 0x x x

x x
     . 

Со смената , 
2 1 1x
x

p   , ја добиваме равенката  

4 4( 1) ( 1) 2 0p p     , 

која е еквивалентна со равенката 4 26 0p p  . Решенијата на последната равенка 

се 1 2 0p p  , 3 6p i  и  4 6p i  .  

За 1 2 0p p  , добиваме 2 1 0x x   , од каде наоѓаме 
1 3

1 2 2

ix x     и 

1 3
3 4 2

ix x    .  

За 3 6p i  ја добиваме равенката 2 (1 6) 1 0x i x    , од која следуваат 

решенијата 
1 6 9 2 6

5/6 2

i i
x

    
 ,  

За 3 6p i   , ја добиваме равенката 2 (1 6) 1 0x i x     , од која следуваат 

решенијата 
1 6 2 6 9

7/8 2

i i
x

   
 .  

 

60. Во множеството реални броеви реши ја равенката 4 3 24 6 2 1 0.x x x x      

Решение. Прв начин. Ќе докажеме дека равенката нема реални решенија. Ако 

0x   е реално решение, тогаш 4 3 24 6 2 1 0x x x x     , што не е можно. Значи 

доколку има решение тоа е негативен реален број. 

Сега да ја запишеме равенката во следниов облик 4( 1) 2 0x x   . Сега 1x    

не е решение. Ако 1x    или 1 0x   , тогаш 4( 1)x  и 2x  се позитивни, па и 

нивниот збир е позитивен. Значи равенката нема реални решенија. 

Втор начин. Левата страна од равенката ќе ја трансформираме на следниов 

начин  
4 3 2 4 3 2 2 2

2 2 2 2

2 2 2 2

4 6 2 1 4 4 2 1

( 4 4) ( 1)

( 2) ( 1)

x x x x x x x x x x

x x x x x

x x x x

          

     

    

 

Значи добивме дека почетната равенка е еквивалентна со равенката  
2 2 2 2( 2) ( 1) 0x x x x     . 

Збирот на квадратите на три броја може да биде нула ако и само ако сите броеви 

се нули. Тоа во нашиов случај не е можно, бидејќи мора истовремено да важи 

0x   и 1x   . Значи равенката нема реални решенија. 
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61. Реши ја равенката 4 3 22 2 1 0x ax bx ax     . 

Решение. Имаме  
2 2 4 3 2 2( 1) 2 ( 2) 2 1x ax x ax a x ax        . 

па затоа дадената равенка последователно е еквивалентна на равенките  
2 2 2 2

2 2 2 2

( 1) ( 2 ) 0

( ( 2 ) 1)( ( 2 ) 1) 0.

x ax a b x

x a a b x x a a b x

     

          

. 

Значи, решавањето на почетната равенка го сведовме на решавање на две квадрат-

ни равенки. Деталите ги оставаме на читателот за вежба.  

 

62. Во множеството на реални броеви реши ја равенката 

2 25 14 9 20 5 1x x x x x       . 

Решение. За дефиниционата област на равенката имаме :  
2 9

5
5 14 9 5( 1)( ) 0x x x x      ,   2 20 5 4 0x x x x       и 1 0x  , 

од каде добиваме дека равенката е дефинирана за 5x  . Последователно добива-

ме  

2 25 14 9 20 5 1x x x x x       , 

(5 9)( 1) ( 5)( 4) 5 1x x x x x       , 

22 5 2 5 ( 5)( 4)( 1)x x x x x      , 

22( 4 5) 3 12 5 ( 5)( 1)( 4)x x x x x x        , 

2( 5)( 1) 3( 4) 5 ( 5)( 1)( 4)x x x x x x        , 

5 ( 5)( 1)( 4)2( 5)( 1) 3( 4)

4 4

2( 5)( 1) ( 5)( 1)

4 4

,

3 5 .

x x xx x x

x x

x x x x

x x

     

 

   

 



 

 

Воведуваме смена 
( 5)( 1)

4

x x

x
y

 


 , при што добиваме 

22 5 3 0y y   . Решенија 

на последната равенка се 3
1 22

, 1y y  . Од 
( 5)( 1) 3

4 2

x x

x

 


 , последователно доби-

ваме  

( 5)( 1) 9
4 4

2

4( 5)( 1) 9( 4)

4 25 56 0

x x

x

x x x

x x

 




   

  

 

и оттука 25 625 896
1/2 8

x   , т.е. 1 8x  , 7
2 4

x   . Од 
( 5)( 1)

4
1

x x

x

 


 , последова-

телно добиваме  

( 5)( 1)

4

2

1

( 5)( 1) 4

5 9 0

x x

x

x x x

x x

 




   

  

, 
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 и оттука 
5 25 36 5 61

3/4 2 2
x     .  

Конечно, бидејќи 5x   решенијата на почетната равенка се 8 и 
5 61

2


.  

 

63. Реши ја равенка 
2 2

2 2

6 4

6 4
5

x x x x

x x x x

    

    
 . 

Решение. За 5x    последователно добиваме дека дадената равенка е 

еквивалентна на равенки  
2 2

2 2

6 4

6 4

2 2 2 2

2 2

2 2

5

6 4 5 6 5 4

6 4 4 6

3 4 2 6.

x x x x

x x x x

x x x x x x x x

x x x x

x x x x

    

    


          

    

    

 

Последната равенка ја кавдрираме и последователно добиваме  
2 2

2

12
1 2 5

9( 4) 4( 6)

5 13 60 0

5, .

x x x x

x x

x x

    

  

  

 

Со непосредна проверка се уверуваме дека најдените решенија се решенија и на 

почетната равенка.  

 
64. Во множеството реални броеви реши ја равенката  

1 1 3 (1 )x x x x x      . 

Решение. Јасно е дека дефиниционата област на равенката е интервалот [0,1] . 

Дадена равенка е еквивалентна со равенката  

( 1 )(2 1 1) 0x x x x      . 

Според тоа, 1x x   или 2 1 1x x   .  

Случај 1. Од 1x x  , добиваме 1x x  , односно 1
2

[0,1]x   . Лесно се 

проверува дека 1
2

 е решение на почетната равенката.  

Случај 2. Ја квадрираме 2 1 1x x    и добиваме 4 2 2 1x x x     . Ако 

добиената равенка 5 2 2 1x x    ја квадрираме, ја добиваме добиваме равенката 

225 20 4 4 4x x x    , шии решенија се 1 0x   и 16
2 25

x  . Со непосредна 

проверка се уверуваме дека 16
25

 е решение на почетната равенка.  

Значи, решенија на почетната равенка се 1
2

 и 16
25

.  

 

65. Реши ја равенката 3 2 1 1x x    . 

Решение. Прв начин. Од 2 0x   и 1 0x   следува дека дефинционата 

област на равенката е [ 1, 2]D  . Равенката ја запишуваме во видот 
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3 2 1 1x x     и по квадрирањето и средувањето, добиваме 1 5 9x x   . 

Со уште едно квадрирање, при што земаме предвид дека 5 9 0x  , т.е. 9
5

x  , ја 

добиваме квадратната равенка 225 91 82 0x x    чии корени се 1 2x   и 41
2 25

x   

при што само првиот ги задоволува условите.  

Втор начин. Ќе ставиме 1x y  , 0y  . Тогаш,  

21x y  , 22 1x y    

23 1 1y y   , при што 21 0y  , т.е. [0, 1]y , 

29(1 )(1 ) (1 )y y y     

(1 )(8 10 ) 0y y    

1y  ,  

од каде добиваме 1 1x  , т.е. 2x  . Решението 0,8y    не го земаме предвид 

бидејќи не го задоволува условот [0, 1]y .  

 

66. Во множеството реални броеви реши ја равенката  
4 4 4 2a x b x a b x       . 

Решение. Воведуваме смени 4a x t   и 4b x z   и дадената равенка го до-

бива обликот 
44 44 4 4 4t z t z   , т.е. 

4 4 4t z t z   . Последната равенка ја  

степенуваме на степен 4  и добиваме 
44 4 4 4( ) ( )t z t z   , односно  

3 2 2 34 6 4 0t z t z tz   ,  

т.е.  
2 22 (2 3 2 ) 0tz t zt z   .    (1) 

Решенија на (1) се 0t  , 0z   или решенијата на равенката 2 22( ) 3t z tz   .  

 Ако 0t  , тогаш 0a x   , т.е. x a , а ако 0z  , тогаш 0b x  , т.е. 

x b .  

Равенката 2 22( ) 3t z tz    со квадрирање се сведува на 4 4 2 2t z t z  . Ако во 

последната равенка замениме 4t a x  , 4z b x  , ја добиваме равенката  

2 ( )( )a b x a x b x     , 

која има два комплексни корени 3x  и 4x  (провери!).  

Конечно, реално решение на равенката е x a , ако b a , или x b  ако a b . 

 

67. Определи ги сите целобројни вредности m   за кои равенката  

3 5x x m     

има реални решенија. За определените вредности на параметарот m  определи ги 

решенијата на равенката.  

Решение. Јасно, 0m  . Според тоа 5 3 0m x x     , од каде добиваме 

5m x  . Со квадрирање на последната неравенка имаме  



Квадратна функција и квадратна равенка  

  49  

2 5x m  .      (1) 

Ако равенката ја запишеме во облик 3 5x m x     и ја квадрираме, доби-

ваме 22 5 2m x m   , а со уште едно квадрирање добиваме  
4 2

2

16 4

4

m m

m
x   .     (2) 

Од (1) и (2) добиваме 
4 2

2

216 4

4
5m m

m
m    , 2 2m  , | | 2m  . Според тоа, решение 

на дадената равенка е 
4 2

2

16 4

4

m m

m
x   , за m , 2m  .  

 

68. Реши ја равенката  
3 33

3 3
( ) 3x x x x x   . 

Решение. Воведуваме смена 
3

3
x x y   и добиваме 3 3y y x   и 3 3x x y  . 

Значи, ако 0x  е решение на равенката на почетната равенка и 
3
0 0

03

x x
y


 , тогаш 

0 0( , )x y  е решение на системот равенки  

3

3

3

3

x x y

y y x

  


 

.     (1) 

Лесно се покажува дека важи и обратното тврдење, па затоа доволно е да се реши 

системот (1). Ако од првата равенка на системот ја одземеме втората добиваме  
3 3( ) ( ) 3( )x y x y y x      

2 2( )( 1) 3( )x y x xy y y x       

2 2( )( 4) 0x y x xy y         (2) 

Бидејќи за секои ,x y  важи  

2 232 2 2 2 23
2 4 4 2 4

4 2 4 ( ) 4 4
y y y y

x xy y x x y x             , 

од равенката (2) следува 0x y  , т.е. x y . Според тоа, 
3

3
x x x  , од каде доби-

ваме 2( 2) 0x x   , односно 1 0x  , 2 2x   и 3 2x   . Со непосредна проверка 

се покажува дека најдените решенија се решенија и на почетната равенка.  

 

69. Реши ја равенката  
4 4 2 2(1 ) 2(1 ) (1 )x x x     .  

Решение. Нека 1a x   и 1b x  . Тогаш 21 x ab  , па затоа дадената 

равенка го добива обликот 4 4 2 22a b a b  , т.е. 2 2 2 2( )( 2 ) 0a b a b   .  Според 

тоа, 2 2 0a b   или 2 22 0a b  .  

Случај 1. Единствено реално решение на равенката 2 2 0a b   е 0a b   и 

тогаш 1 0x   и 1 0x  , што не е можно.  

Случај 2. Равенката 2 22 0a b    има решенија 2a b  . Според тоа,  
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1 (1 ) 2x x     

од каде добиваме 1 3 2 2x    и 2 3 2 2x   . Со непосредна проверка се покажу-

ва дека најдените решенија се решенија и на почетната равенка.  

 

70. а) Ако x , y , z  се реални броеви, сите различни од 1 , такви што 1xyz  , 

докажи дека: 
22 2

2 2 2( 1) ( 1) ( 1)
1

yx z

x y z  
   .  

б) Докажи дека равенство важи за бесконечно многу тројки рационални броеви 

x , y , z . 

Решение. а) Нека 
1

x
x

a


 , 
1

y

y
b


  , 

1
z
z

c


 . Имаме: 

1
1 1 1 (1 )(1 )(1 )

( 1)( 1)( 1)
yx z

x y z x y z
abc a b c

     
         

што е еквивалентно со: 

1 0ab ac bc a b c        

Одовде следува дека : 
2 2 2 2 2 2 2( ) 2( ) 2a b c a b c ab ac bc a b c             

па:  
2 2 2 2( 1) 1 1a b c a b c         

од каде следува бараното неравенство. Равенство важи ако и само ако  

1 0a b c     

односно, ако и само ако 

0ab ac bc    

б) Имаме: 

(1 )(1 ) (1 )(1 ) (1 )(1 )
0

xy yzxz
x y x z y z     

    

од каде добиваме 3xy xz yz   . Бидејќи 1
yz

x  , ова се трансформира до: 

1 1 3
z y

yz    и 2 2 (3 1) 0z y z y z     

Оваа равенка може да ја набљудуваме како квадратна равенка по y . Дискри-

минантата на равенката е: 
2 3 2(3 1) 4 ( 1) (1 4 )D z z z z      , 

Па ако го избереме z  таков што 
21

4
mz  , за некој ненулти рационален број m , 

тогаш D  е рационален број, па и решението y  е рационален број. Конечно, 

1
yz

x  , и x  е рационален. 

 

71. Реши ја равенката: 4 3 22 2 1 0x ax bx ax     . 

Решение. Да забележиме дека  
2 2 4 3 2 2( 1) 2 ( 2) 2 1x ax x ax a x ax        . 

Значи, горната равенка може да се запише како  
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2 2 2 2( 1) ( 2 ) 0x ax a b x      . 

Левата страна на равенката е разлика од квадрати, па имаме:  

2 2 2 2( ( 2 ) 1)( ( 2 ) 1) 0x a a b x x a a b x           . 

Сега проблемот на решавање на почетната равенка го сведовме на решавање на 

две квадратни равенки. Деталите ги оставаме на читателот за вежба.  

 

72. Реши ја равенката:   
4 3 22 7 6 8 0x x x x     . 

Решение. Равенката може да се запише како  
2 2 2( ) 6( ) 8 0x x x x     . 

Ставајќи смена 2t x x  , таа се сведува на квадратна равенка, од каде со 

решавање добиваме дека 1 4t    и 2 2t   . Оттука,  

2 2( 4)( 2) 0x x x x     . 

Конечно, множеството на решенија на почетната равенка е  

1 15 1 7

2 2
{ , }i i    .  

 

73. Реши ја равенката 2 2 2( 5 1)( 4 ) 20( 1)x x x x x     . 

Решение. Прв начин. Имаме: 
2 2 2( 5 1)( 4 ) 20( 1)x x x x x      

4 3 2 3 2 2

4 3 2

4 2 3 2

5 4 20 4 20 40 20 0

9 36 20 0

4 9 36 5 20 0

x x x x x x x x

x x x x

x x x x x

        

    

     

 

2 2 2 2

2 2

( 4) 9 ( 4) 5( 4) 0

( 4) ( 9 5) 0

x x x x x

x x x

     

   
 

Оттука:   
2

1,24 0 2x x         

2 9 61
3,4 2

9 5 0 .x x x        

Втор начин. Забележуваме дека 2 2( 4 ) ( 1) 5 1x x x x x      . Затоа нека:

2 4 , 1x x a x b    . Тогаш равенката го добива видот: 

2( ) 20a b a b   

2 2 220 0 /: 0,a ab b b b    т.е. 1x    

2( ) 20 0a a
b b

    

1 1 80 1 9
1,2 2 2

( )a
b

       

5 5a
b

a b        и   4 4a
b

a b    



Р. Малчески, А. Малчески, Д. Велинов, С. Малчески, С. Костадинова 

 

 52 

1) Ако 5 ,a b   т.е.  2 4 5 1x x x    , тогаш 2 9 5 0x x    од каде што до-

биваме 9 61
1,2 2

x   . 

2) Ако 4a b , т.е.  2 4 4 1x x x   , тогаш 2 4x  , од каде што 3,4 2x   . 

Со проверка се убедуваме дека сите четири решенија ја задоволуваат почет-

ната равенка. 

Значи, 9 61 9 61

2 2
{ 2, 2, , }M      . 

 

74. За кои вредности на a , за произволно b  постои барем едно c , така што 

системот  

22

2 1

x by ac c

bx y c

   


  

 

да има барем едно решение?  

Решение. Имаме: 
24 b   и 22 2x ac c bc b    .  

Ако 0 , т.е. 2b   , тогаш системот има единствено решение за кои било 

a  и c .  

Ако 0 , тогаш за системот да има решение треба да биде и 0x  . За 2b   

добиваме 
2 1ac   , па оваа равенка има решение по c  за секое ( ,0)a  . За 

2b    ја добиваме равенката 
2 2 1 0ac c   , којшто има решение по c  за секое 

[ 1, )a   .  

Следствено, дадениот систем има барем едно решение за произволно b  и 

некое c  ако и само ако [ 1,0]a  .  

 

75. Реши ја во  равенката 2 22 3 2 3 1x x x x x    . 

Решение. Дадената равенка ќе ја запишеме во видот  

2 2 2( 3 ) 2 3 1x x x x x x     . 

Ако ставиме 2 23x x y  , добиваме 2 2 2 1x y xy   , односно 2( ) 1x y  . Отту-

ка добиваме 1,x y    т.е. 21 3x x x    или 21 3x x x   . Првата равенка 

нема решение, а решението на втората равенка е 1
5

 . 

 

76. Во множеството реални броеви реши ја  равенката 3 3x a a x   .  

Решение. Равенката е определена за секој x . Воведуваме смена 3x a y 

и добиваме  

3 3 33 ( )a y a a a y      

3 3y y a a   .  

Очигледно е дека едно решение на равенката е y a . Ќе покажеме дека други ре-

шенија равенката нема. Од формулите за скратено множење имаме 
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3 3 0y a y a     

2 2( )( 1) 0y a y ay y     . 

Од последната равенка имаме 0y a   или 2 2 1 0y ay y    . Според тоа, y a  

е едно решение, од каде добиваме дека решение на почетната равенка е  
3x a a  .    (1) 

Бидејќи  
2 2 22 2 2 23 3

2 4 4 2 4
1 2 1 ( ) 1 1a a a a ay ay y y y y             , 

равенката 2 2 1 0y ay y     нема решение. Конечно, единствено решение е (1).  

 

77. Во множеството реални броеви реши ја равенката  

2 2 2 2

3 5 20111

2 2 2 4 2 6 2 2012
... 1006

x x x x x x x x       
     . 

Решение. За 1,2,3,...,1006k   имаме  

2 2 22 2 2 1 2 1 ( 1) 2 1x x k x x k x k            

2

1 1
2 12 2 kx x k  

  

2

2 1 2 1
2 12 2

1k k
kx x k

 
 

  .  

Случај 1. Ако 1x   , тогаш 
2

2 1

2 2
1k

x x k



 
 , 1,2,3,...,1006k   па според тоа  

2 2 2 2

3 5 20111

2 2 2 4 2 6 2 2012
1006

... 1 1 1 ... 1 1006
x x x x x x x x       

          . 

Случај 2. Ако 1x    тогаш 
2

2 1

2 2
1k

x x k



 
 , 1,2,3,...,1006k   па според тоа  

2 2 2 2

3 5 20111

2 2 2 4 2 6 2 2012
1006

... 1 1 1 ... 1 1006
x x x x x x x x       

          . 

Значи, единствено решение на равенката е 1x   .  

 

78. Во множеството реални броеви реши ја равенката   
3 3 32 3 4 0x x x      . 

Решение. Изразот 3 3 32 3 4x x x      е определен за секоја реална 

вредност на x . Понатаму, ако 1 2x x , тогаш  

1 2

1 2

1 2

2 2

3 3

4 4

x x

x x

x x

  

  

  

   

3 3
1 2

3 3
1 2

3 3
1 2

2 2

3 3

4 4

x x

x x

x x

  

  

  

 

од каде добиваме  

3 3 3 3 3 3
1 1 1 2 2 22 3 4 2 3 4x x x x x x           . 

 Ако 0x  е решение на равенката, тогаш за 1 0x x  имаме  

3 3 3 3 3 3
1 1 12 3 4 2 3 4 0x x x x x x            , 

а за 0 2x x  имаме  



Р. Малчески, А. Малчески, Д. Велинов, С. Малчески, С. Костадинова 

 

 54 

3 3 3 3 3 3
2 2 20 2 3 4 2 3 4x x x x x x             

Сега е јасно дека равенката има единствено решение. Не е тешко да се види дека 

решение на равенката е 0 3x   .  

 

79. Во множеството реални броеви реши ја равенката   

2

2 11 3
x

x x x     . 

Решение. По квадрирањето добиваме  

2 2

2 21 11 2 1 3
x x

x x x x x          

или  

2 2

2 21 12 1 2 ( )
x x

x x x       . 

Бидејќи 
2

2 1 2
x

x    и левата страна е ненегативна, следува дека 
2

2 1 2
x

x   , што е 

можно само за 1x   или 1x   . Со проверка заклучуваме дека бројот 1  е един-

ствено решение на равенката.  

 

80. Реши ја во множеството реални броеви равенката  

3 3 3 3a x a x b x b x
a x a x b x b x
   
   

   , ако a b , 0ab  , 0a b  . 

Решение. Нека x  е решение на равнката. Ако и двете страни на равенката ги 

кубираме, добиваме   

3 3 3 33 3 3 3a x a x a x a x b x b x b x b x
a x a x a x a x b x b x b x b x
       
       

           ,  

т.е. 
a x a x b x b x
a x a x b x b x
   
   
    

Последната равенка ќе ја запишеме во облик  

2 2 2 2

4 4ax bx

a x b x 
 , т.е. 

2 2 2 2
( ) 0a b

a x b x
x

 
  . 

Едно нејзино решение очигледно е 1 0x  . Равенката 
2 2 2 2

0a b

a x b x 
   можеме да 

ја запишеме во облик 2x ab  . Нејзини решенија се 2/3x ab   . 

 

81. Во множеството реални броеви реши ја равенката  

2 2 2(1 ) (1 ) (1 )m m mx x x     , ако m . 

Решение. Да забележиме дека 1x   не е корен на равенката. Затоа, равенката 

ја делиме со 
2(1 )m x  и добиваме  

21 1
1 1

( ) 1x xm m
x x

 
 

  . 

Воведуваме смена 1
1

xm
x

t


 , па добиваме: 2 1t t  , т.е. 2 1 0t t   . Решенијата 

на оваа квадратна равенка се: 
1 5

1 2
t   и 

1 5
2 2

t  . Бидејќи 1 0t  , следува дека 
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1t  не е корен на почетната равенка ако m  е парен број. Затоа, ако m  е парен 

бројдобиваме 1 51
1 2

xm
x




 , т.е. 1 51
1 2

( )mx
x




 , од каде добиваме 
1 5

2

1 5

2

( ) 1

( ) 1

m

m
x








 . 

Ако m  е непарен број, тогаш равенката има две решенија 
1 5

2

1 5

2

( ) 1

1/2
( ) 1

m

m
x








 . .  

 

82. Реши ја равенката  

2 25 14 9 20 5 1.x x x x x        

Решение. Го префрлуваме 2 20x x   на другата страна, а потоа квадрираме 

и добиваме:   

2 22 5 2 5 ( 4 5)( 4)x x x x x      , 

т.е.  

2 22( 4 5) 3( 4) 5 ( 4 5)( 4)x x x x x x             (*) 

Дефиниционата област на појдовната равенка ја наоѓаме од условите:  
2 25 14 9 0, 20 0, 1 0,

( 1) (5 9) 0, ( 5) ( 4) 0, 1 0.

x x x x x

x x x x x

       

       
 

и добиваме 5.x   За овие вредности на x имаме:  

2 2( 4 5)( 4) 4 5 4 ,x x x x x x         

па делејќи ги двете страни на равенката (*) со 4x  и заменувајќи 
2 4 5

4
x x

x
 


 со y  ја до-

биваме квадратната равенка 22 5 3 0,y y    чии корени се: 3
1 2

y   и 2 1.y   

Со решавање на равенките  

2 4 5 3
4 2

x x
x
 


  и 
2 4 5

4
1x x

x
 


  

добиваме:  

5 617
1 2 3,44 2

8, , ,x x x      

од кои, поради 5x   задоволуваат само 1x  
и

 3x . 

Значи, решенија на појдовната равенка се: 1 8x 
 
и

 
5 61

2 2
x  . 

 

83. Реши ја равенката 3 32 1 27 14 1x x    .  

Решение. Прв начин. Ако ја кубираме равенката добиваме: 
3 3 3 3

1

8( 1) 3 2 1 27 14 (2 1 27 14 ) 27 14 1,x x x x x x



            

односно 

36 ( 1)(27 14 ) 6 18x x x    . 
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Со кубирање на оваа равенка добиваме: 3 25 14 0x x x   . Решенија на послед-

ната равенка се: 1 2 30, 7, 2x x x    . 

Втор начин. Воведуваме смена 3 31 , 27 14x A x B    . Тогаш важи 

 1 2B A  .               (1) 

Натаму важи 3 314 13A B   и со замена на (1) во оваа равенка добиваме 

3 2 314 1 6 12 8 13A A A A        3 26 12 6 12 0A A A     

      2( 2) ( 2) 0A A A      

      ( 1)( 1)( 2) 0.A A A      

Според тоа 2 0A   или 1 0A   или 1 0A  , т.е. 3 1 2x    или 3 1 1x    

или 3 1 1x   . Значи 7x    или 0x   или 2x  , па тие се решенијата на да-

дената равенка.  

 

84. Реши ја равенката  

2 31 4 3x x x   . 

Решение. Прво да ја определиме дефиниционата област на равенката. Треба да 

важи 21 0x   и 34 3 0x x  . Од првото неравенство имаме [ 1,1]x  , а од 

второто (2 3)(2 3) 0x x x   , односно 3 3

2 2
[ ,0] [ , )x    . Според тоа ако x  

е решение на равенката тогаш 3 3

2 2
[ ,0] [ ,1]x   . Сега да ги квадрираме двете 

страни на равенката и по средувањето добиваме 6 4 216 24 10 1 0.x x x     Ставаме 

2y x  и равенката се трансформира во 3 216 24 10 1 0y y y    . Натаму ја разло-

жуваме левата страна  
28 (2 1) 8 (2 1) 2 1 0,y y y y y       

односно  
2(2 1)(8 8 1) 0.y y y     

Според тоа 2 1 0y    или 28 8 1 0y y   . Од 2 1 0y    добиваме 1
2

y  , а од 

28 8 1 0y y   , 2 2
2 4

y   и 2 2
2 4

y  . За x  имаме 
2 22 2

1 2 32 2 2
, , ,x x x


     

2 2
4 2

,x


 
2 2

5 2
x


  и 

2 2
6 2

x


  . Останува да провериме кои од 1 6, . . . ,x x  

припаѓаат во дефиниционата област на равенката. Важи 3
1 2

0 x  , па 1x  не е 

решение на равенката. За 2x  имаме 3 2
2 2

0    па 2x  е решение. Слично 

2 2 32 1
3 2 2 3

x
    , па 3x  е решение. Од претходното 3

4 3 2
x x    , па 4x  

не е решение. Слично 
2 2 32 1 1

2 2 2 2
0

     , па 5x  не е решение. На крајот 



Квадратна функција и квадратна равенка  

  57  

3
6 5 2

0 x x     , па 6x  е решение. Конечно решенијата на почетната равенка 

се  

2 22
2 32 2

,x x


    и 
2 2

6 2
x


  . 

 

85. За кои вредности на реалниот параметар a  равенката  

2 3 2 3 1x a x a     

има решение? 

Решение. Изразот на левата страна е реален број ако и само ако 2 3 0x a   и 

2 3 0x a  , т.е. 3
2
ax   и 3

2
ax   . Оттука следува дека 

3| |

2

a
x  . Со квадрирање се 

добива дека  

2 22 3 2 4 9 2 3 1x a x a x a       

2 22 4 9 1 4x a x    

Значи мора 1 4 0x   т.е. 1
4

x  . Значи мора 
3| | 1
2 4

a
 , односно 1

6
| |a  . 

Според ова дадената равенка има решение за 1
6

| |a  . 

 

86. Во множеството реални броеви реши ја равенката   

5 4 1 2 2 1 1x x x x        . 

Решение. Јасно е дека за решенијата на равенката треба да е исполнет условот 

1x   . Равенката можеме да ја запишеме во облик  

2 2 2 2

2 2

( 1) 2 2 1 2 ( 1) 2 1 1 1

( 1 2) ( 1 1) 1

x x x x

x x

           

     

 

Сега јасно е дека равенката го добива обликот  

| 1 2 | | 1 1| 1x x       

Множеството [ 1, )  , т.е. дефиниционата област ќе ја разбиеме на три мно-

жества. [ 1,0] , (0,3] , (3, ) .  

а) [ 1,0]x  . Равенката го добива обликот ( 1 2) ( 1 1) 1x x       , т.е.

2 1 2x    . Нејзиното решение е 0 [ 1,0]x    . Истото решение и на почетната 

равенка.  

б) (0,3]x . Равенката го добива обликот ( 1 2) ( 1 1) 1x x       . Очи-

гледно е дека секој (0,3]x  е нејзино решение.  

в) (3, )x  . Равенката го добива обликот ( 1 2) ( 1 1) 1x x      . Нејзи-

но репение е 3x  , кое е исто така и решение на почетната равенка.  

Решение на равенката е множеството [0,3] .  
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2.  ВИЕТОВИ ПРАВИЛА  

 
1. Состави квадратна равенка со: 

а) рационални коефициенти, ако еден нејзин корен е 2 3 . 

б) реални коефициенти, ако еден нејзин корен е 2
1

i
i



.  

Решение. а) Бидејќи коефициентите се рационални броеви, треба да бидат 

исполнети условите 1 2x x   и 1 2x x  , а тоа е можно само ако 2 2 3x   . 

Тогаш: 

1 2( ) (2 3 2 3) 4p x x           ,  

1 2 (2 3)(2 3) 4 3 1q x x        

па равенката гласи 2 4 1 0x x   .  

б) Ќе го користиме ставот дека ако 1x i   , 0   е корен на равенката 

2 0ax bx c   , тогаш 2 1x x i     е нејзин корен. Тогаш од  

(2 )(1 )2 1 3
1 1 (1 )(1 ) 2

i ii i
i i i

x
  

  
   , 

следува дека 1 3
2 2

ix  , односно  

1 3 1 3
1 2 2

( ) 1i ip x x          ,  

1 3 1 3 1 9 5
1 2 2 2 2 2

i iq x x        .  

Следствено, бараната равенка е 
2 5

2
0x x   , т.е. 22 2 5 0x x   .  

 

2. Состави квадратна равенка чии корени се четврти степени од корените на 

равенката 2 0ax bx c   . 

Решение. Решенијата на дадената равенка да ги означиме со 1x  и 2x . Нека 

бараната равенка е 2 0y py q    со решенија 1y  и 2y . Од Виетовите формули 

за дадената равенка имаме 1 2
b
a

x x    и за бараната равенка 1 2
c
a

x x   и 

1 2y y p   , 1 2y y q . Притоа 4
1 1y x  и 4

2 2y x . Имаме 

4 4 2 2 2 2 4 2 2 2
1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2( ) 2 (( ) 2 ) 2( )p x x x x x x x x x x x x            и  

4
1 2 1 2( )q y y x x  .   

Значи 
4 2 2 2

4

4 2b ab c a c

a
p     и 

4

4

c

a
q  , па бараната равенка е 

4 2 2 2 4

4 4

2 4 2 0b ab c a c c

a a
y y    , 

т.е. 4 2 4 2 2 2 4( 4 2 ) 0a y b ab c a c y c     . 

 

3. Ако за коефициентите , ,a b c  на равенката 2 0ax bx c    важи равенството 

22 9 0b ac  , тогаш едниот корен на таа равенка е двапати поголем од другиот 

корен. Докажи! 
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Решение. Прв начин. Ако 22 9 0b ac   го поделиме со 2a , ќе добиеме 

22( ) 9 0b c
a a

   . Ако   и   се корени на равенката 2 0ax bx c   , тогаш 

според Виетовите формули имаме b
a

   , c
a

  , па добиваме: 

22( ) 9 0     

2 22 5 2 0      

( 2 )(2 ) 0     

т.е. 2    или 2   , што и требаше да се докаже.  

Втор начин. Од 22 9 0b ac  , следува 
28

9
4 bac  , 

2 22 2 8
9 9

4 b bb ac b    , па 

за корените на равенката добиваме 3
1/2 2

bb

a
x

 
 , т.е. 1 3

b
a

x   , 2
2 3

b
a

x   , па затоа 

2 12x x .  

 

4. Одреди го параметарот m  во равенката 

2 2( 1) 2 1 0x m x m     , 

така што збирот на квадратите на корените да биде најмал.  

Решение. Користејќи ги Виетовите врски добиваме 1 2 2( 1)x x m    и 

1 2 (2 1)x x m   , па затоа  

2 2 2 2 2 2
1 2 1 2 1 2( ) 2 4( 1) 2(2 1) 4 12 6 (2 3) 3.x x x x x x m m m m m               

Збирот 2 2
1 2x x  ќе биде најмал (и ќе изнесува 3 ) за 2 3 0m  , т.е. за 3

2
m   . 

 

5. Познато е дека двете решенија на равенката 2 0x bx c    лежат во интер-

валот (3,4) . Докажи дека важи неравенството  

2 7 24 0c b   .     (1) 

Решение. Нека 1 2,x x  се решенијата на дадената равенка. Од условот на 

задачата, следува дека се исполнети неравенствата  

1 2( 3)( 4) 0x x    и 1 2( 4)( 3) 0x x   .  

Ако ги собереме овие две неравенства, после ослободувањето од заградите  доби-

ваме  

1 2 1 22 7( ) 24 0x x x x    .   (2) 

Од Виетовите формули следува 1 2x x b    и 1 2x x c , па ако замениме во нера-

венството (2) го добиваме неравенството (1).  

 

6. Дадена е квадратната равенка   
4 2 2 25 4 0a x a bx b   , , 0a b  . 

а) Да се докаже дека ова равенка има реални и различни корени за кои било a  

и b . 

б) Ако корените 1x  и 2x  на равенката го задоволуваат условот  

1 2 1 24( ) 5( 1)x x x x   , 



Р. Малчески, А. Малчески, Д. Велинов, С. Малчески, С. Костадинова 

 

 60 

тогаш тие не зависат од a  и b . Докажи!   

Решение. а) Имаме 4 29 0D a b  , што значи дека корените на равенката се 

реални и меѓусебно различни за кои било ненулти a  и b .  

б) Според Виетовите правила, равенството 1 2 1 24( ) 5( 1)x x x x    добива об-

лик 22 0b a  , при кој услов равенката се сведува на равенката 22 5 2 0x x   , 

чии корени се 1
1 2

x  , 2 2x  .   

 

7. Најди ги сите вредности на p  и q , за кои што корените на равенката 

2 0x px q    се еднакви на p  и q .  

Решение. Нека 1x  и 2x  се корени на равенката 2 0x px q   . Тогаш според 

Виетовите формули имаме 1 2x x p    и 1 2x x q . По услов 1x p , 2x q , па 

добиваме p q p   , pq q . Последната од равенките ја запишуваме  во видот 

( 1) 0p q  .  

)i  Ако 0q  , тогаш од првата равенка добиваме 0p  .  

)ii  Ако 1 0p  , т.е. 1p  , тогаш од првата равенка добиваме 2q   . 

Следствено, постојат две вредности за p  и q : 1 1 0p q   или 2 1p  , 2 2q   , и 

соодветно равенките се 2 0x   или 2 2 0x x   .  

 

8. Решенијата на квадратната равенка 2 0x bx c    припаѓаат на интервалот 

(2,3) . Докажи дека важи 5 2 12 0b c   . 

Решение. Може да забележиме дека од условот според кој решенијата 

1 2, (2,3)x x  , точни се следниве неравенства: 

1) 1 22 0, 3 0x x    , од каде  

1 2( 2)( 3) 0x x       (1) 

2) 2 12 0, 3 0x x    , од каде  

2 1( 2)( 3) 0x x             (2) 

Сега, користејќи ги Виетовите правила и неравенствата (1) и (2) добиваме:  

1 2 1 2

1 2 1 2 1 2 1 2

1 2 1 2

5 2 12 5( ) 2 12

( 2 3 6) ( 3 2 6)

( 3)( 2) ( 2)( 3) 0.

b c x x x x

x x x x x x x x

x x x x

      

       

      

, 

 

9. Равенката 2 22 2 4 3 0x ax a a      има реални решенија За која вредност 

на реалниот параметар a , збирот на квадратите на нејзините решенија е најголем? 

Решение. Равенката има решенија ако 2 24 4(2 4 3) 0D a a a     . Добиваме 

2 4 3 0a a   , односно ( 1)( 3) 0a a    и оттука [ 3, 1]a   . Ако ги означиме 

решенијата на равенката со 1x  и 2x , за збирот на нивните квадрати имаме 

2 2 2
1 2 1 2 1 2( ) 2x x x x x x    . Бидејќи 1 2 2x x a    и 2

1 2 2 4 3x x a a   , добиваме 
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2 2 2 2
1 2 4 4 8 6 8 6x x a a a a        . Тогаш најголемата вредност на 2 2

1 2x x  се 

достигнува за 3a   , а изнесува 18. 

 

10. При кои вредности на параметарот c  корените на равенката 1x  и 2x  на 

равенката 
2 0x x c    го задоволуваат неравенството 1 2

2 1
2

x x

x x
  .    

Решение. Според Виетовите правила, имаме 1 2 1x x   , 1 2x x c  и, притоа, 

0c  , коешто произлегува од условот (1) и 1 2x x c . Користејќи го тоа, добиваме  

2 2 2
1 2 1 2 1 2 1 2

2 1 1 2 1 2

( ) 2 1 2x x x x x x x x c
x x x x x x c

       . 

Сега неравенството (1) е еквивалентно со 

неравенството 1 2 2c
c
  , т.е. 1

4
0 c  .  

 

11. Ако 1x  и 2x  се корени на равенката 
2 0x ax a   , a , тогаш  

3 3 3 3
1 2 1 2 0x x x x   . 

Докажи!   

Решение. Од Виетовите формули имаме 1 2x x a  , 1 2x x a  . Тогаш  

3 3 3 3 3 3 3 2 3 2
1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2( ) 3 ( ) ( ) 3 3 0x x x x x x x x x x x x a a a a            . 

 

12. Нека ,a b  и 1x  и 2x  се решенија на равенката 2 0x ax b   . Докажи 

дека 1 2
n nx x  , за секој n . 

Решение. Ја воведуваме означата 1 2
n n

nS x x  . Од Виетовите формули следу-

ва дека  

1 1 2S x x a      и 2 2 2 2
2 1 2 1 2 1 2( ) 2 2S x x x x x x a b        . 

Нека претпоставиме дека за некој 3k   важи 1 2,k kS S   . Тогаш, ако го иско-

ристиме равенството  
1 1 2 2

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2( )( ) ( )n n n n n nx x x x x x x x x x         , 

т.е. равенството 1 2k k kS aS bS    , од индуктивната претпоставка следува дека 

kS  .  

Конечно од принципот на математичка индукција следува дека nS  , за 

секој n  што и требаше да се докаже.  

 

13. Нека   и   се корени на равенката 2 0ax bx c    и нека n n
nS    , 

n . Најди врска меѓу 1 2, ,n n nS S S  .  

Решение. Прв начин. Бидејќи   и   се корени на дадената равенка, следува 

точноста на равенствата: 2 0a b c     и 2 0a b c    .  

x      

0 1

4
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Ако првото од нив го помножиме со n , а второто со n  и потоа ги собереме, 

добиваме 2 2 1 1( ) ( ) ( ) 0n n n n n na b c            , односно: 

2 1 0n n naS bS cS    . 

Втор начин. Од Виетовите формули за равенката 2 0ax bx c    имаме 
b
a

   , c
a

  . Тогаш од  

1 1 2 2
1 2( ) ( )( ) ( )n n n n n nb c

n n na a
S S S   

              ,  

добиваме: 

2 1 0n n naS bS cS    . 

 

14. Дадена е квадратната равенка 
2 23 10 3 0a x a bx b   , 0, 0b a  . Докажи 

дека ако корените на равенката, 1x  и 2x , го задоволуваат условот  

1 2 1 23( ) 5( 1)x x x x   , 

тогаш тие не зависат од a  и b . 

Решение. Од 1 2 1 23( ) 5( 1)x x x x    и Виетовите формули следува   

2 2

10 3

3 3
3( ) 5( 1)a b b

a a
   , т.е. 

22a b b a   . 

Затоа, 
2( ) 0b a  , т.е. 0b a  , од каде добиваме a b  . Според тоа, 

дадената равенка последователно е еквивалентна на равенките  
23 10 3 0bx bx b   ,  

23 10 3 0x x   .  

Решенијата на последната равенка не зависат од a  и b , па затоа и решенијата на 

почетната равенка не зависат од a  и b . 

 

15. Разликата на нулите на квадратниот трином 2x px q   е a . Определи го 

квадратниот трином за кој што p q  има најмала вредност.  

Решение. Нека 1 2,x x  се нули на квадратниот трином 2x px q  , односно се 

корени на квдратната равенка 2 0x px q   . Од условот на задачата 1 2x x a  . 

Според Виетовите формули имаме 1 2x x p    и 1 2x x q . Значи, изразот p q  

може да се запише во облик 1 2 1 2( )p q x x x x    . Но, од равенството 1 2x x a   

имаме 2 1x x a  , па затоа  

2( 2)2 22
1 1 1 1 1 1 1 2 4
( ) ( ) ( 2) ( ) .

aap q x x a x x a x a x a x a
               

Последниот израз има најмала вредност ако и само ако 2
1 2

ax  , и притоа 

2
2 2

ax  . Сега 1 2( ) 2p x x      и 
2

1 2 4
1 aq x x   . Бараниот трином е  

22

4
( ) 2 1 aA x x x    . 

 

16. Докажи дека разликата на решенијата на равенката  
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2 25 2(5 3) 5 6 1 0x a x a a      , 

не зависи од вредноста на параметарот a .  

Решение. Ако ги искористиме Виетовите формули, за апсолутната вредност на 

разликата на решенијата на дадената равенбка добиваме  

2

2 2 2 2
1 2 1 2 1 1 2 2 1 2 1 2

2(5 3) 2 2 25 6 1 4 4
5 5 25 25

2 22 2 4
5 5 5

| | ( ) 2 ( ) 4

( ) 4 (5 3) 5(5 6 1)

25 30 9 25 30 5 4 .

a a a

x x x x x x x x x x x x

a a a

a a a a

  

        

       

       

 

Конечно, бидејќи апсолутната вредност на разликата на решенијата на дадената 

равенка не зависи од параметарот a , заклучуваме дека и разликата на решенијата 

не зависи од параметарот a .  

 

17. Најди го реалниот број   така што разликата на решенијата на равенката 

28 3 0x x    е еднаква на 5
16

. 

Решение. Прв начин. Нека 1x  и 2x  се решенија на дадената равенка. Тогаш 

имаме 

5
1 2 16

2 25
2 2 256

2 25
1 2 1 2 256

2 3 25
8 8 256

2 409
4

| |

( )

( ) 4

( ) 4

x x

x x

x x x x



 

 

  

   

 

. 

Оттука 
409

1,2 2
   . 

Втор начин. Решенијата на дадената равенка се 
2 96

1,2 16
x     и тие се 

реални ако и само ако 2 96  . Тогаш од 5
1 2 16

| |x x   ја добиваме равенката 

22 96 5    чии решенија се 
409

1,2 2
   . Притоа 

2 409
1/2 4

96   , па навис-

тина решенијата што ќе се добијат за овие вредности на   се реални и различни. 

 

18. Нека , ,x y a  и b  се позитивни реални броеви, такви што 2x y a    и 

xy b . Докажи дека 8( 1)ab b a   . Кога се достигнува знак за равенство?  

Решение. Од условот на задачата следува дека броевите x  и y  се корени на 

равенката 2 ( 2) 0z a z b    . Последното е исполнето ако 2( 2) 4 0D a b    , 

т.е. 
2( 2)

4

a
b


 .  
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Од друга страна неравенството 8( 1)ab b a    е еквивалентно на неравен-

ството (8 )(8 ) 72a b   . Ако 8a  , тогаш последното неравенство очигледно е 

исполнето. За 0 8a   доволно е да го докажеме неравенството  
2( 2)

4
(8 )(8 ) 72

a
a


   , 

кое е еквивалентно на неравенството 2( 2) 0a a   .  

 

19. Решенијата на квадратната равенка 
2 0ax bx c    припаѓаат на 

интервалот [0,1] . Определи ја најголемата можна вредност на изразот  

( )(2 )

( )

a b a b

a a b c

 

 
.     (1) 

Решение. Нека u  и v  се решенијата на равенката 
2 0ax bx c   , при што без 

губење на општоста можеме да претпоставиме дека 0 1u v   . Од Виетовите 

формули следува b
a

u v    и c
a

uv  , т.е. ( )b a u v   , c auv . 

Ако замениме во изразот (1), добиваме  

2

( )(2 ) [ ( )][2 ( )] (1 ) (2 )

( ) [ ( ) ] (1 )

(1 )(2 )

(1 )(1 ) 1 1

1
1 1

2

2 3.

a b a b a a u v a a u v a u v a u v

a a b c a a a u v auv a u v uv

u v u v u v
u v v u

u
u u

         

       

   

   

 

 

   

   

 

Јасно, знак за равенство важи ако и само ако 1u v  . Притоа важи c a  и 

2b a   и дадената равенка е го добива обликот 2( 1) 0a x   .  

Според тоа, бараната најголема можна вредност на изразот (1) е 3.  

 

20. Ако секој корен на равенката 2 0x px q    се зголеми за 1, се добиваат 

корените на равенката 2 2 0x p x pq   . Определи ги p  и q . 

Решение. Од Виетовите формули за првата равенка имаме p    и 

q  . Од Виетовите формули за втората равенка добиваме 22 p   и 

( 1)( 1) pq   , т.е. 

2 2p    и 2( ) 1 1pq pq p        . 

Значи,  
2 2 0p p    и 2 1q p pq   . 

Сега, од првата равенка добиваме 1 1p   или 2 2p   , а втората е еквивалентна со 

равенката 2( 1) 1p q p   . Јасно, ако 1p  , тогаш q  е произволен реален број, а 

ако 2p   , тогаш 1q   .  

 

21. Ако секој решение на равенката 
2 3 7 0x x    го зголемиме за  реципроч-

ната вредност на другото решени, ги добиваме решенијата на равенката 
22 0x ax b   .  Определи ги a  и b . 
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Решение. Нека   и   се решенијата на 
2 3 7 0x x   . Тогаш за нив важи 

3    и 7   . Според условот, решенијата на 
22 0x ax b    се 1


   и 

1


 . Тогаш: 

3 361 1
7 7

2( ) 2( ( 3) ) 2(3 )а
 

   
            и 

721 1 1 1
7 7

2( )( ) 2( 2) 2( 7 2)b
  

            . 

 

22. Ако равенките 2 0x px q    и 2 0x px q    имаат целобројни решенија, 

тогаш постојат цели броеви a  и b , такви што 2 2 2p a b  . Докажи!  

Решение. Ќе докажеме дека p , q , 
2

1 4D p q   и 
2

2 4D p q   се цели 

броеви.  

Решенијата на квадратната равенка 2 0x px q    се 1
1,2 2

p D
x

 
  и тие по 

услов се цели броеви. Затоа, нивниот збир 1 1

2 2

p D p D
p

   
    е цел број, т.е p  е 

цел број и нивната разлика 1 1
12 2

p D p D
D

   
   е цел број. Од Виетовите формули 

имаме 1 2x x q  , како производ на цели броеви. Слично, од втората равенка 

добиваме дека 2D  .  

Понатаму, од 2 2
14p q D   и 2 2

24p q D   следува дека 1D  и  2D  имаат иста 

парност со p . Ако ги собереме последните равенства добиваме 2 2 2
1 22p D D  , 

т.е. 
2 2
1 22

2

D D
p


 . Затоа  

2 2
1 2 1 2 1 22 2 2 2 2

2 2 2
( ) ( )

D D D D D D
p a b

  
     , 

каде 1 2

2

D D
a


  и 1 2

2

D D
b


  се цели броеви, бидејќи 1D  и 2D  се со иста парност. 

 

23. Определи ги сите реални броеви a  и ,b  0,b   такви што решенијата на ра-

венките 
2x ax a b    и 

2x ax a b     се четири последователни цели броеви. 

Решение. Нека 1 2,x x  и 3 4,x x  се решенијата на првата и втората равенка, со-

одветно. Тогаш, од Виетовите формули следува дека збирот на нивните решенија 

е еднаков на 2a . Но, решенијата на дадените равенки се четири последователни 

цели броеви, па затоа  

3
2

1 2 3 2 ,

.a

x x x x a

x 

       

 
 

Според тоа, решенијата на дадените равенки се  3
2

a , 1
2

a , 1
2

a  и 3
2

a . Има-

ме,  3
1,2 2

ax    и 1
3,4 2

ax   , или обратно. Повторно ги користиме Виетовите 

формули и добиваме:  
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1 2 3 4

3 3 1 1
2 2 2 2

2

( ) ( )

( )( ) ( )( ) 2

4 5 0

a a a a

x x x x a b a b

a

a a

   

    

     

  

, 

т.е. 1a    или 5a  .  

За 1a    корените се 1,0,1,2  и 1b  . За 5a   корените се 4, 3, 2, 1     и 

1b  . Значи бараните броеви се 1a    и 1b   или 5a   и 5b  .    

 

24. Нека k  е еден од количниците на решенијата на квадратната равенка 

2 0px qx q   , каде , 0p q  . Изрази ги преку k  решенијата на равенката  

2 0px qx p   .    (1) 

Решение. Ако a  и b  се решенија на равенката 2 0px qx q   , тогаш од ус-

ловот на задачата имаме a
b

k , а според Виетовите формули имаме 
p

q
a b  , 

p

q
ab  . Бидејќи p  и q  се позитивни реални броеви, од второто равенство доби-

ваме дека a  и b  се со ист знак, па затоа од првото равенство следува дека a  и b  

се позитивни. Сега, ако го коренуваме второто равенство, добиваме 
p

q
ab  . 

Ако ги поделиме равенствата 
q

p
a b   со 

p

q
ab  , добиваме 

pa b
b a q
  . 

Во последното равенство заменуваме a
b

k , и добиваме  

1 q

k p
k   .      (2) 

Последното равенство го множиме со k p  и добиваме  

2( ) 0p k q k p   . 

Значи, k  е корен на равенката (1). Бидејќи k  е корен на равенката (1)  и важи 

(2), од Виетовите формули следува дека добиваме дека 1

k
 е вториот корен на 

равенката (1). 

 Конечно, ако 1 1,a b  се решенијата на равенката (1), тогаш 1a k  и 1
1

k
b  .  

 

25. Дали постојат реални броеви , ,a b c  и d  такви што условите: 

а) равенката 2 0ax bdx c    има реални различни корени 1 2,x x , 

б) равенката 2 0bx cdx a    има реални различни корени 2 3,x x , 

в) равенката 2 0cx adx b    има реални различни корени 3 1,x x ,  

се истовремено исполнети.  

Решение. Нека претпоставиме дека такви броеви постојат. Тогаш равенките 

под а), б) и в) имаат по две реални и различни решенија, секоја посебно, па затоа 

0, 0a b   и 0c  . Понатаму, од Виетовите формули следува 1 2
c
a

x x  , 2 3
a
b

x x   
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и 3 1
b
c

x x  . Ги множиме последните три равенства и добиваме 2 2 2
1 2 3 1x x x  . Спо-

ред тоа 1 2 3x x x t  каде 1t   . Од последното равенство и Виетовите формули 

имаме 1
b
a

x t , 2
c
b

x t  и 3
a
c

x t . Сега, ако 1x  го замениме во 2 0ax bdx c   , 

2x  го замениме во 2 0bx cdx a    и 3x   го замениме во 2 0cx adx b    ги до-

биваме равенствата: 2 (1 )b dt ac   , 2 (1 )c dt ab    и 2 (1 )a dt bc   . Но, 

0, 0, 0a b c   , па затоа 1 0dt  . Сега ако последните три равенства ги поде-

лиме по парови, лесно се добива дека 3 3 3a b c  , од што бидејќи , ,a b c  се реал-

ни броеви добиваме a b c  . Последното противречи на условот 1 2x x 

3 1x x , што значи дека не постојат реални броеви за кои дадените услови се 

истовремено усполнети.  

 

26. Нека 0x  и 1x  се реални решенија на равенката 2
1 1 0x a x b   , 0x  и 2x  се 

реални решенија на равенката 2
2 2 0x a x b    и 0x  и 3x  се реални решенија на 

равенката 2
3 3 0x a x b   . Определи ги решенијата на равенката  

1 2 3 1 2 32

3 3
0

a a a b b b
x x

   
   .   (1) 

Решение. Од 2
0 1 0 1 0x a x b   , 2

0 2 0 2 0x a x b    и 2
0 3 0 3 0x a x b    следува  

2
0 1 2 3 0 1 2 33 ( ) 0x a a a x b b b       , 

односно  

1 2 3 1 2 32
0 03 3

0
a a a b b b

x x
   

    

па затоа 0x  е  реално решение на равенката (1). Тоа значи дека и второто решение 

на (1) е реален број. Од 0 1 1x x a   , 0 2 2x x a    и 0 3 3x x a    добиваме  

0 1 2 3 1 2 33 ( )x x x x a a a       , 

односно  

1 2 3 1 2 3
0 3 3

x x x a a a
x

   
     

и како   

1 2 3 0 1 0 2 0 3 1 2 3
0 3 3 3

x x x x x x x x x b b b
x

     
   , 

од Виетовите формули следува дека 0x  и 1 2 3

3

x x x 
 се решенијата на равенката (1).  

 

27. Определи ги ги сите вредности на реалниот параметар 0,1a   за кои 

равенките 2 (2 1) 0x a x a     и 2 ( 4) 1 0x a x a      имаат реални решенија 1x  

и 2x , и 3x  и 4x , соодветно и за кои е исполнето равенството  

1 4 1 2 3 41 4

3 2

( )x x x x x xx x

x x a

  
  .   (1) 

Решение. Равенството (1) е еквивалентно со равенството  

1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4( ) ( )a x x x x x x x x x x x x     . 
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Од Виетовите формули ја добиваме равенката  

(2 1) ( 1)( 5)a a a a a    . 

Но, 0a  , па од последната равенка ја добиваме равенката 2 2 4 0a a   , чии-

што решенија се 1 5   и 1 5  .  

 

28. Збирот на четирите корени на квадратните триноми f  и g  со еднакви во-

дечки коефициенти е еднаков на нула. Квадратниот трином f g  има два корени. 

Докажи дека збирот на тие корени е еднаков на нула.  

Решение. Ако 2( )f x ax bx c    и 2( )g x ax dx e   , тогаш  

2( ) ( ) 2 ( )f x g x ax b d x c e      . 

Според Виетовите формули збирот на корените на ( )f x  е b
a

 , а збирот на коре-

ните на ( )g x  е d
a

 . Според условот на задачата збирот на корените на f  и g  е 

еднаков на нула, па затоа ( ) 0b d b d b d
a a a a a
        .  

Конечно, ако ги искористиме Виетовите формули, тогаш за збирот на корените 

на триномот f g  добиваме 
2

0b d
a
  . 

 

29. Дадени се равенките 2 4 0x ax b     и 
2 1

4
0y by a    , ,a b . Опре-

дели за кои вредности на a  и b , корените не втората равенка се еднакви на реци-

прочните вредности од корените на првата равенка? 

Решение. Нека   и   се корени на првата равенка. Од условот на задачата 

следува дека , 0   , па затоа 4b  . Од Виетовите формули, применети за  прва-

та равенка добиваме a   и 4b   , а применети за втората равенка 

добиваме 1 1 b
 
   и 1 1 1

4
a

 
   . Ако од првите две замениме за   и   во 

последните две равенкиа ги добиваме равенките ( 4)a b b   и   1
4

1 ( )4 ab  . 

Од последните две равенки последователно добиваме  
1
4

3 2 63
4

( 4)( ( 4) ) 1,

8 0.

b b b

b b b

   

  
 

Решенијата на последната равенка се: 1 0b  , 7
2 2

b  , 9
3 2

b  , а соодветните вред-

ности за a се 1 0a  , 7
2 4

a   , 9
3 4

a  .  

 

30. Нека p  и q  се реални броеви такви што 198p q  . Ако решенијата на 

равенката 2 0x px q    се цели броеви, определи ги решенијата на оваа равенка 

и реалните броеви p  и q . 

Решение. Ако 1x  и 2x  се решенија на равенката 2 0x px q   , тогаш од Вие-

товите формули следува  
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1 2

1 2 .

x x p

x x q

  



 

Од последните равенства и равенството 198p q   добиваме  

1 2 1 2 1 2198 ( ) ( 1)( 1) 1p q x x x x x x          . 

Според тоа, 1 2( 1)( 1) 199x x   . Но, 1 2,x x  се цели броеви, па затоа 1 21, 1x x   

се цели броеви, а како 199 е прост број, од последната равенка следува  

1

2

1 1

1 199

x

x

 


 
 или 

1

2

1 1

1 199

x

x

  


  
 

Решенијата 1 2( , )x x  на последните два система се (2,200)  и (0,198) . За решени-

ето (2,200)  го добиваме системот  

2 4

200 40000,

p q

p q

  


  
 

чие решение е 202p   , 400q  . За решението (0,198) , го добиваме системот  

2

0

198 9 198 ,

q

p




  

 

чие решение е 198, 0p q   .  

 

31. Определи ги паровите квадратни триноми 2x ax b   и 2x cx d   такви 

што a  и b  се корени на 2x cx d  , а c  и d  се корени на 2x ax b  .  

Решение. Од Виетовите формули добиваме ( )a c d   , b cd , ( )c a b   , 

d ab , т.е. го добиваме системот равенки  

0

0

a b c

a c d

b cd

d ab

  


  



 

          (1) 

Ако од првата ја одземеме втората равенка, добиваме b d , па затоа системот (1) 

е еквивалентен на системот  

0a b c

b d

b bc

b ba

  






 

 

Можни се два случаи.  

Случај 1. 0b  . Тогаш 0a c  , т.е. c a  . Значи, c a  , a  и 0b d   

и квадратните триноми се 2x ax  и 2x ax .  

Случај 2. 0b  . Тогаш 1a c  , 2b d   , па затоа квадратните триноми се 

2 2x x   и 2 2x x  .  

Со непосредна проверка се покажува дека најдените квадратни триноми ги 

задоволуваат условите на задачата.  
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 32. Определи ги вредностите на реалниот параметар a , за кои што решенијата 

1 2,x x  на равенката 2 2 2 0x ax a     се реални ненегативни броеви и  

1 2 2 5x x  . 

Решение. Корените 1 2,x x  се реални ненегативни броеви ако  

24( 2) 0D a a    ,  1 2 2 0x x a    и 1 2 2 0x x a   , 

од што следува 2a  . Сега  

1 2 1 2 1 22 5 2 20 2 10x x x x x x a a          . 

Ако 10a  , последната неравенка нема решение, а ако [2,10]a  таа е еквивалент-

на на равенката 22 (10 )a a   , т.е. на равенката 2 21 98 0a a   . Оттука наоѓа-

ме ( ,7] [14, )a     и ако земеме предвид дека [2,10]a  добиваме дека бара-

ните вредности на параметарот a  се [2,7]a  

 

33. Равенката 2 0x ax b    има две реални и различни решенија. Докажи, де-

ка равенката  
4 3 2( 2) 1 0x ax b x ax       

има четири реални и различни решенија.  

Решение. Нека 1x  и 2x  се решенијата на равенката 2 0x ax b   . Од 

Виетовите формули следува 1 2x x a    и 1 2x x b . Според тоа, равенката  

  4 3 2( 2) 1 0x ax b x ax           (1) 

го добива обликот  

 4 3 2
1 2 1 2 1 2( ) ( 2) ( ) 1 0x x x x x x x x x x          

 4 3 3 2 2
1 2 1 2 1 22 1 0x x x x x x x x x x x x x          

 2 2 2 2
2 1 2 2( 1) ( 1) ( 1) 0x x x x x x x x x x x x          

 2 2
1 2( 1)( 1) 0x x x x x x     .  

Значи, решенијата на равенката (1) е унија од решенијата на равенките  
2

1 1 0x x x        (2) 

2
2 1 0x x x   .      (3) 

Равенките (2) и (3)  немаат заедничко решение. Навистина, ако претпоставиме 

дека p  е заедничко решение на равенките (2) и (3), тогаш  

2
1 1 0p x p    и 2

2 1 0p x p   . 

Ако од првата равенка ја одземеме втората равенка, добиваме  

2 1( ) 0x x p  . 

Бидејќи 2 1x x , т.е. 1 2 0x x  , добиваме 0p  . Но, 0p   не е решение на ниту 

една од равенките (2) и (3). Според тоа равенката (1) има четири различни 

решенија. Тие се реални броеви, бидејќи 2
1 4 0x    и 2

2 4 0x   .  

 

34. Нека , ,x y a  се реални броеви такви што важи  
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3 3 5 5x y x y x y a      . 

Определи ги сите можни вредности на бројот a .  

Решение. Условот на задачата ќе го запишеме во видот  

3 3

5 5 .

x y a

x y a

x y a

 


 


 

     (1) 

Ако x y  , тогаш очигледно 0a  .  

Нека 0a   е таков, што постојат ,x y  за кои важи (1). Да ја разгледаме 

квадратната равенка  
2 0z az p   ,      (2) 

чии решенија се x  и y . Тогаш, од Виетовите формули последователно добиваме  

2 2 2 2

3 3 3

4 4 4 2 2

5 5 5 3 2

( ) 2 2

3

4 2

5 5

x y a

x y x y xy a p

x y a ap

x y a a p p

x y a a p ap

 

     

  

   

   

 

Од  

3 3

3 3 3 3

x y a

x y a ap

  


  

 

следува 3 3a ap a   и како 0a   наоѓаме  

2 1
3

ap  .     (3) 

Од  

5 5

5 5 5 3 25 5

x y a

x y a a p ap

  


   

 

следува 5 3 25 5a a a p ap    и како 0a   наоѓаме 4 2 25 5 1a a p p   . Сега ко-

ристејќи го равенството (3) добиваме 
2 24 2 21 1
3 3

5 5( ) 1a aa a      или  

4 25 4 0a a   . 

Решенија на последната равенка се 2, 1,1,2  .  

Конечно, можните вредности за a  се 2, 1,0,1,2  .  

Забелешка. Решенијата на квадратната равенка (2) се реални бидејќи од 

| | 2a   следува дека за нејзината дискриминанта важи   

2 22 2 1 4
3 3

4 4 0a aD a p a        .  

 

35. Дадени се 15 квадратни триноми 2
i ix p x q  , {1,2,3,...,15}i , чии коефи-

циенти се различни, припаѓаат на множеството {1,2,3,...,30}  и ниту еден број не е 
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коефициент во два триноми. За еден корен на квадратен трином ќе велиме дека е 

„добар“ ако тој е поголем од 20. Колку најмногу „добри“ корени може да имаат 

дадените 15 квадратни триноми? 

Решение. Нека 2x px q   е еден од дадените квадратни триноми. Тој може да 

има најмногу еден добар корен. Навистина, ако претпоставиме дека и 1x  и 2x  се 

добри корени, тогаш од Виетовите формули следува дека  

1 2 20 20 30p x x     , 

што противречи на условот на задачата: {1,2,3,...,30}p .  

Понатаму, еден квадратен трином има добар корен, ако 20p  . Навистина, 

ако претпоставиме дека 20p   и  триномот има добар корен, тогаш од корените 

2 4
1/2 2

p p q
x

 
  на триномот  добар е коренот 

2 4
1 2

p p q
x

 
 . Тоа значи дека 

2 4

2
20

p p q 
 . Од последното неравенство последователно добиваме  

2 4 40

4 80 1600

20 400 20 20 400 0

p q p

q p

q p

  

 

     

 

што е спротивно на изборот на q .  

 Во множеството {1,2,3,...,30}  има 10 броеви поголеми од 20 кои може да бидат 

вредности за p  а тие се 21, 22, 23, 24, 25, 26, 27, 28, 29 и 30. Ќе докажеме дека за 

секој од овие броеви постои трином кој има добар корен. Ќе направиме избор 

20kp k  , kq k , 1, 2, 3,..., 10k  . Тогаш  

2 2 2 2 24 (20 ) 4 400 40 4 400 40 (20 )k k kD p q k k k k k k k k               

при што имаме   
220 (20 )max 20 20

2 2 2
20k kp D k k k k

kx
          . 

 Конечно, дадените 15 квадратни триноми може да имаат најмногу 10 добри 

корени.  

 

36. Определи ја квадратната равенка 2 0x px q   , ако е познато дека раз-

ликата на нејзините решенија е 7, а разликата на нивните кубови е 91.  

Решение. Од условите на задачата следува 1 2 7x x   и 3 3
1 2 91x x  . Затоа,  

3 3 2 2 2 2
1 2 1 2 1 1 2 2 1 1 2 291 ( )( ) 7( )x x x x x x x x x x x x          

и оттука добиваме 2 2
1 1 2 2 13x x x x   . Имаме: 

2 2 2 2
1 1 2 2 1 2( ) 13 7

1 2 3 3
12

x x x x x x
q x x

         , 

2 2 2 2
1 2 1 2 1 2( ) ( ) 4 7 4 12 49 48 1p x x x x x x            

и оттука 1p   . Значи, бараните равенки се 
2 12 0x x    и 

2 12 0x x   . 

 



Квадратна функција и квадратна равенка  

  73  

37. Нека p  е прост број, 2p  . Дали постојат природни броеви x  и y  такви 

што 2x y p  ?    

Решение. Нека претпоставиме дека постојат природни броеви x  и y  такви 

што 2x y p  . Со квадрирање на последното равенство добиваме  

  2 2x y xy p   .     (1) 

Бидејќи, ,x y  и 2p  се природни броеви, од (1)  следува дека и xy  е природен 

број, т.е. 2xy k , k . Тогаш, 2( )x y p k   . Од последните две равенства за-

клучуваме дека x  и y  се решенија на квадратната равенка 

  2 22( ) 0t p k t k    .    (2) 

Значи, решенијата на равенката (2) се природни броеви, па затоа нејзината дис-

криминанта е ненегативна и е точен квадрат, т.е.  

4 ( 2 ) 0p p k   и 24 ( 2 ) 4p p k m  . 

Јасно, 4 ( 2 ) 0p p k  , бидејќи во спротивно 2p k , што противречи на 2p   и 

p  е прост број. Според тоа 2( 2 )p p k m  , 0m  , и бидејќи p  е прост број, 

добиваме m pn , за некој n . Конечно, за секој прост број , 2p p  , не по-

стојат природни броеви x  и y  такви што 2x y p  .   

 

38. Определи природни броеви p  и q  такви што нулите на 2x px q   и 

2x qx p   ќе бидат природни броеви.    

Решение. Нека 1x  и 2x  се решенија на равенката 2 0x px q   , а 1 2,y y   на 

равенката 2 0x qx p   . Од Виетовите формули имаме   

1 2x x p  ,  1 2x x q  

1 2y y q  ,  1 2y y p . 

Ќе разгледаме два случаја.  

I случај. Еден од броевите 1 2 1 2, , ,x x y y  е еднаков на 1. Нека тоа е 1x . Од (1) 

следува дека 1q p   и со замена во (2) добиваме 1 2 1 21y y y y   , т.е. 

1 2( 1)( 1) 2y y   . Бидејќи 1 2,y y  , од последното равенство следува  1 1 1y   , 

2 1 2y   , или 1 1 2y   , 2 1 1y   . Конечно наоѓаме 1 22, 3y y  , или 1 3,y 

2 2y  , односно 6, 5p q  .  

II случај. Нека 1 2 1 2, , , 1x x y y   . Од 1 2 1 2x x x x   и 1 2 1 2y y y y    добиваме 

p q  и q p  , т.е. p q . Но 1 2,x x  се природни броеви, па затоа 2 24p p n  , 

од што следува 4p  , и ( 2)( 2) 4p n p n     . Од 4p   добиваме 2 0p n   , 

а оттука следува и дека 2 0p n   .  Но, 2 2p n p n     , па затоа од послед-

ното равенство ги добиваме системите  

2 4

2 1

p n

p n

  


  
  и 

2 2

2 2

p n

p n

  


  
. 
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Првиот сѕстем нема целобројни решенија, а од вториот добиваме 4p  , 0n  . 

Конечно, бараните броеви се 6, 5p q  ; 5, 6p q   и 4p q  .   

 

39. Дадени се корените 0x  и 1x , 0x  и 2x  ,…, 0x  и nx  на квадратните поли-

номи 2
1 1 1( )P x x b x c   , 2

2 2 2( )P x x b x c   , …, 2( )n n nP x x b x c   , соодвет-

но. Најди ги корените на квадратниот полином  

1 2 1 2... ...2( ) n nb b b c c c

n n
P x x x

     
    

 Решение.Од условот на задачата имаме  
2 2 2 2
0 1 0 1 0 2 0 2 0 3 0 3 0 0... 0n nx b x c x b x c x b x c x b x c             . 

Ако ги собереме последните равенства добиваме  
2
0 1 2 3 0 1 2( ... ) ( ... ) 0n nnx b b b b x c c c          , 

т.е. 0x  е решение на разгледуваниот полином ( )P x . Затоа, дискриминантата на 

( )P x  е ненегативна и тој има втор реален корен *x . Од Виетовите формули има-

ме:  

0 1 1x x b   , 0 2 2x x b    , …. , 0 n nx x b   , 1
0 1 2* ( ... )nn

x x b b b      . 

Ако последното равенство го помножиме со n  и од него ги одземеме првите n  

равенства добиваме 1
1 2* ( ... )nn

x x x x    .  

 

40. Квадратните равенки 2 0i ix a x b   , 1,8i   имаат заеднички корен 

0 2x  , а збирот на другите корени е 2008. Докажи дека корените на равенката  

1 2 8 1 2 8... ...2

8 8
0

a a a b b b
x x

     
    

се прости броеви. 

Решение. Според претходната задача корените на полиномот  

1 2 8 1 2 8... ...2

8 8
( )

a a a b b b
P x x x

     
    

се 0 2x   и 20081
1 28 8

* ( ... ) 251nx x x x       и тоа се прости броеви.  

 

41. Дали постојат квадратни триноми 2ax bx c   и 2( 1) ( 1) 1a x b x c      

со целобројни коефициенти, такви што секој од нив има по два различни цели 

корени? 

Решение. Да претпоставиме дека постојат такви триноми. Нека 1x  и 2x  се ко-

рени на 2ax bx c   а 1y  и 2y  се корени на 2( 1) ( 1) 1a x b x c     . Од Вието-

вите формули следува: 1 2
b
a

x x   ; 1 2
c
a

x x  ; 1
1 2 1

b
a

y y 


   ; 1
1 2 1

c
a

y y 


 . 

Бидејќи 1x  , 2x , 1y  и 2y  се цели броеви следува дека b
a

, c
a

, 1
1

b
a



, 1
1

c
a



  се цели 

броеви. Еден од броевите a  и 1a   е парен. Нека е тоа a . Тогаш и b  и c  се 

парни броеви. Значи 1a  , 1b , 1c  се непарни. Следува дека броевите 1 2y y  

и 1 2y y  се непарни. Но збирот и производ на два броја не може да бидат во исто 

време непарни. Значи, не постојат квадратни триноми со бараното својство.  
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3.  КВАДРАТНА ФУНКЦИЈА  
 

1. За функцијата 2( )f x ax bx c    знаеме дека се исполнети условите 

( 1) 1f   , (1) 1f    и (3) 4f    

Одреди го знакот на коефициентот a . 

Решение. Имаме  

 

( 1) 1

(1) 1

(3) 4

f

f

f

 

 

 

         

1

1

9 3 4

a b c

a b c

a b c

  

   

   

 

Ако ја помножиме втората неравенка со 2 , а потоа ги собереме трите неравенки, 

добиваме 8 1a    т.е. 1
8

a   , од што следува дека 0a  .  

Значи, коефициентот a  е негативен број.  

 

2. Нека 2( )P x ax bx c    е квадратен трином со ненегативни реални коефи-

циенти. Докажи дека за било кој позитивен реален број x  е исполнето  

21( ) ( ) [ (1)]
x

P x P P . 

Решение. За било кој позитивен реален број p  имаме 1 2
p

p   , (неравенство 

меѓу аритметичка и геометриска средина). Сега, бидејќи ,ab bc  и ca   се 

позитивни реални броеви, имаме  

2

2

21 1 1

2 2 2 21 1 1

2 2 2 2 2

( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )

2 2 2 ( ) [ (1)] .

x xx

x x x

P x P ax bx c a b c

a b c ab x bc x ca x

a b c ab bc ca a b c P

    

        

         

 

 

3. Докажи дека ако функцијата 2( )f x ax bx c    прима целобројни вреднос-

ти кога x  е цел број, тогаш 2 ,a a b  и c  се цели броеви.   

Решение. Нека x  е цел број. Тогаш 2( )f x ax bx c    е исто така цел број. 

Од (0)f c  следува c  е цел број. Од (1)f a b c   , односно (1)a b f c   , 

следува дека a b  е цел број. Од (2) 4 2f a b c   , односно  

(2) 2 2( )f a a b c     

следува дека и 2a  е цел број.  

Да забележиме дека важи и обратното. Навистина, нека 2 ,a a b  и c  се цели 

броеви и нека x  е цел број. Тогаш од 2( )f x ax bx c   , односно  

2 2

( 1)

2

( )

( 1) ( ) 2 ( )
x x

f x ax bx c ax ax bx ax c

ax x a b x c a a b x c


       

        
 

ќе следува дека и ( )f x  е цел број.  
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4. Нека 2( )p t at bt c    е полином со ненегативни коефициенти. Докажи 

дека  
2 2 2( ( ) ) ( ) ( )p xy p x p y . 

 Решение. Непосредно добиваме:  
2 2 2 2 2 4 2 4 2

2 4 4 2 2 2 2 3 3 2 2 2 4 4

4 2 4 2 4 2 2 2 2 4 2 2

3 3 2 2 4 2 4 2 4 2 4

( ( ) ) ( ) ( ) ( ( ) ) ( )( )

2 2 2

2 2 2

p xy p x p y a xy bxy c ax bx c ay by c

a x y b x y c abx y acx y bcxy a x y

abx y acx abx y b x y bcx acy bcy c

abx y acx y bcxy abx y acx abx y bcx acy

        

       

       

        2

2 2 2 2 2 2 4 4 2 2

2 2 2 2 2

(2 ) (2 ) (2 )

( ) ( ) ( ) 0

bcy

abx y xy x y ac x y x y bc xy x y

ab x y ac x y bc x y



        

       

 

 

5. Дадена е функцијата 2( )f x ax bx c   , таква што | ( )| 1f x   за | | 1x  . 

Докажи дека | | 2a  .  

Решение. Имаме, (0)f c , па затоа | | 1c  . Понатаму, | (1) | | | 1f a b c     и 

| ( 1) | | | 1f a b c     . Според тоа  

|2 | | ( ) ( ) 2 |

| | | | | 2 | 1 1 2 4,

a a b c a b c c

a b c a b c c

      

           
 

т.е. | | 2a  .  

 

6. Нека 5 3 3 0a b c   , каде ,a b  и c  се реални броеви и 0a  . Докажи де-

ка квадратната равенка 2 0ax bx c    има барем едно решение 0x , такво што 

0 [0,2]x  .  

Решение. За квадратната функција 2( )f x ax bx c    имаме (0)f c , 

(1)f a b c    и (2) 4 2f a b c   . Според тоа (0) (1) (2) 5 3 0f f f a b c      . 

Ако (0), (1), (2) 0f f f  , тогаш два се позитивни и еден е негативен или еден е 

позитивен, а другите два се негативни. Може да се разгледаат сите комбинации од 

претходниот дел, па според тоа, во сите случаи постои точка 0 [0,2]x  , таква што 

0( ) 0f x  , т.е. 2
0 0 0ax bx c   . Навистина,  

1  (0), (1) 0, (2) 0f f f  . Постои 0 (1,2)x   така што 2
0 0 0ax bx c   . 

2 (0), (2) 0, (1) 0f f f  . Постојат 0 (0,1)x   и 1 (1,2)x   такви што 

2
0 0 0ax bx c    и 2

1 1 0ax bx c   . 

3 (1), (2) 0, (0) 0f f f  . Постои (0,1)x   такви што 2
0 0 0ax bx c   .  

4 (0), (1) 0, (2) 0f f f  . Постои (1,2)x   така што 2
0 0 0ax bx c   . 

5 (0), (2) 0, (1) 0f f f  . Постојат (0,1)x   и 1 (1,2)x   такви што 

2
0 0 0ax bx c    и 2

1 1 0ax bx c   . 
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6 (1), (2) 0, (0) 0f f f  . Постои (0,1)x   така што 2
0 0 0ax bx c   . 

Случајот кога еден од броевите (0), (1), (2)f f f  е нула е тривијален. 

 

7. Ако , ,a b c  се должини на страните од триаголник, тогаш функцијата 

2( ) ( ) 2f x a b x cx a b      е позитивна за секој реален број x . Докажи! 

Решение. Дискриминантата на равенката можеме да ја запишеме во облик  
2 2(2 ) 4( ) 4( )( )D c a b c a b c a b        . 

Бидејќи , ,a b c  се должини на страни на триаголник имаме  

0, 0c a b a b c      , 

па според тоа 0D  . Квадратната функција нема реални корени и бидејќи 

0a b  , добиваме ( ) 0,f x x  . 

 

8. Ако , ,a b c  се должини на страните од триаголник, тогаш функцијата 

2 2 2 2 2 2( ) ( )f x b x b c a x c      е позитивна за секој реален број x . Докажи! 

Решение. Дискриминантата на равенката можеме да ја запишеме во облик  
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2

( ) 4 ( ) (2 )

( 2 ) ( 2 )

[( ) ][( ) ]

( )( )( )( ).

D b c a b c b c a bc

b c a bc b c a bc

b c a b c a

b c a b a c b c a b c a

       

      

    

        

 

Бидејќи , ,a b c  се должини на страни на триаголник имаме  

0, 0, 0, 0b c a a b c b c a a b c            , 

па според тоа 0D  . Квадратната функција нема реални корени и бидејќи 2 0b  , 

добиваме ( ) 0,f x x  . 

 

9. Ако 1
3

10 11x y  , тогаш 2 2 1
1989

x y  . Докажи! 

Решение. Од условот 1
3

10 11x y  , следува дека 1 30
33

xy   

2 22 2 2 2 21 30 1089 1 60 900 1
33 1089 1089

( ) (1989 60 1)x x x xx y x x x          . 

Бидејќи функцијата 2( ) 1989 60 1f x x x    има минимум  

24 41989 3600 121
min 4 41989 221

ac b
a

f   


   , 

добиваме дека: 
2 2 1 121 1

1089 221 1989
x y    . 

Обопштување. Ако ax by c  , тогаш 
2

2 2

2 2 c

a b
x y


  . Ако 1

yx
m n
  , тогаш 

2 2

2 2

2 2 m n

m n
x y


  .   

 

10. Нацртај го графикот на функцијата ( ) (| 1| 1)( 3)f x x x    .  
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Решение. Бидејќи  

1, 1
| 1|

( 1), 1

x x
x

x x

  
  

   
 

функцијата го добива обликот  

2

2

6, 1
( )

3 , 1

x x x
f x

x x x

    
 

   

 

Графикот на 2( ) 6g x x x    е парабола: “отворена” нагоре; со теме 251
2 4

( , )T  ; 

пресеци со x -оската ( 2,0)A   и (3,0)B ; и пресек со y -оската (0, 6)C  . Графикот 

на 2( ) 3h x x x    е парабола: “отворена” надолу, со теме 3 9
2 4

'( , )T ; пресеци со x -

оската '(0,0)A  и '(3,0)B ; и пресек со y -оската '(0,0)C .  

Направи сам скица на графикот на ( )f x .  

 

11. Нека , ,a b c  се реални броеви такви што 2 0a b c    и 2 0a b c   . До-

кажи, дека важи 
2b ac .  

Решение. Прв начин. Да ја разгледаме функцијата 2( ) 2f x ax bx c   . Би-

дејќи (1) 2 0f a b c     и ( 1) 2 0f a b c     , заклучуваме дека квадратната 

функција ( )f x  ја сече x  оската меѓу точките 1  и 1, што значи дека таа има две 

реални и различни нули. Оттука следува дека нејзината дискриминантата е пози-

тивна, т.е. 2(2 ) 4 0b ac  , што значи 2b ac .  

Втор начин. Важи 2 2b a c b    , па затоа 2 2( ) 4a c b  . Од друга страна 

2( ) 4a c ac  , па затоа 24 4ac b , т.е. 2b ac . 

 

12. Нека n , ,k ka p  , за секој {1,2,..., }k n  и 1 2 ... 0np p p    . Опре-

дели ја најмалата можна вредност на изразот 
2

1

( )
n

k k
k

p x a


 , каде x  е реален 

број. 

Решение. Имаме  

2 2 2 2 2

1 1 1 1 1

( ) ( 2 ) ( ) 2( )
n n n n n

k k k k k k k k k k
k k k k k

p x a p x xa a p x p a x p a
    

           .  

Значи дадениот израз е квадратна функција од x . Бидејќи коефициентот пред 

квадратниот член е позитивен следува дека најмалата вредност се достигнува во 

темето на параболата, т.е. за  

1 1

1 1

( 2 )

2

n n

k k k k
k k

n n

k k
k k

p a p a

p p

x  

 

   
 

 

 

и таа е еднаква на  
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2

1

1

( )
2

1

n

k k
k

n

k
k

p an

k k
k p

p a 









 . 

 

13. Определи ги сите комплексни броеви z  за кои количникот на имагинар-

ниот дел на петтиот степен на z  и петтиот степен на имагинарниот дел на z  е 

најмал можен број.  

Решение. Нека z a ib  , каде ,a b . Тогаш  

5 5 4 3 2 2 3 4 5

4 2 3 5

Im Im( 5 10 10 5 )

5 10 .

z a a bi a b a b i ab b i

a b a b b

     

  
 

Треба да ја определиме најмалата можна вредност на изразот  
4 2 3 5 4 25

5 5 4 2

5 10Im

(Im )
5 10 1a b a b b a az

z b b b

     . 

Воведуваме смена 
2

2

a

b
x  . Според тоа, треба да ја најдеме најмалата можна вред-

ност на функцијата :[0, )f    определена со 2( ) 5 10 1f x x x   . Оваа ква-

дратна функција достигнува минимум за 10
2 5

1x 


   , при што min 4f   . При-

тоа важи 
2

2
1a

b
 , т.е. a b  , \{0}a . Според тоа, бараните броеви се од видот 

(1 ), \{0}z a i a     

 

14. Нека , ,x y a  и b  се позитивни реални броеви, такви што 2x y a    и 

xy b . Докажи дека 8( 1)ab b a   . Кога важи знак за равенство?  

Решение. Од условот на задачата следува дека броевите x  и y  се корени на 

равенката 2 ( 2) 0z a z b    . Последното е исполнето ако 2( 2) 4 0D a b    , 

т.е. 
2( 2)

4

a
b


 .  

Од друга страна неравенството 8( 1)ab b a    е еквивалентно на неравен-

ството (8 )(8 ) 72a b   . Ако 8a  , тогаш последното неравенство очигледно е 

исполнето. Ако 0 8a  , тогаш доволно е да го докажеме неравенството  
2( 2)

4
(8 )(8 ) 72

a
a


   , 

кое е еквивалентно со точното неравенство 2( 2) 0a a   .  

 

15. Квадратната функција 2( )p x ax bx c    е со целобројни коефициенти a  

и b . Докажи, дека за секој цел број m  постои цел број n  таков што  

( ) ( 1) ( )p n p n p m  . 

Решение. Нека ( ) ( )( )p x x x   , каде   и   се решенија на равенката 

2 0ax bx c   . Тогаш  
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2 2

( ) ( 1) ( )( )( 1 )( 1 )

[ ( ) ][ ( ) ]

( )( )

( ),

p n p n n n n n

n n n n n n

m m

p m

       

          

  



 

каде 2 2( )m n n n n an b n         . 

 

16. Нека функцијата 2( )f x ax bx c    нема реални нули и 0a b c   . Дока-

жи дека 0c  .  

Решение. Бидејќи  функција 2( )f x ax bx c    нема реални нули, заклучува-

ме дека 2( ) 0f x ax bx c    , за секој x  или 2( ) 0f x ax bx c    , за секој 

x . Понатаму, бидејќи 2(1) 1 1 0f a b c a b c         , заклучуваме дека 

( ) 0f x  , за секој x . Конечно, (0) 0c f  . 

 

17. Дадени се по парови различните реални броеви ,a b  и c . Докажи, дека 

барем две од равенките  

( )( ) , ( )( )x a x b x c x b x c x a         и ( )( )x c x a x b     

имаат реално решение.  

Решение. Прв начин. Да означиме  

1

2

3

( ) ( )( ) ( ),

( ) ( )( ) ( ),

( ) ( )( ) ( )

f x x b x c x a

f x x c x a x b

f x x a x b x c

    

    

    

  

и да претпоставиме дека најмногу една од овие квадратни функции има реална 

нула. Тогаш две од нив, на пример 1f  и 2f  немаат реални нули. Бидејќи кое-

фициентите пред 2x  се позитивни, важи 1( ) 0f x   и 2 ( ) 0f x  , за секој x . Но, 

тогаш полиномот  

1 2( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )

( )(2 ) (2 )

(2 )( 1)

f x f x x b x c x a x c x a x b

x c x a b x a b

x a b x c

          

      

    

 

има реални нули 1c  и 
2

a b , што е противречност.  

Втор начин. Како и претходно нека претпоставиме дека  1f  и 2f  немаат реал-

ни нули. Тогаш дискриминантите им се негативни, т.е. 2( 1) 4( )b c bc a     и 

2( 1) 4( )c a ac b    . Затоа 2( 1) 4 4b c a b     и 2( 1) 4 4c a b a    , од каде 

следува дека 2 2( 1) ( 1) 4 4 4 4 0b c c a b a a b          , што е противречност.  

 

18. Параболата 2y ax bx c    минува низ точките ( 2,1)A   и (2,9)B , и нема 

заеднички точки со Ox -оската.   

 Кои вредности може да ги има апсцисата на темето на параболата? 
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 Решение. Од условот дека параболата минува низ точките ( 2,1)A   и (2,9)B  

добиваме  

4 2 1

4 2 9

a b c

a b c

  


  
. 

Ако од втората ја одземеме првата равенка, добиваме 2b   и потоа 4 5a c  .  

 Од условот на задачата, параболата нема заеднички точки со Ox -оската, па 

според тоа нема реални нули. Значи, нејзината дискриминанта е негативна, т.е.  
2 4 4 4 (5 4 ) 0D b ac a a      . 

Решението на последната неравенка е 1
4

1a  . Од друга страна, параболата 

можеме да ја запишеме во обликот  

2

2

2 2 2 1 1 1

2 4 5 11

( ) 2 5 4 ( 2 ) 5 4

( ) .

a aa

a a
a a

f x ax b c ax x a a x x a

a x  

            

  

 

Сега, апсцисата на темето на праболата е 1
T a

x   , па од претходно добиените 

неравенства за a  имаме 4 1Tx    , што се бараните вредности за апцисата на 

темето на параболата.  

 

19. Нека , ,a b c  се реални броеви и 0a  . Ако 1x  е решение на квадратната ра-

венка 2 0ax bx c    и 2x  е решение на квадратната равенка 2 0ax bx c    , 

докажи дека едно од решенијата 3x  на квадратната равенка 
2

2
0a x bx c    е меѓу 

1x  и 2x , т.е. 1 3 2x x x   или 2 3 1x x x  .  

Решение. Ако 0c  , тогаш 0 е решение на сите три равенки и твдењето на за-

дачата важи. Нека претпоставиме дека 0c  . Тогаш 1 20, 0x x  . Да ја разгле-

даме квадратната функција 
2

2
( ) af x x bx c   . Од 2

1 1 0ax bx c   , следува  

2 2 2 2
1 1 1 1 1 1 12 2 2

( ) a a af x x bx c ax bx c x x         , 

а од 2
2 2 0ax bx c    , следува  

2 2 2 23 3
2 2 2 2 2 2 22 2 2

( ) a a af x x bx c ax bx c x x         . 

Според тоа, 1 2( ) ( ) 0f x f x  , па затоа квадратната функција 
2

2
( ) af x x bx c    во 

1x  и 2x  прима вредности со спротивни знаци. Оттука следува дека постои реше-

ние на равенката 
2

2
0a x bx c    кое е меѓу 1x  и 2x . Имено, параболата ( )y f x  

ја сече x  оската во некоја точка која е меѓу точките 1( ,0)x  и 2( ,0)x .  

 

20. Нека 5 3 3 0a b c   , каде ,a b  и c  се реални броеви и 0a  . Докажи, 

дека квадратната равенка 2 0ax bx c    им барем едно решение 0x , такво што 

0 [0,2]x  .  
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Решение. За квадратната функција 2( )f x ax bx c    имаме (0)f c , 

(1)f a b c    и (2) 4 2f a b c   . Според тоа (0) (1) (2) 5 3 0f f f a b c      .  

Ако барем еден од броевите (0), (1)f f  или (2)f  е нула, тогаш тврдењето на 

задачата е докажано.   

Ако (0), (1), (2) 0f f f  , тогаш два од нив се позитивни и еден е негативен или 

еден од нив е позитивен, а другите два се негативни, т.е. можни се следниве слу-

чаи:  

1) (0), (1) 0f f   и (2) 0f  , тогаш постои 0 (1,2)x   таков што 

2
0 0 0ax bx c    

2) (0), (2) 0f f   и (1) 0f  , тогаш постојат 0 (0,1)x   и 1 (1,2)x   такви што 

2
0 0 0ax bx c    и 2

1 1 0ax bx c   . 

3) (1), (2) 0f f   и (0) 0f  , тогаш постои 0 (0,1)x   таков што 

2
0 0 0ax bx c    

4) (0), (1) 0f f   и (2) 0f  , тогаш постои 0 (1,2)x   таков што 

2
0 0 0ax bx c    

5) (0), (2) 0f f   и (1) 0f  , тогаш постојат 0 (0,1)x   и 1 (1,2)x   такви што 

2
0 0 0ax bx c    и 2

1 1 0ax bx c   . 

6) (1), (2) 0f f   и (0) 0f  , тогаш постои 0 (0,1)x   таков што 

2
0 0 0ax bx c    

Според тоа, во секој случај постои 0 [0,2]x  , таков што 0( ) 0f x  , т.е. 

2
0 0 0ax bx c   .  

 

21. Дали постои вредност на параметарот a , таква што темето на параболата  

24 4( 1)y x a x a     

да лежи во вториот квадрант.  

Решение. Параболата можеме да ја запишеме во обликот  
2 21

2
4( ) ( 1)ay x a a     .  

Според тоа, нејзино теме е 
21

2
( , ( 1))aT a a    . Бидејќи  

2 2 23 3 31 1 1
2 4 4 2 4 4

1 2 ( )a a a a a          , 

за a , добиваме дека 
2 3

4
( 1) 0a a      . Значи, точката T  припаѓа или на 

третиот или на четвртиот квадрант. Според тоа, не постои вредност на 

параметарот a  за кој темето на параболата лежи во вториот квадрант.  

 

22. Дадено е множество параболи  
2( ) (2 3) 1f x ax a x a     , , 0a a  . 

Определи го геометриското место на темињата на параболите. Каква е зависноста 

меѓу координатите на темињата на парболите? 
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Решение. Нека точката ( , )T TT x y  е теме на параболата  

2( ) (2 3) 1f x ax a x a     .         (1) 

Параболата ќе ја запишеме во облик  
22 3 16 9

2 4
( ) ( )a a

a a
f x a x     . 

Според тоа, 3 2 16 9
2 4

( , )a a
a a

T   , односно 3 2 16 9
2 4

,a a
T Ta a

x y   . Значи, 3
2(1 )Tx

a


  и 

ако замениме во Ty  добиваме  

5 3
2 2T Ty x  . 

Значи, геометриското место на темињата на двете параболи е  
3 2 16 9
2 4

{( , ) | , 0}a a
a a

A a a    , 

и сите точки припаѓаат на правата 5 3
2 2

y x  . Не е тешко да се види дека секоја 

точка од 5 3
2 2

, 1y x x     е теме на една од множеството параболи зададени со 

(1).  

 

23. Дадено е множеството параболи 2( 2) 2 2y k x kx k     , каде 2k   е 

реален број.  

а) Определи го геометриското место на точки на кое припаѓаат темињата на 

даденото множество параболе.  

б) Дали дадените параболи имаат заедничка точка.  

Решение. а) Апсцисите на темињата на параболите се 2
2( 2 2

)k k
k k

x
 

  , а орди-

натите се 
2 24( 4) 4 4
4( 2) 2

k k

k k
y

 

 
   . Од 

2
k

k
x


  наоѓаме 2

1
x

x
k


 , па затоа  

2
1

4

2
2 2

x
x

y x



     . 

Според тоа, геометрискоро место на темињата на даденото множество параболи е 

правата 2 2y x   .  

б) Равенката на параболата ќе ја запишеме во видот  
2 2( 2 1) 2 2 0k x x y x      . 

Точката чии координати се решенија на системот равенки  

2

2

2 1 0

2 2 0

x x

y x

   

   

 

лежи на сите параболи. Од првата равенка имаме 1x   и со замена во втората 

равенка добиваме 0y  . Значи, сите параболи минуваат низ точката (1,0)A .  

 

24. Најди ги сите точки од рамнината низ кои не минува графикот на ниту една 

функција од фамилијата 2 2{ 4 2 3 | }y x px p p     . 

Решение. Ако 0 0( , )x y  е точка со бараното својство, тогаш нејзините коорди-

нати не ја задоволуваат равенката  
2 24 2 3,y x px p p      . 
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Според тоа, нашата задача е еквивалентна со задачата: кој услов треба да го 

задоволуваат x  и y  така што квадратната равенка  

2 22 4 3 0p xp x y           (1) 

нема реални решенија.  

За да равенката (1) нема реални решенија потребно и доволно е нејзината 

дискриминанта да е негативна, т.е. да важи 28 8 24 0x y   , од каде добиваме  

2 3y x   .           (2) 

Според тоа, низ точките ( , )x y  кои го задоволуваат условот (2) не минува ниту 

една функција од разгледуваната фамилија.  

 

25. Дадена е квадратната функција 2( )f x x px q   , ,p q . Ако | (0) | 1f   

и ( 1) (1) 0f f  , тогаш f  нема нули на [ 1,1] . Докажи!  

Решение. Нека 1( ) 0f x  , за некој 1 ( 1,1)x   . Тогаш постои 1( ,1)r x , таков 

што ( 1) ( ) 0f f r  . Но, ( 1) (1) 0f f  , па затоа ( ) (1) 0f r f  , што значи дека 

постои 2 ( ,1)x r  таков што 2( ) 0f x  . Значи, ако функцијата има нула на ( 1,1) , 

тогаш има две нули на ( 1,1) , па од Виетовите формули следува 1 21 | | | |x x q  , 

што противречи на | | | (0) | 1q f  .  

 

26. Даден е квадратниот полином 2( ) 2f x x x b   , каде b  е реален пара-

метар. Определи ги сите вредности на b  за кои равенката ( ( )) 0f f x   има точно 

три реални корени.  

Решение. Ако ( ) 0f x   има корени 1 2   , тогаш корените на ( ( )) 0f f x   

се совпаѓаат со корените на 1( )f x    и 2( )f x   . Притоа е јасно дека за да 

постојат точно три различни корени потребно и доволно е 1( )f x    да има точно 

еден двоен корен.  

Минимумот на ( )f x  се достигнува за 1x    и тој е еднаков на 1b . Според 

тоа, 1 1b    и ( 1) 0f b  , од каде следува 2 1 0b b   . Решенијата на 

последната равенка се 1 5

2

  .  

За 1 5

2
b    имаме 3 5 1 5

1 22 2
1b           и оваа вредност на b  не е 

решение на задачата.  

За 1 5

2
b    имаме 3 5

1 2
1b       и од 1 2 1     следува дека 1  

навистина е помалиот корен на ( ) 0f x  . Конечно, 1 5

2
b   .  

 

27. Во множеството реални броеви реши ја равенката 2 2

2
1 mm x x   .  

Решение. Бидејќи левата страна на равенката мора да биде позитивна, таква 

мора да биде и десната, па затоа 
2
mx  . Со квадрирање добиваме  
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22 2 2

4
1 mm x x mx      

т.е.  
2 2 24( 1) 4 4 0m x mx m     .         (1) 

Од 2 2 2 2 216 16( 1)(4 ) 16( 2) 0D m m m m        следува дека корените на равен-

ката (1)  се реални. Треба да најдеме колку корени на равенката (1) се поголеми од 

2
m .  

Да ја разгледаме функцијата 2( )f x ax bx c    која има две реални нули 1x  и 

2x . Нека t  е даден реален број различен од нулите на функцијата. Можни се два 

случаи:  

- ( ) 0af t  . Ако 0a  , тогаш ( ) 0f t  , што значи дека t  е меѓу нулите на 

функцијата, а ако 0a  , тогаш ( ) 0f t  , што повторно значи дека t  е меѓу 

корените на функцијата. Значи, ако ( ) 0af t  , тогаш еден корен на равенка-

та ( ) 0f x   е поголем од t .  

- ( ) 0af t  . Ако 0a  , тогаш ( ) 0f t   т.е. 1 2[ , ]t x x  и ако 1 2

2 2

x x b
a

t


   , 

тогаш и двата корени на равенката ( ) 0f x   се поголеми од t . Ако 0a  , 

тогаш ( ) 0f t  , 1 2[ , ]t x x  и ако 1 2

2 2

x x b
a

t


   , тогаш и двата корени на 

равенката се поголеми од t . Значи, ако ( ) 0af t   и 
2
b
a

t   , тогаш и двата 

корени на равенката ( ) 0f x   се поголеми од t .  

Од претходно изнесеното имаме:  

- ако 2 2 2

2
0 4( 1) ( ) 4( 1)( 4)mm f m m     , т.е ( 1,1)m  , тогаш еден корен 

на равенката (1) е поголем од 
2
m  и тој е решение на почетната равенка. 

Бараниот корен е 
2

2

2

2( 1)

m m

m
x   


  (проверете!) 

- ако 2 2 2

2
0 4( 1) ( ) 4( 1)( 4)mm f m m      и 

2

4
2 2 4( 1)

m m

m 
  , т.е. 

2 1 0m    и 

3

2 1
0m

m 
 , тогаш и двата корени на равенката (1) се поголеми од 

2
m . Според 

тоа, ако ( , 1)m   , тогаш почетната равенка има две решенија и тие се 

2

2

|2 |
1/2

2( 1)

m m

m
x

  


 .  

 

28. Да се определат вредностите на параметарот 

a  за кои што равенката  

2| 2 | 2x x a   , 

има четири различни решенија. 

Решение. Доволно е за различни вредности на 

параметарот a  да го скицираме графикот на функци- 1

1a

x

y
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јата 2| 2 |y x x a   .Потоа доволно е да ги најдеме пресечните точки на графикот 

со правата 2y  .  Бидејќи 2 22 ( 1) 1x x a x a      ,јасно е дека треба да 

разгледуваме три случаи, и тоа 1 0, 1 0a a     и 1 0a  . Во првиот случај, 

односно кога 1a  , функцијата го добива обликот 2( 1)y x  . Тоа е парабола 

чие теме се наоѓа на x -оската (види цртеж ). Во овој случај очигледно е дека 

равенката има две решенија.  

Ако 1a  , односно 1 0a  , тогаш 2 2 0x x a    

и 2 2y x x a   . Очигледно е (види цртеж), дека во 

овој случај равенката има две, едно или ниту едно 

решение. За 1 2a   има едно решение, за 1 2a 

нема решение, а за 1 2a   има две решенија.  
Ако 1 0,a   тогаш графикот на функцијата 

2| 2 |y x x a    е скициран на цртеж. Јасно е дека во 

тој случај равенката може да има две, три или четири решенија. При тоа за 

| 1| 2a   има две решенија, за | 1| 2a   има три решенија, а за | 1| 2a   има 

четири решенија (види цртеж ).  

 

 

29. Определи ги вредностите на параметарот m  така да функцијата  

2( ) | 6 |f x x x m    

има точно три нули. Дали за определената вредност на m  графикот на f  има 

оска на симетрија.  

Решение.За да ги определиме реалните нули на функцијата f   доволно е да ги 

определиме решенијата на равнката ( ) 0f x  , односно 

 2| 6 | 0x x m   .            (1) 

Бидејќи  

1 x

y

 

|1|2  a

2y

1 x

y

 2y

|1|2  a

|1| a|1| a

1 x

y

 

|1|2  a

2y

|1| a

1 x

y

|1| a

1a

1 x

y

|1| a

2y

1 x

y

|1| a2y

1 x

y

|1| a

2y
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2

2 2

2

6 , 0

| 6 | ( 6 ), 0 6

6 , 6

x x x

x x x x x

x x x

  



     


 

. 

равенката (1) ќе ја разгледаме на секој од интервалите ( ,0] , (0,6) , [6, ) .  

I. На интервалот ( ,0]  и интервалот [6, )  равенката го добива обликот  

2 6 0x x m   , 

и нејзини решенија се 6 36 4
1/2 2

3 9mx m     .  

Ако 0m  , тогаш решението  

1 3 9 [6, )x m      и 2 3 9 ( ,0]x m     . 

 Ако 0m  , тогаш 1/2 (0,6)x   и не се решенија на равенката (1). Значи, за да 

функцијата има три нули потребно е 0m  .  

За 0m   функцијата има две нули.  

II. На интервалот (0,6)  равенката го до-

бива обликот  

  2 6 0x x m   .      (2) 

За да равенката (1) има точно три решенија 

потребно е равенката да има точно едно 

решение. Според тоа 0D  , каде D  е 

дискриминанта на (2). Значи,  

36 4 0D m   , 

односно 9m  .  

Значи, графикот на f  има три нули ако 

и само ако 9m  (види цртеж).  

Оска на симетрија е правата 3x  . 

 

30. Определи ги најголемата и најмалата вредност на функцијата  
2( ) 2 1f x x x   , 

за оние реални броеви x  кои го задоволуваат условот 
4 236 13x x  . Одговорот 

да се образложи.  

Решение. Прво ги наоѓаме оние x  за кои важи 
4 213 36 0x x   . Решенија на 

биквадратната равенка 
4 213 36 0x x    се: 3, 2,2,3  . Неравенството е точно за 

[ 3, 2]x    и [2,3]x .  

Параболата 2( ) 2 1f x x x    има минимум во точката 1x  . Значи, таа опаѓа 

на интервалот [ 3, 2]  , па 14 ( 3) ( ) ( 2) 7f f x f       за [ 3, 2]x   , а расте на 

интервалот [2,3] , па 1 (2) ( ) (3) 2f f x f      за [2,3]x .  

Според тоа, најмала вредност на ( )f x  за оние x  за кои важи 
4 236 13x x  , е 

1 , а најголема вредност е 14.   

 

0 63 x

y

9

2| 6 | 9y x x  
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31. За полиномот 4 3 2( ) 6 11 6P x x x x x     да се определи најмалата негова 

вредност и точките во кои таа се достигнува.  

Решение. Алгебарскиот израз 4 3 26 11 6x x x x    можеме да го запишеме во 

облик  
4 3 2 3 2 3 2 2

2 2

2 2 2 2 2

2 2

6 11 6 ( 6 11 6) [( ) (5 5 ) (6 6)]

[ ( 1) 5 ( 1) 6( 1)] ( 1)( 5 6)

( 1)( 2)( 3) [ ( 3)][( 1)( 2)]

( 3 )( 3 2) ( 3 ) 2( 3 ) 1 1

( 3 1) 1.

x x x x x x x x x x x x x x

x x x x x x x x x x

x x x x x x x x

x x x x x x x x

x x

            

         

       

         

   

 

Значи, 2 2( ) ( 3 1) 1P x x x    . За било кој реален број x , 2 2( 3 1) 0x x   , па 

според тоа 2 2( 3 1) 1 1x x     . Значи, ( ) 1P x    и равенство се достигнува само 

ако 2 3 1 0x x   . Решенја на последната квадратна равенка, во кои P  ја достиг-

нува најмалата вредност се 
3 5

1 2
x    и 

3 5
2 2

x   . 

 

32. Одреди ја најмалата вредност на функцијата 

2

7

3 5 8 3,29
( )

x x
f x

  
 , ако   0 2x  . 

Решение. Прво да забележиме дека равенката 
25 8 3,29 0x x    нема реални 

решенија, па за секој реален број x  важи 
25 8 3,29 0.x x    Параболата 

2( ) 5 8 3,29g x x x    има теме во 4
5

, па за 0 2x   важи 
25 8 3,29x x 

max{ (0), (2)} (2) 7,29g g g   . Оттука следува дека 
23 5 8 3,29 0x x    , 

односно ( ) 0f x   за секој x . Натаму, ( )f x  ќе биде најмало ако именителот е нај-

голем, односно ако 
25 8 3,29x x   е најмало. Но тоа е случај во темето од пара-

болата 2( ) 5 8 3,29g x x x   , односно за 4
5

x  . Вредноста на функцијата во 4
5

x   

изнесува 704
5 27

( )f  . Значи најмалата вредност на функцијата за  0 2x   

изнесува 70
27

 и се достигнува за 4
5

x  . 

 

33. За кои вредносtи на реалниоt pараметар m  равенката 

2 (2 3) 7 3 0mx m x m      

а) имa  точно едно решение; 

б) има две решенија во инtервалоt 

(0,4) ? 

Решение. а) Потребен и доволен 

услов точно една нула на функцијата 
2( )f x ax bx c   , 

т.е. едно решение на равенката  
crte` 1

0

x

y


a
b

2




0)( f 0)( f

0a

)(f

)(f x

y



a
b

2




0)( f 0)( f

0a

)(f

)(f
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2 0ax bx c   ) 

да се наоѓа во интервалот ( , )   е ( ) ( ) 0f f   . Во нашиот случај имаме 

(0) 7 3f m  , (4) 4 19f m   , 

па ја добиваме неравенката (7 3 )(19 5 ) 0m m   . Решавајќи ја оваа неравенка 

добиваме 19 7
5 3

( , ) ( , )m     . Значи за тие вредности на m  точно едно реше-

ние на дадената равенка ќе се наоѓа во интервалот (0,4) . 

б) Прво да определиме за кои 

вредности на m  равенката име 

две решенија. Равенката има две 

решенија ако и само ако  
2(2 3) 4 (7 3 ) 0D m m m     , 

односно 
216 40 9 0m m   .  

Решение на оваа неравенка е 
91

4 4
( , ) ( , )m    . Двете нули 

на функцијата 2( )f x ax bx c    се наоѓаат во интервалот ( , )   ако се исполне-

ти следниве услови: ( ) 0, ( ) 0af af     и ако апсцисата на темето на параболата 

2y ax bx c    се наоѓа во интертвалот ( , )   (цртеж.1). Во нашиов случај 

,a m  0, 4, 2 3, 7 3b m c m        , па имаме:  

- oд (0) 0mf   ја добиваме неравенката (7 3 ) 0m m   чие решение е 7
3

(0, )m , 

- од (4) 0mf   имаме (5 19) 0m m  , па следува    19
5

, 0,m     , 

- 
2

0 4b
a

   , т.е. 2 3
2

0 4m
m
  . Решениетo на 2 3

2
0 m

m
  е 3

2
( ,0) ( , )m    , а 

на неравенката 2 3
2

4m
m
  , 1

2
( , ) (0, )m     . Според тоа, 2 3

2
0 4m

m
   ако и 

само ако 31
2 2

( , ) ( , )m     . Сите услови се исполнети за 9 7
4 3

( , )m  (цртеж 2). 

 

 

4.  КВАДРАТНА НЕРАВЕНКА  
 

1. Одреди ја најмалата вредност на изразот 

  ( 1)( 2)( 3)( 4) 1999A x x x x      . 

За која вредност на x  таа се достигнува?  

Решение. Го трансформираме изразот на следниот начин: 

2 2

2 2

2 2

( 1)( 4)( 3)( 2) 1999

( 5 4)( 5 6) 1999

(( 5 5) 1) (( 5 5) 1) 1999

( 5 5) 1998.

A x x x x

x x x x

x x x x

x x

     

      

       

   

 

crte` 2

)
2
1,(m

)
4
1,(m

)
5

19,(m

5
19

2
1

4
1

4
9

3
7

2
3

)
3
7,0(m

),
2
3( m

),
4
9( m

0

),0( m
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Оттука заклучуваме дека најмалата вредност на изразот A  е 1998,  а се добива 

кога 2 5 5 0,x x    т.е. за 5 5
1|2 2

x   . 

 

2. Во множеството реални броеви реши ја неравенката  

2 12 7x x x   . 

Решение. Дефиниционата област на дадената неравенка е определена со 

2 12 0x x   , т.е. со ( 4)( 3) 0,x x    од каде добиваме ( , 3] [4, )x     .  

Ако 0x  , тогаш 
2 12 7x x x    за секој x  од дефиниционата област, што 

значи дека интервалот ( , 3]   е решение на почетната неравенката.  

Ако 0x  , тогаш 
2 12 7x x x    за секој x  од дефиниционата област, па 

затоа 2 212 49x x x   , т.е. 248 12 0x x   . Но, последната неравенка нема 

решение, што значи дека за 0x   и почетната неравенка нема решение.  

Конечно, решенија на почетната неравенката е множеството ( , 3]  .  

 

3. Дадена е неравенката 2 1 0x ax   . Определи ги вредностите на параме-

тарот a , така што множеството нејзините решенија е интервал со должина 5 .  

Решение. Дискриминантата на неравенката е 2 4 0D a   , па според тоа таа 

има реални решенија. Од условот множеството решенија на неравенката да е 

интервал со должина 5  и од Виетовите формули добиваме:  

2 2 2
1 2 1 2 1 2 1 25 | | ( ) ( ) 4 4x x x x x x x x a          . 

Решенија на равенката 
2 4 5a    се 21a   .  

 

4. Одреди ги вредностите на параметарот m  така што за решенијата 1x  и 2x  

на равенката 
2 ( 3) 21 0x m x m      е исполнето: 1 2

2 1
1

x x

x x
  .  

Решение. Ако неравенката ја трансформираме и ги искористиме Виетовите 

формули, добиваме  
2 2
1 2

2 1

1 0
x x

x x


     

2 2
1 2 2 1

2 1

0
x x x x

x x

 
  

2
2 1 2 1

2 1

( ) 3
0

x x x x

x x

 
 

2( 3) 3( 21)

21
0

m m

m

  


   


2 3 54

21
0m m

m
 


 
( 9)( 6)

21
0

m m

m

 


  

  
( 9)( 6) 0 ( 9)( 6) 0

21 0 21 0

m m m m

m m

      
 

    
 

  ( , 21) ( 9, 6)m       

   

5. Реши ја неравенката:  

а) 
2 2 1 0ax x   , каде a е реален параметар;                          

б) 
2 1 0by y   , каде b е реален параметар.  
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Решение. а) Во зависност од вредностите на параметарот a можни се три 

случаи.  

Прв случај. 0a  . Дадената неравенка го добива видот 2 1 0x    и нејзино 

решение е 1
2

x  .  

Втор случај. 0a  . Решенијата на неравенката зависат од дискриминантата 

1 1D a  , при што:  

1) ако 1 0D  , т.е. ако 1a  , тогаш  неравенката има вид 
2 2 1 0x x   , т.е. 

2( 1) 0x   , што е исполнето за секој 1x  ;  

2) ако 1 0D  , т.е. ако 0 1a  , тогаш решенијата се 2 1( ; ) ( ; )x x x    , 

каде 1
1,2 2

(1 1 )x a   , 1 2x x ; 

3) ако 1 0D  , т.е. ако 1a  , тогаш решенијата се 2 1( ; )x x x .  

Трет случај. 0a  . Тогаш 1 0D   и решенијата се 2 1( ; )x x x .  

б) Во зависност од вредностите на параметарот a можни се три случаи. 

Прв случај. 0b  . Дадената неравенка го добива видот 1 0y    и решенијата 

се 1y   .  

Втор случај. 0b  . Дискриминантата е 2 1 4D b  , за која: 

1) 2 0D  , т.е. 1
4

b   и неравенката го прима видот 
21

4
1 0y y   , т.е. 

2

2
( 1) 0

y
  , која нема решение; 

2) 2 0D  , т.е. 1
4

0 b   и решенијата са 2 1( ; ) ( ; )y y y    , каде 

1
1,2 2

( 1 1 4 )
b

y b    , 1 2y y ; 

3) 2 0D  , т.е. 1
4

b   и во овој случај нема решение, бидејќи 
2 1 0by y    за 

секој y.  

Трет случај. 0b  . Тогаш 2 0D   и решенијата се 2 1( ; ) ( ; )y y y    .  

 

6. Реши ја неравенката 
2 2 2( 1) ( 4 1) 2( 1) 0c z c c z c       , каде c е реален 

параметар.  

Решение. Прв случај. 
2 1 0c   , т.е. ( 1)( 1) 0c c   . 

1) 1 0c  , т.е. 1c   . Неравенката е 4 0z   со решенија 0z  . 

2) 1 0c  , т.е. 1c  . Неравенката е 4 4 0z    со решенија 1z  . 

Втор случај. 
2 1 0c   , т.е. 1c    и ја разгледуваме дискриминантата  

2 2 2 4 2 2 2( 4 1) 4( 1)(2 2) 6 9 ( 3) 0D c c c c c c c            . 

Имаме 
22 2

2

( 1)4 1 3 1
1 ( 1)( 1) 12( 1)

cc c c c
c c cc

z
    

  
    и 

4( 1) 2
2 2( 1)( 1) 1

c

c c c
z



  
   . За споредување 

на корените ја формираме разликата  
21 32

1 2 1 1 ( 1)( 1)
c c
c c c c

z z  
   

    . Бидејќи 

1 2z z  кога 1c   или 1c    и 1 2z z  кога 1 1c   , имаме две можности: 
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1) ако 1c   или 1c    решенијата се 2
1c

z


  или 1
1

c
c

z 


 ;  

2) ако 1 1c    решенијата се 1 2
1 1

c
c c

z
 
  .  

 

7. Определи ги ведностите на реалниот параметър m, за кои неравенството: 

а) 
2( 5) 2( 1) 2( 2) 0m x m x m      ; 

б) 
2( 3) 2 3( 2) 0m x mx m      

е исполнето за секој реален број  x.  

Решение. а) Ако 5 0m  , т.е. ако 5m    даденото неравенство има вид 

8 14 0x  , од каде 7
4

x   и следствено неравенството не е исполнето за секој x.  

Ако 5 0m  , тогаш квадратното неравенство е исполнето за секој реален x, 

ако 5 0m   и дискриминантата е негативна, односно  

2 2
1 ( 1) 2( 5)( 2) 4 21 ( 3)( 7) 0D m m m m m m m              , 

т.е. 3m   или 7m   . Конечно, од претходните разгледувања следува дека 

решение на задачата е 3m  . 

б) Ако 3 0m  , т.е. ако 3m   даденото неравенство има вид 6 3 0x   , од 

каде 1
2

x   и следствено неравенството не е исполнето за секој x.  

Ако 3 0m   квадратното неравенство е исполнето за секој реален x, ако 

3 0m   и дискриминантата е негативна. Односно  

2 2
2 3( 3)( 2) 2 15 18 ( 6)(2 3) 0D m m m m m m m             , 

т.е. 6m   или 3
2

m  . Конечно, од претходните разгледувања следува дека 

решение на задачата е 3
2

m  .  

 

8. Определи ги вредностите на реалниот параметар d, за кој изразот 

2 2( 2) ( 1) 1d d t d t      е определен за секој реален број t.  

Решение. Дадениот ирационален израз е определен за секој реален број t за 

вредностите на параметарот d, за кои неравенството 
2 2( 2) ( 1) 1 0d d t d t       

е исполнето за секој реален број t. Можните случаи се: 

Прв случај. 
2 2 0d d   , т.е. ( 1)( 2) 0d d   . 

1) 1 0d   , т.е. 1d   и неравенството го добива видот 1 0 , т.е. тоа важи за 

секој реален број t.  

2) 2 0d   , т.е. 2d    и неравенството го добива видот 3 1 0t   , од каде 
1
3

t    и ова не е решение.  

Втор случај. 
2 2 0d d   , т.е. 1d  , 2d   . Тогаш треба да се исполнети 

неравенствата 
2 2 ( 1)( 2) 0d d d d       и 

2 2 2( 1) 4( 2) 3 6 9 3( 1)( 3) 0D d d d d d d d              . 

Решенијата на овие две неравенства се ( ; 2) (1; )d      и ( ; 3) (1; )d     .  

Конечно, наоѓаме ( ; 3) [1; )d     .  
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9. Определи го реалниот параметар k  така што неравенството 

2 (2 ) 3 2 0ku k u k      

е точно за една реална вредност на u.  

Решение. Во зависност од параметарот k можни се следниве случаи:   

Прв случа. 0k   и даденото неравенство го прима видот 2 3 0u   , кое е 

точно за секој 3
2

u   .  

Втор случај. 0k  . Сега ја разгледуваме дискриминантата 

2 2(2 ) 4 (3 2 ) 9 16 4D k k k k k       . 

Имаме три можности: 

1) 0D  , од каде наоѓаме 1
1,2 9

(8 2 7)k    и 2
1 2 2

k
k

u u   . Даденото нера-

венство го добива видот 22
2

( ) 0k
k

k u    и е исполнето само за  2
2

k
k

u  ;   

2) 0D   и решенија на даденото неравенство са бесконечно многу реални 

броеви од интервалот 2 1[ ; ]u u , каде 2
1,2 2

k D
k

u   ; 

3) 0D  . Сега неравенството нема решение.  

Трета случа. 0k  . 

1) 0D  . Решенијата на даденото неравенство се броевите од интервалите 

2( ; ]u  и 1[ ; )u  ;  

2) 0D  . Сега секој реален број го задоволува неравенството.  

Конечно, од претходните разгледувања следува дека решение на задачата е  
1

1,2 9
(8 2 7)k   .  

 

10. Определи ги вредностите на реалниот параметар d, за кои броевите од 

интервалот: 

а) [0;1]  се решенија на неравенката 
2 0x x d   ;                          

б) (0;1)  се решенија на неравенката 
2 1 0x dx   .  

Решение. а) Ќе го користиме тврдењето: Броевите од интервалот [ ; ]p q  се 

решенија на неравенката  
2( ) 0f x ax bx c    , за 0a   ако и само ако ( ) 0f p   

и ( ) 0f q  . За 0p  , 1q   и 
2( )f x x x d    имаме (0) (1) 0f f d   .  

б) Ќе го користиме тврдењето: Броевите од интервалот ( ; )p q  се решенија на 

неравенката 
2( ) 0f x ax bx c    , за 0a   ако и само ако ( ) 0f p   и ( ) 0f q  . 

За 1p  , 2q   и 
2( ) 1f x x dx    имаме (1) 2 0f d    и (2) 5 2 0f d   , па 

затоа 2d   и 5
2

d  . Следствено бараните вредности се 5
2

d  .  

 

11. Определи ги целобројните вредности на параметарот k, за кои неравен-

ството 
2 22 (2 9) 2 3 0x k x k k      важи за секој број од интервалот [ 2; 1]  .  
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Решение. Како во задача 9, точно е тврдењето:  Секој број од интервалот 

[ ; ]p q  е решение на неравенката 
2( ) 0f x ax bx c    , за 0a   ако и само ако 

( ) 0f p   и ( ) 0f q  . За 2p   , 1q    имаме 

2 2( 2) 8 2(2 9) 2 3 2 10 0f k k k k k            и 

2 2( 1) 2 (2 9) 2 3 2 7 0f k k k k k          . 

Соодветните решенија се 5
2

2 k    и 1 1
4 4

( 1 57) ( 1 57)k      . Бидејќи 

7 57 8  , важи 1
4

2,25 ( 1 57) 2       и 1
4

1,5 ( 1 57) 2    . Оттука го 

добиваме опшото решение 1
4

2 ( 1 57)k      и затоа бараните вредности на k 

са 1 , 0 и 1.  

 

12. Определи ги целобројните врености на параметарот n, за кои абсолутната 

вредност на секое решение на неравенството 
2 2(1 ) 0nx n x n     е помала или 

еднаква на 2.  

Решение. За 0n   даденото неравенство го добива видот 0x   и не е испол-

нет условот на задачата.  

За 0n    неравенството го добива видот 1( )( ) 0
n

n x n x   . Ако 0n  , тогаш 

решение на последното неравенство е унија на два бесконечни интервали и не е 

исполнет условот | | 2x  . За 0n   даденото неравенство е еквивалентно на 

1( )( ) 0
n

x n x   , и бидејќи 1
n

n    тоа има решение 1
n

n x   . Следствено 

2n    и 1 2
n

  , од каде добиваме  1
2

2 n     , а бараните целобројни вред-

ности се 2  и 1 .  

 

13. Определи ги вредностите на реалниот параметар m, за кои секое решение 

на неравенката 
2 3 2 0x x    е решение и на неравенката  

2 (3 1) 3 0mx m x    . 

Решение. Решенијата на неравенката 
2 3 2 0x x    се 1 2x  .  

За 0m   втората неравенка има вида 3x   и го содржи интервалот (1;2)  што 

значи дека е исполнет условот на задачата.  

За 0m   втората неравенка има вид 1( 3)( ) 0
m

m x x   . За 0m   таа е 

1( 3)( ) 0
m

x x   , па затоа 1 0 3
m
  . Решенијата се 1 3

m
x    и го содржат интер-

валот (1;2) . За 0m   имаме 1( 3)( ) 0
m

x x    и за нејзините решенија можни се 

следниве случаи:  

1) 1 3
m
 , т.е. 1

3
m  . Тогаш 

2( 3) 0x   важи за секој 3x  , па и за 1 2x  ; 

2) 1 3
m
 , т.е. 1

3
m  . Тогаш решенијата се 3x   или 1

m
x   и ги содржат бро-

евите од интервалот (1;2) ;   
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3) 1 3
m
 , т.е. 1

3
m  . Тогаш решенијата се 1

m
x   или 3x   и го содржат (1;2)  

само ако 1 2
m
 , т.е. 1

2
m  .  

Конечно, од претходните разгледувања следува дека решение на задачата е  
1
2

m  .  

 

14. Определи ги вредностите на реалниот параметар m, за кои секое решение 

на неравенката 
22 ( 7) 5 1 0x m x m       е решение и на неравенката  

2 4 3 0x x   . 

Решение. Решенија на неравенката 
2 4 3 0x x    се 3 1x    . Решенијата 

на првата неравенка зависат од дискриминантата D на квадратниот трином 
2( ) 2 ( 7) 5 1f x x m x m     . Ако 0D  , тогаш ( ) 0f x   за секој x, а ( ) 0f x   

има решенија ако 
2( 7) 8(5 1) 0D m m     , т.е. 

2 26 41 0m m   , од каде 

13 128m    или 13 128m   . Тогаш решенијата на ( ) 0f x   се 2 1x x x  , 

каде 
( 7)

1,2 4

m D
x

  
  и следува, дека условот на задачата е исполнет кога  

1 1x    и 2 3x   , т.е. 
( 7)

4
1

m D  
   и 

( 7)

4
3

m D  
  . Овие две неравенки се 

еквивалентни на 3D m   и 5D m  , соодветно. Бидејќи 0D  , треба 

3 0m   и 5 0m  , т.е. 3 5m    и ги добиваме неравенките  
2( 3)D m   и 

2(5 )D m  , односно  

2 226 41 6 9m m m m      и 2 226 41 25 10m m m m     , 

кои имаат заедничко решение 1m  . Според тоа,  

1 13 8 2m   . 

 

15. Определи ги целобројните вредности на параметарот k, за кои секое реше-

ние на неравенката 4 1 0x k    е решение и на неравенката 2 4 15 4 0x kx k     

Решение. Дадените неравенки се еквивалентни на неравенските 2 2 1x k k    

и 
2( 2 ) ( 4)(4 1)x k k k    . Ставаме 2x k y   и добиваме 2 1y k   и 

2 ( 4)(4 1)y k k   . За ( 4)(4 1) 0k k   , т.е. 4k    или 1
4

k   решенијата на 

втората неравенка се ( 4)(4 1)y k k     или  ( 4)(4 1)y k k   . За да се со-

држат во решенијата на 2 1y k  , треба 2 1 ( 4)(4 1)k k k    . За 4k    тоа не 

е можно, бидејќи 2 1 0k   . При 1
4

k   имаме 2 1 0k    и после квадрирањето 

добиваме 
2 2(2 1) 4 15 4k k k     или 11 5k   , т.е. 5

11
k  .  

Од претходните разгледувања наоѓаме 5
11

4 k    и бараните целобројни 

вредности за k се: 3 , 2 , 1  и 0. 
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16. Определи ги вредностите на реалниот параметар a, за кои множеството 

решенија на неравенката: 

а) 2 2 0x ax    е интервал со должина 3; 

б) 4 ( ) 5(2 5) 0x a x a     е интервал со должина 2. 

Решение. а) Дискриминантата на квадратниот трином 2 2x ax   е 2 8D a   

и 0D   за секој реален a, па затоа равенката 2 2 0x ax    има два различни 

корена 1 2x x . Множеството решенија на дадената неравенка е интервалот 

2 1( ; )x x , чија должина според условот е 1 2 3x x  . Бидејќи 1 2x x D  , имаме 

3D   или 
2 8 9a   , од каде наоѓаме 1a   . 

б) Дадената неравенка е еквивалентна на неравенката (2 5)(2 5 2 ) 0x x a    . 

Множеството решенита е отворениот интервал со крајни точки 5
2

 и 5
2

a  , чија 

должина според условот е | 5 | 2a  .  

Оттука 5 2a   или 5 2a    и следствено 7a   или 3a  .  

 

17. Определи ги вредностите на реалниот параметар b, за кој неравенката 
2 3 2 0bx x    има решенија и множеството решенија е интервал со должина по-

мала од 1. 

Решение. За 0b   неравенката е 3 2 0x   , т.е. 2
3

x   и условот на задачата 

не е исполнет. За 0b   дискриминантата на квадратниот трином 
2 3 2bx x   е 

9 8D b  . Ако 0D  , т.е. 9
8

b  , дадената неравенка нема решение. За 9
8

b    

имаме 0D   и равенката 2 3 2 0bx x    има две различни решенија 1 2x x . За 

0b   множеството решенија на неравенката е унија на два бесконечни интервала 

и пак не е исполнет условот на задачата. За 9
8

0 b   решенијата формираат 

интервал 2 1( ; )x x  и по услов 1 2 1x x   или 1D  , т.е. 9 8 1D b   , од каде 

следува 1b  . Конечно, од претходните разгледувања следува дека решение на 

задачата е  9
8

1 b  .  

 

18. Определи ги сите вредности на реалниот параметар c, за кои множеството  

решенија на неравенката 
2 (2 1) 1 0cz c z     содржи точно три цели броеви.  

Решение. За 0c   дадената неравенка има бесконечно многу целобројни 

решенија. Разгледуваме 
2( ) (2 1) 1g z cz c z     за 0c   и дискриминантата 

2(2 1) 4 0D c c    . Тогаш равенката ( ) 0g z   има две различни решенија 

1 2z z  и множеството решенија на неравенката ( ) 0g z   е интервалот 2 1[ ; ]z z . 

Бидејќи (0) 1 0g    , добиваме дека нулата е решение на ( ) 0g z  , а од 

( 1) 3 0g c   , следува, дека 1  не е решение на дадената неравенка. Тоа 

покажува, дека множеството решенија не содржи негативни цели броеви. Но 

(1) 2 0g c     и (2) 3 0g    , од каде следува, дека целите броеви 0, 1 и 2 го 
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задоволуваат условот на задачата. За да нема други целобројни решенија, треба да 

важи 1 3z   или (3) 3 4 0g c   , т.е 4
3

c   и тоа е решението на задачата.  

 

19. Најди чист периодичен број, кој е поголем од 1
4

, а помал од 1
3

, така што 

збирот на цифрите во периодата е за12 поголем од квадратот на бројот на циф-

рите.  

Решение. Ако бараниот број е 1 2 30,( .... )nx a a a a , тогаш 0,25 0,333...x  . 

Тоа значи дека 1 2a   или 1 3a   и   притоа, важи условот  

2
1 2 ... 12na a a n     .    (1) 

Ако 1 3a  , тогаш 2 {1,2,3}a  , па збирот на цифрите ќе биде најмногу 

3 3 9( 2)n   . Според тоа, ќе имаме  

2 12 6 9( 2)n n    , т.е. 
2 9 19 0n n   . 

Во множеството природни броеви решенија на оваа неравенка се 1 4n   и 2 5n  .  

1  За 4n   имаме 
2 12 28n   , па  

2 3 42 28a a a    , т.е. 2 3 4 26 9 9 8a a a      . 

Следствено, 0,(2 )x abc , каде што abc  е било која пермутација од броевите 

9,9,8 , т.е. вкупно три решенија: 

  1 0,(2998)x  , 2 0,(2989)x  , 3 0,(2899)x  .  

2  За 5n   имаме 
2 12 37n   , па  

2 3 4 52 37a a a a     , т.е. 2 3 4 5 35 9 9 9 8a a a a        . 

Следствено, 0,(2 )x abcd , каде што abcd  е било која пермутација од броевите 

9,9,9,8 , т.е. вкупно четири решенија: 

4 0,(29998)x  , 5 0,(29899)x  , 6 0,(28999)x  , 7 0,(29989)x  . 

 

20. Да се определат вредностите на  параметарот m , така што системот равен-

ки  

( 1) 4

3 5

m x my

x y m

  


 
, 

да има решенија ( , )x y  кои го задоволуваат условот 2x y  .  

Решение. Детерминантата на системот е  

1
2 5

3 5

m m
m

 
    


, 

а детерминантите на променливите се  

24
20

5
x

m
m

m
    


,  

21 4
12

3
y

m
m m

m


     . 

За 5
2

m   , 0  , а 25 105
4 4

( 20) 0x       , па сиситемот нема решение. За 

5
2

m    , решение на системот е 
2 20

2 5
m

m
x 


 , 

2 12
2 5

m m
m

y  


  . Според тоа  
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2 2 220 12 2 8

2 5 2 5 2 5
m m m m m

m m m
x y     

  
    ,  

Па условот 2x y   го добива обликот 
22 8

2 5
2m m

m
 


 , односно  

22 3 2
2 5

0m m
m
 


 .     (1) 

Решението на (1) се бараните вредности за m . Од неравенката (1) ги добиваме 

системите 

22 3 2 0

2 5 0

m m

m

   


 

  и 
22 3 2 0

2 5 0

m m

m

   


 

 

Решение на првиот систем е 5
2

( , )  , а решение на вториот систем е 1
2

( ,2) . 

Значи, решение на (1) е 5 1
2 2

( , ) ( ,2)    .  

 

21. Определи ги сите вредности на реалниот параметар m, за кои  неравенката 

2 8( 1) 7 16 0mx m x m      има најмногу шест решенија, кои се цели броеви и 

едното од нив е 2.  

Решение. За 0m   дадената неравенка е 8 16 0x   , т.е. 2x    и има беско-

нечно многу целобројни решенија.  

За 0m   го разгледуваме квадратниот трином 
2( ) 8( 1) 7 16f x mx m x m      

и неговата дискриминанта 
2 216( 1) (7 16) 9 16 16 0D m m m m m        . Равен-

ката ( ) 0f x   има два различни корена 1 2x x  и при 0m   множеството ре-

шенија на неравенката ( ) 0f x   е унија на бесконечните интервали 2( ; ]x  и 

1[ ; )x  , кои содржат бесконечно много цели броеви. За 0m   решенијата на 

( ) 0f x   формираат интервал 2 1[ ; ]x x , кој по услов го содржи бројот 2. Значи, 

(2) 0f  , т.е. 4 16( 1) 7 16 27 32 0m m m m       , т.е. 32
27

m  . Но 

( 1) 8( 1) 7 16 8 0f m m m         , 

што значи, дека бројот 1  е решение на  ( ) 0f x  . Од  

( 2) 4 16( 1) 7 16 5 0f m m m m          

за 0m   следува, дека и бројот 2  е решение на ( ) 0f x  . Освен тоа, за 

32
27

0 m   имаме 

32 208
27 27

(0) 7 16 7 16 0f m         и 

32 136
27 27

(1) 8( 1) 7 16 16 24 16 24 0f m m m m             . 

Значи, броевите 0 и 1 се решения на ( ) 0f x  . Заклучуваме, дека за 32
27

0 m   

неравенката ( ) 0f x   има барем пет целобројни решенија. Тоа се броевите 2, 1, 0, 

1  и 2 . Бидејќи  

(3) 9 24( 1) 7 16 40( 1)f m m m m        и  

( 3) 9 24( 1) 7 16 8( 1)f m m m m         ,  

ги разгледуваме следните случаи: 
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Прв случај. 1m  . Имаме (3) ( 3) 0f f    и неравенката ( ) 0f x   има седум 

целоброни решенија.   

Втор случај.  0 1m  . Имаме (3) 0f  , ( 3) 0f    и  

( 4) 16 32( 1) 7 16 16 9 0f m m m m         . 

За да нема повеќе од шест целобројни решенија треба 

(4) 16 32( 1) 7 16 55 48 0f m m m m        . 

Оттука следува, дека за 48
55

1m   дадената неравенка има шест целобројни реше-

нија: 3, 2, 1, 0, 1  и 2  . 

Трет случај. 32
27

1 m  . Имаме (3) 0f  , ( 3) 0f   , ( 4) 0f    и (4) 0f  . 

Целобројните решенија на дадената неравенка се шесте броеви: 2, 1, 0, 1 , 2  и 

3 . 

 

22. Нека a  и b  се релани броеви такви што 0 a b  . Реши ја неравенката 

2a b
x b x a 

  . 

Решение. Дадената неравенка е еквивалентна на неравенката  
2 22 (3 3 ) ( )

( )( )
0

x a b x a b

x a x b

    

 
 . 

Бидејќи нулите на броителот се a b  и 
2

a b , а на именителот се a  и b  и бидејќи 

важи  

2
a ba b a b     

 
можеме да ги скицираме графиците на функциите  

1 ( )( )y x a x b    и 
2 2

2 2 (3 3 ) ( )y x a b x a b      . 

Сега, бидејќи изразот мора да биде помал или еднаков на нула, добиваме дека 

решенијата на разгледуваната равенка се интервалите на кои графиците на 

функциитесе на различни страни од x  оската, при што x a  и x b . Според 

тоа, 
2

( , ) [ , ) [ , )a bx a b a b      .  
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23. За кои вредности на параметарот m  сите решенија на равенката  

4 2 1 0mx mx m    , 

се наоѓаат во интервалот ( 1,1) .  

Решение.  Со смената 
2y x , равенката го добива обликот  

2 1 0my my m    .    (*) 

Ако x  е решение на почетната равенка што се наоѓа меѓу реалните броеви  1  и 1 , 

тогаш y  е решение на (*) што се наоѓа меѓу реалните броеви 0  и 1 . Равенката (*) од 

друга страна не може да има само едно решение меѓу 0  и 1 . Во тој случај би било 

исполнето (0) (1) 0f f  , каде 
2( ) 1f y my my m    , односно 

2( 1) 0m   што не 

е можно.   

Да забележиме дека (*) има две решенија  кои се меѓу 0  и 1  ако се исполнети 

следните услови  

а) 0D  , т.е. 
2 4 ( 1) 0m m m   . Последната неравенка е исполнета за 

4
3

[ , )m   . 

б) (0) 0mf  , т.е. ( 1) 0m m  . Последната неравенка е исполнета за 

( , 1) (0, )m     . 

в) (1) 0mf  , т.е. ( 1) 0m m  . Последната неравенка е исполнета за 

( , 1) (0, )m     . 

г) (1) (0) 0f f   , т.е. 2 0m  . Последната неравенка е исполнета \{0}m .  

Сите четири услови се исполнети за 4
3

[ , 1)m   . За вака определените вредности 

на m  имаме 1 20 0y y   , односно  

2 1 1 21 0 1y y y y         , 

што требаше да се докаже.  

 

24. Одреди ги сите парови цели броеви x  и y , кои го задоволуваат системот 

неравенки 
2 1

2
| 2 | 0y x x    ; | 1| 2y x   . 

Решение. Од условите 
2 1

2
| 2 |y x x    и 2 | 1|y x    следува  

  
2 1

2
| 2 | 2 | 1|x x x     .    (*) 

Броевите 0, 1 и 2 го разбиваат множеството на реалните броеви на четири 

дисјунктни интервали ( ,0) , [0,1) , [1,2) , [2, ) . Бараме целобројни решенија 

на неравенката (*) во секој од овие интервали.  

)i  Ако ( ,0)x  , тогаш неравенката го добива видот 
2 1

2
2 2 1x x x     , 

т.е. 22 6 3 0x x   , чие множество решенија, интервалот , нема заед-

нички елементи со интервалот ( ,0) . Значи, во овој интервал неравенката нема 

решение.  

3 3 3 3

2 2
( , ) 
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)ii  Ако [0,1)x , тогаш неравенката го добива видот , 

т.е. 22 2 3 0x x   , и таа е задоволена за секој реален број. Значи, 0x  ; тогаш 

од 1
2

y    и 1y   следува 0y  . Следствено, парот (0,0)  ги задоволува двете 

неравенки од системот. 

)iii  Ако [1,2)x , тогаш неравенката го добива видот , 

т.е. 22 6 7 0x x   , и таа задоволена за секој реален број. Значи, 1x  ; тогаш од 
1
2

y   и 2y  , следува 1y  . Следствено, парот (1,1)  е целобројно решение на 

системот неравенки.  

)iv  Ако [2, )x  , тогаш неравенката го добива видот , 

т.е. 22 2 7 0x x    и таа е задоволена за секој x  од интервалот , 

т.е. 1,4 2,4x   . Значи, 2x  ; тогаш 0y  , па следува дека парот (2,0)  е 

решение на системот неравенки.  

Конечно, заклучуваме дека само паровите (0,0) , (1,1)  и (2,0)  ги исполнуваат 

условите на задачата.  

 

25. Ако реалните броеви ,x y  и z  ги исполнуваат условите 7x y z    и 

16xy yz zx   , тогаш секој од нив лежи во интервалот 5
3

[ ,3] . Докажи! 

Решение. Ако од равенките ја елиминираме непознатата z  добиваме : 

(7 ) ( ) 16y x y y x y x xy        

2 2( 7) 7 16 0y x y x x      .  

Корените на оваа равенка се реални, ако дискриминантата е ненегативна, т.е.  
2 2( 7) 4( 7 16) 0x x x      

23 14 15 0x x   .  

Решението на последната неравенка е интервалот 5
3

[ ,3] ; значи 5
3

[ ,3]x . Бидејќи 

равенките се симетрични, заклучуваме дека 5
3

[ ,3]y  и 5
3

[ ,3]z . 

 

26. Одреди го множеството на реални броеви x , за кои што 3 31 1x x    е 

цел број.  

Решение. Нека 3 31 1x x k    , k . Со кубирање и средување добиваме 

3 2 33 1 2k x k    , т.е. 
32 32
3

1 ( )k
k

x   . Оттука,  

3 32
1/2 3

1 ( )k
k

x    .    (1) 

За x  да биде реален број, треба  
3 32
3

1 ( ) 0k
k
  , т.е. 

3 3 2
3

0k k
k

   . 

Бидејќи  

2 1
2

2 2 1x x x     

2 1
2

2 2 1x x x     

2 1
2

2 2 1x x x    

1 15 1 15

2 2
( , ) 
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3 23 2 ( 1) ( 2)k k k k      

решение на неравенката 
2( 1) ( 2)

3
0

k k

k

 
  е интервалот (0,2] . Бидејќи k  е цел број 

следува дека {1,2}k . За 1k   од (1) добиваме 28
1/2 27

x   ,  

а за 2k   наоѓаме дека 3 0x  .  

Следствено, бараното множество на реални броеви x  е множеството  

28 28
27 27

{ ,0, } . 

 

27. Одреди го интервалот во кој се наоѓа параметарот a , така што вредноста 

на дропката 
2

2

2 1

4

x x

x x a

 

 
 може да биде кој било реален број.  

Решение. Треба да го одредиме параметарот a , така што 
2

2

2 1

4

x x

x x a
y 

 
 , y . 

Имаме  
2 22 1 4x x yx xy ay      

2( 1) 2(2 1) 1 0y x y x ay       

Го одредуваме a , за равенката да има реални решенија за секој y . Од условот 

0D  добиваме  

2(2 1) ( 1)( 1) 0y y ay      

2 24 4 1 1 0y y ay ay y        

2(4 ) ( 5) 2 0a y a y     . 

Оваа неравенка е исполнета, ако 4 0a   и 1 0D  . Значи, 4a   и  

2( 5) 8(4 ) 0a a     

2 10 25 32 8 0a a a      

2 2 7 0a a    

1
2

1 8a   ,  

па затоа (1 8 ,1 8 )a   .  

 

 

 

5.  СИСТЕМИ РАВЕНКИ  
 

1. Во равенките 2 4 0x ax b     и 24 4 4 1 0x bx a    , определи ги реал-

ните параметри a  и b , така што корените на едната равенка се реципрочни 

вредности на корените на другата равенка. 

Решение. Нека 1 2,x x  се корени на равенката 2 4 0x ax b    , а ' '
1 2,x x  се 

корени на равенката 24 4 4 1 0x bx a    . Според тоа 
1

' 1
1 x

x   и 
2

' 1
2 x

x  , и од 
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Виетовите формули имаме 1 2x x a  , 1 2 4x x b   и ' '
1 2x x b  , 

' ' 4 1
1 2 4

ax x  . Од 

условот на задачата имаме  

1 2

1 2 1 2

' ' 1 1
1 2 4

x x a
x x x x b

b x x



       

1 2

' '4 1 1 1 1
1 24 4

a
x x b

x x


   .  

Според тоа, го добиваме системот равенки  

4

4 1 1
4 4

a
b

a
b

b





 




. 

Негови решенија се 7 7 9 9
1 1 2 2 3 34 2 4 2

0, 0; , ; ,a b a b a b       . Значи, парови 

( , )a b , кои го исполнуваат условот на задачата се 7 7 9 9
4 2 2 4

(0,0),( , ), ( , )  . 

Соодветните парови равенки се  
2 24 0,4 1 0x x    ;

2 27 1
4 2

0,4 7 15 0x x x x       и 

2 29 1
4 2

0,4 18 8 0x x x x      .  

 

2. Реши го системот равенки 

2 2

7

13

x xy y

x xy y

  


  

 

Решение. Прв начин. Втората равенка, имајќи предвид дека 7x y xy   , ја 

трансформираме во видот 
2( ) 13x y xy   ,   2(7 ) 13xy xy    

2 249 14 13xy x y xy     

2( ) 15 36 0xy xy    

од каде што добиваме 3xy   или 12xy  . Ги решаваме сега системите:  

  
7 3

3

x y

xy

  



   и   

7 12

12

x y

xy

  



 

Решенијата на првиот систем се подредените двојки (1,3)  и (3,1) , а вториот 

систем нема реални решенија.  

Втор начин. Со собирање на двете равенки добиваме  
2 22 20x xy y x y      

2( ) ( ) 20 0,x y x y      

од каде што наоѓаме 4x y   или 5x y   . Ги решаваме системите  

4

7 4

x y

xy

 


 
    и    

5

7 5

x y

xy

  


 
 

Решенија на првиот систем се (1,3)  и (3,1)  а вториот систем нема реални реше-

нија. 
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3. Реши го системот равенки  

2 2

2

2 3 5 0

3 2 12 0

x y x y xy

xy y y

   


  

. 

Решение. Ги разложуваме левите страни на равенките на множители  

(2 3 5) 0

(3 2 12) 0

xy x y

y x y

  


  
 

Постојат следниве можности: 

)i  Ако 0y  , тогаш x  

)ii  Ако 0y  , 0x  , тогаш втората равенка на системот го добива видот 

(2 12) 0y y   , од каде што 6y  .  

)iii  Ако 0y  , 0x  , тогаш  

2 3 5 0

3 2 12 0

x y

x y

  


  
 

од каде што наоѓаме 2x  , 3y  .  

Следствено, условот на задачата го задоволуваат сите точки од апсцисната 

оска и точките (0,6)  и (2,3) .  

 

4. Нека , ,a b c  се реални боеви за кои важат: 119ab a b   , 59bc b c   , 

71ca c a   . Пресметај ги сите можни вредности на a b c  . 

Решение. Од првата равенка имаме ( 1)( 1) 120a b   . Слично, втората е 

еквивалентна со ( 1)( 1) 60b c    и третата со ( 1)( 1) 72c a   . Оттука, 1
1

2a
c


 , 

1 2( 1)a c    и заменето во третата добиваме 22( 1) 72c   . Добиваме, 1 7c  ,  

2 5c    и оттука 1 213, 11a a    и 1 211, 9b b   , соодветно. Затоа, можните 

вредности за a b c   се: 13 11 7 31    и 11 9 5 25     . 

 

5. Во множеството реални броеви реши го системот: 

63

2010.

a b c

ab bc ca

  


  
 

Решение. Нека , ,a b c  се реални броеви кои што го задоволуваат системот. Од 

идентитетот  
2 2 2 2( ) 2( )a b c a b c ab bc ca         

и од дадените равенки добиваме 
2 2 2 2 2( ) 2( ) 63 2 2010 3969 4020 51 0a b c a b c ab bc ca                , 

што е противречност. Од добиената противречност следува дека дадениот систем 

нема решенија во множеството рреални броеви.  

 

6. Во множеството реални броеви реши го системот равенки  
1 1 1 1 1 1 1 1 1

3 5 7
, , .

x y z y z x z x y  
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Решение. Јасно 0, 0, 0x y z   . Со сведување под најмал заеднички содржа-

тел од дадениот систем го добиваме системот  

3( )

5( )

7( ).

xy xz x y z

yz yx x y z

zx yz x y z

   

   

   

 

Ако ги собереме првата и втората равенка и потоа ја одземеме третата равенка, до-

биваме 2xy x y z   . На сличен начин добиваме  

2 9( )yz x y z    и 2 5( )zx x y z   . 

Затоа важи 2 2
9 5

2x y z xy yz zx      и бидејќи 0, 0, 0x y z    заклучуваме 

дека 9 5x y z  . Сега лесно се добива дека 59 59 59
18 10 2

, ,x y z   .  

 

7. Нека , ,a b c  се реални броеви за кои што 0, 0, 0.a b c    Да се опре-

делат , ,x y z   така што 1 1 1
x y z

ax by cz     .  

Решение. Нека 1 1 1
x y z

ax by cz       . Јасно, 0.   Бидејќи 

, ,
a b c

x y z     , ако замениме во 1 1 1
x y z
    , добиваме 1 1 1

a b c
  
    , од каде 

наоѓаме 2 a b c    .  

Според тоа, системот има решение ако и само ако 0a b c   .  Според тоа 

a b c     , од каде што добиваме дека решенија на системот се  

( , , )a b c a b c a b c

a b c

       и ( , , )a b c a b c a b c

a b c

         

 

8.  Во множеството реални броеви реши го системот равенки: 

1

2

3

x y xy

y z yz

z x zx

  


  
   

 

Решение. Од првата и третата равенка имаме 1
1

x
x

y 


 , 3
1
x

x
z 


 . Ако замениме 

во втората равенка, добиваме 
2

( 1)(3 )1 3
1 1 ( 1)

2
x xx x

x x x

  
  

   , од каде по средувањето ја 

добиваме равенката 23 6 5 0x x   , чии решенија се 3 2 6

3
x  . Сега 

2 6

2
y   и 

1 6z   , па решенија на системот се  

3 2 6 2 6

3 2
( , ,1 6)    и  3 2 6 2 6

3 2
( , ,1 6)   . 

 

9. Во множеството реални броеви реши го системот равенки:  

2 2 2 2

1 1 1

19

0

11

x y z

x y z

x y z

   


  


  

. 
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Решение. Дадениот систем е еквивалентен со системот  

2 2( ) 2( ) 19

0

11

x y z xy yz zx

xy yz za

x y z

      


  
   


 

од каде што добиваме  

2 2( ) 19

11

x y z

x y z

   


  

. 

Последниов систем е еквивалетен со следниве два система 

  
15

4

x z

y

 


  

   (1) 

  
4

15

x z

y

  


 
     (2) 

Од системот (1) и која било од равенките на дадениот систем ги добивме 

следниве две решенија: 15 465 15 465

2 2
( ,4, )   и 15 465 15 465

2 2
( ,4, )  .  

Од системот (2) и било која од дадените равенки на дадениот систем се 

добиваат следниве две решенија: (6, 15, 10)  и ( 10, 15,6)  .  

 

10. Во ммножеството реални броеви реши го системот равенки   

21
2

5
2

( 2 ) 0

( ) 0

x y x

y x y

   


  

. 

Решение. Бидејќи производ на два броја е еднаков на нула, само ако еден од 

множителите е еднаков на нула од дадениот систем ги добиваме системите  

0

0

x

y





     

5
2

0

0

x

x y




  

   

21
2

2 0

0

y x

y

   




   

21
2

5
2

2 0

0

y x

x y

   


  

 

Од првиот систем го добиваме решението (0,0) . 

Од вториот систем имаме 0x   и 5
2

y  , т.е. го добиваме решението 5
2

(0, ) . 

Од третот систем имаме 0y   и 
2 1

2
2x  , од каде добиваме 1

2
x   , т.е. ги 

добиваме решенијата 1
2

( ,0)  и 1
2

( ,0) . 

Oд втората равенка на четвртиот систем имаме 5
2

y x   и со замена во првата 

равенка ја добиваме квадратната равенка 
22 3 0x x   , чии што решенија се 1  

и 3
2

. Решенија на системот се 3
2

( 1, )  и 3
2

( ,4) . 

Конечно, множеството решенија на почетниот систем е  
5 3 31 1
2 2 2 2 2

{(0,0),(0, ),( ,0),( ,0),( 1, ),( ,4)}  . 

 

 

11. Реши го системот равенки 
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3 3

3 3

7( )

2( )

x y x y

x y x y

   


  

. 

Решение. Дадениот систем го запишуваме во обликот  

2 2

2 2

( )( 7) 0

( )( 3) 0

x y x xy y

x y x xy y

     


    

 

Па затоа тој е еквивалентен со вкупноста од четири системи: 

1) 
0

0

x y

x y

 


 
, чие решение е (0,0) .  

2)
2 2

0

3

x y

x xy y

 


  

,  со решенија ( 3, 3)  .  

3)
2 2 7

0

x xy y

x y

   


 

, со решенија ( 7, 7)  ,  

4)

2 2

2 2

7

3

x xy y

x xy y

   


  

, со решенија ( 1, 2)   и ( 2, 1)  .  

Значи, системот има девет решенија:  

(0,0) , ( 3, 3)  , ( 7, 7)  , ( 1, 2)  , ( 2, 1)  . 

 

12. Во множеството реални броеви реши го системот равенки  

2 2

2 2

2 2

(1 4 ) 4

(1 4 ) 4

(1 4 ) 4 .

x y z

y z x

z x y

  



 


 

 

Решение. Ако некој ,x y  или z  е еднаков на нула, тогаш 0x y z   . Во 

спротивно мора да важи 0, 0, 0x y z   . Ако ги помножиме дадените равенки, 

тогаш 2 2 2 2 2 2(1 4 )(1 4 )(1 4 ) 64xyz x y z z x y     и како 0xyz   добиваме  

2 2 2(1 4 )(1 4 )(1 4 ) 64x y z xyz    . 

Понатаму, за позитивни реални броеви ,x y  и z  важи 2 21 4 4 ,1 4 4 ,x x y y   

21 4 4z z  , добиваме  
2 2 2(1 4 )(1 4 )(1 4 ) 64x y z xyz     

при што знак за равенство важи ако и само ако 1
2

x y z   .  

Конечно, единствени решенија на системот се 0x y z    и 1
2

x y z   .  

 

13. Во множеството реални броеви реши го системот равенки   

2 2

4 2 2 4

7

91

a ab b

a a b b

   


  

. 
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Решение. Ако првата равенка ја квадрираме, потоа замениме од првата ра-

венка, последователно добиваме  
4 2 2 4 2 2 3 32 2 2 49a a b b a b a b ab      ,    

2 291 2 ( ) 49ab a ab b    , 

2 7 42ab    , 3ab  , 3
a

b  .  

Ако замениме во првата равенка, ја добиваме равенката  

2

2 3 9 7
a a

a a   , т.е. 2 2 2( ) 10 9 0a a   . 

Воведуваме смена 2a t , и ја добиваме равенката 2 10 9 0t t   , која има реше-

нија 1 9t   и 2 1t  . За решението 1 9t   добиваме 2 9a  , односно 1 3a   или 

2 3a   , па затоа 1 1b   или 2 1b    соодветно. За решението 2 1t   добиваме 

2 1a  , односно 3 1a   или 4 1a   , па затоа 3 3b   или 4 3b   , соодветно.  

Конечно, не е тешко да се провери дека решенија на системот се  

( , ) {(3,1),( 3, 1),(1,3),( 1, 3)}a b      . 

 

14. Во множеството реални броеви реши го системот  

( ) 35

( ) 32

( ) 27

x y z

y z x

z x y

 


 
  

. 

Решение. Дадениот систем е еквивалентен на системот  

35,

32,

27.

xy xz

yz yx

zx zy

 


 
  

 

Ги воведуваме смените , ,a xy b xz c yz    и го добиваме системот  

35 (1)

32 (2)

27 (3)

a b

c a

b c

 


 
  

 

Ако прво ги собереме (1) и (2), па ја одземеме (3), потоа ги собереме (2) и (3), па ја 

одземеме (1), а на крајот ги собереме (1) и (3) и ја одзмемеме (2), после 

скратувањето на секоја од равенките со 2, го добиваме еквивалелнтниот систем  

20

15

12.

a

b

c





 

 

Значи, почетниот систем е еквивалентен на системот  

20

15

12,

xy

xz

yz





 

 

и притоа , , 0x y z  . Ако ги помножиме равенките на последниот систем добиваме 

2( ) 3600xyz  , од каде наоѓаме 60xyz   . Конечно, од  
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, ,
xyz xyz xyz

yz xz xy
x y z    

добиваме дека решенијата на дадениот систем се  

( , , ) {(5,4,3),( 5, 4, 3)}x y z     . 

 

15. Да се реши системот равенки  

2

2

2

( )

( )

( )

x y z a

y z x b

z x y c

  



 


 

. 

Решение. Постапувајќи аналогно како во претходната задача добиваме  
2 2 2

2 2 2

2 2 2

2

2

2
.

a b c

b c a

c a b

xy

yz

zx

 

 

 

 





 


 

Ако втората равенка од последниот систем ја поделиме со првата равенка, втората 

равенка  ја поделиме со третата добиваме: 
2 2 2

2 2 2

b c az
x a b c

 

 
 , 

2 2 2

2 2 2

y b c a
x c a b

 

 
 . 

Од последните две равенки добиваме  
2 2 2

2 2 2

b c a

a b c
z x 

 
  и 

2 2 2

2 2 2

b c a

c a b
y x 

 
 .    (1) 

Ако во третата равенка замениме 
2 2 2

2 2 2

b c a

a b c
z x 

 
 , добиваме  

2 2 2 2 2 2

2 2 2

2

2
b c a c a b

a b c
x    

 
 , т.е. 

2 2 2 2 2 2

2 2 2

( )( )

2( )

c a b a b c

b c a
x

   

 
  . 

Ако за добиената вредност на x  замениме во равенките (1) добиваме: 

2 2 2 2 2 2

2 2 2

( )( )

2( )

c a b a b c

a c b
y

   

 
  , 

2 2 2 2 2 2

2 2 2

( )( )

2( )

a c b b c a

a b c
z

   

 
  . 

Тројките реални броеви формирани од добиените вредности за ,x y  и z  избрани 

со ист знак се решенија на системот. Според тоа решенија на системот се  

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2

( )( ) ( )( ) ( )( )

2( ) 2( ) 2( )
( , , )

c a b a b c c a b a b c a c b b c a

b c a a c b a b c

           

     
 и 

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2

( )( ) ( )( ) ( )( )

2( ) 2( ) 2( )
( , , )

c a b a b c c a b a b c a c b b c a

b c a a c b a b c

           

     
   . 

 

16. Реши го системот равенки 

2 2 2

2 2 2

2 2 2

( )

( )

( )

x y z a

y z x b

z x y c

   



  


  

.     (1) 
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Решение. Ако за левите страни на равенките од системот го искористиме 

идентитетот 2 2 ( )( )A B A B A B    , системот ќе го добие обликот: 

2

2

2

( )( )

( )( )

( )( )

x y z x y z a

y z x y z x b

z x y z x y c

     



    


    

.    (2) 

Ќе воведеме смени x y z u    , x y z v   , x y z w   , и системот ќе го 

добие обликот: 

2

2

2

vw a

wu b

uv c

 








.      (3) 

Од последниот систем имаме 2 2 2 2 2 2u v w a b c , од каде добиваме uvw abc  . 

Според тоа, системот (3) има две решенија:  

( )i 1 1 1, ,bc ac ab
a b c

u v w     ( )ii 2 2 2, ,bc ac ab
a b c

u v w      .  

За решението ( )i  го добиваме системот равенки  

bc
a

ac
b

ab
c

x y z

x y z

x y z

   



  


  

, 

и негово решение е  
2 2

1 2
ab ac

bc
x  , 

2 2

1 2
ba bc

ac
y  , 

2 2

1 2
ca cb

ab
z  .    (4) 

За решението ( )ii  го добиваме системот равенки  

bc
a

ac
b

ab
c

x y z

x y z

x y z

    



   


   

, 

и негово решение е  
2 2

2 2
ab ac

bc
x   , 

2 2

2 2
ba bc

ac
y   , 

2 2

2 2
ca cb

ab
z   .   (5) 

Не е тешко да се провери дека (4) и (5) се решенија на (1).  

 

17. Во множеството реални броеви да се реши системот равенки  

2 2

2 2

2 2

x y z

y z x

z x y

  



 


 

. 

Решение. Равенките ги собираме и добиваме  

0x y z   . 



Квадратна функција и квадратна равенка  

 

  111  

Според тоа, z x y    и ако замениме во првата равенка на системот добиваме  

2 2 22x y x xy y    , 

( 2 1) 0y y x   . 

Сега, можни се два случаи.  

Случај 1. 0y  . Тогаш z x  , па од втората равенка на системот добиваме 

дека ( 1) 0x x  . Нејзини решенија се 0x   и 1x  . Ако 0x  , тогаш 0z  , па 

решение на почетниот систем е 0x y z   . Ако 1x  , тогаш 1z   , па 

решение на системот е 1, 0, 1x y z    .  

Случај 2. 2 1y x   . Тогаш 1z x  . Ако замениме во третата равенка на 

почетниот систем, добиваме ( 1) 0x x  . Решенија на последната равенка се 0x   

и 1x   . За 0x  , добиваме 1y   , 1z   и решение на системот е ( , , )x y z 

(0, 1,1) . За 1x   , добиваме 1y   и 0z  , па во овој случја решение на систе-

мот е ( , , ) ( 1,1,0)x y z   .  

Конечно, множество на решенија на системот е  

{(0,0,0),(1,0, 1),( 1,1,0),(0, 1,1)}   . 

 

18. Во множеството реални броеви еши го системот равенки 

2 2

3 3

x y z

x y z

x y z

 


 


 

. 

Решение. Бидејќи 3 3 3( ) 3 ( )x y x y xy x y     , ако замениме во третата ра-

венка на системот, а потоа замениме од првата и втората равенка, ја добиваме  ра-

венката 3 3z z xyz  . Понатаму, 
2 2 2 21 1

2 2
[( ) ( )] ( )xy x y x y z z      , па со 

замена во последната равенка последователно добиваме  
3 23

2

3 2

( )

3 2 0

( 1)( 2) 0.

z z z z z

z z z

z z z

  

  

  

. 

Според тоа,  0,1,2z . За секоја од добиените вредности на z  го решаваме 

системот равенки 

2 2 .

x y z

x y z

 


 

    (1) 

Ако 0z  , тогаш решение на системот (1) е 0x y  . Ако 1z  , тогаш решенија 

на системот (1) се 0, 1x y   и 1, 0x y  . Ако 2z  , тогаш решение на систе-

мот (1) е 1x y  .  

Конечно, решенија на почетниот систем се подредените тројки  

 ( , , ) (0,0,0),(0,1,1),(1,0,1),(1,1,2)x y z  . 
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19. Во множеството реални броеви реши го системот  

xyz x y z

yzt y z t

ztu z t u

tux t u x

  


  


  
   

  

Решение. Од првата равенка ја одземаме втората и добиваме ( )yz x t x t   , 

односно ( 1)( ) 0yz x t   . Можни случаи се 1 0yz    или 0x t  . Ако 1 0yz  

со замена во првата равенка добиваме 0 y z  . Тогаш, од 1 0yz    и 0y z   

следува дека 2 1y   , па во овој случај системот нема реални решенија. Затоа, 

важи 0x t  , т.е. x t . Ако се повтори постапката со втората и третата равенка, 

како и со третата и четвртата добиваме x t y z   . Тогаш, 
3 3x x , 2( 3) 0x x    

и оттука следува дека множеството решенија на системот е  

{(0,0,0,0),( 3, 3, 3, 3),( 3, 3, 3, 3)}    . 

 

20. Во множеството реални броеви реши го системот:  

3

2 2

( 3) 3 2

4 8

(2 )( 3) 5 16

x y

z y y

z x x x

   



 
    


 

  

за кои важи 0z  . 

Решение. Ако ја разгледаме втората равенка од системот како квадратна во 

однос на y , нејзината дискриминанта е 264 16D z  . Од 264 16 0z  , добиваме 

дека | | 2z  . Од условот 0z   имаме 0 2z  . Да ја претставиме третата равенка 

на системот како квадратна во однос на 2: 2( 4) 6 16 0x x z x z     . За нејзината 

дискриминанта D имаме 
21

4
( 4) 6 16 0D z z     . Оттука, имајќи предвид дека 

0z  , добиваме {0} [2, )z   . Но 0 2z  , па 0z   и 2z  . Решенијата се 

( 4,2,0)  и ( 2,1,2) .   

 

21. Во множеството реални броеви реши го системот 

1

1

1

x y

y z

z x

  


 


 

. 

Решение. Од условот на задачата следува , , 0x y z  . Нека x y . Тогаш 

0 x y z y    , односно z y . Оттука, 0y z x z    , односно x z . 

Од 0x z x y     следува дека x z . Според тоа, x y z  . Од 1x x   

добиваме дека 1 5

2
x   . Бидејќи 0x  , 1 5

2
x   , односно  
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3 5

2
x y z    . 

Ако x y , тогаш со аналогни размислувања како погоре се добива противреч-

ност.   

Конечно, единствено решение на системот е 3 5

2
x y z    . 

 

22. Определи ги сите парови реални броеви  за кои  

4 4( 1)( 1) 4u v u v   . 

Решение. Јасно е дека , 0u v  . Ќе воведеме смена 8u x , 8v y . Со вове-

дената смена, равенството последователно го добива обликот 
4 4 2 2( 1)( 1) 4x y x y   ,  

4 4 4 4 2 21 4x y x y x y    , 

2 2 2 2 2 4 2 2 4( ) 2 1 2 0x y x y x x y x      ,  

2 2 2 2 2 2( 1) ( ) 0x y x y    .  

Збир на два два квадрати е нула, ако и само ако секој собирок е еднаков на нула. 

Според тоа,  
2 2 1 0x y    и 2 2 0x y  . 

Од последните две равенки добиваме 1x    и 1y   . Но тогаш 8( 1) 1u    , 

8( 1) 1v    . Значи, единствено решение е парот броеви ( , ) (1,1)u v  .  

 

23.  Во множеството реални броеви реши го системот  

2 2

2 2

3

3

3

0.

x y

x y

x y

x y

x

y









  


  


 

Решение. Дадениот систем е еквивалентен со системот  

2 2

2 2

3

3

3

0

x y

x y

x y

x y

xy y y

xy x









  


  


 

Оттука добиваме 
2 2

2 2

3 3
2 3

xy y x xy

x y
xy y

  


  , односно 2 1 3xy y  . Бидејќи 0y   од 

последната равенка добиваме 
1 3

2

y

y
x


 .  Заменуваме во втората равенка на систе-

мот и ја добиваме равенката 

1 3

2

1 3 2 2

2

3

( )
0

y

y

y

y

y

y
y








  , т.е. равенката 4 24 3 1 0y y   . 

Единственои реални решенија на последната равенка се 1y   , па затоа 

единствени реални решенија на почетниот систем се паровите: (2,1)  и (1, 1) . 

 

( , )u v
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24. Во множеството реални броеви реши го системот  

2

2

2

( )

( )

( )

x y z

z x y

y z x

  



 


 

. 

Решение. Јасно, , , 0z y x  . Ако од првата ја одземеме втората равенка, доби-

ваме после средувањето го добиваме системот  

2

2

( )(2 )

( )

( )

y z x y z z y

z x y

y z x

    


 


 

 

од каде го добиваме системите  

2

2

( )

( )

y z

z x y

y z x




 


 

  и  
2

2

2 1

( )

( )

x y z

z x y

y z x

   


 


 

. 

Бидејќи , , 0z y x  , вториот систем нема решение. Ако од втората равенка на 

првиот систем ја одземеме третата, тогаш аналогно како претходно ги добиваме 

системите  

2( )

y z

z x

y z x

 





 

 и 

2

2 1

( )

y z

x y z

y z x

 


   


 

.. 

Јасно, вториот од последните два системи нема решение, заради равенствата 

x y z  , од првиот систем добиваме 2( )x x x  , т.е. 24x x . Решенија на 

последната равенка се 0x   и 1
4

x  .  

 Конечно, решенијата ( , , )x y z  на почетниот систем се (0,0,0)  и 1 1 1
4 4 4

( , , ) .  

 

25. Во множеството  реши го системот равенки  
22

1 1 1
3

12
yx

y x

x y


 


  


. 

Решение.  Дадениот систем е еквивалентен со системот  

2 2

1
3

( ) 12
x y

xy

x y

xy

x xy y




   


 


, 

од каде што добиваме 2 2 36x xy y   , т.е. 2( ) 3 36x y xy   . Нека z x y  . 

Тогаш, 3xy z  односно последната равенка е еквивалентна со равенката 

2 9 36 0z z   . Нејзини решенија се 1 12z   и 2 3z   . Значи ги добиваме систе-

мите:  
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12

36

x y

xy

 



 и 

3

9

x y

xy

  


 
 

шт значи дека x  и y  се решенија на квадратните равенки 2 12 36 0t t    и 

2 3 9 0t t   , соодветно. Значи множеството решенија на дадениот систем е  

3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3

2 2 2 2
{(6,6),) , ), ( , )}M         .  

 

26. Реши го во множеството на реалните броеви, системот равенки  

2 2

2 2

2 2

2

2

2

x y z

x y z

x y z

   



  


  

 

Решение. Ако од првата ја одземеме втората равенка добиваме  
2 2 0x x z z    , т.е. ( )( 1) 0x z x z    . 

Оттука x z  или 1x z  . Слично, ако од првата ја одземиме третата равенка 

добиваме  
2 2 0y y z z    , т.е. ( )( 1) 0y z y z    . 

Оттука y z  или 1y z  . Можни се четири случаи: 

( )i x z , y z . Заменувајќи во првата равенка добиваме 22 1 0z z   , чии 

решенија се 1 17
1/2 4

z   . Решенијата на системот се 1 17 1 17 1 17

4 4 4
( , , )      .  

( )ii x z , 1y z  . Заменувајќи во првата равенка добиваме 22 1 0z z   , 

чии решенија се 1 1z   и 1
2 2

z   . . Решенија на системот во овој случај се 

(1, 0,1)  и 31 1
2 2 2

( , , )  .  

( )iii  1x z  , y z . Заменувајќи во првата равенка на системот добиваме 

22 1 0z z   , чии решенија се 1 1z   и 1
2 2

z   . Решенијата на системот во овој 

случај се (0,1,1)  и 3 1 1
2 2 2

( , , )  . 

( )iv  1x z  , 1y z  . Заменувајќи во првата равенка добиваме 22 3 0z z  , 

чии решенија се 1 0z   и 3
2 2

z   . Решенијата на системот во овој случај се 

(1,1, 0)  и 31 1
2 2 2

( , , )  . 

 

27. Во множеството реални броеви реши го системот равенки  

2 2

2 2

2 2

4 5 2 .

a ab b a

a ab b b

   


  

 

Решение. Ако првата равенка ја помножиме со b , а втората со a , го добиваме 

системот равенки  
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2 2 3

3 2 2

2 2

4 5 2

a b ab b ab

a a b b a ab

   


  

 

Ако во последниот систем ги одземеме равенките добиваме  

3 2 2 34 7 4 0b b a a b a    . 

Ако 0a  , тогаш 0b  , па затоа ( , ) (0,0)a b   е едно решение на системот.  

За 0a   ја воведуваме замената b
a

z   и ја добиваме равенката  

3 24 7 4 0z z z     

која е еквивалентна со равенката  
2( 1)( 3 4) 0z z z    . 

За 1z   важи a b , а потоа со замена во почетниот систем лесно се добива дека 

( , ) (1,1)a b  . Понатаму, дискриминантата на равенката 
2 3 4 0z z    е еднаква 

на 7 , па затоа таа нема реални решенија, што значи дека почетниот систем нема 

други реални решенија.  

 

28. Во множеството реални броеви реши го системот равенки  

2 2

2 2

2 3 3

2 2 6.

x xy y

x xy y

   


  

 . 

Решение. Oчигледно 0x  , бидејќи во спротивно од втората рабека добиваме 

2 3y    што во множеството реални броеви не е можно. Воведуваме смена y tx  

со која системот го добива обликот  

2 2

2 2

( 2 3 ) 3

(1 2 2 ) 6

x t t

x t t

   


  

     (1) 

Ако првата равенка на системот ја поделиме со втората, ја добиваме равенката 
2

2

2 3 1
21 2 2

t t

t t

 

 
 , која е определена за 1 3

2
t  . Последната равенка ја запишуваме во 

обликот 24 8 3 0t t    и нејзини решенија се 1
1 2
t   и 3

2 2
t  . 

Случај 1. 1
1 2
t  . Од првата равенка на системот (1) добиваме 2 4x  , па според 

тоа 1 2x   и 2 2x   , па затоа 1 1y   и 2 1y   , соодветно. Лесно се проверува 

дека паровите 1 1( , ) (2,1)x y   и 2 2( , ) ( 2, 1)x y     се решенија на системот.  

Случај 2. 3
2 2

t  . Од првата равенка на системот (1) добиваме 2 12x   , па 

затоа, во овој случај системот нема реални решение.  

Конечно, единствени решенија на системот се  

1 1( , ) (2,1)x y   и 2 2( , ) ( 2, 1)x y    . 

 

29. Определи ги сите реални решенија на системот равенки  

3 2

2

( ) ( ) 12

( ) 6

x x
y y

xy xy

  

  

. 
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Решение. Воведеме смена x
y

u  и xy v  и го добиваме систем  

3 2

2

12

6

u u

v v

  


 

. 

Првата равенка е еквивалентна на равенката 2( 2)( 3 6) 0u u u     и таа има 

единствено реално решение 2u  , а реални решенија на втората равенка од 

последниот систем се 1 2v   и 2 3v   .  

За 2u  , 2v   добиваме систем  

2

2

x
y

xy

 




 

и негови решенија се 1 12, 1x y   и 2 22, 1x y    . За решенијата 2u  , 3v    

добиваме систем  

2

3

x
y

xy

 


 

 

кој нема релани решенија, бидејќи количникот и производот на два реални броја 

не може да се со различни знаци.  

Според тоа, почетниот систем има две решенија  

1 12, 1x y   и 2 22, 1x y    . 

 
30. Определи ги решенијата на системот  

1 .

x
y

y

x a

xy a

xy

  


  


 

Решение. Ако од првата равенка ја одземеме втората равенка, добиваме  

1yx
y x a

a    . 

Воведуваме смена 
y

t
x
 , при што ја добиваме равенката 1 1

t a
t a   . Решенија на 

квадратната равенка 
2 1( ) 1 0

a
t t a     се  

21 1 1 1( ) 4 ( )

1/2 2 2
a a a a

a a a a
t

      
  , 

т.е. 1t a  и 1
2 a

t   .  

За 1t a , добиваме ( ) x
ax

ax x a  . Оваа квадратна равенка има решенија 

2

2

1
1/2

a

a
x   . Непосредно се проверува дека подредените парови  

2 2

2 2

1 1( , )a a

a a
a   и 

2 2

2 2

1 1( , )a a

a a
a    

се решенија на системот.  
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За 1
2 a

t   , ја добиваме квадратната равенка 21 0
a

x  , која има решение 

0x  . Значи, во овој случај  системот нема решение.  

 

31. Најди ги сите вредности на параметарот m , за кои системот равенки  

2

2 2

4 4 3 2

2

y m x x

x x y

    


 

 

има две реални корени. 

Решение. Ако ги собереме равенките добиваме  
2 4 4 3 0y y m     

1/2 2 1 4y m   ,  1
4

m  . 

Втората равенка ја запишуваме во видот 2 2( 1) 1x y   , од каде што следува 

1 1y   , па затоа: 

1 2 1 4 1

3 1 4 1

m

m

    

     
 

Бидејќи 1 4 0m  , следува 

3 1 4 1m      ,   т.е. 

1 1 4 3m    

1 1 4 9m    

од каде добиваме ( 2,0)m  .  

  

32. Определи ги сите реални вредности на параметарот a  за кои системот 

равенки   

(1 )

2 0

x y a xy

x y xy

  


   
 

има единствено решение.  

Решение. Системот ќе го запишеме во облик    

(1 )

2

x y a xy

x y xy

  


   
 

Ако ги квадрираме двете равенки, а потоа од втората ја одземеме првата равенка 

ја добиваме равенката  
2 2 2 2 2( ) ( ) (2 ) (1 )x y x y xy a xy        

која е еквивалентна на равенката  
2 2 2 2(1 )( ) 2 ( ) 4 0a xy a xy a     . 

Воведуваме смена xy t  и ја добиваме квадратната равенка   

2 2 2 2(1 ) 2 4 0a t a t a     .     (1) 

Системот има едно единствено решение, ако и само ако квадратната равенка (1) 

има единствено решение. Квадратната равенка (1) има единствено решение ако и 

само ако  

а) 21 0a   , т.е. 1a   или 1a   .  
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б) 4 2 2(1 )(4 ) 0D a a a     , т.е. 25 4a   

Значи, системот има единствено решение ако и само ако 2

5
1, 1,a a a     . 

 

33. Определи ги сите комплексни броеви ( , ),w z w z  такви што  

5 5

5 2 5 2.

w w z z

w w z z

  

  

 

Решение. Со одземање на дадените равенки добиваме 2 2w w z z   , односно 

( )( 1) 0w z w z    . Понатаму, бидејќи w z  добиваме 1w z  . Последното 

равенство го квадрираме и добиваме 2 2 1 2w z wz   , од што со повоторно 

квадрирање добиваме 4 4 21 4 2( )w z wz wz    .  

Првата равенка на системот последователно е еквивалентна со равенките  
5 5

4 3 2 2 3 4( )( )

4 3 2 2 3 4

4 4 2 2

1

1

1 0

( ) 1 0.

w z
w z

w z w w z w z wz z

w z

w w z w z wz z

w z wz w wz z




    



 

 

     

     

 

Ако во последната равенка замениме за 4 4w z  и 2 2w z , после средувањето 

добиваме  
2( ) 3 2 0wz wz   , 

од каде наоѓаме 1wz   или 2wz  . Ако во 1w z   замениме 1
w

z   и 2
w

z   ги 

добиваме равенките 2 1 0w w    и 2 2 0w w   , соодветно. Конечно, од 

последните равенки ги добиваме решенијата  

1 3 1 71 3 1 7

2 2 2 2
( , ) ( , ), ( , )

i ii iw z   . 

 

34. Во множеството реални броеви реши ја равенката  

2 2

1 1

(1 )
24

x x
  . 

Решение. Дадената равенка е еквивалентна на системот  

2 2

1 1

1

24.
x y

x y 

  


 

Од првата равенка добиваме 2 2 1 2x y xy   , а од втората равенка следува 

2 2 2 224x y x y  . Затоа 224( ) 2 1 0xy xy   , односно 2 4 4 24 1 5
2 24 24

xy      


  . 

Ако 1 5 1
24 4

xy     , од 1x y   следува дека x  и y  се решенија на равенката 

2 1
4

0x x   , па затоа 1 2 1 2
1 22 2

,x x   . Аналогно, ако 1 5 1
24 6

xy    , од 
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1x y   следува дека x  и y  се решенија на равенката 2 1
6

0x x   , па затоа 

3 3 3 3
3 46 6

,x x   .  

Непосредно се проверува дека најдените решенија се решенија на почетната 

равенка.  

 

35. За кои вредности на реалниот параметар a , системот  

2 2 2

2

3 1x y z a

x y z a

xy z

    


  




 

има различни реални решенија? 

Решение. За системот да има решение треба 3 1 0a   и 0a  , односно 1
3

a  . 

Втората равенка од системот е еквивалентна со равенката 2 2( ) 2x y xy z a    . 

Тогаш, со смена на x y  и xy  од првата и третата равенка ја добиваме равенката 

2 2 2( 3 1 ) 2a z z z a     , која е еквивалентна со равенката 2 3 1 2 1a z a   . 

Последната равенка има решение во реалните броеви ако 1
3

a  , па затоа 1
3

a  . 

Тогаш 2 1

2 3 1

a

a
z 


 . Со замена на 2 1

2 3 1

a

a
z 


  во првата и втората равенка на 

системот, го добиваме системот  

4 1

2 3 1

22 1

2 3 1
( )

a

a

a

a

x y

xy









  






. 

Тогаш x  и y  се решенија на квадратната равенка  

2 24 1 2 1

2 3 1 2 3 1
( ) 0a a

a a
t t 

 
   . 

Бидејќи системот треба да има различни реални решенија, треба  
2 24 1 2 1

2 3 1 2 3 1
( ) 4( ) 0a a

a a

 

 
  . 

Последната неравенка е еквивалентна со неравенката 8 3
4(3 1)

0a
a



 , а бидејќи име-

нителот е позитивен следува дека 8 3 0a  . Оттука следува дека 3
8

a  .  

Конечно, за 3
8

a   системот има различни реални решенија. 

 

36. За кои вредности на реалниот параметар a , системот равенки  

2

2 2

( ) 6 14

3 6

x y a

x y a

   


  

 

има точно две решенија? 

Решение. Ја запишуваме првата равенка во видот 2 2 2 6 14x y xy a    , па 

имајќи ја предвид втората равенка, добиваме: 
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3 6 3 6 14a xy a     

2 20 3xy a   

20 3
2

a
x

y  .  

Заменувајќи го овој израз за y  во втората равенка, по средувањето, добиваме 

4 2 24 4(3 6) (20 3 ) 0x a x a     . 

Добиената биквадратна равенка ќе има точно две решенија, ако нејзината дискри-

минанта е еднаква на нула, т.е.  
2 24(3 6) 4(20 3 ) 0a a     

(3 6 20)(3 6 20 3 ) 0a a a       

(6 14) 26 0a    

од каде што 7
3

a  .  

Следствено, за 7
3

a   дадениот систем има точно две решенија и тоа се парови-

те 26 26

2 2
( , )  и 26 26

2 2
( , )  .  

 

37. Да се најдат сите решенија на системот равенки   

1 1 1 1 2 2

2 2 2 2 3 3

3 3 3 3 1 1

| | ( ) | | | |

| | ( ) | | | |

| | ( ) | | | |

x x x a x a x x

x x x a x a x x

x x x a x a x x

   


   
    

 , 

каде што a  е реален параметар.  

Решение. Да забележиме дека ако 1 2 3( , , )x x x  е решение на системот со пара-

метар a , тогаш 1 2 3( , , )x x x    ќе биде решение на системот со параметар a . 

Затоа, доволно е да се разгледа само случајот кога 0a  .  

Нека 1 2 3( , , )x x x  е решение за кое 1 2 3, ,x a x a x a   ; тогаш | | ( )i ix a x a     

и ако ги собереме равенките добиваме  
2 2 2

1 2 3( ) ( ) ( ) 0x a x a x a      , 

од каде следува дека 1 2 3x x x a    е единствено решение.  

Нека 1 2 3( , , )x x x  е решение за кое ix a  за некој i . Тогаш од i -тата равенка 

добиваме  
2 2 2

1 1| | ( ) (2 )i i i i ix x x x a a x a a        . 

Значи, ix a . За 3i   да замениме 1i   со 1; тогаш добиваме 1 2 3, ,x a x a x a   , 

па собирајќи ги равенките добиваме 1 2 3x x x a   , па според тоа, единствено 

решение е 1 2 3x x x a   .  

 

38. Да се реши системот равенки  

3 3

3 2 233

3

3.

x y

x xy y
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Решение.Ќе воведеме смени 3 x u  и 3 y v  од каде што добиваме 3x u  и 

3y v . Со тоа добиваме  

2 2

3

3

u v

u uv v

 


  

    
2

3

( ) 3 3

u v

u v uv

 


  

   
3

2

u v

uv

 



 

 Значи, u  и v  се корени на квадратната равенка 2 3 2 0t t     чии решенија се 

1 1t  , 2 2t  . Значи, 1 11, 2u v   или 2 22, 1u v  .  

 Сега, решенија на системот се 1 1x  , 1 8y   и 2 8x  , 1 1y  .  

 

39. Во множеството реални броеви реши ја равенката 3 2 1 1x x    .  

Решение. Воведувајќи смени 3 2y x   и 1z x  , го добиваме системот 

равенки 3 2y x  , 
2 1z x  , 1y z  . Од првата и втората равенка, со елимина-

ција на x , добиваме 3 2 1y z  . Заменувајќи 1z y  , добиваме  

3 2 2 1 1y y y    , т.е 2( 2) 0y y y   . 

Решенија на 3 2 2 0y y y    се  

1 0y   и 1 1 8
2/3 2

y    , т.е. 1 0y  , 2 1y  , 3 2y   . 

Од 32x y  , се добиваат бараните решенија 1 0x  , 2 1x  , 3 10x  .   

 

40. Во множеството реални броеви реши ја равенката 3 2 1 1x x    .  

Решение. Воведуваме нови непознати 3 2 x y  , 1x z  , и го добиваме 

системот равенки 32 x y  , 21x z  , 1y z  . Бидејќи 3 2 2 1 1y z x x      , 

системот равенки се сведува на следниот 3 2 1y z  , 1z y  , од каде што доби-

ваме 3 2(1 ) 1y y   , т.е. 3 2 2 0y y y   , односно 2( 2) 0y y y   . Оттука: 

1 0y  , 2 1y  , 3 2y   , па од 32x y   добиваме конечно: 1 2 32, 1, 10x x x   .  

Следствено, решенија на равенката се броевите 1, 2 и 10.  

 

41. Во множеството реални броеви реши ја равенката 

2

2 11 3
x

x x x     . 

Решение. Дефиниционата област на равенката е 
2{ 0, 0, 3} [ 3, 1] (0, )D x x x x x           . 

Со кадрирање на равенката добиваме: 

2 2

2 21 11 2 ( )(1 ) 3
x x

x x x x x        , 

и оттука имаме   

2

2 1 12 2 ( 1)( ) 0
xx

x x x      , 
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односно  

21 1( ) 2 ( 1)( ) 0
x x

x x x     . 

Последната равенка е еквивалентна со севкупноста  

21

1

( ) 0

( 1)( ) 0

x

x

x

x x

  



  


    

1

1

0

( 1)( ) 0

x

x

x

x x

  


  

     

1 0

2 ( 1) 0

x
x

x x

  


 

    
1

1 2

0

0, 1

x
x

x x

  


  

.  

Бидејќи 1x D    и е решение на равенката 1 0
x

x   , заклучуваме дека 1x    е 

единствено решение на почетната равенка.   

 

42. Во множеството позитивни реални броеви реши го системот равенки  

1 1 1
2 3 6 2 3 6

2 3

1: ( )

14.

yx z
x y z

x y z

     

   

 

Решение. Ја трасформираме првата равенка: 

1 1 1
2 3 6 2 3 6

( ) ( ) 1 / 6
yx z

x y z
       

3 2 1
2 3 6

( ) ( ) 6
yx z

x y z
      

3 2 1
2 2 3 3 2 3 6

6
y yx xz z
x x y y z z

          

1 1 22
2 3 6

( ) ( )
y yx x z z

y x z x z y
       

6( ) 3( ) 2( ) 22
y yx x z z

y x z x z y
      . 

Бидејќи 2,a b
b a
   за , 0,a b   следува дека левата страна на последната равенка 

е: 6 2 3 2 2 2 12 6 4 22,         од каде заклучуваме дека равенката е можна 

само ако .x y z   Тогаш од втората равенка добиваме:    

3 2 14 0.x x x     

Со проверка утврдуваме дека еден корен на оваа равенка е бројот  2, тогаш:   
3 2 214 ( 2)( 3 7).x x x x x x        

Бидејќи триномот 2 3 7 0x x    нема реални нули, заклучуваме дека решение на 

појдовниот систем е подредената тројка (2,2,2)  

 

43. Во множеството реални броеви реши го системот равенки  

3 2

5 819

x y

x y xy
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Решение. Очигледно, 0x   и 0y  . Нека 2x z ,  ( 0)z  ,  тогаш  3y z , па 

од втората равенка добиваме 2 3 819 0z z z    . Но, 3 2819 9 9 9   , па затоа : 

3 3 2 29 9 9 0z z z       

2( 9)( 9 81) ( 9)( 9) ( 9) 0z z z z z z          

2( 9)( 10 91) 0z z z     

Оттука 9z   и како 2 10 91 0z z   , добиваме 81x  , 729y  . 

 

 

6.  ПРИМЕНА НА КВАДРАТНИТЕ РАВЕНКИ ,  

НЕРАВЕНКИ И КВАДРАТНАТА ФУНКЦИЈА  

 
1. При множење на два позитивни броеви од кои едниот е за 9 поголем од 

другиот, ученикот направил грешка ставајќи на местото на десетките број, за три 

помал од точниот. При делењето на тој број со помалиот множител ученикот 

добил количник 42 и остаток 4. Кои броеви ги множел ученикот?  

Решение. Нека помалиот множител е x , а бројот што го добил ученикот е y . 

Тогаш од условот на задачата следува системот  

( 9) 30

42 4

x x y

y x

  


 
 

Решавајќи го системот по x  се добива 1 34x   и 2 1x   . Значи, броевите се 34 и 

43.   

 

2. Најди ги сите природни броеви x , за кои производот на нивните цифри е 

еднаков на  
2 12 10x x  . 

Решение. Производот на цифрите на секој природен број е ненегативен број, а 

изразот 2 12 10x x   е позитивен за 13x   (решение на неравенката 

2 12 10 0x x    е ( ,6 46] [6 46 , )     ; притоа 6 46 12,78  ). Исто 

така, најголемиот производ на цифрите на двоцифрен број е 81, а триномот 
2 12 10x x   е поголем од 81 за 18x  . Значи, ако постојат природни броеви чиј 

производ е еднаков на 2 12 10x x  , тие припаѓаат на втората десетка, т.е. се од 

видот: 1 10x x  , 3 8x  . Тогаш: 

21 (10 ) 12(10 ) 10x x x       

2100 20 120 12 10x x x x       

2 7 30 0x x   .  

Оттука: 1 10x   , 2 3x  ; задоволува само вториот корен, следствено, бараниот 

број е 13.  

 

3. Во тетратките на Петар и Киро се запишани по два броја: на почетокот 1 и 2 

кај Петар, и 3 и 4 кај Киро. Во секоја минута Петар формира квадратен трином 
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( )f x  чии корени се броевите запишани во неговата тетратка, а Киро квадратен 

трином ( )g x  чии корени се запишани во неговата тетратка. Ако равенката 

( ) ( )f x g x  има два различни реални корени, тогаш едно од момчињата го 

заменува својот пар броеви со тие корени (во спротивно ништо не се случува). 

Ако во некој момент се појави бројот 5 во тетратката на Петар, кој е другиот број?  

Решение. Во секоја тетратка ќе го допишеме квадратниот трином чии корени 

се соодветните броеви. Нека во некој момент во тетратките се запишани трино-

мите ( )p x  и ( )q x . Тогаш равенката која се решава е од видот ( ) ( )p x q x  , каде 

  и   се ненулти реални корени. Значи, добиените броеви се решенија на равен-

ката ( ) ( ) 0p x q x   . Ако некое од момчињата ги замени броевите, тогаш може-

ме да сметаме дека заедно со нив го запишал полиномот ( ) ( )p x q x  .  

Нека 0( ) ( 1)( 2)p x x x    и 0( ) ( 3)( 4)q x x x   . Од претходно изнесеното 

следува дека во секој чекор во секоја од тетртаките е запишан трином од видот 

0 0( ) ( )p x q x  .  

Според тоа, ако бројот 5 се појави во некоја од тетратките, тогаш во неа е 

запишан и триномот 2( 5)( ) ( 1)( 2) ( 3)( 4)a x x x x x x x         . За 5x   до-

биваме 12 2 0   , од каде наоѓаме  

2( 1)( 2) ( 3)( 4) ( 5 39 70) ( 5)(5 14)x x x x x x x x              
. 

Според тоа, вториот број е 14
2 5

x  .  

 

4. Изразот a b
b a
  разложи го на два рационални множители чиј збир е едаков 

на a b
b a
 . Колку такви разложувања постојат? 

Решение. Изразот a b
b a
  можеме да го запишеме во облик  

2 2 ( )( )
( 1)( 1)

a b a ba b a b a b a b a b
b a ab ab b b b a

          . 

Изразите 1a
b
  и 1b

a
  се рационални и нивниот збир е еднаков на a b

b a
 .  

Ќе докажеме дека постои само една вакво разложување. Нека претпоставиме 

дека u  и v  се рационални изрази за кои што важи  

a b
b a

a b
b a

u v

uv

   


 

. 

Тогаш од Виетовите формули следува дека u  и v  се корени на квадратната равен-

ка  
2 ( ) 0a b a b

b a b a
x x     . 

Дискриминантата D  на оваа квадратна равенка е  
2 2 2 2

2 2 2 2

2

2 2

( ) 4( ) 2 4( ) 2 4( ) 4

( ) 4( ) 4 ( 2) .

a b a b a a a b a a a b
b a b a b a b ab b b b

a b a b a b
b a b a b a

D               

       

 

Значи, D  е точен квадрат, па решенијата на квадратната равенка се рационални  
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( 2)

1 2
1

a b a b
b a b a a

b
x

   
   , 

( 2)

2 2
1

a b a b
b a b a b

a
x

   
   . 

Конечно, од претходно изнесеното следува дека бараното разложување е един-

ствено.  

 

5. Две цевки полнат еден базен. Втората цевка, сама, ќе го наполни базенот за 

5 часа подолго отколку првата цевка. Ако се пуштат истовремено двете цевки 

базенот ќе се наполни за 6 часа. Пресметај за кое време втората цевка може сама 

да го наполни базенот. 

Решение. Нека првата цевка сама го полни базенот за t часа. Тогаш за 6 часа ќе 

наполни 6
t

 делови од базенот. Според условот на задачата втората цевка го полни 

базенот за 5t   часа. За еден час полни 1
5t

 делови од базенот, а за 6 часа 6
5t

 

делови од базенот. Бидејќи за 6 часа со истовремена работа на двете цевки  

базенот ќе се наполни, добиваме 6 6
5

1
t t
  , од каде наоѓаме 2 7 30 0t t   , за 

0; 5t t   . Реенија на последната равенка се 1 210; 3t t   . Но, времето не може 

да биде негативно, па затоа единствено решение е t =10. Значи, времето потребно 

втората цевка да го наполни базенот е 5 15t   часа.  

 

6. Двајца работници, работејќи истовремено, извршуваат одредена работа за 

еден ден. Кога би работеле еден по друг, секој по толкав дел од денот колку што 

изнесува делот од работата што ја извршил за еден ден, тогаш би бил завршен k -

ти дел од работата. Колку време му е потребно на секој работник сам да ја заврши 

работата?  

Решение. Нека првиот работник ја завршува работата за време од x  единици; 

тогаш вториот работник ќе ја заврши работата за време 
1

x
x

. Според условот на 

задачата, ќе имаме 
2

2 2

( 1)1 1x

kx x


  , од каде што добиваме  

  2( 1) 2 2 0k x kx k    .      (1) 

Решенијата на ова равенка се 
22

1/2 1

k k k

k
x  


 . Равенката (1) треба да има реални 

решенија, па, значи 
22 0k k  , т.е. [0,2]k , а бидејќи k  е природен број, доби-

ваме дека 1k   или 2k  .  

За 1k  , од (1) добиваме 1x  , т.е. првиот работник би ја завршил целата 

работа, а вториот работник не би имал што да работи, што не е можно при 

заедничка работа. За 2k   имаме 2x y  , т.е. и двајцата работници ќе ја 

завршат работата за исто време.  

 

7. Во правоаголникот ABCD , P  и Q  се точки од AB  и BC  соодветно, така 

што триаголниците APD , PBQ  и QCD  имаат иста површина. Да се најде AP

PB
. 

Решение. Воведуваме ознаки  

1AP p , 2PB p , 2QB q , 1QC q . 
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Од равенствата 1 1 1
1 2 1 1 2 1 2 22 2 2

( ) ( )p p q q q p q p     добиваме 1 1

2 2

p q

p q
  па според 

тоа  

1 1

1 12 1 2
2 2

1 1

1 1
q p

q p

p q

p q q  
    

Од последните равенства, ја добиваме квадратната равенка 1 1

2 2

2( ) 1 0
p p

p p
    

од каде добиваме 1

2

1 5

2

p

p

  .  

 

8. Дадена е кружница со центар O  и дијаметар AB . Точката C  е избрана на 

кружницата така што 3DB OM , каде што D  е проекција на C  врз дијаметарот 

AB , а M  е проекција на O  врз BC . Определи го ABC . 

Решение. Нека OM x  и OB r . Според ус-

ловот 3 3DB OM x  , па 2 3AD AB DB r x    . 

Од тоа што OM  е средна линија во ABC  имаме 

2 2AC OM x  . 

Триаголниците OBM  и ACD  се слични, па 

затоа важи AC OB

AD OM
 , т.е. 2

2 3
x r

r x x
  , од каде што 

2 22 3 2 0x rx r   . Решенија на оваа квадратна равенка се: 1/2 2
rx   , од каде 

2r x . Значи, AC AO OC  , па е 60CAB  . Следува  бараниот агол е 30 . 

 

9. Од сите триаголници со периметар 2s  и страна c , определи го триаголникот 

кој има максимална плоштина.  

Решение. Нека x  и y  се должините на другите две страни на триаголникот. 

Имаме 2x y c s   , па затоа 2y s c x   . Значи, s y x c s    , па од Хероно-

вата формула добиваме  

( )( )( )P s s c s x x c s     ,  

каде s  и s c  се константи. Максималната вредност на P  се достигнува кога 

( )( )s x x c s    ќе ја достигне максималната вредност. Затоа ќе ја разгледаме ква-

дратната функција  
22 2

4 2
( ) ( )( ) (2 ) ( ) ( )c cf x s x x c s x s c x s c s x s              . 

Нејзиниот максимум е 
2

4
c  и тој се добива за 2

2 2
s c cx s   . Сега, 

2
cy s  , што 

значи дека плоштината е максимална кога триаголникот е рамнокрак со страни 

2 2
, ,c cc s s  .  

 

10. Должините на страните на еден триаголник и неговата плоштина се при-

родни броеви. Едната страна е 21, а периметарот 48 мерни единици. Одреди ја 

најмалата страна на тој триаголник.  
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Решение. Ако 21c   и ако a  е најмалата страна на триаголникот, тогаш 

27a b  , 27b a   и 13a  . Ако s  е полупериметарот на триаголникот, тогаш  

( )( )( ) 24 (24 ) ( 3) 3 6 2( 3)(24 )P s s a s b s c a a a a             . 

Бидејќи P  е природен број следува 

дека 22( 3)(24 )a a k   , k ; т.е.  

2 22 54 144 0a a k     

Последната равенка ќе има целобројни 

решенија по a  само ако нејзината 

дискриминанта е точен квадрат, т.е. 
2 2 2 227 2(114 ) 441 2D k k m      ,  

m . Од  

2 2 2 22 441 9 7 7 (8 1) 7 7 8 7 7 7 7 2 14 7k m                 , 

заклучуваме дека 14k  , па тогаш 22 54 340 0a a   , добиваме 1 10a   и 

2 17a  . Значи најмалата страна на триаголникот е 10 мерни единици.  

 

11. Периметарот на еден правоаголен триаголник е 2 p  ( 0p  )  а неговата 

висина спуштена кон хипотенузата има должина h . Определи ги неговите страни.  

Решение. Од условот на задачата имаме 2a b c p   , каде a  и b  се дол-

жините на катетите а c  е должина на хипотенузата. Според тоа  

  2a b p c        (1) 

2 2( ) (2 )a b p c    

2 2 22 (2 )a ab b p c     

2 22 (2 )c ab p c    

22 2ab p pc  .     (2)  

Бидејќи ab ch , ако замениме во (2)  добиваме 22 2ch pc p   односно 
22

2

p

h p
c


 . 

Ако добиеното c  го замениме во (1) и (2) добиваме  

2

2 ( )

2

2

2

p h p

h p

p h

h p

a b

ab







  


 


. 

Според тоа, a  и b  се корени на квадратната равенка 
22 ( ) 22

2 2
0

p h p p h

h p h p
x x



 
   . 

Значи,  

2 2

2
[ ( ) 2 ]

p

h p
a h p p h h


     ,

2 2

2
[ ( ) 2 ]

p

h p
b h p p h h


     , 

22

2

p

h p
c


 . 

 

12. Во правоаголен триаголник, односот на радиусите на впишаната и опиша-

ната кружница е 2 : 5 . Определи го односот на катетите.  

h

21 x

DA B

C

a
b

x
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Решение. Нека ABC  е правоаголен триа-

голник со теме на правиот агол во темето C . 

Нека b  е должината на поголемата катета AC  

и a  е должината на помалата катета BC .  

Нека r  е радиус на впишаната кружница 1k  

а R  е радиус на опишаната кружница 2k (види 

цртеж).  

Тогаш 
2
cR   и 

2
a b cr   , па од условот на 

задачата, имаме 

2

2

2
5

a b c

c

 

 . 

Последното равенство можеме да го запишеме во облик  
7
5

a b
c c
  .     (1) 

Од Питагорина теорема имаме  
2 2( ) ( ) 1a b

c c
  .    (2) 

Од равенките (1) и (2) го добиваме системот  

7
5

2 2( ) ( ) 1.

a b
c c

a b
c c

  


 

. 

Ако воведеме смени ,a b
c c

x y  , го добиваме системот  

7
5

2 2 1,

x y

x y

  

  

 

кој е еквивалентен со ситемот  

7
5

12
25

.

x y

xy

  




 

Според тоа, x  и y  се решенија на квадратната равенка 
2 7 12

5 25
0t t   . Решенија 

на квадратната равенка се 4
1 5
t   и 3

2 5
t  . Сега имаме, 3

4
a x
b y
  .  

 

13. За ABC  познати се страната a  и плоштината P . Пресметај ги страните b  

и c , ако 3b c .  

Решение. Во Хероновата формула 2

2 2 2 2
a b c a b c a b c a b cP              ставаме 

3b c , и по средување на изразот ја добиваме равенката  

4 2 2 4 264 20 16 0c a c a P    .  (1) 

Страните на триаголникот мора да ги задоволуваат условот b c a b c     и 

како 3b c  добиваме 2 4c a c  , односно 
2 2 24 16c a c  , од што следува 

2 22

16 4
a ac  . Да ја разгледаме функцијата  

A B

C

r

r

R Rc

1O

2O

1k

2k

b
a
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2 2 4 2( ) 64 20 16f t t a t a P    . 

Задачата има едно решение ако 
2 2

16 4
( ) ( ) 0a af f  , што не е можно бидејќи   

2 2 2

16 4
( ) ( ) 16a af f P  . 

Сега, бидејќи 
2

16
64 ( ) 0af   и 

2

4
64 ( ) 0af   задачата има две решенија ако  

4 216(9 256 ) 0D a P    и 

2 2 2
1 2 20

16 2 256 4

t ta a a
   . 

Бидејќи вториот услов е секогаш исполнет заклучуваме дека задачата има две 

решенија ако 
23

16
aP  . Конечно, за да ги определиме страните b  и c  останува да 

ја решиме биквадратната равенка (1).  

 

14. Даден е рамнокрак правоаголен триаголник чии катети се со должина 10. 

Определи ја најголемата можна плоштина на правоаголникот чија една страна 

лежи на хипотенузата, а темињата на спротивната страна припаѓаат на катетите.  

Решение. Нека правоаголникот 

PQRS  е впишан во ABC  на за-

дадениот начин (види цртеж). Од 

Питагоровата теорема следува дека 

10 2AB  . Да означиме  

QR x  и PQ y . 

Триаголниците BRQ  и APS  се 

рамнокраки, па затоа AP x  и 

BQ x . Од овде следува дека 2 10 2x y   и за плоштината на правоаголникот 

добиваме  

( ) (10 2 2 ) 2 (5 2 )P x xy x x x x     . 

Функцијата ( )P x  е квадратна, а нејзиниот максимум се достигнува во апсциса со 

теме 5
2

2x  .  

Според тоа, најголемата можна плоштина е еднаква на 5
2

( 2) 25P  .  

 

15. Темињата на еден квадрат лежат на страните на друг квадрат (на една 

страна едно теме). Да се најде односот на кој се разделени страните на вториот 

квадрат со темињата на првиот квадрат, ако односот на нивните плоштини е 

еднаков на p ,  ( 1
2

1p  ).  

Решение. Нека ABCD  и KLMN  се дадените 

квадрати, така што , ,K L M  и N  припаѓаат на 

страните , ,AB BC CD   и DA  соодветно. Ќе воведеме 

ознаки BL y , KB x , KL b  и AB a , при што 

можеме да претпоставиме x y . Тогаш  

A B

CD

K

L

M

N

x

y

x

x

x

y

y

y
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2 2
1 ( )ABCDP P a x y    , 

а според Питагорината теорема 2 2 2b x y  , па затоа  

2 2 2
2 KLMNP P b x y    . 

Од условот на задачата 
2 2

2

2
1 ( )

P x y

P x y
p




  , каде 0 1p  . Равенството 

2 2

2( )

x y

x y
p




  

можеме да го запишеме во облик  
2 2(1 ) 2 (1 ) 0p x pxy p y      2/ : y  

2(1 )( ) 2 (1 ) 0x x
y y

p p p     .   

Ако воведеме ознака x
y

t  добиваме  

2(1 ) 2 (1 ) 0p t pt p     .   (1) 

Решенија на равенката (1) се 
2 1

1 1

p p

p
t

 


 ,

2 1
1 1

p p

p
t

 


 . Јасно е дека 

2 1

1

p px
y p

 


  

е бараното решение.  

 

16. Определи ја плоштината на кругот опишан околу правоаголниот триагол-

ник, ако должините на неговите катети се корени на квадратната равенка 
2 0ax bx c   .  

Решение. Радиусот на кружницата опишана околу правоаголниот триаголник 

е еднаков на половина од должината на хипотенузата. Ако u  и v  се должини на 

катетите на триаголникот, добиваме c
a

uv  , b
a

u v   . Ако w  е должината на 

хипотенузата, тогаш  
2 2 2w u v   

2 2 2 22 2 ( ) 2w u uv v uv u v uv        

2 2

2 2

2 22b c b ac
aa a

w    ,  

2

2

2 21
2 4

( ) b ac

a
w  .  

Бидејќи 1
2

R w , имаме   

2

2

2 2 21
2 4

( ) b ac

a
P R w       . 

 

17. Во кружен отсечок со централен агол од 120  е впишан квадрат со страна 

3 cm . Најди го радиусот на кружницата.  

Решение. Нека квадратот ABCD , со страна 3a cm  е впишан во отсечокот 

PMQ , со радиус r  (види цртеж) и нека S  е средина на PQ . Според условот на 

задачата 
2
rOS SM  , а оттука: 

, . 

Тогаш, од правоаголниот LMC  добиваме  

2
rMN a  3

2
rLN a 
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2
MN LN NC   

23
2 2 4

( )( )r ar a a    

2 23 4 5 0r ar a    

1/2 3
(2 19 )ar   .  

Заменувајќи за 3a  , добиваме 2 19r   .  

 
18. Две темиња од еден квадрат се точки од кружница со радиус R , а друите 

две се точки од тангента повлечена кон истата кружница. Да се најде страната на 

квадратот.  

Решение. Нека темињата A  и B  од квадратот ABCD  припаѓаат на 

кружницата ( , )k O R , а темињата C  и D  лежат на правата t  која ја допира k  во 

точката Q . Според тоа, ||t AB  и бидејќи OQ CD , добиваме || ||QT AD BC  каде 

T QO AB  . Но O QT  и QT AB , па според тоа OT AB . Значи, три-

аголникот BOA  е рамнокрак со основа AB  и OT  е негова висина.  

Ако страната на квадратот е x ( AB x ), 

тогаш 
2
xAT  , и од правоаголниот триа-

голник ATO  имаме  

22 2 2 2 2

2 4
( )x xOT AO AT R R      . 

Сега, од  

22

4
xTQ AD BC TO OQ R R       ,  

Добиваме 
22

4
xx R R   . Решение на 

последната равенка е 8
5

1,6x R R  .  

 

19. Растојанието меѓу центрите на две кружници со радиуси r  е еднакво на r . 

Во пресекот на круговите е впишан квадрат. Колку е должината на страната на 

квадратот? 

Решение. Нека дадените кружници 

се 1 1( , )k O r  и 2 2( , )k O r , при што 

1 2O O r . Нека ABCD  е квадрат што е 

впишан во нивниот пресек, 2,A D k  и 

1,B C k  (види цртеж). Ако x  е должи-

на на страната на квадратот, тогаш јасно 

е дека 0 x r  . Нека 1 2O O AD E   и 

1 2O O BC F  . При тоа 1
2

CF FB x 

,  

од каде добиваме  
1

1 2 2
( )O E O F r x    

O

P
A BS

Q

D C
N

M

a

QD C

O

A BT

x x
R

D C

1O

A k

2O

B

E F

1k
2k
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1 1
1 1 2 2

( ) ( )O E O E EF r x r r x       .  

Сега, од правоаголниот триаголник 1O FC  имаме  

2 2 2

1 1O F FC O C   

2 2 21 1
4 4

( )r x x r    

2 22 2 3 0x rx r   .  

Бидејќи 0x  , имаме 7 1

2
x r .   

 

21. Една кружница допира две соседни страни на квадрат, а другите две ги 

дели на два дела со должини a  и b ( a b ). Определи го радиусот на кружницата. 

Решение. Нека кружницата ( , )k O r  ги допира страните AD  и DC  од квад-

ратот ABCD  во точките 1T  и 2T , а страните AB  и BC  ги сече во точките 1K  и 

2K  соодветно, при што 1 2BK BK b   и 1 2AK CK a  . Од условот на задачата 

имаме AB a b  . Точката O  е внатрешна точка за ABCD , при што  
1
2

( )a b r a b    . 

Нека 2OT AB M  . Во правоаголниот триагол-

ник 1OMK  катети се  

2 2OM MT OT a b r    
 

1 1 1 1MK AM AK OT AK r a      , 

а хипотенузата е 1OK r . Тогаш  

2 2 2

2 2 2

( ) ( )

2(2 ) 2 2 2 0

r r a a b r

r a b r a b ab

    

     
 

Корени на последната равенка се  

2
1/2 2 2 2r a b a ab    , 

при што 

2
1 2 2 2r a b a ab a b      , 

па според тоа бараната вредност за r  е  

  
2

2 2 2 2r r a b a ab      

(не е тешко да се провери дека 21
2

( ) 2 2 2a b a b a ab a b       ).  

 

22. Две висини во остроаголен триаголник се со должини 3 cm  и 2 2 cm , а 

нивната пресечна точка ја дели третата висина во однос 5 :1,  сметано од темето 

на триаголникот. Пресметај ја плоштината на триаголникот.   

Решение. Нека H  е ортоцентарот на ABC  (види цртеж) и нека  

1 3,AA   1 2 2 ,BB   1: 5 :1.CH HC   

O

2T

1T

1K

2K

MA B

CD

R k
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Од сличноста на триаголниците 1AHB  и 

1,BHA  имајќи ги предвид ознаките на црте-

жот, добиваме:  

(3 ) (2 2 ).x x y y      (1) 

Нека P  е плоштината на ,ABC  тогаш: 

21
2 3

3
P

P a a    ,  

21 1
2 2 3 3

P x
BCHP a x x P     . 

Аналогно наогаме:  

2 2

y
ACHP P  и 1

6
,ABHP P  

т.е. 1
3 62 2

,
yxP P P P   па затоа  

1
3 62 2

1.
yx          (2) 

Од (1) и (2) го добиваме системот равенки: 

5
3 62 2

(3 ) (2 2 )

.
yx

x x y y   



 

 

Од втората равенка добиваме:  

10 3 2

4

y
x


  и 

2 3 2

4
3 ,

y
x


   

па со замена во првата равенка имаме:  
2 220 24 2 18 32 2 16y y y y     или  2 4 2 10 0.y y    

Позитивниот корен на оваа равенка е 2y   ( 5 2y    не задоволува), а соод-

ветната вредност за x  е 1.x   

Од сличноста на триаголниците 1AHC  и 1CHA  добиваме 5 (3 ),z z x x    т.е. 

2 2
5

.z  Од правоаголните триаголници 1BHA  и CHA  добиваме: 

  
2 2 2

1 1(2 2 ) 2 1 1, 1,BA y x BA        

  
2 2 2

1 1(5 ) 10 1 9, 3.CA z x CA       

Понатаму 1 1 1 3 4,BC BA A C      па плоштината на ABC  е:  

1 1
12 2

4 3 6.P BC AA       

Значи, бараната плоштина е еднаква на 26 .cm  

 

23. Пресметај ја плоштината на четириаголникот ABCD , ако 12AB cm , 

17 ,BC cm  4CD cm  и 5DA cm  и ако страните AB  и CD  се заемно нор-

мални.  

Решение. Прв начин. Разгледуваме три случаи:  

1  Четириаголникот ABCD  го има видот како на цртеж 1.  

A B

C

H

3 x

y
1B

1C

1A

z

5z

2 2 y

x
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Нека AM x , DM y , тогаш од правоаголните триаголници ADM  и BCM  

имаме: 
2 2 2 225, (12 ) (4 ) 289.x y x y       

Ако од втората равенка ја одземеме првата, по средувањето, добиваме  

  3 13y x  .     (1) 

Со замена на (1) во првата равенка ја добиваме квадратната равенка 
25 39 72 0x x   , 

чии корени 3x    и 4,8x    не ги задоволуваат условитена задачата.  

2  Четириаголникот ABCD  го има видот како на цртеж 2. Тогаш, според озна-

ките на цртежот имаме:  
2 2 25x y  и 2 2(12 ) (4 ) 289x y    , 

од каде што наоѓаме  

  3 13y x  .    (2) 

Со замена на (2) во првата равенка од системот ја добиваме квадратната равенка  
25 39 72 0x x   , 

чии корени се: 1 3x   и 2 4,8x  . Соодветните вредности за y  се:  

1 3 3 13 4y       и 2 1,4y  . 

Значи, овој четириаголник постои само за 4,8x cm  и 1,4y cm . Неговата 

плоштина е збир на плоштините на триаголниците ADM  и BCM , па имаме: 

 1 1
2 2

(12 )(4 ) (4,8 1,4 16,8 2,6)P x y x y         , т.е. 225,2 .P cm  

3  Четириаголникот ABCD  го има видот како на како на цртеж 3. Во овој слу-

чај го добиваме системот  
2 2 25x y  ,   2 2(12 ) (4 ) 289x y    , 

од каде што наоѓаме  

  13 3y x  .             (3) 

Со замена на (3) во првата равенка од системот ја добиваме квадратната равенка 
25 39 72 0x x   , 



y



crte` 1
2crte`

3crte`

4crte` 5crte`

A
B

C

D

D

D

D

C
C

C C

A
A

A A BB

B
BM

M

M

OO

17 17 17

12
12

12x 

4y 

yy

x x
x

y

12 x

y

x

4 y

4y 

12x x

x

y

y

55

4
4

x

y
D
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чии корени се: 1 3x   и 2 4,8x  . Соодветните вредности за y  се: 

1 4y   и 2 1,4y   . 

Значи, овој четириаголник постои за 3x cm  и 4y cm , па неговата плоштина е:  

 1 1
2 2

(12 )(4 ) (4 3 15 8)P xy y y        , т.е. 254 .P cm  

Следствено, постојат два четириаголника што ги исполнуваат условите на задачата и 

нивните плоштини се 225,20cm   и  254cm . 

Втор начин. Четириаголникот ABCD  го поставуваме во правоаголен координатен 

систем xOy . Ако неговите темиња A  и D  ги имаат координатите ( , 0)A x  и (0, )D y , 

тогаш темињата B  и C  ги имаат координатите ( 12, 0)B x  и (0, 4)C y  .Користејќи 

ги формулите за растојание меѓу две точки и условите 5AD   и 17BC  , го добиваме 

системот равенки  

2 2

2 2

25

( 12) ( 4) 289

x y

x y

  


   

 

од каде што наоѓаме 3; 4x y   и 4,8; 1,4x y   . 

Во првиот случај имаме 1 2P P P  , каде што 1P  и 2P  се плоштини на триа-

голниците OBC  и OAD , соодветно (цртеж 4), а во вториот случај имаме 

1 2P P P   (цртеж 5). По пресметување на 1P  и 2P  во секој одделен случај имаме 

254P cm  или 225,2P cm . 

 

24. За страните ,a b  и c  на ABC  важи 2a b c  . Најди ги страните, ако се 

познати симетралата на аголот as  и тежишната линија at  повлечени од темето A .  

Решение. Ќе ги користиме познатите формули  
2 2 22

2 4
b a a

at
   и 

2 2

2

( )2

( )
.

b c a
a

b c
s bc

 


  

Бидејќи, по услов, 2 ,b c a   имаме 
2 2

2

(2 )2 3
4(2 )

,
a a

a
a

s bc bc


   т.е.   

24
3

.abc S        (1) 

Понатаму,  
2 22 2 2 2 2( ) 2 4 22 2 2 27 7 4

2 4 2 4 2 4 4 4 3

b c bc a bcb c a a a
a at a bc a S

            , 

т.е. 
2 2 24 4

7 3
( )a aa t S  . Оттука бидејќи 0,a   добиваме 2 22

21
3 4a aa t S  . Сега 

имаме: 

2 24

21
2 3 4a ab c a t S    .   (2) 

Според (1) и (2) следува дека   i  b c  се корени на квадратната равенка 

42 2 2 24
321

3 4 0
x

a a ax t S S    .  

Корените на оваа квадратна равенка ќе бидат реални броеви, ако нејзината 

дискриминанта е ненегативна, т.е. 
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2 2 216 16
21 3

(3 4 ) 0a a at S S    

2 2 23 4 7 0a a at S S    

2 23( ) 0; .a a a at S t S    

Меѓутоа, ваков триаголник постои, ако и само ако 2 2 2( ) ( ) .b c a b c    Нера-

венството 
2 2 2

2
( ) ( )b cb c a     е очигледно исполнето. Од 2 2( )b c a   добиваме 

2 2 2 2

2
( ) ( ) ( ) 4b ca b c b c bc      , 

23
4

4 ( )bc b c   

2 2 23 164
3 4 21

4 (3 4 )a a aS t S     

2 2

.

16 9 ,

4 3

a a

a a

S t

S t




 

Следствено, 4
3a a aS t S  . При овие услови, имаме 

2 24
3

2 0ax a x S   , односно 

2 24
1/2 3 ax a a S   . Бидејќи 

2 2 2 24 4
3 7

( ),a a aa S t S    имаме 

  2 2 2 22 4 4
1/2 3 37

( )a a a ax t S t S    . 

Конечно, страните на триаголникот се: 1 2, ,a b x c x   или 2 1, ,a b x c x  . . 

 

25. Два брода тргнале истовремено еден кон друг, првиот од пристаништето A   

кон пристаништет B , а вториот во обратна насока. Тие се сретнале по три часа. 

Првиот брод стигнал во пристаништето B  за 2 часа и 30 минути покасно отколку 

што вториот брод стигнал во пристаништето A . За колку часа секој од бродовите 

го минувал растојанието меѓу двете пристаништа.  

Решение. Нека 1v  е брзината на првиот брод, а 2v  е брзината на вториот брод. 

Ако x  е растојанието меѓу пристаништата, тогаш  

  1 23 3v v x  .       (1) 

Ако вториот брод патувал y  часа, тогаш првиот брод патувал 2,5y   часа. Спо-

ред тоа,  

1( 2,5)v y x   

2v y x ,  

од каде добиваме 1 2,5
x

y
v


 , 1

x
y

v  . Сега, ако замениме во (1) добиваме  

3 3
2,5
x x

y y
x


  , 

3 3
2,5

1
y y

  , 

22 7 15 0y y   .  

Позитивно решение на последната равенка е 5y  . Вториот брод пристигнал за 5 

часа, а првиот брод пристигнал за 7,5 часа.  
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26. Од местото A  кон местото B  истовремено тргнуваат две групи туристи. 

Првата група тргнала со автобус движејќи се со просечна брзина од 20 /km s  и 

стигнала до местото C  што е на половина пат меѓу A  и B , а потоа тргнале 

пешки. Втората група тргнала пешки, а по 1 час се качила на автобус, кој се дви-

жел со просечна од 30 /km h . Во местото C , првата група стигнала 35 минути по-

рано од втората, а во местото B  за 1  час и 25 минути подоцна. Колку се одда-

лечени местата A  и B  и колкава е просечната брзина групите, кога одат пешки, 

ако просечната брзина на првата група е за 1 /km h  поголема од просечната бр-

зина на втората група?  

Решение. Со x  да ја означиме просечната брзина на првата група(кога одат 

пешки); тогаш просечната брзина на втората група (кога одат пешки) ќе биде 

1y x  . Ако со s  го означиме растојанието меѓу местата A  и B , тогаш, од 

условите на задачата, добиваме:  

2 2

2 2

( 1)7
20 12 30

30

1

2

s s

s s

x

x


  


  


 

од каде што добиваме 1 6x  , 2 67x  , 1 30s  , 2 215s   .  

Значи, просечната брзина на првата група (кога одат пешки) е 6 /km h , на 

втората 5 /km h , а местата A  и B  се оддалечени 30 km .   

 

27. Именителот на една нескратлива дропка е за 2 поголем од броителот. Ако 

на реципрочната дропка се намали броителот за 3, а потоа се одземе првата 

дропка се добива 1
15

. Која е почетната дропка?  

Решение. Нека почетната дропка е 
2

x
x

, при што x  е непарен број (во 

спротивно дропката би била скратлива!). Тогаш од условот на задачата имаме  
2 3 1

2 15
x x

x x
 


  , 

од каде ја добиваме равенката 
2 13 30 0x x   , 

чии корени се 1 3x   и 2 10x  . Од нив условот на задачата го задоволува само 

првиот, па бараната дропка е 3
5

.  

 

28. Да се определат 11 реални броја така што секој од нив да е еднаков на 

квадратот на сумата на преостанатите 10.  

Решение. Нека бараните броеви се 1 2 11, ,...,x x x  и нека важи: 

  1 2 11...x x x   .     (1) 

Нека вкупната сума на броевите е s . Според условите на задачата, имаме: 

  2( )i ix s x  , 1,2,3,...,11i  ,    (2) 

од каде според (1), добиваме: 

  2 2 2
1 2 11( ) ( ) .... ( )s x s x s x      .    (3) 
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Бидејќи бараните броеви се квадрати, истите се ненегативни, па од (1) следува 

дека 1 2 11....s x s x s x      , односно  

  2 2 2
1 2 11( ) ( ) .... ( )s x s x s x      .   (4) 

Од (3) и (4) добиваме дека 2 2 2
1 2 11( ) ( ) .... ( )s x s x s x      , од каде поради 

ненегативноста, имаме 1 2 11...x x x   . Тогаш за секој од нив важи 2(10 )x x , 

од каде добиваме дека сите барани броеви се 0 или сите се еднакви на 1
100

.  
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III  НЕРАВЕНСТВА  

 
1.   НЕРАВЕНСТВО НА КОШИ-БУЊАКОВСКИ-ШВАРЦ  

 
1. Докажи, дека за произволни реални броеви , ,x y z  важи  

2 2 2

1 1 1

(1 ) (1 ) (1 )
1

xy xz yz yx zx zy

y z z x x y

     

     
   . 

Решение. Од неравенството на Коши-Буњаковски-Шварц следува  

2(1 )(1 ) (1 )
y z
x x

xy xz y z       . 

Следствено  

2

1

(1 )

xy xz x
x y zy z

 

  
 . 

Конечно, ако последното неравенство го собереме со аналогните неравенства, 

добиваме   

2 2 2

1 1 1

(1 ) (1 ) (1 )
1

xy xz yz yx zx zy yx z
x y z x y z x y zy z z x x y

     

          
      . 

 

2. Нека 1 2, ,..., na a a  се произволни реални броеви. Докажи, дека важи неравен-

ството  

2 4
3 3

1 1 1

| | | |
n n n

i i i
i i i

a a a
  

    

Решение. Со примена прво на тривијалното неравенство | |a a , а потоа на не-

равенството на Коши-Буњаковски-Шварц, се добива: 

1 2 2 4
3 3 3 3

1 1 1 1 1

| | | | | | | | | |
n n n n n

i i i i i i
i i i i i

a a a a a a
    

       . 

 

3. Нека , ,x y z  се позитивни реални броеви такви што xy yz zx x y z     . 

Докажи го неравенството  

2 2 2

1 1 1

1 1 1
1

x y y z z x     
   . 

Кога во претходното неравенство важи знак за равенство?  

Решение. Со примена на неравенството на Коши-Буњаковски-Шварц за трој-

ките ( , ,1)x y  и (1, , )y z  добиваме  

2

2 2

11

1 ( )

y z

x y x y z

 

   
 . 

Аналогно важи  

2

2 2

11

1 ( )

z x

y z x y z

 

   
  и 

2

2 2

11

1 ( )

x y

z x x y z

 

   
 . 

Со собирање на овие неравенства добиваме  
2 2 2

2 2 2 2

31 1 1

1 1 1 ( )

x y z x y z

x y y z z x x y z
S

     

       
    . 
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Останува да докажеме дека 1S  , а тоа според условот на задачата е еквива-

лентно со  

3 2( ) 2( )x y z xy yz zx x y z         , т.е. со 3x y z   . 

Последното неравенство следува од 
2( )

3

x y z
x y z xy yz zx

 
      .  

 

4. Нека ,x y  и z  се ненегативни реални броеви. Докажи, дека  

2 1 2 1 2 1
0

x y y z z x
xy y yz z zx x

  
     

   . 

Решение. Воведуваме смени  

2 1 2 1
,

x y y z

xy y yz z
a b

 

   
   и 

2 1
z x

zx x
c 

 
 . 

Тогаш 
11 xy x y

a x y
a

  


   и оттука 1 1

1 1 1 1

x ya
a xy x y y x



     
   . Аналогно важи  

1 1
1 1 1

b
b z y  

   и 1 1
1 1 1

c
c x z  

  . 

Понатаму, од 1 1 1
1 1 1

0 , , 1
x y z  

   следува дека 
1 1 1
, , 1a b c

a b c  
 , па затоа 1, 1a b   

и 1c  се позитивни. Освен тоа, важи  

1 1 1
0a b c

a b c  
   , т.е. 1 1 1

1 1 1
3

a b c  
   . 

Сега, од неравенството на Коши-Буњаковски-Шварц следува  

( 1) ( 1) ( 1) 3a b c      , т.е. 0a b c   . 

  

5. Нека , ,x y z  се позитивни реални броеви такви што 1xyz  . Докажи дека  

2 22 22 2

2 2 2

4 4 4( )( )( ) ( 1)( 1)( 1)
y yx xz z

y z xy z x
x y z         . 

Решение. Користејќи го неравенството на Коши-Шварц имаме 

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 1( ) ( ) ( ) ( ) ( )x xz z
y z y z xy

x y x y x y         

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 1( ) ( ) ( ) ( ) ( )
y yx x

z x z x yz
y z y z y z         

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 1( ) ( ) ( ) ( ) ( )
y yz z

y x y x xz
x z x z z x        . 

Множејќи ги последните три неравенства добиваме, 
222

2 2 2

22 2

22 2

4 4 4 2 2 2 2 2 21 1 1

3

( )( )( ) ( )( )( )

( ) ( 1)( 1)( 1)

( 1)( 1)( 1),

yxz
xy yz xzy z x

yx z
y z x

yx z
y z x

x y z x y z y z x

xyz

      

   

   

 

што и требаше да се докаже. 

 

6. Нека , ,a b c  се позитивни реални броеви. Докажи:  

3 61
ab bc ca a b c   

  . 
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Решение. За позитивните реални броеви , ,a b c , според неравенството на 

Коши Буњаковски имаме  

2 2 2 2 2 2 2 2 2

2( ) 2( )

ab bc ca a b c b c a a b c

a b c ab bc ca

         

     

 

Според тоа  

2

2

2

2

( )

3 9

3 9

( )

23 9 3 6 6

( )

3( ) ( )

1 1 (1 ) .

a b cab bc ca

ab bc ca a b c

ab bc ca a b c a b c a b ca b c

ab bc ca a b c

  

   

        

    





      

 

 

7. Нека , ,a b c  се позитивни реални броеви за кои важи 1
3

ab bc ca   . Да се 

докаже неравенството  

2 2 2

1

1 1 1

a b c
a b ca bc b ca c ab       

   . 

Решение. Да забележиме дека именителите во левиот израз се позитивни. Од 

неравенството на Коши-Буњаковски-Шварц следува  
22 2 2

2 2 2 3 3 3 3 3 3

( )

1 1 1 3

a b ca b c a b c

a bc b ca c ab a abc a b cab b c abc c a b c a b c abc

 

                 
       

Понатаму бидејќи 

3 3 3 2 2 2

2 2 2 1
3

3 ( )( )

( )( )

a b c abc a b c a b c ab bc ca

a b c a b c

          

     
 

следува дека 
2 2

3 3 3 2 2 2 2 2 21 2
3 3

2 2 2

( ) ( )

3 ( )( 1 )

1

2( )

a b c a b c a b c

a b c a b c abc a b c a b c a b c

a b c
a b ca b c ab bc ca

     

              

 
     

 

 

 

што и требаше да се докаже.  

 

8. Ако , ,a b c  се позитивни реални броеви докажи го неравенството  
22 2 2 4( )a ba b c

b c a a b c
a b c



 
      . 

Кога важи знак за равенство?  

Решение. Бидејќи  
2 2 22 2 2( ) ( ) ( )

2 , 2 , 2
a b b c c aa b c

b b c c a a
a b b c c a

  
         , 

даденото неравенство е еквивалентно со неравенството  
2 2 2 2| | | | | | 4| |a b b c c a a b

b c a a b c

   

 
    

Последното неравенство непосредно следува од неравенството на Коши-Буњаков-

ски- Шварц, т.е.  
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2 2 2| | | | | | 2 2( )( ) (| | | | | |) (2 | |)
a b b c c a

b c a
a b c a b b c c a a b

  
             

бидејќи | | | | | |a b a c c b     . Знак за равенство важи ако и само ако | |a b kb  , 

| |b c kc  , | |c a ka  , за некој k  и | | | | | |a b a c c b     . Ако 0k  , од овие 

релации следува b c a  , па затоа 2a kc k b   и 1| 1| | |
k

a c a ka     и лесно се 

добива дека 5 1

2
k    . Ако 0k  , тогаш a b c  . Според тоа, знак за 

равенство важи ако и само ако a b c   или 2: : :1:a b c    .  

 

9. Нека , ,a b c  се позитивни реални броеви такви, што 1abc  . Докажи дека  

2 2 22 2 2
1a b c

a b c  
   . 

Решение. Бидејќи 2 2 2 1x x   , доволно е да докажеме дека  

2 1 2 1 2 1
1a b c

a b c
L

  
    . 

Последното неравенство е еквивалентно со неравенството  
1 1 1

2 1 2 1 2 1
3 2 1

a b c
L

  
     .       (1)  

Воведуваме замена , ,
yx z

y z x
a b c    со што (1) се сведува на  

2 2 2
1

y xz
x y y z z x  

   .         (2) 

Сега од неравенството на Коши-Буњаковски-Шварц следува неравенството  

2

2 2 2

2 2 2

2

2 2 2

( ) ( (2 ) (2 ) (2 ))

( )( (2 ) (2 ) (2 ))

( )( )

y xz
x y y z z x

y xz
x y y z z x

y xz
x y y z z x

x y z y x y z y z x z x

y x y z y z x x z

x y z

  

  

  

          

       

    

 

кое е еквивалентно со неравенството (2). Знак за равенство важи ако и само ако 

1a b c   .   

 

10. Нека , ,x y z  се позитивни реални броеви. Докажи го неравенството  

2 2 2

2 2 2

2 2 2

( ) ( ) ( )
1

x xy y yz z zx

y zx z z xy x x yz y

  

     
   . 

Решение. Од неравенството на Коши-Буњаковски-Шварц следува  
2

2

2 2 2( )( ) ( )
y z z
x x x

yx x x y zx z       , 

од каде добиваме 
2 2

2 2

2

( )

x xy x

y zx z xy xz z



   
 . Аналогно се добиваат неравенствата  

2 2

2 2

2

( )

y yz y

z xy x yz yx x



   
 , 

2 2

2 2

2

( )

z zx z

x yz y zx zy y



   
 . 

Според тоа, доволно е да докажеме дека  
22 2

2 2 2
1

yx z

xy xz z yz yx x zx zy y
M

     
    . 
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Повторно од неравенството на Коши-Буњаковски-Шварц добиваме  
2 2 2 2(( ) ( ) ( )) ( )M xy xz z yz yx x zx zy y x y z            

и како  
2 2 2 2( ) ( ) ( ) ( )xy xz z yz yx x zx zy y x y z            

добиваме дека 1M  .  

 

11. Определи го најмалиот реален број k  за кој неравенството  

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

( 1)( 1)( 1) ( 1)( 1)( 1)

( 1)( 1)( 1) ( 1)( 1)( 1)

2( )

a b c a b d

a c d b c d

ab bc cd ac bd ad k

       

        

      

 

важи за произволни реални броеви , ,a b c  и d .  

Решение. Од неравенството на Коши-Буњаковски-Шварц следува  

2 2 2 2 2 2( 1)( 1)( 1) [( ) ( 1) ]( 1) ( ) 1a b c a b ab c a b c ab             

Ако последното неравенство го собереме со трите аналогни неравенства, го 

добиваме саканото неравенство со константа 4k  . Знак за равенство важи за 

3a b c d    , па затоа бараната најмала вредност е 4k  .  

 

12. Определи ја најголемата вредност на изразот 3 3 3A x y z      , 

ако , ,x y z  се реални броеви такви што 1989
3

x y z   .  

Решение. Изразот A  ќе го запишеме во облик  

1 3 1 3 1 3A x y z         . 

Од неравенството на Коши-Буњаковски-Шварц следува  

2 2 2 2 2 2

2016
3

1 3 1 3 1 3

1 1 1 ( 3) ( 3) ( 3)

3 9 3 2016.

A x y z

x y z

x y z

        

       

     

 

Во неравенството на Коши-Буњаковски-Шварц знак за равенство важи ако и само 

ако  

33 3

1 1 1

yx z   , т.е. 3 3 3x y z     . 

Од последните равенства и условот на задачата следува x y z  . Бидејќи 

1989
3

x y z   , добиваме 221x y z   .  

Конечно, A  добива најголема вредност 2016  за 221x y z   .  

 

13. Дадени се позитивни реални броеви ,a b  и c  такви што 1abc  . Докажи, 

дека  
2 2 2

2 2 2 2 2 2 4 4 4

1 1 1

2 6 2 6 2 6 4 4 4 4 4 4

a b c

a b b c c a a b c b c a c a b           
     .  

Решение. Ќе докажеме дека изразот на левата страна на неравенството е помал 

или еднаков на 1, додека изразот на десната страна е поголем или еднаков на 1. 
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Ако искористиме дека 1abc  , од неравенството меѓу аритметичката и геоме-

триската средина следува  
2 2 2 2

2 2 24 4 2 2 4 2 2 2 2 2 2 4 2 2 2 2 2 2 44 4 4 4 ( ) ( )
.a a a a

a b ca b c a ab c abc a a b a c b c b a b a c b c c             
    

Аналогно добиваме  
2 2

2 2 24 4 4

b b

a b cb c a   
  и 

2 2

2 2 24 4 4

c c

a b cc a b   
 . 

Ги собираме последните три неравенства и добиваме дека  
2 2 2

4 4 44 4 4 4 4 4
1a b c

a b c b c a c a b     
   . 

Останува да докажеме дека изразот на левата страна е помал или еднаков на 1. Од 

неравенството меѓу аритметичката и геометриската средина следува  

22 2 2

1 1 1
3 23 62 6 3 6

51 1 1
2 3 2 4 3 2

( ) ( ).

abc c
b cab abca b ab

c b
b c b c

  

 

   

   

 

Аналогно ги добиваме неравенствата  

2 2

51 1
4 3 2

2 6
( )c

c a
b c


 

   и 
2 2

51 1
4 3 2

2 6
( )a

a b
c a


 

  . 

Од последните три неравенства и од неравенството на Коши-Буњаковски-Шварц 

следува  

2 2 2 2 2 2

2

51 1 1 1
4 4 2 2 2

2 6 2 6 2 6

( )5 1
4 4 ( 2 ) ( 2 ) ( 2 )

( )

1.

b c a
b c c a a b

a b b c c a

a b c

b b c a c a a a b

  
     

 

    

     

   

 

 

14. Ако , ,a b c  се ненегативни цели броеви такви, што 2 2 2 1a b c   , докажи 

дека  

2 2 2

23
41 1 1

( )a b c

b c a
a a b b c c

  
     . 

Решение. Нека  

2 2 2 2 2 2
1 2 3( 1), ( 1), ( 1)x a b x b c x c a      ,  

2 2 21 2 3
1 1 1
, ,a b c

b c a
y y y

  
   . 

Од неравенството на Коши-Буњаковски-Шварц следува  

2 2 2

2 2 2 2 2 2 2

1 1 1
[ ( 1) ( 1) ( 1)]( ) ( )a b c

b c a
a b b c c a a a b b c c

  
          . 

Според тоа, за да го докажеме бараното неравенство, треба да докажеме дека  
2 2 2 2 2 2 4

3
( 1) ( 1) ( 1)a b b c c a      .  

Од условот 2 2 2 1a b c    следува  

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 4 4 4 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2( ) ( )

3

2( ) ( ) 4
3 3 3

( 1) ( 1) ( 1)

1

1 1 .

a b b c c a a b b c c a

a b b c c a a b c a b c

a b b c c a a b c a b b c c a
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Последното неравенство следува од неравенството  
2 2 2 2 2 2 2 2 2( ) ( ) ( ) 0a b b c c a      . 

Со тоа е докажано бараното неравенство и знак за равенство важи ако и само ако 
1

3
a b c   . Во овој случај важи знак за равенство во неравенството (1) и важи 

знак за равенство последното неравенство.  

 

15. Нека , ,x y z  се позитивни реални броеви такви да 1x y z   . Докажи дека 

2A B , каде  
2 2 2(1 )(1 3 3 3 )

9( )( )( )

xy yz zx x y z

x y y z z x
A

     

  
  и 

4 42 2 24

11 1

3 9 3 9 3 9

y yx x z z

x y z
B

 

  
   . 

Решение. Од 1x y z    наоѓаме  

21 ( )

( )( ) ( )( ) ( )( )

xy yz zx x y z xy yz zx

x y y z y z z x z x x y

        

        
 

и ако го искористиме неравенството на Коши-Буњаковски-Шварц, за десната 

страна на даденото неравенство добиваме  

33 332 2 2 23 31 1 1 1
9 1 1 1 9(1 ) 9(1 ) 9(1 )

( )(( 3 ) ( 3 ) ( 3 )) ( ) .
y yx x z z

x y z x y z
A x x y y z z

 
     

            

Според тоа, доволно е да докажеме дека за секој реален број (0,1)s  е исполнето 

неравенството  

3

4 2

13
9(1 )

3 9

s ss s
s

s





 .  

Последното неравенство е еквивалентно со неравенството 2 23(9 1) 0s   ,  кое 

очигледно е точно. Знак за равенство важи ако и само ако 1
3

x y z   .  

 

16. Нека , ,x y z  се пзотивни реални броеви такви што 1x y z   . Докажи, 

дека  

2 2 2

9
4

yx z

y z z x x y  
   . 

Решение. Од неравенството на Коши-Буњаковски-Шварц следува  

2 2 2

2 2 2 2( )( ( ) ( ) ( )) ( )
yx z

y z z x x y
x y z y z x z x y x y z

  
          . 

Затоа доволно е да се докаже неравенството  
2 2 2 29( ( ) ( ) ( )) 4( )x y z y z x z x y x y z         

кое е еквивалентно со неравенството  
2 2 2 2 2 24( ) 9( )x y z xy yz zx xy yz zx        . 

Но, 2 2 2x y z xy yz zx     , па затоа доволно е да се докаже дека  

2 2 2 2 2 23( )x y z xy yz zx     . 

Имаме 2 2 3 2 21 ( )x x x y z x x y x z        и слично за y  и z . Ако ги собереме 

неравенствата   
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2 2 2 2 2 2 2 2 2( ) 2 , ( ) 2 , ( ) 2x x z x z y x y xy z z y z y       

се добива бараното неравество. Знак за равенство важи ако и само ако x y z  , 

па бидејќи 1x y z   , добиваме дека знак за равенство важи ако и само ако 

1
3

x y z   .  

 

17. Нека 1 2 2008, ,...,a a a  се реални броеви такви што  

1 2 3 2008

2 2 2 2
1 2 3 2008

... 0

... 502

a a a a

a a a a

    


    

      (1) 

Одреди ја максималната вредност за 2008a . Најди барем една низа од вредности 

1 2 2007, ,...,a a a  во која таа се достигнува.  

Решение. Според неравенството на Коши-Буњаковски-Шварц, за реалните 

броеви 1 2 2007, ,...,a a a  имаме  

  

2 2
1 2 2007 1 2 2007

2 2 2 2 2 2
1 2 2007

2007

2 2 2
1 2 2007

( ... ) (1 1 ... 1 )

(1 1 .... 1 )( ... )

2007( ... ) .

a a a a a a

a a a

a a a



         

      

   

pati

    (2) 

Равенство се достигнува ако и само ако  

3 20071 2

1 1 1 1
...

a aa a
    , т.е. 1 2 2007...a a a   . 

Равенствата (1) ќе ги запишеме во вид   

1 2 3 2007 2008

2 2 2 2 2
1 2 3 2007 2008

...

... 502

a a a a a

a a a a a

     


     

 

и ако замениме во (2) добиваме 
2 2

2008 2008( ) 2007(502 )a a   . 

Значи, 
2 2007 502 2007
2008 2008 4

a   , од каде добиваме 2007
2008 2

| |a  .  

За било која низа реални броеви 1 2 2007, ,...,a a a , за која 1 2 2007...a a a    е 

исполнето 2007
2008 2

| |a  . Според тоа, 2007
2008 max 2

( )a  .  

 

18. Определи ги сите реални броеви ,x y  и z , поголеми или еднакви на 1, кои 

го задоволуваат условот  

min{ , , } 1 1 1x xyz y xyz z xyz x y z         .   (1) 

Решение. Нека ,a b  и c  се ненегативни реални броеви такви што 
21 ,x a   

21y b   и 21z c  . Без ограничување на општоста можеме да сметаме дека 

min{ , , }c a b c , па така условот на (1) можеме да го запишеме во обликот  

2 2 2 2(1 )(1 (1 )(1 )) ( )c a b a b c       .       (2) 

Од неравенството на Коши-Буњаковски-Шварц следува  
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2 2 2( ) (1 ( ) )(1 )a b c a b c      , 

па затоа 2 2 2(1 )(1 ) ( )a b a b    , т.е. 2( 1) 0ab  . Според тоа, 1ab   и претходно 

треба да важи знак за равенство, т.е. ( ) 1c a b  . Обратно, ако се исполнети равен-

ствата 1ab   и ( ) 1c a b  , тогаш условот (2) е исполнет. Конечно, решение на 

задачата се сите тројки 
2

2 2 2

2 1

( 1)
( , , ) (1 ,1 ,1 )a

a a
x y z a


    , каде 0a   и нивните 

пермутации.  

 

19. Нека 1 2, ,..., nx x x  се произволни реални броеви. Докажи го неравенството  

1 2

2 2 2 2 2
1 1 2 11 1 1 ...

... n

n

xx x

x x x x x
n

     
     

Решение. Од неравенството на Коши-Буњаковски-Шварц имаме: 

2 2 2
1 2 1 2... ...n na a a n a a a        

за секои реални броеви 1 2, ,..., na a a . Земајќи  

2 2
11 ...

k

k

x
k

x x
a

  
  за 1,2,..., ,k n  

доволно е да докажеме дека важи 

1 2

2 2 2 2 2
1 1 2 1

2 2 2

1 1 1 ...
( ) ( ) ... ( ) 1.n

n

xx x

x x x x x     
     

Да забележиме дека за 2k  , 
2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
1 1 1 1 1 1 1 1

2 1 1

1 ... (1 ... ) (1 ... )(1 ... ) 1 ... 1 ...
( )k k k

k k k k k k

x x x

x x x x x x x x x x x x                  
     

За 1k  , на сличен начин се добива неравенството 1

2 2
1 1

2 1

1 1
( ) 1

x

x x 
  . Сумирајќи 

ги овие неравенства, се добива  

2 2 2 2
1 1

2 1

1 ... 1 ...
1

( ) 1 1k

k k

n
x

x x x x
k

     


   . 

 

20. Нека 1( )n nx 
  е низа од позитивни броеви, за кои што 1 2 ... nx x x n    , 

1n  . Да се докаже дека 
2 2 2 1 1 1
1 2 4 2

... (1 ... )n n
x x x       , 1n  . 

 Решение. Воведуваме ознаки 1 2 ...n ns x x x    , 1ny n n    и nt n . 

Според условот на задачата добиваме дека   

n ns t .            (1) 

Понатаму, 
1

n

i n
i

y t


  и  

1 1 1 1
1 1 1 1

1 1 1 1
1 1 1 1

[ ( )] ( )

( ) ( ) ,

n n n n n n

i i i n k k i k k i n
i i k i i k i i

jn n n

j j i i n j j j n n
j i i j

x y x y y y x y y x y

y y x x y s y y y s
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2
1 1 1 1

1 1 1 1 1

1 1 1 1
1 1 1 1

[ ( )] ( )

( ) ( )

n n n n n n n

i i i i n k k i k k i n
i i i k i i k i i

jn n n

j j i i n j j j n n
j i i j

y y y y y y y y y y y y

y y y y y t y y y s

   
      

   
   

      

     

      

   

 

Од неравенството (1)  и  неравенството на Коши-Буњаковски-Шварц јасно е дека 

2 2 2

1 1 1 1

n n n n

i i i i i
i i i i

y x y y x
   

     , т.е. 2 2

1 1

n n

i i
i i

y x
 

  . 

Сега  

221

2 2 2 21 1 1 1 1 1 1
41 (1 1)(1 1 )1 1 1 1 1 1 1

( 1) ( )

i

n n n n n n n

i i i i ii i
i i i i i i i

x y i i
         

              . 

 

 

 

2.  ЕНГЕЛОВ ПРИНЦИП НА МИИМУМ  

 
1. Нека за позитивните броеви x, y и z важи 1xyz  . Докажи, дека  

22 2 3
2

yx z
y z z x x y  

   . 

Решение. Од Енгеловиот принцип на минимум следува  
2 22 2 ( )

2( ) 2

y x y z x y zx z
y z z x x y x y z

   

    
    .  

Ако пак го примениме неравенството меѓу аритметичката и геометриската среди-

на и го користиме условот 1xyz  , добиваме  3 33
2 2 2

x y z
xyz

 
  . Конечно, од 

последните две неравенства следува бараното неравенство 

 

2. Нека ,a b  и c  се позитивни реални броеви такви што 1abc  . Докажи дека  

3 3 3

31 1 1
2( ) ( ) ( )a b c b a c c a b  

   . 

Решение. Од Енгеловиот принцип на минимум следува: 
2 2 2 21 1 1 1 1 1

3 3 3

( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 1
( ) ( ) ( ) 2( ) 2( ) ( ) ( )

a b c a b c ab bc ca
a b c b a c c a b ab bc ca abca b c b a c c a b

   
      

       . 

Од неравенството меѓу артиметичка и геометриска средина следува:  
233 ( ) 31 1

2 2 2

abcab bc ca
abc abc
    . 

Од претходните две неравенства се добива точноста на почетното неравенство.  

 

3. За произволни позитивни реални броеви ,a b  и c  е исполнето неравенството  

2 2 2
1a b c

b c c a a b  
   . 

Докажи! 

Решение. Да забележиме дека  
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2 2 2

2 2 2 2 2 2
a b c a b c

b c c a a b ab ac bc ba ca cb     
     .   

     (1) 

Но според Енгеловиот принцип на минимум имаме  
22 2 2 ( )

2 2 2 3( )

a b ca b c
ab ac bc ba ca cb ab bc ca

 

    
    

Од  
2 2 2 2 2 21

2

2 2 2 2 2 21
2

2 2 21
2

[2 2 2 2 2 2 ]

[( 2 ) ( 2 ) ( 2 )

[( ) ( ) ( ) ] 0

a b c ab bc ca a b c ab bc ca

a ab b b bc c c ca c

a b b c c a

          

        

      

, 

следува  
2 2 2

1a b c
ab bc ca
 
 

 .     (2) 

па затоа  

  

2 2 2 2

2 2 2

( ) 2 2 2
3( ) 3( )

2( ) 1 2
3( ) 3( ) 3 3

1

a b c a b c ab bc ca
ab bc ca ab bc ca

ab bc caa b c
ab bc ca ab bc ca

      
   

  
   



    

   (3) 

Конечно, од (1),(2) и (3) следува точноста на бараното неравенство. 

 

4. Нека x и y се позитивни броеви. Докажи, дека  
5
4

4 4 4

1 1 2

x y x y
  .   

Решение. Од Енгеловиот принцип на минимум следува 
2

4 44 4

1 1 2

x y x y
  . По-

натаму од неравенството меѓу аритметичката и  квадратната средина наоѓаме  

4 2 2 14
24 4

2
2 2

x y
x y x y


     и 

1
2

2
2 2

x y
x y x y


    , 

па затоа 
31

2 444 4 4 42 . 2. 2 .x y x y x y     , т.е. .
34 4
4 4

1 1

2 .
x y

x y




 . Конечно,  

5
2 2 4

34 44 4 4
4 4

1 1 2 2 2

2 .
x y x y x y

x y
 



    .  

 

5. Нека a, b, c и d се позитивни броеви. Докажи дека  

2a b c d
b c c d d a a b   

    . 

Решение. Ќе направиме трансформација со цел да добиеме квадрати во брои-

телите, а потоа ќе го примениме Енгеловиот принцип на минимум:   
22 2 2 2 ( )

( ) ( ) ( ) ( ) 2 2

a b c da b c d a b c d
b c c d d a a b a b c b c d c d a d a b ac bd ab bc cd da

  

            
         

От друга страна 2 2 2 2 2( ) 2( )a b c d a b c d ab ac ad bc bd cd              

па значи  
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2 2 2 2 2

2 2

( ) 2(2 2 ) 2 2

( ) ( ) 0

a b c d ac bd ab bc cd da a b c d ac bd

a c b d

              

    
 

од каде следува бараното неравенство.  

 

6. Докажи, дека ако за позитивните броеви a, b и c важи 1a b c   , тогаш 

точно е неравенството   
1 1 1 2 2 2

1 1 1 1 1 1a b c a b c     
     . 

Решение. Прво да забележиме дека од условот следува  
1 1 1 1 1 1

1 1 1a b c a b b c c a     
     . 

Сега од Енгеловиот принцип на миниму следува 1 1 4 4
2 1a b b c a b c b    

   . Анало-

гно 1 1 4
1b c c a c  

   и 1 1 4
1c a a b a  

  . Ако ги собереме последните три неравен-

ства добиваме дека  
1 1 1 4 4 4

1 1 1
2( )

a b b c c a a b c     
     , 

од каде непосредно следува бараното неравенство.   

 

7. Докажи, дека ако a, b и c са ненегативни броеви такви што 2 2 2 1a b c   , 

тогаш  

2 2 2

23
41 1 1

( )a b c

b c a
a a b b c c

  
     . 

Решение. Имаме  
2 2 23 3 3

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

( ) ( ) ( )

1 1 1

a a b b c ca b c a b c

b c a a b a b c b c a c a b a b c b c a c        
        .  

Од Енгеловиот принцип на минимум следува  
2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

( ) ( )

1 1 1 1

a a b b c c a a b b c ca b c

b c a a b a b c b c a c a b b c c a

   

          
    . 

Сега од неравенството 2 2 2 2 2 2 2 2 2 21 ( ) 3( )a b c a b b c c a       следува, дека 

2 2 2 2 2 2 1 4
3 3

1 1a b b c c a      , односно 
2 2 2 2 2 2

31
41a b b c c a  

 . Конечно,  

2

2 2 2 2 2 2 2 2 2

( ) 23
41 1 1 1

( )
a a b b c ca b c

b c a a b b c c a
a a b b c c

 

     
      .  

 

8. Нека , ,x y z  се реални броеви такви што 0x y z   . Докажи, дека  

2 2 2

( 2) ( 2) ( 2)

2 1 2 1 2 1
0

x x y y z z

x y z

  

  
   . 

Кога важи знак за равенство?  

Решение. Даденото неравенство е еквивалентно со неравенството  
2 2 2

2 2 2

(2 1) (2 1) (2 1)

2 1 2 1 2 1
3

x y z

x y z

  

  
   . 

Без ограничување на општоста можеме да претпоставиме дека  

| | max{| |,| |,| |}z x y z . 

Тогаш, од Енгеловиот принцип на минимум следува дека  



Р. Малчески, А. Малчески, Д. Велинов, С. Малчески, С. Костадинова 

 

 152 

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2

(2 1) (2 1) 2( 1) 2(1 ) 2(1 ) (2 1)

2 1 2 1 1 1 2 1 2 1
3 3

x y x y z z z

x y x y x y z z

      

       
       , 

што и требаше да се докаже. Знак за равенство важи ако и само ако 0x y z    

или 1 1
2 2

( , , ) ( , ,1)x y z     и сите пермутации на 1 1
2 2

( , ,1)  .  

 

9. Нека ,a b  и c  се позитивни реални броеви. Докажи, дека  

31 1 1
(1 ) (1 ) (1 ) 1a b b c c a abc   

   . 

Решение. Со смените 
3, , ,

ky kz kx
x y z

abc k a b c    , за , , , 0k x y z   неравен-

ството го добива видот 
2 2 2 3

3

1

yx z

ky k z kz k x kx k y k   
   . Сега Енгеловиот принцип 

на минимум следува  
2

2 2 2 2 2 2

2

2 2 3

( )

( ) ( ) ( )

( ) 3 3

( )( ) 1
,

y x y zx z

ky k z kz k x kx k y x ky k z y kz k x z kx k y

x y z

k k xy yz zx k k k

 

       

 

    

  

  

 

бидејќи  3( ) 3( )x y z xy yz zx      и 2 3 1k k k   . Знак за равенство важи ако 

и само ако x y z   и 1k  , т.е. 1a b c   . 

 

10. Нека , , ,a b c d  се позитивни реални броеви такви што 8a b c d    . Дока-

жи, дека  

3 3 3 38 8 8 8
4a b c d

b d c a d b a c       
    . 

Кога важи знак за равенство?  

Решение. Даденото неравенство го делиме со 4 и го добиваме еквивалентното 

неравенство  

3 3 3 38 8(8 ) 8 8(8 ) 8 8(8 ) 8 8(8 )
1a b c d

b d c a d b a c           
    .   (1) 

Од неравенството меѓу аритметичката и геометриската средина следува  

3 3 3 3

3 3 3 3
24 24 24 248 8(8 ) 8 8(8 ) 8 8(8 ) 8 8(8 )

a b c d a b c d
b d c a d b a cb d c a d b a c                   

       . (2) 

Ќе докажеме дека  
3 3 3 3

24 24 24 24
1a b c d

b d c a d b a c       
    .    (3) 

Од Енгеловиот принцип на минимум следува  
2 2 2 2

2

2

3 3 3 3 3 3 3 3
24 24 24 24 (24 ) (24 ) (24 ) (24 )

3( )

(24 ) (24 ) (24 ) (24 )

3 8 3 64
24( ) 24 8

1.

a b c d a b c d
b d c a d b a c a b d b c a c d b d a c

a b c d

a b d b c a c d b d a c

a b c d

               

  

         

 
   

      



  

 

Конечно од неравенствата (2) и (3) следува неравенството (1), т.е. даденото 

неравенство. Јасно, знак за равенство важи ако и само ако ,a c b d  .  
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11. Нека ,a b  и c  се позитивни реални броеви такви што 1abc  . Докажи, дека  
2 2 2

2 2 2 2 2 2 4 4 4

1 1 1

2 6 2 6 2 6 4 4 4 4 4 4

a b c

a b b c c a a b c b c a c a b           
     . 

Решение. Ќе докажеме дека изразот на левата страна на неравенството е помал 

или еднаков на 1, додека изразот на десната страна е поголем или еднаков на 1. 

Ако искористиме дека 1abc  , од неравенството меѓу аритметичката и геометри-

ската средина следува  
2 2 2

4 4 2 2 4 2 2 2 2 2 2 4 2 2 2 2 2 2 4

2

2 2 2

4 4 4 4 ( ) ( )

.

a a a

a b c a ab c abc a a b a c b c b a b a c b c c

a

a b c

           

 

 



 

Аналогно добиваме  
2 2

2 2 24 4 4

b b

a b cb c a   
  и 

2 2

2 2 24 4 4

c c

a b cc a b   
 . 

Ги собираме последните три неравенства и добиваме дека  
2 2 2

4 4 44 4 4 4 4 4
1a b c

a b c b c a c a b     
   . 

Останува да докажеме дека изразот на левата страна е помал или еднаков на 1. Од 

неравенството меѓу аритметичката и геометриската средина следува  

22 2 2

1 1 1
3 23 62 6 3 6

51 1 1
2 3 2 4 3 2

( ) ( ).

abc c
b cab abca b ab

c b
b c b c

  

 

   

   

 

Аналогно ги добиваме неравенствата  

2 2

51 1
4 3 2

2 6
( )c

c a
b c


 

   и 
2 2

51 1
4 3 2

2 6
( )a

a b
c a


 

  . 

Конечно, ако ги собереме последните три неравенства, тогаш од Енгеловиот прин-

цип на минимум следува  

2 2 2 2 2 2

2

51 1 1 1
4 4 2 2 2

2 6 2 6 2 6

( )5 1
4 4 ( 2 ) ( 2 ) ( 2 )

( )

1.

b c a
b c c a a b

a b b c c a

a b c

b b c c c a a a b

  
     

 

    

     

   

 

 

12. Дали постои низа позитивни броеви 1 2, ,...a a  кои ги задоволуваат условите  

1) 2

1

n

i
i

a n


 , за секој n  и  

2) 1

1

2008
i

n

a
i

 , за секој n .  

Решение. Нека претпоставиме дека таква низа постои. Од Енгеловиот принцип 

на минимум следува  
2 2 2

2
1 2 1 2 1 2

1 1 1
... ... 44

...
n n n n n

n n n
a a a a a a n     

      , 

за секој n . Меѓутоа, од тука следува  
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2
1

4
1

k

i

k
a

i

 , за 1,2,...k  , 

што противречи на условот 2). Значи, не постои низа со бараните својства.  

 

13. Нека ,a b  и c  се позитивни реални броеви. Докажи, дека  
2 2 3 2

4
a b a b c

a b b c
 

 
  .    (1) 

Решение. Прв начин. Ако на двете срани на неравенството (1) го додадеме 

изразот 
4 4

a b b c  , добиваме дека даденото неравенство е еквивалентно со нера-

венството  
2 2

2 2

3 2
4 4 4 4 4

4 4
( ) ( ) .

a b a b b c a b c a b b c
a b b c

a a b b b c
a b b c

a b

     
 

 
 

     

    

 

Последното неравенство следува од неравенството меѓу аритметичката и геоме-

триската средина бидејќи  

2 2

4 4
2a a b a a b

a b a b
a 

 
     и 

2 2

4 4
2b b c b b c

b c b c
b 

 
    , 

што значи дека е точно неравенството (1).  

Втор начин. Од Енгеловиот принцип на минимум, кој гласи:  

Ако x и  y се позитивни броеви u и v се реални броеви, тогаш  
22 2 ( )u vu v

x y x y




   

при , ,u a v b x a b     и y b c   добиваме  

22 2 ( ) ( )( )

2 2

a b a b b ca b
a b b c a b c a b c

a b
  

     
     .   (2) 

Понатаму, од неравенството меѓу аритметичката и геометриската средина следува  
( ) ( )2

2 2
( )( )

a b b ca b c a b b c
        , 

па затоа 2( 2 ) 4( )( )a b c a b b c     , т.е.  

( )( ) 2
2 4

a b b c a b c
a b c

   
 

   . 

Конечно, од последното неравенство и од неравенството (2) следува  
2 2 2 3 2

4 4
a b a b c a b c

a b b c
a b    

 
     , 

т.е. точно е неравенството (1).  

Трет начин. За позитивните реални броеви a  и b  последователно се точни 

еквивалентните неравенства:  

2

2

2 2

2 2 2

2

3
4

( ) 0

2 0

4 3 3

4 ( )(3 )

a a b
a b

a b

a ab b

a a ab b ab

a a b a b
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и аналогно 
2 3

4
b b c

b c



 . Конечно, ако ги собереме последните две неравенства го 

добиваме неравенството (1).  

Четврт начин. Неравенството (1) последователно е еквивалентно со неравен-

ствата  
2 2

2 2 2 2 2 2 3

4 ( ) 4 ( ) ( )( )(3 2 )

2 4 0

a b c b a b a b b c a b c

a b ab a c ac b c bc b abc

       

       

 

2 2( ) ( 2 )( ) 0b a c a c b ac b      .    (3) 

Ако 2( 2 )( ) 0a c b ac b    , тогаш точно е неравенството (3), што значи дека е 

точно и неравенството (1). Ќе докажеме дека неравенството (3) е точно и кога 
2( 2 )( ) 0a c b ac b    . Можни се два случаја:  

Прв случај. Ако 2 0a c b    и 2 0ac b  , тогаш b ac  и 
2

a c b  , т.е. 

2
a cG ac b A    . Бидејќи 2a c A   и 2ac G , неравенството (3) последо-

вателно е еквивалентно со неравенствата  
2 2 2 2 3

2 2 2 2 2

2 3 0

( ) ( ) ( ) ( ) 0.

A b Ab AG bG b

Ab A b b A G G A b b b G

    

       
 

Јасно, од G b A   следува точноста на последното неравенство, што значи дека 

е точно неравенството (3), т.е. точно е неравенството (1).  

Втор случај. Ако 2 0a c b    и 2 0ac b  , тогаш 
2

a c b ac   , што про-

тивречи на неравенствгото меѓу аритметичката и геометриската средина, па затоа 

овој случај не е е можен.  

 

 

3.   НЕРАВЕНСТВО НА ЧЕБИШЕВ  

 

1. Нека , ,a b c   и 
2 2 2
3 3 3 3a b c   . Докажи дека  

4 4 4
3 3 32 2 2a b c a b c     .       (1) 

Решение. Без ограничување на општоста можеме да претпоставиме дека 

a b c  . Тогаш 
2 2 2
3 3 3a b c   и 

4 4 4
3 3 3a b c  , па од неравенството на Чебишев и 

условот на задачата следува неравенството  
4 4 4 2 2 2 4 4 4
3 3 3 3 3 3 3 3 3

2 4 2 4 2 4
3 3 3 3 3 3

3( ) ( )( )

3( )

a b c a b c a b c

a a b b c c

      

  

, 

кое е еквивалентно со неравенството (1).  

 

2. а) Нека 1 2 3 0x x x    и 1 2 30 y y y   . Докажи дека  

3 1 2 31 2

1 2 3 1 2 3
3

x x x xx x

y y y y y y

 

 
   .         (1) 

б) Нека , , 0     и      . Докажи дека  
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91 1 1
   
   . 

Кога важи знак за равенство?  

Решение. а) Ако ставиме 1, , 1,2,3
i

i i i y
a x b i   , тогаш од неравенството на 

Чебишев добиваме  

31 2

1 2 3 1 2 3

1 1 1 1
1 2 33

( )( )
xx x

y y y y y y
x x x       .      (2) 

Понатаму, од неравенството меѓу аритметичката и хармониската средина за пози-

тивните реални броеви 1 2 30 y y y    добиваме  

1 2 3 1 2 3

91 1 1
y y y y y y 
   .         (3) 

Конечно, неравенството (1) следува од неравенствата (2) и (3).  

б) Без ограничување на општоста можеме да земеме дека     . Ако во 

неравенството (1) ставиме  

1 2 3 1x x x   , 1 2, ,y y    3y    

и земеме предвид дека     , добиваме  

91 1 1 1 1 13  
    
    . 

Јасно, знак за равенство важи ако и само во (1) важи знак за равенство, што значи 

ако и само ако во неравенствата (2) и (3) важи знак за равенство. Но, во (3) важи 

зна за равенство ако и само ако 1 2 3 3
y y y    .  

 

3. Нека , ,a b c  се позитивни реални броеви такви што 1a b c   . Докажи, 

дека  
9
10 1 1 1

1a b c
bc ca ab  

    . 

Решение. За десната страна на неравенството доволно е да забележиме дека 

именителите на дропките се поголеми од 1 и затоа 
1 1 1

1a b c
bc ca ab

a b c
  

      .  

Понатаму, без ограничување на општоста можеме да сметаме дека a b c  . 

Тогаш 1 1 1
1 1 1bc ca ab  

  . Сега ако последователно ги примениме неравенството 

на Чебишев, неравенството меѓу аритметичката и хармониската средина и нера-

венството  
2( ) 3( )a b c ab bc ca      

добиваме дека  

2( )

3

1 1 1
1 1 1 1 1 1

1 1 1
1 1 1

9
3

9 27
10

3

3( ) ( )( )

.
a b c

a b c
bc ca ab bc ca ab

bc ca ab

ab bc ca

a b c

 

     

  

  



      

  



 

 

 

4. Нека ,a b  и c  се позитивни реални броеви такви, што 1ab bc ca   . Дока-

жи го неравенството  
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3( ) a a b b c c

bc ca ab
a b c     . 

Решение. Без ограничување на општоста можеме да претпоставиме, дека 

a b c  . Тогаш a b c
bc ca ab
   и од неравенството на Чебишев следува  

1
3
( )( )a a b b c c a b c

bc ca ab bc ca ab
a b c       , 

а заради добро познатото неравенство 2 2 2 23( ) ( )a b c a b c       имаме  

2( )

3

a b ca b c
bc ca ab abc

 
   . 

Според тоа, доволно е да докажеме дека 2( ) 9 3a b c abc   . Последното нера-

венство следува од неравенството меѓу аритметичката и геометриската средина, 

т.е. имаме  

32 2 2 2 2 23( ) ( ) (3 ) 3 9 3a b c a b c ab bc ca abc a b c abc           . 

 

5. Ако , ,a b c  се ненегативни реални броеви такви што 
2 2 2 1a b c   , докажи 

дека  

4 4 4

9 31
2 101 1 1

a b c

a b c  
    .        (1) 

Кога важи знак за равенство?  

Решение. Левата страна на неравенството е очигледна. Имено,  
2 2 2

4 4 4

1
2 2 21 1 1

a b c a b c a b c

a b c

   

  
     . 

Знак за равенство важи за подредените тројки (1,0,0), (0,1,0), (0,0,1) .  

За да го докажеме десното неравенство во (1), прво ќе го примениме неравен-

ството меѓу аритметичката и квадратната средина, потоа неравенството на Чеби-

шев, повторно неравенството меѓу аритметичката и квадратната средина и ќе го 

искористиме условот 
2 2 2 1a b c   . Имаме  

2 2 2 2

4 4 4 4 4 4

4 4 4

4 4 4

( )10
3 31 1 1 1 1 1

4 4 4

1 1 1

4 4 4

1 1 1

( ) (3 )( )

(3 )( )

((1 ) (1 ) (1 ))( )

a b ca b c a b c

a b c a b c

a b c

a b c

a b c

a b c

a b c

a b c

 

     

  

  

     

     

       

 

4 4 4

4 4 4

1 1 1

2 2 2

(1 ) (1 ) (1 ) )

3( ) 3 3( ) 3 3

a b c

a b c
a b c

a b c a b c

  
     

      

 

што значи дека е исполнето десното неравенство во (1).  

Пред да го примениме неравенството на Чебишев треба да провериме дали од 

x y  и 2 2 1x y   следува 
4 41 1

yx

x y 
 , т.е. 2 2( )[ ( ) 1] 0y x xy x xy y     . По-

следното неравенство следува од 0 y x   и од неравенството  

2 2 4 2 2( )2 2 2 4 2 1
2 4 2 2 4

( ) ( ) 4( ) 4( ) 4 1
xy x xy y x y x y x y

xy x xy y
     

         , 
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при чие докажување последователно ги применивме неравенствата меѓу аритме-

тичката и геометриската средина и неравенството меѓу аритметичката и 

квадратната средина.  

 

6. Нека , , 0a b c   и 1n  . Докажи дека  

3( )

2( )

n n nn n n a b ca b c
b c c a a b a b c

 

    
   .       (1) 

Решение. Без ограничување на општоста можеме да земеме дека a b c  . 

Тогаш 1 1 1
b c c a a b  

   и n n na b c  , па од неравенството на Чебишев добиваме  

1 1 1
3

( )
n n n n n na b c a b c

b c c a a b b c c a a b
 

     
     .     (2) 

Понатаму, од неравенството на Коши-Буњаковски-Шварц, применето на броевите 
1 1 1, ,

b c c a a b  
 и , ,b c c a a b    добиваме  

1 1 12( )( ) 9
b c c a a b

a b c
  

     , 

т.е.  
91 1 1

2( )b c c a a b a b c    
   .         (3) 

Конечно од неравенствата (2) и (3) следува неравенството (1).  

 

7. Ако , ,a b c  се позитивни реални броеви за кои важи 
2 2 2

1 1 1 1
a b c
   , докажи 

дека  
5 5 5

3 3 3
3a b c

a b c

 

 
 . 

Решение. Прв начин. Од неравенството меѓу средини од ред 5 и ред 3  за 

броевите , ,a b c  имаме  

5 5 5 3 3 3
5 3

3 3
a b c a b c    . 

па затоа  

5 5 5 3 3 3

3 3 3

23
3

( )a b c a b c

a b c

   

 
 . 

Сега, од неравенството меѓу средини од ред 3 и ред 2 добиваме дека важи  

3 3 3 2 2 2
3

3 2
a b c a b c    . Од неравенството меѓу аритметичка и хармониска среди-

на и од условот на задачата следува 
2 2 2

1 1 1
2 2 2

3
3

3

a b c

a b c 

 
  .  

Со тоа неравенството е докажано. 

Втор начин. Без губење на општоста земаме a b c  . Јасно, 2 2 2a b c   и 

3 3 3a b c  . Ако искористеме неравенство на Чебишев добиваме  
2 2 2 3 3 3 5 5 5

3 3 3
a b c a b c a b c       . 

 Значи,  
5 5 5 2 2 2

3 3 3 3
a b c a b c

a b c

   

 
 . 
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О првиот начин на решавање имаме 
2 2 2

3
3a b c   , што заедно со претходното 

неравенство годава бараното неравенство.  

Трет начин. Од неравенство на Коши – Буњаковски – Шварц  добиваме   
5 5 51 1 1
2 2 2 2 2 2 5 5 5a a b b c c a b c a b c        

т.е.                      
5 5 5 3 3 3

3 3 3

a b c a b c
a b ca b c

   
  

 . 

Сега, од неравенството на Чебишев добиваме  
2 2 2 3 3 3

3 3 3
a b c a b c a b c       , 

од каде следува дека  
5 5 5 3 3 3 2 2 2

3 3 3 1 1 1
2 2 2

3
3

3.

a b c

a b c a b c a b c
a b ca b c

     
    

     

Четврт начин. Ќе докажеме дека  
5 5 5 3 3 3 3 3 32( )a b c a b c a b c         

т.е.       

2 2 2 2 2 2

5 3 5 3 5 3 3 3 3

5 5 5 3 3 31 1 1 1 1 1

2( )

( ) ( ) ( ) 2( )
b c a c a b

a a b b c c a b c

a b c a b c

       

       
 

односно    
5 5 5 5 5 5

2 2 2 2 2 2

3 3 32( )a b a c b c

b a c a c b
a b c        . 

Доволно е да го докажеме неравенството 
5 5

2 2

3 3.a b

b a
a b    Аналогно ќе важат и  

неравенствата  
5 5

2 2

3 3a c

c a
a c     и  

5 5

2 2

3 3b c

c b
b c   . Бидејќи  

5 5

2 2

3 3a b

b a
a b    7 7 2 2 2 2( )( )a b a b a b a ab b      

следува дека  доволно е  да го докажеме последното неравенство. Имаме  
7 7 6 5 4 2 3 3 2 4 5 6

5 2 2 2 2 5

5 5 2 2 2 2

2 4 3 2 2 3 4 2 2 2 2

( )( )

( )[ ( ) ( ) ( )]

( )( )( ) ( ) ( )

( )( ) ( ) ( ) ( )

a b a b a a b a b a b a b ab b

a b a a b a b a ab b b a b

a b a b a b a b a b a ab b

a b a b a a b a b ab b a b a b a ab b

        

       

       

          

 

Бидејќи 2( ) 0a b   го  добиваме бараното неравенство. 

 

8. Нека , ,a b c  се позитивни реални броеви такви да 1abc  . Докажи дека  

3 3 3a b c ab bc ca     . 

Решение. Од неравенството на Чебишев, неравенството меѓу аритметичката и 

геометриската средина, условот 1abc   и неравенството на Коши-Буњаковски-

Шварц следува  
2 2 2( )( )3 3 3 2 2 23

3
( )

a b c a b c
a b c abc a b c ab bc ca

   
         .  
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9. Најди ги сите позитивни реални броеви , ,a b c  такви да  

2 2 2 3 3 34( ) 1 3( )ab bc ca a b c a b c         . 

Решение. Од неравенството на Чебишев следува  
3 3 3 2 2 23( ) ( )( )a b c a b c a b c       , 

и како 2 2 2 3 3 33( )a b c a b c      добиваме дека 1a b c   . Од друга страна  

2 2 24( ) 1ab bc ca a b c ab bc ca         , 

па затоа  
21 3( ) ( ) 1ab bc ca a b c       , 

што значи дека 1a b c   . Конечно, од 1a b c    и 23( ) ( )ab bc ca a b c      

следува 1
3

a b c   .  

 

10. Нека  , ,a b c  се реални броеви за кои 4a b c    и , , 1.a b c   Докажи дека  

1 1 1 1 1 1
1 1 1

8( ).
a b c a b b c c a     

      

Решение. Бидејќи важи  
3(4 3 )8 8 12 91 1

1 1 4 ( 1)(4 ) ( 1)(4 )

aa
a b c a a a a a a


       
      

даденото неравенство е еквивалентно со   
4 3 4 3 4 3

( 1)(4 ) ( 1)(4 ) ( 1)(4 )
3( ) 0.a b c

a a b b c c
  

     
    

Без губење на општоста нека претпоставиме дека .a b c   Тогаш јасно е дека 

важи  

4 3 4 3 4 3 .a b c      

Од 1 , , 4a b c   следува дека 1 1 1
( 1)(4 ) ( 1)(4 ) ( 1)(4 )

, ,
a a b b c c     

 се позитивни реални 

броеви. Ќе докажеме дека  

( 1)(4 ) ( 1)(4 ).a a b b      

Имаме  
2 2( 1)(4 ) ( 1)(4 ) 5 5 ( )(5 ) 0a a b b a a b b a b a b               

Аналогно  

( 1)(4 ) ( 1)(4 )b b c c     . 

Оттука следува дека  
1 1 1

( 1)(4 ) ( 1)(4 ) ( 1)(4 )
.

a a b b c c     
   

Бидејќи 4 3 4 3 4 3a b c      можеме да го искористиме неравенство на Чебишев 

и добиваме: 

4 3 4 3 4 3
( 1)(4 ) ( 1)(4 ) ( 1)(4 )

4 3 4 3 4 3 1 1 1
3 ( 1)(4 ) ( 1)(4 ) ( 1)(4 )

( )

0.

a b c
a a b b c c

a b c
a a b b c c

  
     

    
     

  

   



 

Равенство важи за 4 3 4 3 4 3a b c     , т.е. 4
3

a b c   . 
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11. Нека , ,a b c  се позитивни реални броеви такви што 1a b c   . Докажете 

го неравенството  
2 2 2

2 2 2

1 1 1 15
41 1 1

a b c

a b c

  

  
   . 

Решение. Од , , 0a b c   и 1a b c    имаме 1, 1, 1a b c   , па затоа 0 1a  , 

0 1b   и 0 1c  . Понатаму, даденото неравенство е симетрично во однос на 

,a b  и c , па затоа без ограничување на општоста можеме да претпоставиме дека 

0 a b c   . Имаме 2 2 2 1a b c   , т.е.   

2 2 21 1 1a b c      и 2 2 2 1a b c        

што значи  
2 2 21 1 1 0a b c      , 

т.е.  

2 2 2

1 1 1

1 1 1a b c  
  . 

Сега од неравенството на Чебишев за 3n   и од неравенството меѓу аритметичката 

и квадратната средина добиваме:  
2 2 2

2 2 2 2 2 2

2 2 2

2 2 2

2 2 2

2 2 2

2 2 21 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1

2 2 21 1 1 1
3 1 1 1

2 2 21 1 1 1
3 1 1 1

21 1 1 1 1
3 3 1 1 1

21 1 1 1 1
3 3 1 1 1

(1 ) (1 ) (1 )

(1 1 1 )( )

(3 )( )

[3 ( ) ]( )

[3 1 ](

a b c

a b c a b c

a b c

a b c

a b c

a b c

a b c

a b c

a b c

a b c

  

     

  

  

  

  

       

       

     

     

    

2 2 2

10 1 1 1
9 1 1 1

)

( ),
a b c  

  

 

т.е.  
2 2 2

2 2 2 2 2 2

1 1 1 10 1 1 1
91 1 1 1 1 1

( )a b c

a b c a b c

  

     
     .        (1) 

Сега ќе докажеме дека  

2 2 2

271 1 1
81 1 1a b c  

   ,           (2) 

за , , 0a b c   и 1a b c   . Повторно од неравенството меѓу аритметичката и 

квадратната средина добиваме  
2 2 2 2 21 1 1

3 3 3
( ) 1a b c a b c        , 

па затоа 
2 2 2 1

3
( )a b c     , т.е.  

2 2 2 1
3

3 ( ) 3a b c      

односно  
2 2 2 8

3
1 1 1a b c      , 

што значи  

2 2 2

31
81 1 1a b c    

 .           (3) 
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Сега, од неравенството меѓу аритметичката и хармониската средина  

1 1 1

3
3

x y z

x y z 

 
 , т.е. 91 1 1

x y z x y z 
   ,  

при 2 2 21 , 1 , 1x a y b z c       и неравенството (3) имаме:  

2 2 2 2 2 2

9 3 271 1 1
8 81 1 1 1 1 1

9
a b c a b c       
      , 

т.е. точно е неравенството (2).  

Конечно, од неравенствата (1) и (2) следува  
2 2 2

2 2 2 2 2 2

1 1 1 10 10 27 151 1 1
9 9 8 41 1 1 1 1 1

( ) ,a b c

a b c a b c

  

     
         

при што знак за равенство важи ако и само ако 1
3

a b c   . Последното следува 

како од неравенството на Чебишев и фактот дека во неравенствата меѓу средините 

знак за равенство важи ако и само ако броевите се еднакви.  
 

12. Нека k  е природен број и , ,x y z  се позитивни реални броеви такви што 

1x y z   . Докажи, дека  

22 2

1 1 1

1
7

kk k

k k k k k k k k k

yx z

x y z y z x z x y

 

       
   . 

Кога важи знак за равенство?  

Решение. Без ограничување на општоста можеме да претпоставиме дека 

x y z  . Тогаш  

1 1 1k k k k k k k k kx y z y z x z x y          . 

Навистина, доволно е да го докажеме првото неравенство, т.е. дека  
1 1k k k kx y y x    . 

Последното неравенство е еквивалентно со неравенството 1
1

( )
y k x
x y




 . Бидејќи 

y x , доволно е да го докажеме неравенството 1
1

y x
x y




 , кое е еквивалентно со 

точното неравенство  
2 20 ( )(1 ) ( )x x y y x y x y x y z          . 

Од неравенството на Чебишев на тројките  
2 2 2( , , )k k kx y z    и 

1 1 1

1 1 1( , , )
k k k k k k k k kx y z y z x z x y       

 , 

добиваме  
2

1 1

21 1
3

k

k k k k k k

kx

x y z x y z
cyc cyc cyc

x L


 



   
    . 

 Сега за L  повторно го применуваме неравенството на Чебишев, но на тројките 

( , , )x y z  и 1 1 1( , , )k k kx y z   , па добиваме  

1 1

1 11 1 1 1 1
3 3 9k k k k k k

k k

x y z x y z
cyc cyc cyc cyc cyc

L x x x
 

 

   
       . 

Од неравенството на Коши-Буњаковски-Шварц следува  

1

1 1( ) 9
k k k

k k k

x y z
cyc cyc

x y z




 
    , 
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па затоа  
1 1 1

1 1 1 2( )
'

k k k

k k k k k k

x y z

x y z x y z
L

  

  

 

    
 . 

Според тоа, доволно е да докажеме дека  
1 1 13( )k k k k k kx y z x y z       . 

Последното неравенство следува од неравенството на Чебишев применето на 

тројките ( , , )x y z  и ( , , )k k kx y z .  

Јасно, знак за равенство важи ако и само ако во сите применети неравенства 

важи знак за равенство, т.е. ако и само ако 1
3

x y z   .  

 

 

5.  ДОПОЛНИТЕЛНИ ЗАДАЧИ  

 

1. Докажи дека 6 5 4 3 2x x x x x x      3
4

0  за секој реален број x . 

Решение. Изразот 6 5 4 3 2x x x x x x      можеме да го запишеме во облик  

6 5 4 3 2 4 2 4 2[ ( 1) ( 1) ( 1)] ( 1)( 1)x x x x x x x x x x x x x x x x               . 

Јасно е дека 4 2 1 1x x   , бидејќи 
4 2, 0x x  .  

Ќе разгледаме два случаи.  

а) ( ,0] [1, )x    . Во овој случај 4 2 1 1x x    и 2 0x x  , па според тоа  

6 5 4 3 2 2 4 23 3 3
4 4 4

( )( 1) 0 1 0x x x x x x x x x x               . 

б) (0,1)x . Во овој случај 4 21 1 3x x     и  

2 2 21 1 1 1 1 1
2 4 4 2 4 4

2 ( )x x x x x x             

и минимумот се достигнува за 1
2

(0,1)x   . Сега  

2 4 2 31
4 4

( )( 1) 3x x x x        , 

од каде се добива неравенството во овој случај.  

 

2. Да се докаже дека за кои било 1 2 3, , ,..., nx x x x  од [0,1]  е точно неравенството 

2 2 2 2 2
1 2 3 1 2 3( ... ) 4( ... )n nx x x x x x x x          

Решение. Од [0,1]x  следува дека 2
i ix x . Нека 

1

n

i
i

S x


  . Од 2( 1) 0S   , 

имаме 2( 1) 4S S  , односно  

2 2

1 1 1

( 1) 4 4
n n n

i i i
i i i

x x x
  

     .  

 

3. Нека x  и y  се ненегативни реални броеви такви што 3x y  . Да се дока-

же дека 2 4xy  .    



Р. Малчески, А. Малчески, Д. Велинов, С. Малчески, С. Костадинова 

 

 164 

Решение. Ако го искористиме неравенството меѓу аритметичка и геометриска 

средина, добиваме  

2
3

2 2 4
3 3

y y xy
x y x       , 

од каде што следува неравенството 2 4xy  . Равенството се достигнува за 1x   и 

2y  .   

 

4. Да се покаже дека за секои , ,x y z  важи:  

2 2 2

1 1 1 1 1 1 1
2

( )
xy yz zxx yz y zx z xy  

     . 

Решение. Од неравенството меѓу аритметичка и геометриска средина имаме 
2

2

2

x yz
x yz


 , па според тоа 

2 2

1 1 1 1
2 2 2 2

yz y z

xyz xyzx yz x yz




   . 

Аналогно добиваме 
2

1 1
2 2

z x
xyzy zx




  и 

2

1 1
2 2

x y

xyzz xy




 . Со собирање на овие три 

неравенства го добиваме неравенството кое требаше да се покаже. Равенство се 

постигнува само во случај да x y z  . 

 

5. Определи ја најмалата вредност на изразот 
21

1
x
x




, за 0x  .  

Решение. Имаме  
2 21 2 1 2 2 2

1 1 1 1 1
( ) ( 1) [ ( 1)] 2 2 ( 1) 2 2 2 2x x

x x x x x
f x x x x  

    
              .  

Во последното неравенство знак за равенство важи ако и само ако 2
1

1
x

x

  , т.е. 

ако и само ако 2 1x   . Според тоа, најмалата вредност на 
21

1
x
x




, за 0x   е 

еднаква на 2( 2 1)  и истата се достигнува за 2 1x   .  

 

5. Докажi дека за кои било позитивни реални броеви a  и b  важи неравенство-

то  

3 52 3 5a b ab  . 

Решение.Од неравенството меѓу аритгметичка и геометриска средина за пет 

позитивни реал ни броеви имаме: 

53 3 3 3 3 3 3 52 3 5 5a b a a b b b a a b b b ab            . 

 

6. Определи го најголемиот реален број , за кој неравенството  

 

е исполнето за произволни позитивни реални броеви.  

Решение. За  добиваме . Ќе докажеме, дека  е 

бараниот број.  

k

( )( )( ) ( )( )a b c a b c b c a
b c a b c a a b c

k k k       

a b c  3 9 1k   3 9 1k  
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За  и  од неравенството меѓу аритметичката и геоме-

триската средина следува  и . Понатаму, за секој реален број  

точни се неравенствата  

. 

Ако ги собереме горните неравенства добуваме  

     

, 

кое за  е еквивалентно на даденото неравенство.  

 

7. Определи го најмалиот реален број M  таков што неравенството  
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2| ( ) ( ) ( ) | ( )ab a b bc b c ca c a M a b c          (1) 

важи за секои реални броеви ,a b  и c .  

Решение. Без ограничување на општоста можеме да претпоставиме дека 

a b c  . Да означиме , ,a b m b c n a b c s       . Левата страна на неравен-

ството (1) се разложува како  

( )( )( )( ) ( )L a b b c a c a b c mn m n s        , 

а додека  
2 2 2 2( )2 2 2

3

s m n m n
a b c

   
   . 

Бидејќи 
2 2 2 22

3
( ) ( ( ) )m n m n m n     , од неравенството меѓу средните следува  

6 2 2 2 2 2 2 2 2 4 2 2 2 4

4

( ) ( ) ( ) 3 ( )2 2 3 4

8 3 4 4
2 ( ) ( )

m n s m n m n s m n m n a b c
L s

         
    , 

т.е.  
2 2 2 29

16 2
( )L a b c   . 

Знак за равенство важи ако и само ако m n  и 
2 2 2( )2

3

m n m n
s

  
 , од каде лесно 

следува дека 3 3

2 2
(1 ) :1: (1 )a b c     . Значи, 9

16 2
M  .  

 

8. Докажи, дека  

2 2 28 8 8
1a b c

a bc b ca c ab  
   . 

за секои позитивни реални броеви , ,a b c .  

Решение. Ќе определиме константа 0k   така што  

2 8

k

k k k

a a

a b ca bc  
 , за секои , , 0a b c  .   (1) 

Последното неравенство е еквивалентно со неравенството  
2 2 2 2( ) ( 8 )k k k ka b c a a bc    , 

т.е. со неравенството  
2 2 2 2( ) 8k k k k ka b c a a bc    . 

a b c
b c a

A    b c a
a b c

B   

3A  3B  0k 

3 3 2 29( 1) ( 1) , 9 3 , 9 3k k AB k A k AB kB kAB    

3 2 39( 1) ( 1)k k A kB k AB     

39( )( )( ) ( 1)a b c
b c a

k k k k AB    

3 9 1k  
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Од друга страна, од неравенството меѓу аритметичката и геометриската сре-

дина следува  
3 3

2 4 42 2 2( ) ( )( ) 8
k k k

k k k k k k k k ka b c a a b c b c a b c        . 

Според тоа, неравенството (1) е исполнето за 4
3

k  . Сега, ако (1) го собереме 

со соодветните неравенства за 
2 8

b

b ca
 и 

2 8

c

c ab
 го добиваме бараното неравен-

ство.  

 

9. Нека ,a b  и c  се позитивни реални броеви. Да се најде најголемиот приро-

ден број n  таков што  
1 1 1 n

ax b c a bx c a b cx a b c       
   , за секој  [0,1]x . 

 Решение. Ако 1x  , тогаш неравенството го добива обликот 3 n
a b c a b c   

 ,  

и бидејќи 0a b c   , добиваме 3n  . Ќе покажеме дека 3n   е најголемиот 

природен број со бараното својство. Доволно е да докажеме дека  
31 1 1( )

ax b c a bx c a b cx a b c
E x

       
     

за секој [0,1]x .  

За позитивните броеви , ,ax b c a bx c a b cx       според неравенството ме-

ѓу аритметичка и хармониска средина имаме  

1 1 1

( ) ( ) ( ) 3
3

ax b c a bx c a b cx

ax b c a bx c a b cx

     

       

 
  

т.е.   
9 3 31 1 1

( )( 2) 2
( )

ax b c a bx c a b cx a b c x a b c x
E x

           
     . 

Но, за [0,1]x , имаме 2 3x  , т.е. 3
2

1
x

 . Сега е јасно дека  

3 3 3 3
2

( ) 1
a b c x a b c a b c

E x
      

    . 

 

10. Нека a  и b  се позитивни реални броеви такви што a b . Докажи, дека  

33
2

x y z ab

xyz
ab a b

 
    , 

за , , [ , ]x y z a b .  

Решение. Од неравенството меѓу аритметичка и геометриска средина следува  

3 3 3

3 3
3

2 2
x y z ab ab ab

xyz xyz xyz
xyz xyz ab

 
      . 

Од неравенството меѓу аритметичка и хармониска средина следува  

3

1 1 1 1
3 3 3 3

( ) [ ( ) ( ) ( )]
x y z x y zab ab

x y zxyz
f x f y f z

   
        , 

каде ( ) ab
t

f t t  , за (0, )t  . Да забележиме дека  

2( ( )) ( ) ( )( ) 0t a b f t t a b t ab b t t a          , за [ , ]t a b , 

па според тоа ( )f t a b  . Тогаш ( ) ( ) ( ) 3( )f x f y f z a b    , односно  
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3

1 1
3 3 3

[ ( ) ( ) ( )] 3( )
x y z ab

xyz
f x f y f z a b a b

 
        , 

што требаше да се докаже.  

 

11. а) Докажи, дека  
22 2

2 2 2( 1) ( 1) ( 1)
1

yx z

x y z  
       (1) 

за секои реални броеви , ,x y z  такви шту ниту еден од нив не е еднаков на 1 и за 

кои важи 1xyz  .  

б) Докажи, дека знак за равенство важи за бесконечно многу тројки рационал-

ни броеви , ,x y z  такви што ниту еден од нив не е еднаков на 1 и за кои важи 

1xyz  .  

Решение. а) Воведуваме смена 
1 1 1
, ,

yx z
x y z

a b c
  

    и условот на задачата 

го добива обликот 1a b c ab bc ca      , а неравенството (1) го добива обли-

кот  
2 2 2 1a b c   .      (2) 

Понатаму, имаме  
2 2 2 2 2

2

( ) 2( ) ( ) 2( ) 2

( 1) 1 1,

a b c a b c ab bc ca a b c a b c

a b c

              

     
 

т.е. точно е неравенството (2), при што знак за равенство важи ако и само ако 

1a b c    и 0ab bc ca   .  

б) Треба да докажеме, дека постојат бесконечно многу тројки , ,a b c  такви 

што 1a b c    и 0ab bc ca   . Ако во второто равенство земниме 1c a b    

добиваме 2 2 0a ab b a b     . Во посленото равенство земаме b ta  и истото 

го добива обликот 2 2( 1) ( 1)t t a t a    , од каде наоѓаме 
2

1

1

t

t t
a 

 
  и 

2

2 1

t t

t t
b 

 
 . 

Сега, 
2 1

1 t

t t
c a b 

 
    . Според тоа, за 

2

2 2 2

1

1 1 1
( , , ) ( , , )t t t t

t t t t t t
a b c   

     
  важи знак 

за равенство за секој t .  

 

12. Нека 1 2, ,..., na a a  се реални броеви. За секој {1,2,..., }i n  нека  

max{ |1 } min{ | }i j jd a j i a i j n       

и нека  

max{ |1 }id d i n   . 

а) Докажи, дека за произволни реални броеви 1 2 ... nx x x    важи  

2
max{| | |1 } d

i ix a i n    .    (1) 

б) Докажи дека, постојат реални броеви 1 2 ... nx x x    такви што во (1) важи 

знак за равенство.  

Решение. а) Од условот на задачаа следува дека k ld a a   за некои k l . 

Бидејќи  

( ) ( ) ( ) ( )l l k k k l l k k lx a x a a a x x a a d           и 0d   
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следува  

2max{| | ,| | } | | | | | ( ) ( ) |k k l l l l k k k k l lx a x a x a x a a x a x d           , 

односно 
2

max{| | ,| | } d
k k l lx a x a   , од каде следува а).  

Јасно, низата која го задоволува б) зависи од изразите max{ |1 }i jM a j i    и 

min{ | }i jm a i j n   . Со цел да се минимизира изразот на левата страна во (1), 

природно е да земеме 
2

i iM m
ix


 , за 1,2,...,i n . Оваа низа го задоволува б), би-

дејќи  

1) По конструкција низите 1{ }n
i im   и 1{ }n

i iM   не опаѓаат, па затоа не опаѓа и 

1{ }n
i ix  .  

2) Ако i i id M m  , тогаш  

2 2 2 2
i i i i i id m M M m d

i i i i i ix M x a x m
 

          , 

т.е. 
2 2

| | id d
i ix a   , па како важи а) добиваме дека во (1) важи знак за 

равенство.  

 

13. Нека 3n   е природен број и нека се 0ix  , 1,2,...,i n  реални броеви за 

кои важи 1 2 ... 1nx x x    . Да означиме  

2 2 2
1 2 1 2 2 3 1 1... 2( ... )n n n n nF x x x x x x x x x x x         . 

Докажи дека  

а) 1
3 3

min F   ,   б) 1
4 4

min F   ,   в) 1
5 5

min F   .  

Решение. а) Од неравенството межу аритметичката и квадратната средина 

следува  
2 2 2

3 1 2 3 1 2 2 3 3 1

2 2 2 2
1 2 3 1 2 3

2 22 1
1 2 3 1 2 33 3

2( )

2( ) ( )

( ) ( ) .

F x x x x x x x x x

x x x x x x

x x x x x x

     

     

       

 

Знак за равенство важи ако и само ако 1
1 2 3 3

x x x   .  

б) Од неравеснтвото меѓу аритметичката и квадратната средина и неравенство-

то меѓу аритметичката и геометриската средина следува  

2
1 2 3 4

2 2 2 2
3 1 2 3 4 1 2 2 3 3 4 4 1

2 2 2 2
1 2 3 4 1 3 2 4

( )21 1
1 2 3 44 4 4

2( )

2( )( )

( ) 3 .
x x x x

F x x x x x x x x x x x x

x x x x x x x x

x x x x
  

       

      

      

 

Знак за равенство важи ако и само ако 1
1 2 3 4 4

x x x x    .  

в) Нека  

1 2 2 3 3 4 4 5 5 1A x x x x x x x x x x      и 1 3 2 4 3 5 4 1 5 2B x x x x x x x x x x     . 

Тогаш неравенството  
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2 2 2 2 2 1
1 2 3 4 5 1 2 2 3 3 4 4 5 5 1 5

2( )nF x x x x x x x x x x x x x x x             

последователно е еквивалентно со неравенствата  
1
5

1 4 2A B            

3
5

2A B           

2 2 2 2 2 2
1 2 3 4 5 5

2 2 2A B x x x x x A B             

2 2 2 2 22
1 2 3 4 55

x x x x x B      .  

Последното неравенство следува од  
2 2 2 2 2
1 2 3 4 5 1 3 2 4 3 5 4 1 5 2

2 2 2 2 21
1 3 2 4 3 5 4 1 5 22

21 1 2
1 3 2 4 3 5 4 1 5 22 5 5

[( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ]

( ) .

x x x x x x x x x x x x x x x

x x x x x x x x x x

x x x x x x x x x x

         

         

           

 

Знак за равенство важи ако и само ако 1
1 2 3 4 5 5

x x x x x     .  

 

14. Дадени се позитивни реални броеви 1 2 2015, ,...,a a a  такви што 1 2 2015... 1a a a 

. Докажи, дека ако 0    се рационални броеви, тогаш  

2015 2015

1 1
i i

i i

a a


 

  . 

Решение. Нека ,n m
q q

    , каде , ,q n m  и n m . Ако ставиме 
1
q

i ib a , 

тогаш  1 2 2015... 1b b b   и затоа доволно е да докажеме дека ако 1 2 2015... 1b b b  , 

тогаш  
2015 2015

1

1 1

n n
i i

i i

b b 

 

  .    (1) 

За секој 1,2,...,2015i   имаме  

1

1

1 ... 1 ...n n n n n nn
i i i i i i

n

b b b n b b nb 



       . 

Ако ги собереме последните неравенства добиваме  
2015 2015

1

1 1

2015 ( 1) n n
i i

i i

n b n b 

 

    . 

Освен тоа,  
2015

1 1 1 12015
1 2

1

2015 ... 2015n n n n
i n

i

b b b b   



  . 

Конечно, ако ги собереме последните две неравенства го добиваме неравенството 

(1).  
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IV  ТЕОРИЈА НА БРОЕВИ  

 
1.   ФУНКЦИИТЕ ( )n  И ( )n   

 
1. Колку делители има бројот 1200?  

Решение. Го разложуваме бројот 1200 на прости множители, т.е. го запишу-

ваме во каноничен вид:  
4 1 21200 12 10 10 4 3 2 5 2 5 2 3 5            .  

Сега за бројот на неговите делители добиваме  

(1200) (4 1) (1 1) (2 1) 5 2 3 30           . 

Значи, бројот 1200 има вкупно 30 делители.  

 

2. Докажи дека ( )n  е непарен број ако и само ако n  е точен квадрат.  

Решение. На секој делител d  на бројот n  кој е помал од n  му соодветству-

ва делител n
d

 кој е поголем од n  и обратно. Значи, за секој број n , бројот на 

неговите делители кои се различни од n  е парен број. Според тоа, ако бројот на 

делителите на n  е непарен број, тогаш n  е делител и обратно, ако n  е 

делител, тогаш бројот на делителите на n  е непарен број.  

 

3. Определи го бројот на подредените парови природни броеви ( , )m k  за кои 

важи  20 ( 15 )m k m k  . 

Решение. Од условот на задачата имаме 
215

20
k

k
m


 . Според тоа, m  е природен 

број ако и само ако 20k   и 20k   е делител на 
215k . Бидејќи  

22 2 2 2 15( 20)( 20) 20 1515 15 20 15 20 15 6000
20 20 20 20

15( 20)
k kk k

k k k k
k

      
   

     , 

добиваме дека m  е природен број ако и само ако 20k   и 20k   е делител на 

6000. Понатаму, од 
4 36000 2 3 5   , секој позитивен делител на бројот 6000 е од 

облик 2 3 5a b c
 каде {0,1,2,3,4}a , {0,1}b  и {0,1,2,3}c . Затоа бројот на пози-

тивните делители на 6000 е еднаков на 5 2 4 40   , што значи дека бројот подре-

дените парови кои го задоволуваат условот на задачата е днаков на 40.  

 

4. Определи ги сите природни броеви n  кои имаат точно 12 делители 

1 2 121 ...d d d n      такви што делителот со индекс 4d  (т.е. 
4 1dd   е еднаков 

на 1 2 4 8( )d d d d  .  

Решение. Јасно, постои {1,2,...,12}i  таков што 1 2 4id d d d   . Од 4id d  

следува 5i  . Исто така, бидејќи 13j jd d n   и 
48 1i dd d d n   добиваме 5i  , 

што значи дека 5i   и 1 2 4 5d d d d   . Сега, 
4 1 5 8 12dd d d n d    , па затоа 

4 1 12d   , т.е. 4 13d   и 5 214d d  . Јасно, 2d  е најмалиот прост делител на n  

и бидејќи 4 13d   можно е само 2 {2,3,5,7,11}d  . Понатаму, бидејќи n  има 12 
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делители, тој може да има најмногу 3 прости делители (зошто?). Ако 2 2d  , 

тогаш 5 16d   и тогаш 4 и 8 се делители на n , помали од 4 13d  , што не е 

можно. Со аналогни размислувања се докажува дека 2 3d   и 5 17d  . Бидејќи n  

има 12 делители и простите броеви 3, 13 и 17 се негови делители, заклучуваме 

дека можни решенија се 2 23 13 17, 3 13 17     и 23 13 17  . Со непосредна проверка 

се добива дека само бројот 23 13 17 1989    е решение на задачата.  

 

5. Определи ги сите решенија на равенката ( ) 60n  .  

Решение. Фактори на бројот 60 се: 1, 2, 3, 4, 5, 6, 10, 12, 15, 20, 30 и 60. За се-

кој прост број ip  имаме:  

21 ... 1, 2, 5,10.ia
i i ip p p      

Од друга страна  

21 ... 3,ia
i i ip p p      за 2ip  ,  

21 ... 4,ia
i i ip p p      за 3ip  ,  

21 ... 6,ia
i i ip p p      за 5ip  ,  

21 ... 12ia
i i ip p p      за 11ip  ,  

21 ... 15,ia
i i ip p p      за 2ip  ,  

21 ... 20,ia
i i ip p p      за 19ip  ,  

21 ... 30,ia
i i ip p p      за 29ip  ,  

21 ... 60,ia
i i ip p p      за 59ip  .  

Од 60 3 20 4 15 1 60       следува дека  

2 3( ) 60 (1 2) (1 19) (1 3) (1 2 2 2 ) 1 59n              , 

што значи дека решенијата на дадената равенка се  

2 19 38n    , 33 2 24n     и 59n  . 

 

6. Докажи, дека броевите ( )nm  и n  се заемно прости.  

Решение. Нека 1 2
1 2 ... k

k
m p p p

 
 . Тогаш 1 2

1 2 ... knn nn
k

m p p p
 

  и  

1 2( ) ( 1)( 1)...( 1)n
km n n n        , 

па затоа NZD( 1, ) 1, 1,2,...,in n i k    , од што следува дека ( )nm  и n  се заемно 

прости.  

 

7. Најди природен број кој е делив со 12 и има 14 делители.  

Решение. Бројот n  е делив со 12, па значи е делив со 2 и со 3. Од друга страна 

( ) 14 2 7 (1 1)(6 1)n       , па затоа 1 22 3
a a

n  , при што 1 2a   и 2 1a  . Според 

тоа, 1 6a   и 2 1a  , па е 62 3 192n    .  
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8. Природниот број n  има два прости делители, а бројот 2n  има вкупно 15 

делители. Колку делители има бројот 3n ?  

Решение. Од условот на задачата имаме a bn p q , каде p  и q  се прости 

броеви, 2 2 2a bn p q  и (2 1)(2 1) 15a b   . Од последната равенка добиваме 

2 1 3a  , 2 1 5b  , т.е. 1, 2a b  . Конечно, бројот 3 3 3a bn p q  има 

(3 1)(3 1) 4 7 28a b      делители.  

 

9. Нека n  е природен број. Докажи, дека ако 5 4 1n n   има точно 6 различни 

природни делители, тогаш 3 1n n   е точен квадрат на природен број.  

Решение. Еден природен број има точно шест природни делители ако и само 

ако наговиот каноничен запис е 5p  или 2pq , каде p  и q  се прости броеви.  

Имаме  
5 4 3 21 ( 1)( 1)n n n n n n       . 

Понатаму, од  
2 2 21 ( 1)n n n n      

следува дека 2 1n n   не е точен квадрат. Нека со d  го означиме најголемиот 

заеднички делител на 2 1n n   и 3 1n n  . Тогаш последователно добиваме  

2 3 2

2 2

2

| ( 1) ( 1) 2 1

| 2 1 ( 1) 2

| 1 ( 2) 3 1

| 3 1 3( 2) 7.

d n n n n n n n

d n n n n n

d n n n n n

d n n

       

      

     

   

 

Според тоа, 1d   или 7d  .  

Прв случај. Ако 1d  , тогаш 3 2 2( 1)( 1)n n n n pq      и единствена мож-

ност е  
3 21n n q    и 2 1n n p   , 

При што првото од овие две равенства е тврдењљето на задачата. Еден пример се 

добива за 3n  .  

Втор случај. Ако 7d   и  

3 2 2( 1)( 1)n n n n pq      или 5p , 

тогаш еден од множителите од лево е еднаков на 7. Лесно се гледа дека во овој 

случај немаме решение.  

 

10. Природниот број n  има само три прости делители: 2, 3 и 5. Определи го 

бројот n  ако  

2
( ) ( ) 30n n    , 

3
( ) ( ) 35n n     и 

5
( ) ( ) 42n n    . 

Решение. Нека 2 3 5a b cn  . Тогаш  



Теорија на броеви  

  173  

2

3

5

( ) ( 1)( 1)( 1)

( ) ( 1)( 1)

( ) ( 1) ( 1)

( ) ( 1)( 1)

n

n

n

n a b c

a b c

a b c

a b c

    

   

   

   

 

па од условот на задачата следува дека  

( 1)( 1)( 1) ( 1)( 1) 30

( 1) ( 1) 35

( 1)( 1) 42,

a b c a b c

a b c

a b c

      

   

   

 

од каде го добиваме системот  

( 1)( 1) 30

( 1)( 1) 35

( 1)( 1) 42.

b c

a c

a b

  

  

  

 

Решение на последниот систем е 6, 5, 4a b c   , па затоа бараниот број е 

6 5 42 3 5 9720000n   .  

 

11. Определи ги сите природни броеви кои имаат точно шест делитили, чиј 

збир е еднаков на 3500.  

Решение. Ако n  е природен број кој има точно шест делители, тогаш 5n p , 

каде p  е прост број или 2n p q , каде p  и q  се различни прости броеви. Во 

првиот случај имаме 2 51 ... 3500p p p     , т.е.  

4(1 ... ) 3449p p p    .         (1)  

Бројот 3449 не е делив со 2, 3, 5 и 7, па затоа 11p  . Но, тогаш левата страна на 

(1) е поголема од 3449, што значи дека равенката (1) нема решение во 

множеството природни броеви.  

Во вториот случај имаме 2 21 3500p q pq p p q      , т.е.  

2 3(1 )(1 ) 5 7 4p p q      .         (2) 

Јасно, бројот  
21 1 ( 1)p p p p      

е непарен и не се дели со 5, па затоа од 21 1p p    следува 21 7p p   , т.е. 

2p  . Според тоа, 499q  . Броевите 2 и 499 се прости и бараниот број е 

22 499 1996  .  

 

12. Определи ги сите природни броеви n  такви што  28 ( ) 27 ( )n n   . 

Решение. Очигледно 1n   и нека 1 2
1 2 ... ra a a

rn p p p  е каноничното разложува-

ње на n . Тогаш даденото равенство можеме да го запишеме во видот  

1 2

1 2

2 1 2 1 2 1 33
1 1 1 2

... ( )r

r

a a a

a a a

  

  
    .        (1) 
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Понатаму, 
2 13

2 1
2i

i

a

a




   за секој ia  при што знак за равенство на левата страна 

важи само кога 1ia  . Тогаш од (1) следува дека 
33 3

2 2
2 ( ) ( )r r  , од каде 

заклучуваме дека 2 3r  .  

За 3r   имаме 1, 1,2,3ia i  , од што го добиваме решението 1 2 3n p p p  каде 

1 2,p p  и 3p  се различни прости броеви.  

Нека 2r  . Без ограничување на општоста можеме да претпоставиме дека 

1 2a a , од каде следува 1 2

1 2

2 1 2 1

1 1

a a

a a

 

 
 . Тогаш од (1) добиваме  

2 1 2 1 2 2

2 1 2 1 2 2

2(2 1) 2 1 2 1 2 1 2 1 2 13 23
1 1 1 2 1 1 1

( ) ( )
a a a a a a

a a a a a a

     

     
      . 

Од последните неравенства лесно следува дека 23 5a  . Во секој од случаите 

2 3,4,5a   добиваме линеарна равенка по 1a  при што ги добиваме решенијата 

1 2( , ) (13,3)a a   и (7,4) , т.е. 13 3
1 2n p p  и 7 4

1 2n p p , каде 1p  и 2p  се различни 

прости броеви.  

 

13. Докажи, дека ако n  е сложен природен број, тогаш  

( ) 1n n n    . 

Решение. Природниот број n  има делител d  таков што 1d   и d n . Но, 
n
d

 исто така е делител на n  за кој важи n
d

n . Затоа  

|

( ) 1 1n
d

k n

n k n n n        . 

 

14. Докажи дека:  

а) 
| |

( )k kn
d

d n d n

d   ,      б) ( ) 2n n  , и   

в) 
( )

( )

n

n
n




 , 1n  . 

Решение. а) Равенството следува од фактот дека, ако d  е делител на бројот n , 

тогаш и n
d

 е делител на бројот n , и обратно.  

б) Ако n  не е полн квадрат, тогаш неговите делители ги групираме во парови 

од видот ( , )n
d

d , n
d

d  , кои ги има помалку од n . Ако n  е полн квадрат, тогаш 

( ) 2( 1) 1 2n n n     .  

в) Од  
1

2 2
1 2

1
( ) 1 ... ( 1) ( )

a aapa a a

p
p p p p a p p p

 


            

добиваме 
( )

( )

a

a

p a

p
p




  и ако ја искористиме мултипликативноста на функциите 

( )n  и ( )n  добиваме 
( )

( )

n

n
n




 .  
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15. Нека p  и q  се различни прости броеви. Докажи, дека постојат природни 

броеви a  и b  такви што аритметичката средина од сите делители на бројот 

a bn p q  е природен број.  

Решение. Според теорема 4.7 имаме 
1 1( 1)( 1)

( 1)( 1)
( )

a bp q

p q
n

  

 
  , ( ) ( 1)( 1)n a b    , 

па затоа аритметичката средина од сите делители на бројот a bn p q  е  

1 1( ) ( 1)( 1)

( ) ( 1)( 1)( 1)( 1)

a bn p q

n p q a b
M

   

    
  . 

Ако p  и q  се непарни прости броеви, тогаш 2 11| 1pp p    и 2 11| 1qq q   , па 

затоа доволно е да земеме a p  и b q . Ако 2p   и q  е непарен, тогаш за 

b q  и 1 3 2...q qa q q q      имаме  

1 3 2 1 1( 1)( 1)( 1)( 1) ( 1)( 1)( ... 1) 1 1q q q bp q a b q q q q q q q                  , 

па затоа 1 11 2 1a aM p       е природен број. Аналогно, ако p  е непарен и 

2q  , тогаш за a p  и 1 3 2...p pb p p p      имаме 1 11 2 1b bM q      , 

т.е. е природен број, со што задачата е решена.  

 

16. Докажи, дека постојат бесконечно многу природни броеви n  такви да 

( ) 2 1n n   .  

Решение. За секој природен број k  важи 
1 12 1

2 1
(2 ) 2 1 2 2 1

kk k k 


       , 

што значи дека броевите 2 , 1,2,3,...k k   го имаат бараното својство.  

 

17. Определи го најмалиот број од облик 1 22a p p , каде 1p  и  2p  се непарни 

прости броеви, чиј збир на делители е трипати поголем од самиот број. 

Решение. Равенката ( ) 3m m   при  1 22am p p  го добива обликот  

1
1 2 1 22 1)(1 (( ) )1 3 2a ap p p p       

За 0a   имаме 1 2 1 2(1 (1 3) )p p p p    или 1 2 1 21 2p p p p    што не е можно 

бидејќи левата страна е непарен, а десната парен број. Значи, 0a  .  

За 1a   имаме 1 2 1 2(1 (1 2) )p p p p    што не е можно бидејќи левата страна 

на последното равенство е делива со 4, а десната страна не е делива со 4. Значи 

1a  .  

За 2а   имаме 1 2 1 27(1 (1 1) 2)p p p p    или 1 2 1 2)7 7( 5p p p p   .  Оттука 

1 7p  , 2 2p  , што не е можно.  

За 3а   имаме 1 2 1 25(1 (1 8) )p p p p     или 1 2 1 2)5 5( 3p p p p   . Одтука 

1 5p  , 2 3p  . Според тоа, најмалиот природен број со бараното својство  е 

32 3 5 120m     .  

 

18. Определи ги сите природни броеви n  за кои 28 ( ) 27 ( )n n   .   
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Решение. Очигледно 1n   и нека 1 2
1 2 ... ra a a

rn p p p  е каноничното разложу-

вање на n . Тогаш даденото равенство можеме да го запишеме во видот  

1 2

1 2

2 1 2 1 2 1 33
1 1 1 2

... ( )r

r

a a a

a a a

  

  
    .         (1) 

Понатаму, 
2 13

2 1
2i

i

a

a




   за секој ia  при што знак за равенство на левата страна 

важи само кога 1ia  . Тогаш од (1) следува дека  

33 3
2 2

2 ( ) ( )r r  , 

од каде заклучуваме дека 2 3r  .  

За 3r   имаме 1, 1,2,3ia i  , од што го добиваме решението 1 2 3n p p p  каде 

1 2,p p  и 3p  се различни прости броеви.  

Нека 2r  . Без ограничување на општоста можеме да претпоставиме дека 

1 2a a , од каде следува 1 2

1 2

2 1 2 1

1 1

a a

a a

 

 
 . Тогаш од (1) добиваме  

2 1 2 1 2 2

2 1 2 1 2 2

2(2 1) 2 1 2 1 2 1 2 1 2 13 23
1 1 1 2 1 1 1

( ) ( )
a a a a a a

a a a a a a

     

     
      . 

Од последните неравенства лесно следува дека 23 5a  . Во секој од случаите 

2 3,4,5a   добиваме линеарна равенка по 1a  при што ги добиваме решенијата 

1 2( , ) (13,3)a a   и (7,4) , т.е. 13 3
1 2n p p  и 7 4

1 2n p p , каде 1p  и 2p  се различни 

прости броеви.  

 

19. Низата природни броеви 1 2, ,...a a  го задоволува равенството  

1 2 ( )n na a n    , за секој 1n  . 

Дали е можно два последователни членови на оваа низа да се точни квадрати?  

Решение. Не! Очигледно низата 1 2, ,...a a  строго расте. Нека претпоставиме 

дека 2
na x  и 2

1na y  , ,x y . Тогаш од равенството 1 2 ( )n na a n     сле-

дува дека x  и y  се со еднаква парност и важи  

2 2 2 2
12 ( ) ( 2) 4 4n nn a a y x x x x          , т.е. ( ) 2 2n x   . 

Но, ( ) 2n n  , па затоа 1 nn x x a    , т.е. nn a , што очигледно не е 

можно, бидејќи 1a  е природен број и низата 1 2, ,...a a  строго расте.  

 

20. За секој n  нека ( )f n  е бројот на природните броеви ,m m n  за кои 

( )m  е непарен број. Докажи, дека постојат бесконечно многу природни броеви 

n  такви што ( ) |f n n .  

Решение. Ако 1 2
1 2 ... krr r

k
n p p p  е факторизацијата на бројот n  на прости 

множители, тогаш 
1

( ) (1 ... )i
k

r
i i

i

n p p


     . Бројот ( )n  е непарен ако и само 

ако сите множители 1 ... ir
i ip p    се непарни, што е еквивалентно со 2ip   или 
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2 | ir . Според тоа, ( )n  е непарен ако и само ако n  или 
2
n  е квадрат на природен 

број, од што следува 
2

( ) [ ] [ ]nf n n  .  

Важи ( ) ( 1)f n f n   за секој n . Исто така, количникот 
( )
n

f n
 не е ограничен, 

па затоа за секој k  постои најмал kn n  за кој 
( )
n

f n
k . За 1k   важи 1kn   

и 
1

( 1)
k

k

n

f n
k




 , од каде следува ( ) ( 1) 1k k k kn kf n kf n n     . Ова е можно само 

ако првите две неравенства всушност се равенства, т.е. ( ) | ( )k k kf n n kf n . Сите 

броеви kn  се различни, со што тврдењето е докажано.  

 

21. Нека ,p q  се различни прости броеви.  Докажи дека постојат природни 

броеви ,a b  така што аритметичката средина на сите природни делители на бројот 

a bn p q  е природен број.  

Решение. Збирот на сите делители на бројот n  е  

2 2( ) (1 .... )(1 ... )a bn p p p q q q          .  

Бројот n  има ( 1)( 1)a b   природни делители па затоа нивната аритметичка 

средина е  
2 2(1 .... )(1 ... )

( 1)( 1)

a bp p p q q q

a b
s

       

 
 . 

Ако p  и q  се непарни броеви  избираме ,p a q b   и лесно се гледа дека s  е 

природен број. Ако 2p   и q  е непарен број, тогаш избираме  

2 1, 1 1 ... qb q a q q       . 

Во овој случај 21 2 2 ... 2as      . Аналогно се избира ако p  е непарен и  2q 

. 

 

 

2.  ФУНКЦИИТЕ [ ]x  И { }x   

 
1. Нека , , ,a b c d  се позитивни реални броеви такви што 1cd  . Докажи дека 

постои природен број n , таков што  

2 ( )( )ab n a c b d    . 

Решение. Од својствата на функцијата [ ]x  имаме  

[ ] 1 [ 1] 1ab ab ab ab      . 

Доволно е да докажеме дека  

1 ( )( )ab a c b d    . 

Од неравенството меѓу аритметичка и геометриска средина, имаме  

2
ad bc abcd ab    

2 ab ad bc  . 
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Сега  

2

( )( ) 1

2 1 ( 1)

a c b d ab ad bc cd ab ad bc

ab ab ab

         

    
 

1 ( )( )ab a c b d    . 

Значи, доволно е да земеме [ ] 1n ab  . 

 

2. Во множеството реални броеви реши ја равенката  
24 20[ ] 9 0x x   . 

Решение. Важи  
2 24 20[ ] 9 4 20 9 (2 9)(2 1)x x x x x x         

па затоа  

(2 9)(2 1) 0x x   , т.е. 91
2 2

x  . 

Затоа 0 [ ] 4x   и важи 1
2

20[ ] 9x x  . Ако замениме [ ] 0,1,2,3,4x   добиваме 

дека за [ ] 0x   равенката нема решение, а во останатите четири случаи добиваме 

по една вредност која ја задоволува почетната равенка:  

31 51 7111
2 2 2 2

, , ,x x x x    . 

 

3. a) Ако NZD( ,4) 1a  , тогаш  

2 3 3 3
4 4 4 2

[ ] [ ] [ ]a a a a   . 

Докажи!  

б) Докажи дека  
2( 1) 164

4
[ ] [ ] [ ] [ ]

p p

p p p

 
   , 

каде р е непарен прост број. 

Решение. a) Од условот во задачата имаме 4 1a q   или 4 3a q  . Во првиот 

случај  
2 3 3 3

4 4 4 2
[ ] [ ] [ ] 2 3 6a a a aq q q q        . 

Во вториот случај  
2 3 3 3

4 4 4 2
[ ] [ ] [ ] (2 1) (3 2) 6 3a a a aq q q q           .  

б) За 3р   тврдењето е очигледно точно. Ако 3p  , тогаш 4 1p n   или 

4 3p n  . Бидејќи 4[ ] 0
p
  и 

2( 1) 2
[ ] [1 ] 1

p p

p p

 
   , добиваме дека во збирот од 

левата страна имаме само нули и единици, при што собираме 
1

2

p
 броеви. 

За да го определиме бројот на нулите од левата страна доволно е во собирокот 

од облик 2 2 4[ ] [ ]x x
p p
   да ставиме 4x p  или 

4

p
x  . Значи, 

4
[ ]

p
x  . Според тоа, 

бројот на собраните единици е 
1

2 4
[ ]

p p
 , т.е. n ако 4 1p n   или 1n  ако 

4 3p n  . Но, 
1

4
[ ]

p
 е еднаков на n ако 4 1p n   или 1n  за 4 3p n  .  
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4. Во множеството  реши ја равенката  

[ [ ]] 1x x  .    (1) 

Решение. Од на функцијата цел дел имаме 1 [ [ ]] 2x x  . Можни се следниве 

случаи:  

а) Ако ( , 1)x   , тогаш [ ] 2x    и [ [ ]] 2x x  , т.е. x  не е решение на (1).  

б) Ако 1x   , тогаш [ ] 1x    и [ [ ]] 1x x  , т.е. 1x    е решение на (1).  

в) Ако ( 1,0)x  , тогаш [ ] 1x    и [ ] 1x x x   , т.е. x  не е решение на (1).  

г) Ако [0,1)x , тогаш [ ] 0x   и [ ] 0 1x x   , т.е. x  не е решение на (1).  

д) Ако [1,2)x , тогаш [ ] 1x   и [ [ ]] [ ] 1x x x  , т.е. x  е решение на (1).  

е) Ако 2x  , тогаш [ ] 2x   и [ [ ]] 2x x  , т.е. x  не е решение на (1).  

Конечно, { 1} [1,2)x   .  

 

5. Во множеството реални броеви реши ја равенката  
2 1 4 1 5 4

3 6 3
[ ] [ ]x x x    . 

Решение. За секој реален број r  важи 1 [ ]r r r   , па затоа  

2 1 2 1 2 1
3 3 3

4 1 4 1 4 1
6 6 6

1 [ ]

1 [ ] .

x x x

x x x

  

  

  

  
 

Според тоа,  
2 1 4 1 2 1 4 1 2 1 4 1

3 6 3 6 3 6

2 1 4 1 5 4 2 1 4 1
3 6 3 3 6

5 7
2 2

1 1 [ ] [ ]

1 1

.

x x x x x x

x x x x x

x

     

    

      

     

  

 

Левата страна на почетната равенка е цел број, па затоа мора да биде и десната. 

Затоа постои k  таков што 5 4
3
x k  , т.е. 3 4

5
kx  . Сега, бидејќи 5 7

2 2
x    

добиваме дека единствени можни вредности за x  се  
8 7 13 1611 2 1 4

5 5 5 5 5 5 5 5
, , 1, , , , ,2, ,    . 

Со замена во почетната равенка се добива дека нејзини решенија се  
72 1 4

5 5 5 5
{ , , , ,2}x  . 

 

6. Докажи дека за секој x  важи  

1
2

[ ] [2 ] [ ]x x x   .   (1) 

Решение. Секој реален број x  може да се запише во облик x k   или 
1
2

x k    каде што k  и 1
2

0    .  

Ако x k  , тогаш  
1
2

[ ]k k  ; [2 2 ] 2k k   ; [ ]k k  , 

па затоа точно е равенството (1).  

Ако 1
2

x k  , тогаш  
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1 1
2 2

[ ] 1k k    ; [2 2 1] 2 1k k    ; 1
2

[ ]k k  , 

па затоа точно е равенството (1).  

 

7. Реши ја равенката 25 2 13 4
4 3

[ ]x x  .  

Решение. Нека 13 4
3
x y  . Оттука 

3 4

13

y
x


 . Ако замениме во равенката, 

добиваме 

3 4

13
25 2

4
[ ]

y

y


 

 , односно 
75 126

52
[ ]

y
y


 . Следува 

75 126

52
1

y
y y


   , од 

каде 126 23 178y   или 126 178
23 23

y  . Бидејќи y  е цел број следува дека 1 6y   

или 2 7y  . Оттука 14
1 13

x   или 17
2 13

x  , и тоа се решенијата на дадената равенка.   

 

8. Нека n . Пресметај го збирот  
2

2 3 1

1 2 2 2
2 2 2 2

[ ] [ ] [ ] ... [ ] ...
k

k

n n n n


        .  

Решение. Од задача 6 следува   
2

2 3 1 1

1 2 2 2 1 1 1
2 2 2 4 2 22 2 2 2

[ ] [ ] [ ] ... [ ] ... [ ] [ ] ... [ ] ...
k

k k

n n n n n n n
 

                 

12 2 4 2 2
[ ] [ ] [ ] [ ] ... [ ] [ ] ...

,

k k

n n n n nn

n


       


 

бидејќи почнувајќи од 2[log ] 1k n   сите собироци во разгледуваниот збир се 

еднакви на 0.  

 

9. Најди го целиот дел на збирот  

3 143 14
2 3

2 ... .nn
n n

S       

Решение. Бидејќи 111 2nn
n
   следува дека nS n . Ќе докажеме дека 

1nS n  , од каде што ќе следува дека [ ]nS n .  

Применувајќи го неравенството на Коши меѓу аритметичка и геометриска 

средина за 1k   броеви од видот 11 ,1,1,1,1, 1
k

k

  го добиваме неравенството 

1
1 1 1 1

11
1

1
1

1 11
1 ( 1)

(1 ) 1 1 .

1 1 .

kk
k k

k
kk

k k k k

    




 


 

  

   

 

Ставајќи за k  вредности од 1  до n  добиваме 

3 11 1 13 1
1 2 2 2 3 ( 1)

2 1 , 1 , , 1 .nn
n n n


  
       

Ако ги собереме овие неравенства добиваме 
1 1 1

1 2 2 3 ( 1)n n n
S n
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1 1 1 1 1 1
1 2 2 3 1

1
1

1 1.

n n n

n n

S n

S n n





       

    
 

Значи, 1,nS n  па тогаш [ ]nS n .  

 

10. На колку нули завршува бројот 1993!? 

Решение. Ако N  е бараниот број нули, тогаш е 1993! 10 ,N M M  e природен 

број кој не е делив со 10. Бидејќи 10 2 5   добиваме 1 2min{   },N N N , каде  

2 5 4 5

1993 1993 1993 1993 1993
1 5 5 5 5 5

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] ... 495N          

и  

2 3 10 11

1993 1993 1993 1993 1993
1 2 2 2 2 2

[ ] [ ] [ ] ... [ ] [ ] ... 1986N         .  

Значи, 495N  , т.е. бројот 1993!  завршува на 495 нули.  

 

11. Најди ја тринаесеттата цифра од десно на производот на сите броеви од 1 

до 50.  

Решение. Прв начин. Да го разложиме бројот 50! на прости множители; имаме 
2 2 250! 2 3 5 7 11 13 17 19 23 31 37 41 43 47.a b c d e f               

За одредување на показателите , ,...a b  ќе го користиме тврдењето: Ако p  е прост 

број, n  е природен број и   е најголемиот природен број за кој p  е делител на 

!n , тогаш 

2 3
[ ] [ ] [ ]n n n

p p p
      

Според тоа имаме 

2 3 4 5

50 50 50 50 50
2 2 2 2 2

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] 25 12 6 3 1 47.a             

Значи, најголемиот број a , за кој 2 | 50!a   е  47 ,  т.е.  472 | 50! . 

50 50 50
3 9 27

[ ] [ ] [ ] 16 5 1 22b        , 

12c  ,  8d  ,  4e  , 3f  ,  па имаме  

47 22 12 8 4 3 2 2 2 1250 ! 2 3 5 7 11 13 17 19 23 29 31 37 41 43 47 10 .m                 

Следствено, бројот 50! завршува на 12  нули, а неговата тринаесетта цифра од 

десно е, всушност, последната цифра на бројот  
35 22 8 4 3 2 2 22 3 7 11 13 17 19 23 29 31 37 41 43 47.m                

Доволно е да ја одредиме последната цифра на секој од множителите на бројот m . 

Бројот:  
35 4 8 3 82 (2 ) 2 (16) 8      завршува на 8 ,  

22 4 5 2 53 (3 ) 3 (81) 9      завршува на 9 , 

8 2 4 47 (7 ) (49)    завршува на 1 , и.т.н. 

Следствено, последната цифра на бројот m  се совпаѓа со последната цифра на 

производот:  

8 9 1 1 7 9 1 9 9 1 7 1 3 7              
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а тоа е цифрата 2 . 

Значи, тринаесеттата цифра од десно на бројот 50! е 2 .  

Втор начин. Ако го издвоиме производот 
5 125 10 15 20 25 30 35 40 45 50 2 2 3 3 7 9 10                 

заклучуваме дека тој завршува со 12  нули. Затоа производот на преостанатите 

броеви и бројот 1134 2 3 3 7 9      ќе ја даде последната цифра, која ќе биде три-

наесетта цифра на бројот 50!. Последната цифра ја добиваме како последна цифра 

од производот на единиците на овие броеви. Нив ги групираме во пет групи и 

заклучуваме дека бројот  
5(1 (3 4) (6 7) (8 9))       

завршува на иста цифра како и бројот 32 , т.е. на 8 . Конечно, последната цифра ја 

одредуваме од производот 1134 8 (1 6 11 16 21)      , а тоа е цифрата 2 . 

 

12. Да се најде најмалиот природен број n  таков што !n  во својот декаден запис 

има точно 100 нули.  

Решение. Бројот !n  има онолку нули колку што бројот пет се јавува како мно-

жител (бидејќи секоја петка помножена со 2 дава множител 10, т.е. во факториелот би 

се појавила нула). Значи, го бараме најмалиот природен број n , т.ш.  

2 35 5 5
[ ] [ ] [ ] ... 100n n n    . 

Бидејќи [ ] 100
5

n
 , т.е. 504n   следува дека првите четири собироци се позитивни, 

додека останатите ќе бидат нули, т.е.  

2 3 45 5 5 5
[ ] [ ] [ ] [ ] 100n n n n    . 

Од последната равенка добиваме: 

2 3 45 5 5 5
100n n n n    ,   т.е.   156 62500n  , 

од каде 401n  . Со проверка добиваме дека најмалиот природен број е 405n  , 

бидејќи  

2 3 4

405 405 405 405
5 5 5 5

[ ] [ ] [ ] [ ] 81 16 3 0 100        , 

додека 

2 3 4

404 404 404 404
5 5 5 5

[ ] [ ] [ ] [ ] 80 16 3 0 99        . 

 

13. а) Докажи, дека ако ,m n , тогаш количникот при делењето на m  со n  е 

еднаков на [ ]m
n

.  

б) Докажи, дека ако , ,a b c , тогаш  

[ ]
[ ] [ ]

c
a c
b ab

 . 

Решение. а) Нека , 0m nq r r n    . Имаме  

[ ] [ ] [ ]m r r
n n n

q q q     , 

бидејќи 0 1r
n

  .  
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б) Нека [ ]c
a

q  и 1[ ]
q

b
q . Тогаш 1 1,c qa r q q b r    , каде 0 r a   и 

10 r b  . Според тоа, 1 1( )c q ab r r a   , каде 10 r r a ab   , бидејќи важи 

1 1 ( 1) 1a r r a a b a ab ab         . Конечно,  

[ ]

1[ ] [ ] [ ]
c
aqc

ab b b
q   . 

 

14. Докажи дека постојат бесконечно многу природни броеви n  такви што 

n   не е цел број, и n  е делив со [ ]n .   

Решение. Нека m  е произволен природен број. Тогаш за броевите 2m m  и 

2 2m m  имаме 2 2 2 22 ( 1)m m m m m m      . Според тоа,  

2 2 2 1m m m m m m      . 

Значи   

2 2[ ] [ 2 ]m m m m m    , 

па затоа ако избереме 2n m m   или 2 2n m m  , добиваме дека  

2[ ] |n m m m n    или 2[ ] | 2n m m m n   , 

од што следува трвдењето на задачата.  

 

15. Докажи дека [ ] 2[ ]n
x

x n  , за секои ,x n . 

Решение. Од очигледното неравенство 2n
x

x n   следува 

[ ] [ ] [2 ] 2[ ]n n
x x

x x n n     . 

 

16. Определи ги сите позитивни реални броеви a  такви, што за секој n  

важи  

[ [( 1) ]] 1a a n n   .     (1) 

Решение. Ако во (1) ставиме 1n   добиваме дека треба да најдеме реален број 

0a   таков, што  

0 [ 1] 1a a a    .    (2) 

Понатаму, од (1) и (2) следува, дека за секој n  важи  

1

1

1 1

1 [( 1) ]

[( 1) ]

( 1) 1

1 ( 1) 1 ,

n n
a a

n n
a a

n n

n a a n n

a n

a n

a a





   

  

   

    

 

од каде заклчуваме дека ( 1) 1a a  . Но, 0a  , па од последното равенство 

следува дека 5 1

2
a  . Јасно, за 5 1

2
a   и за секој n  важи  

[( 1) ] ( 1)a a n a a n n     и [( 1) ] (( 1) 1) 1a a n a a n n a n        , 

па затоа за секој n  е исполнето равенството (1).  
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17. Докажи, дека за секој реален број a  и за секој природен број n  важи  

[ ] [ ] [ ] 1n a na n a n    .    (1) 

Решение. Имаме [ ] [ ] 1a a a   . Бидејќи n  е природен број добиваме   

[ ] [ ]n a na n a n   , 

т.е.  

[ [ ]] [ ] [ [ ] ]n a na n a n   .     (2) 

Но, [ [ ]] [ ]n a n a  и [ [ ] ] [ ]n a n n a n   , па затоа од (2) следува  

[ ] [ ] [ ]n a na n a n   , 

што значи дека важи (1).  

 

18. Докажи, дека за секој позитивен број х  важи  

[ [ ]] [ ]x x . 

Решение. Од [ ]x x  добиваме [ [ ]] [ ]x x . Нека за некој 0x   важи 

[ [ ]] [ ]x x ,  т.е. постои природен број n  таков што  

[ [ ]]x n  и [ ] 1x n  . 

Тогаш  [ ] 1n x n x    , т.е. 2[ ] ( 1)x n x   , што не е можно бидејќи 

од  2( 1) n x    следува 2( 1)  [ ]n x  , што е противречност.  

 

19. Реши ги равенките (по x  односно по x  и y ). 

а) [ ] | |x x ;  б) [ ] [ ] 0x a  ;  в) [ ][ ] 1x y  .  

Решение. а) Од [ ] | |x x  следува дека | |x  е цел број, а оттука и x  е цел број. 

Бидејќи | | 0x   ќе следува дека и [ ] 0x  , т.е. 0x  . Обратно, ако 0x   е цел 

број, тогаш важи равенството [ ] | |x x x  . Следствено решение на дадената 

равенка е секој ненегативен цел број.  

б) Ако [ ] 0a  , т.е. 0 1a  , тогаш [ ]x  е произволен број, па решение на 

равенката е секој реален број.  

Ако [ ] 0a  , тогаш [ ] 0x  , а оттука 0 1x  , т.е. решение на равенката е 

интервалот [0,1) .  

в) Бидејќи [ ]x  и [ ]y  се цели броеви, тогаш [ ] 1,x  [ ] 1y   или [ ] 1,x    

[ ] 1y   . Оттука, [1, 2), [1, 2)x y   или [ 1, 0), [ 1, 0)x y    .  

 

20. Реши ја равенката  

{ } {2013 }x x x  . 

Решение. Равенката е еквивалентана со  {2013 } { }x x x   , односно 

[ ] {2013 }x x  . 

Бидејќи {2013 } [0,1)x  , следува [ ] ( 1,0]x    односно [ ] 0x  . Следува [0,1)x . 

Имајќи предвид дека {2013 } 0x  , следува дека решенијата се  

2013
kx  , {0,1,...,2012}k . 



Теорија на броеви  

  185  

21. а) Дади пример на број a  таков што 1{ } { } 1
a

a   .  

а) Докажи, дека таков број a  не може да биде рационален.  

Решение. а) Да го разгледаме бројот 2 3a   . Имаме, 1 2 3
a
  , па затоа  

1{ } { } {2 3} {2 3} 3 1 (2 3) 1
a

a           ,  

и тоа е бараниот пример.  

б) Да претпоставиме дека бројот a  е рационален и истиот да го претставиме 

како дропка m
n

a  . Ако 1{ } { } 1
a

a   , тогаш очигледно 1
a

a   е цел број, да го 

означиме со k . Според тоа m n
n m

k  , па затоа 2 2m n kmn  . Оттука следува 

дека 2|n m  и 2|m n  и како m  и n  се заемно прости тоа е можно ако и само ако 

| | | | 1m n  , т.е. ако и само ако 1a   . Но во овој случај 1{ } { } 0
a

a   , што е 

противречност, па затоа бројот a  не може да е рационален.  

 

22. За позитивниот реален број a  важи 21{ } { }
a

a  и 
22 3a  . Определи ја 

вредноста на изразот 12 144
a

a  .  

Решение. Од условот на задачата следува дека 1a  , а оттука следува дека 

10 1
a

  , што значи дека 1 1{ }
a a
 . Понатаму, од 

22 3a   добиваме дека 

2 2{ } 2a a  , па затоа бројот a  е позитивен корен на равенката 21 2
a

a  , т.е. на 

равенката  
2( 1)( 1) 0a a a    .    (1) 

Единствен позитивен корен на равенката е 1 5

2
a  . Сега, користејќи го фактот 

дека 
2 1a a   имаме  

3 2

6 2 2

12 2 2

2 1

(2 1) 4 4 1 4( 1) 4 1 8 5

(8 5) 64 80 25 64( 1) 80 25 144 89

a a a a

a a a a a a a

a a a a a a a

   

          

          

 

13 2(144 89) 144 89 144( 1) 89 233 144.a a a a a a a a          

Од последното равенство следува  
1312 144144 233a

a a
a    . 

 

23. Докажи, дека не постои рационален број x  таков што 2{ } { } 1x x  . Оп-

редели барем еден реален број x  кој е решение на оваа равенка.  

Решение. Нека , , , NZD( , ) 1
p

q
x p q p q   . Тогаш  

2

2 2 2

2{ } { } { } { }
p p m nqm n

q qq q q
x x


      ,    (1) 
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за некои ,m n , каде 2 ,m q n q   и NZD( , ) NZD( , ) 1m q n q  , што знаќи дека 

десната страна на (1) е нескратлива дропка. Нејзината вредност може да биде ед-

наква на 1 ако и само ако 1q  , но тогаш x p  , па затоа 2{ } { } 0x x  , што 

значи дека дадената равенка нема решение во множеството рационални броеви.  

Ќе определиме (0,1)x  таков што 2{ } { } 1x x  . Имаме 
2 1x x  , па затоа 

1 5

2
x    е еден реален број кој е решение на дадената равенка.  

 

24. Пресметај го збирот  

1997 [ 1] [ 2 ] [ 3 ] [ 4 ] ... [ 1997 ]S       . 

Решение. Во збирот 1997S : 

- собирокот 1  се јавува 2 22 1 3   пати 

- собирокот 2  се јавува 2 23 2 5   пати 

…………………………………………….. 

- собирокот 43  се јавува 2 244 43 87   пати, и  

- собирокот 44  се јавува 21998 43 62   пати.  

Според тоа, имаме  

1997

43 44 43 44 87
2 2

1 3 2 5 3 7 ... 44 62

1 (1 2 1) 2 (1 2 2) 3 (1 2 3) ... 43 (1 2 43) 44 62

44 62 58542.

S

  

        

                  

    

 

 

25. Докажи, дека за секој n  важи:   

1 1

( ) [ ]
n n

n
k

k k

k k
 

   ,      (1) 

1
2

1 1

( ) [ ]([ ] 1).
n n

n n
k k

k k

k
 

       (2) 

Решение. Бројот k  е делител во [ ]n
k

 случаи и нивниот збир е [ ]n
k

k , па затоа 

важи (1).  

Броевите кои се помали или еднакви на n  и се деливи со k  се: ,  2 ,..., [ ]n
k

k k k . 

Сега равенството (2) се добива ако се искористи равенството 
( 1)

2
1

m
m m

k

k




 .  

 

26. (Ермит). Докажи, дека  
1

0

[ ] [ ]
n

k
n

k

x nx




  , за секој n  и за секој x . 

Решение. Бидејќи 0 { } 1x  , постои природен број ј , 0 ј n   таков што 

1
{ }

j j

n n
x


  . Тогаш, 
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1[ ] [ ] ... [ ]
n j

n n
x x x


       

и  
1 2 1[ ] [ ] ... [ ] [ ] 1

n j n j n
n n n

x x x x
            . 

Според тоа, 
1

0

[ ] [ ] 1 [ ]
n

k
n

k

x n x j nx




     . 

 

27. Докажи, дека, за секој природен број 2n   е исполнето равенството  

1

1

( ) ([ ] [ ])
n

n n
k k

k

n 



   .  

Решение. Имаме  

1 1, ако |
[ ] [ ]

0, ако | ,

n n
k k

k n

k n

 
  


 

па затоа  

1

1 |

([ ] [ ]) 1 ( )
n

n n
k k

k k n

n



     . 

Забелешка. Бидејќи n  е прост број ако и само ако ( ) 2n  , од претходната 

задача следува дека n  е прост број ако и само ако  

1

1

([ ] [ ]) 2
n

n n
k k

k





  . 

 

28. Нека n  е природен број и x  е позитивен реален број, таков што ниту еден 

од броевите ,2 ,...,x x nx  и ниту еден од броевите 
[ ]1 2, ,...,
nx

x x x
 не е цел број.  

Докажи, дека е точно равенството  
[ ]1 2[ ] [2 ] ... [ ] [ ] [ ] ...[ ] [ ]
nx

x x x
x x nx n nx       .  (1) 

Решение. Бројот на собирците во збирот [ ] [2 ] ... [ ]x x nx    кои се еднакви на 

нула е еднаков на бројот k , за кој важи 1 ( 1)kx k x   , а тоа е бројот 1[ ]
x

. Бројот 

на собирците во збирот [ ] [2 ] ... [ ]x x nx    кои се еднакви на 1 е еднаков на бројот 

на целите броеви k  за кои важи 1 2kx  , а тој број е еднаков на 2 1[ ] [ ]
x x
 . Вооп-

што, за секој 1 [ ]r nx   бројот на собирците во збирот [ ] [2 ] ... [ ]x x nx    кои се 

еднакви на r  е еднаков на 1[ ] [ ]r r
x x
  . На крајот, ако [ ]nx L , тогаш бројот на 

собироците во збирот [ ] [2 ] ... [ ]x x nx    кои се еднакви на L  е еднаков на 

[ ]
[ ] [ ]

nxL
x x

n n   . Затоа е точно равенството  

[ ]31 2 1 2

[ ]1 2

[ ] [2 ] ... [ ] 0 [ ] 1 ([ ] [ ]) 2 ([ ] [ ]) ... [ ] ( [ ])

[ ] [ ] ... [ ] [ ],

nx

x x x x x x

nx

x x x

x x nx nx n

n nx

              

     

 

кое е еквивалентно на равенството (1).  
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29. Докажи, дека за секој природен број 2k   постои реален број 0x   таков 

што 
[ ]{ }x x

x
k  . 

Решение. Јасно е дека 0x  , бидејќи ако претпоставиме дека 0x   од нера-

венствата  { }[ ] [ ]x x x x   следува 
[ ]{ }

1
x x

x
k   , што противречи на 2k  . 

Нека [ ]x p  , 0p  . Тогаш бараме p  таков што 0 { } 1
kp

k p
x


   . Првото  

неравенство е точно за  секој p , a второто е точно за 
1

k
k

p


 . Но, p  e природен 

број и затоа 1p  , т.е. [ ] 1x   . Toгаш 
1

{ } k
k

x


   или 1
1k

x


  .  

 

30. Докажи, дека меѓу произволни 20 последователни природни броеви постои 

број d  таков што неравенството  
5
2

{ }n d n d   

важи за секој природен број n .   

Решение. Бидејќи за [ ]m n d  важи  

2 2 2 2 2 2

22
{ } ( ) dn m dn m dn m

n d m n d
n d n d n d n d m n d n d  


      , 

доволно е да се избере d  таков што за секои ,m n  важи 2 2 {1,2,3,4}dn m  . 

Последното може да се постигне ако земеме 20 15 4(4 3)d k k    , за 0k . 

Навистина, тогаш 2 2m   и 3m   не се деливи со 5, додека 2 1m   и 2 4m   

немаат делители од облик 4 3k  , па затоа ниту еден од броевите  2 1m  , 2 2m  , 

2 3m   и 2 4m   не може да е делив со d .  

 

31. Дадени се равенките 
3 2 3 2[ ] [ ]x x x x    и 3 2 3 2[ ] [ ]x x x x   . 

Докажи, дека  

а) целите броеви се единствени решенија на првата равенка,  

б) за втората равенка постои решение кое не е цел број.  

Решение. а) Нека x  ја задоволува равенката 3 2 3 2[ ] [ ]x x x x   . Тогаш за 

[ ]t x  и x t    имаме  

3 2 3 2 2 2( ) ( ) ( (3 1) 3 2 ) 0t t t t t t t              . 

Затоа 0   или   е корен на квадратниот полином во заградата. Во вториот 

случај дискриминантата (3 1)( 1)t t   треба да е ненегативна и бидејќи t  е цел 

број имаме 0t   или 1t  . Тогаш 0, 1     или 1   . Но, [0,1) , па затоа 

0  , т.е. x  е цел број.  

б) Степенот на полиномот 3 2 1y y   е непарен, па затоа тој има барем едн 

реален корен  , кој очигледно не е цел број (всушност реалниот корен е 

единствен и припаѓа на интервалот (1,2) ). Тогаш 
3 2 2[ ] [ 1] [ ] 1       , па затоа 

3 2 3 2[ ] [ ] 1       .  
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32. Определи ги сите реални броеви a  такви што 4[ ] [ [ ]]an n a an  , за секој 

природен број n .  

Решение. Од условот следува дека  

4( 1) ( )an a a an    и 4 ( 1) 1an n a an     

т.е.  
2 21 41 4 1a

n n
a a a      . 

Но, n  е произволен природен број, па од последните неравенства следува 

21 4a a  , од каде добиваме 2 3a    или 2 3a   . Ако во условот замениме 

1n   добиваме дека првиот случај не е можен. Во вториот случај ставаме [ ]n
a

b   

и n
a

c b  . Бидејќи 14
a

a   , важи  

1

[ [ ]] [ [4 ]] [ (4 1)]

[ (4 1 )] [(4 )(4 1 )]

n
a

a

n a an n a n n a n b

a n c n c

       

      
 

1[4(4 1) 4( ) ] 4(4 1 )

4[4 ] 4[ ].

n c
a a

n
a

n c n b

n an

       

  
 

Според тоа, единствено решение на задачата е 2 3a   .  

 

33. Определи ги сите природни броеви n  такви што [ ] [2 ] 1n
k

k n   , каде 

4 1 1

2
[ ]nk   .  

Решение. Ќе докажеме дека бараните броеви се од видот ( 1)n l l  , каде 2l   

е природен број.  

За ( 1)n l l   имаме 4 1 1

2
[ ]nk l   , па затоа [ ] 2 1n

k
k l   , а бидејќи  

2 2(2 2) 4 ( 1) (2 1)l l l l      

имаме [2 ] 2 2n l  , т.е. равенството од условот е исполнето.  

Ќе докажеме дека за ( 1)n l l   е исполнето равенството [ ] [2 ]n
k

k n  . Во тој 

случај k  е најголемиот природен број за кој ( 1)k k n  .  

Ако претпоставиме дека за некој природен број l  е исполнето неравенството 

4 1 1 4 1

2 2

n nl    , тогаш 21 4 (2 1) 4n l n    , па затоа 21 4 (2 1)n l   , т.е. 

( 1)n l l  , што е противречност. Според тоа,  

4 1 1 4 1 1
2 2 2

[ ] [ ] [ ]n nk k n       , 

т.е. [ ]k n  или [ ] 1k n  .  

Имаме ( 1) ( 1)k k n k k    . Ќе разгледаме три случаи.  

1) Ако 2( 1)k k n k   , тогаш [ ]n
k

k  и n k , па затоа 1
2

{ }n  . Оттука 

2[ ] [2 ]n n  и затоа [ ] 2 2[ ] [2 ]n
k

k k n n    .  
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2) Ако 2 ( 1)k n k k   , тогаш [ ] 1n
k

k   и k n , па затоа [ ] 1k n  . 

Оттука 1
2

{ }n  , т.е. 2[ ] [2 ] 1n n  . Значи,  

[ ] 2 1 2([ ] 1) 1 2[ ] 1 [2 ]n
k

k k n n n         . 

3) Ако n k , тогаш повторно [ ] 2 [2 ]n
k

k k n   .  

Според тоа, во сите случаи важи [ ] [2 ]n
k

k n  .  

 

34. Определи ги сите прости броеви p , за кои  

2 2 2 21 2 7 18

2 3 8 24
[ ] [ ] [ ] [ ]

p p p p   
    

е прост број. 

Решение. За 2p   имаме 

2 2 2 21 2 7 18 5 6 11 22
2 3 8 24 2 3 8 24

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] 2 2 1 0 5
p p p p   

            , 

кој е прост број. Следствено 2p   е решение на задачата.  

За 3p   имаме 

2 2 2 21 2 7 18 10 16 2711
2 3 8 24 2 3 8 24

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] 5 3 2 1 11
p p p p   

            , 

кој исто така е прост број. Следствено и 3p   е решение на задачата. 

Нека 5p   е прост број. Тогаш 2 1 ( 1)( 1)p p p    , кој е производ на два 

последователни парни броја и следствено се дели со 8. Освен тоа разгледуваниот 

производ се дели и со 3, бидејќи еден од броевите 1p   или 1p   се дели со 3. 

Заклучуваме, дека 2 1p   се дели со 24 и следствено 2 24 1p k   ( k  е природен 

број). Оттук получаваме  
2 2 2 21 2 7 18 24 2 24 3 24 8 24 19
2 3 8 24 2 3 8 24

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]

12 1 8 1 2 1

3(8 1).

p p p p k k k k

k k k k

k

             

      

 

. 

Добиениот број не може да е прост, бидејќи се дели со 3 и е поголем од 3. 

Така, 2p   и 3p   се единствените решенија на задачата.  

 

35. Докажи, дека 

2 1
1
6

1

[ ] ( 1) (4 1)
n

k

k n n n




   , за секој n .  

Решение. Прво да забележиме, дека ако k  е природен број, тогаш  

2 2 2[ ] [ 1] ... [ 2 ]k k k k k       

и освен тоа низата 
2 2 2,  1, ...,  2  k k k k  содржи 2 1k   членови. Значи,  

2 2 2[ ] [ 1] ... [ 2 ] (2 1)k k k k k k       . 

Од тука следува дека   
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2 1 1 1 1
2 ( 1)(2 1) ( 1)2

6 2
1 1 1 1

1
6

[ ] (2 1) 2

  ( 1) (4 1).

n n n n
n n n n n

k k k k

k k k k k

n n n

   
  

   

     

  

   
 

 

36. Нека , ,m n s , m n . Тогаш низата  

2, ,...,m m sm
n n n

 

содржи точно 
NZD( , )

[ ]
s m n

n


 цели броеви.  

Решение. Нека NZD( , )d m n . Тогаш ,m ad n bd  , каде NZD( , ) 1a b   и ни-

зата е 2, ,...,a a sa
b b b

. Но, NZD( , ) 1a b  , па затоа последната низа содржи точно [ ]s
b

 

цели броеви. Понатаму, n
d

b   што значи дека низата содржи точно  

NZD( , )
[ ] [ ] [ ]

s m ns sd
b n n


   

цели броеви.  

 

37. Реши го системот равенки   

2015

[ ] [ ] 2017.

x y

x y

 


 
    (1) 

Решение. За било кој реален број x  е исполнето равенството [ ] { }x x x   (со 

[ ]x  е означен целиот дел од x  а со { }x  е означен децималниот дел од x ). Сега 

системот го добива обликот  

[ ] { } [ ] { } 2015

[ ] [ ] 2017

x x y y

x y

   


 
. 

Од првата равенка на системот имаме { } { } 2015 [ ] [ ]x y x y     . Но, од друга 

страна 0 { },{ } 1x y  , т.е. 0 { } 1, 1 { } 0x y      , па затоа  1 { } { } 1x y    . 

Според тоа { } { } 0x y  , т.е. { } { }x y . Сега системот го добива обликот  

[ ] [ ] 2015

[ ] [ ] 2017

x y

x y

 


 
, 

и неговите решенија ги бараме во множеството . Не е тешко да се види дека 

негово решение е [ ] 2016,[ ] 1x y  . Сега за решение на почетниот систем имаме 

2016 , 1x y     , [0,1) , т.е. системот (1) има бесконечно многу решенија.  

 

38. Во множеството позитивни реални броеви реши го системот равенки  

3[ ] { } [ } 20,3

3[ ] 5[ ] { } 15,1

{ } { } 0,9.

x y z

y z x

y z

  


  
  

 

Решение. Ги собираме првата и третата равенка и добиваме 3[ ] 2{ } 21,2x z  . 

Можни се два случаја { } 0,1z   или { } 0,6z  . Меѓутоа, за { } 0,6z   добиваме 

3[ ] 20x  , т.е. [ ]x  не е цел број, што е противречност. Значи, { } 0,1z   и притоа 
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[ ] 7x  . Од третата равенка добиваме { } 0,8y  , а од втората равенка следува дека 

мора да важи { } 0,9x  . Исто така важи 3[ ] 5[ ] 16y z  . Бидејќи y  и z  се 

позитивни броеви, единствена можност е [ ] 2y   и [ ] 2z  .  

Конечно, системот има единствено решение 7,9, 2,8, 2,1x y z   .  

 

39. Определи го бројот на различните членови на конечната низа со општ член 
2

1998
[ ]k , каде 1,2,...,1997k  .  

Решение. Бидејќи разликата на два последователни членови на низата 
2 999

11998
{ }k

k  е помала од 1, заклучуваме дека секои два соседни членови на низата 

2 999
11998

{[ ]}k
k  се еднакви или се разликуваат за 1. Бидејќи првиот член на таа низа е 

еднаков на 1, а последниот на 499, заклучуваме дека бројот на нејзините различни 

членови е 500. Од друга страна, разликата на два последователни членови на 

низата 
2 1997

10001998
{ }k

k  е поголема од 1 и затоа членовите на низата 
2 1997

10001998
{[ ]}k

k  се 

различни. Конечно, дадената низа има 500 998 1498   различни членови.  

 

 

 

3.  ТЕОРЕМА НА ЧЕБИШЕВ  

 
1. Ако 3k  , тогаш 2 2k kp p  , каде kp  е k  тиот прост број. Докажи!  

Решение. Бидејќи 3k   имаме 3 5kp p  . Сега од теоремата на Чебишев  

следува дека постојат барем два прости броја q  и r  такви, да 2k kp q r p   . 

Но, 1kp q   и 2kp r  , па затоа 2 2k kp p  .  

 

2 (Постулат на Бертран). Ако 3n  , тогаш меѓу броевите n  и 2 2n  постои 

најмалку еден прост број. Докажи!  

Решение. Навистина, ако 4n  , тогаш 5 е меѓу 4 и 6, а ако 5n  , тогаш 7 е 

меѓу 5 и 8.  

Ако 5n  , тогаш од теоремата на Чебишев следува дека меѓу n  и 2n  има 

најмалку два прости броја. Ако поголемиот од овие прости броеви е 2 1n , тогаш 

бидејќи 2 2 2( 1)n n    е сложен број, вториот прост број ќе биде помал или 

еднаков на 2 3n , што значи дека меѓу n  и 2 2n  постои најмалку еден прост 

број.  

 

3. Ако 1n  , тогаш во каноничното разложување на !n  има најмалку еден 

прост број со степен еден. Докажи!  

Решение. За 7n   тврдењето на задачата е очигледно.  

Ако 2n k , 4k  , тогаш согласно постулатот на Бертран постои барем еден 

прост број p  таков што 2 2k p k n    . Но, тогаш 2 2p k n  , што значи дека 

2p n p  , од што следува дека простиот број p  во каноничното разложување на 

!n  е со степен еден.  
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Ако 2 1, 4n k k   , тогаш повторно од постулатот на Бертран следува дека 

постои прост број p  таков што 2 2k p k n    . И во овој случај 2 2k p , па 

значи и 2 1 2k p  , т.е. 2p n p  , од што следува дека простиот број p  во 

каноничното разложување на !n  е со степен еден.  

 

4. Нека 10n   е природен број. Докажи, дека во каноничното разложување на 

!n  учествуваат барем два прости броја со степен 1.  

Решение. Во каноничното разложување на 11!  простите броеви 7 и 11 

учествуваат со степен 1. Затоа ќе претпоставиме дека 11n  . Сега, ако 2n k r  , 

0r   или 1, тогаш 5k   и согласно теоремата на Чебишев постојат барем два 

прости броја p  и q  такви да 2k p q k   . Имаме  

1k p q n     и 2 2n p q  , 

па затоа во каноничното разложување на бројот !n  секој од броевите p  и q  е со 

степен 1.  

 

5. Докажи, дека за секој природен број 4n   меѓу броевите n  и 2n  има нај-

малку еден број кој е производ на два различни прости броја.  

Решение. Нека 2n k , каде 2k  . Согласно теоремата на Чебишев (теорема 

6.2) постои прост број p , за кој важи 2k p k  . Но, 2p k  , па затоа p  е 

непарен прост број. Тогаш  

2 2 4 2n k p k n    , 

па затоа бројот 2p  го задоволува условот на задачата.  

Нека 2 1, 2n k k   . Повторно од теоремата на Чебишев следува дека постои 

прост број p , за кој важи 2k p k  . Но, 2p k  , па затоа p  е непарен прост 

број. Тогаш  

2 1 2 2 2 4 4 2 2n k k p k k n         , 

па затоа бројот 2p  го задоволува условот на задачата.  

 

6. Ако 1n   и np  е n тиот прост број, тогаш 2n
np  . Докажи!  

Решение. Тврдењето ќе го докажеме со индукција по n . Од 2
2 3 2p    следу-

ва дека тврдењето важи за 2n  .  

Нека претпоставиме дека тврдењето важи за n k , т.е. дека 2k
kp  .  

За 1n k   имаме 1k kp p  . Ако 1 2k
kp   , тогаш е јасно дека 1

1 2k
kp 
  . 

Нека 12k
kp   и да ги разгледаме броевите 2km   и 12 2km  . Од теоремата на 

Чебишев следува дека меѓу броевите 2km   и 12 2km   има најмалку два прости 

броја q  и r . Но, 2k
kp   и 12k

kp  , па затоа 1kp   и 2kp   се меѓу m  и 2m , т.е. 

1
1 2 2k

kp m 
   . Конечно, од принципот на математичка индукција следува дека 

2n
np  , за секој 1n  .  
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7. Докажи, дека за секои природни броеви n  и s , 1 2... sn p p p , меѓу броевите 

n  и 2n  постои најмалку еден природен број кој е производ на s  различни прости 

множители ( kp  е k  тиот прост број).  

Решение. Нека 1 2 1... sn kp p p r  , каде r  е остатокот од делењето на n  со 

1 2 1... sp p p  . Од 1 2... sn p p p , следува sk p  и 1 2 10 ... sr p p p   . Сега, од 

теоремата на Чебишев следува дека постои прост број p  таков, да 2k p k  . 

Точни се неравенствата  

sp p , 1 2k p k    

и  

1 2 1 1 2 1 1 2 1 1 2 1... ... ( 1) ... 2 ...s s s sn kp p p r p p p k p p p p p p p k n           

па затоа бројот 1 2 1... sp p p p  го задоволува условот на задачата.  

 

 

 

4.  ФЕРМАТОВИ И СОВРШЕНИ БРОЕВИ  

 

1. За броевите 
22 1

n

nf   , каде n  е природен број велиме дека се Ферматови 

броеви. Ако m n , тогаш Ферматовите броеви mf  и nf  се заемно прости. До-

кажи!  

Решение. Нека се nf  и n kf  , 0k  , два различни Ферматови броја и нека 

претпоставиме дека m  е природен број, таков да | nm f  и | n km f  . Земаме 

22
n

x   и добиваме  

2 2 22 2 2

2 2 2

2 (2 ) 1 2 1 2 212 1 2 2 1
1

2 1 2 1 2 1

... 1

n k kn k n k k k
n k

n n n
n

f x
f x

x x


      


  

        , 

што значи дека | ( 2)n n kf f   , па од | nm f  следува дека | ( 2)n km f   . Но, од 

| n km f   и | ( 2)n km f    следува дека | 2m  и како Ферматовите броеви се непарни 

добиваме дека 1m  , што значи дека броевите nf  и n kf  , 0k   се заемно 

прости.  

 

2. Докажи, дека за Ферматовите броеви , 1,2,...nf n   важи | (2 2)nf
nf  .  

Решение. Ако го искористиме познатото неравенство 2 1n n  , за секој 

nN , добиваме дека 
1 22 | 2

nn
, од што следува дека 

1 22 2(2 1) | (2 1)
nn

  . Но, 

12 2(2 1) | (2 1)
n n

   , па затоа 
22 2(2 1) | (2 1)
nn

  , што значи  

2 22 2 2 1(2 1) | 2(2 1) 2 2
n nn     , т.е. | (2 2)nf

nf  . 

 

3. Докажи, дека ниту еден од Ферматовите броеви 
22 1

n

nf   , 2,3,...n   не 

може да се запише како збир на два прости броја.  
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Решение. Броевите , 2,3,...nf n   се непарни. Затоа, ако бројот nf  може да се 

запише како збир на два прости броја, тогаш едниот од нив мора да е парен, т.е. 

бројот 2, па другиот е бројот 2nf  . Но, ако 1n   тогаш  

1 12 2 22 2 1 (2 1)(2 1)
n n n

nf
 

       

не е прост број.  

 

4. Докажи, дека Ферматовиот прост број 
22 1

n

p   , n  не може да биде 

запишан како разлика на петти степени на два природни броја. 

Решение. Нека 
5 5 4 3 2 2 3 4– ( )( )р а b a b a а b a b ab b       , ,a b . 

Бидејќи p  e прост број 1a b  ,   т.е. 1a b  , b . Ceгa  

5 5 5 5 5 3 2( 1) 5 10 10 5 1a b b b b b b b         , 

па затоа 5 3 2 25 10 10 5 2
n

b b b b    , што не e можно, бидејќи левата страна на 

последното  равенство е делива со 5,а десната не е делива со 5.  

 

5. Нека , 2,3,...,1985if i   се Ферматови броеви. Најди ја цифрата на единиците 

во декадниот запис на бројот 2 3 1985NZS( , ,..., )f f f .  

Решение. Од задача 1 имаме NZD( , ) 1m nf f  , за m n , па затоа  

2 3 1985 2 3 1985NZS( , ,..., ) ...f f f f f f . 

Понатаму,  
22 2 4 2

4 2 2

2 1 (2 1) 2 [(2 ) 1] 2

(2 1) 2 (2 1)(2 1) 2

5 2,

n n n

n

n n

n

f

a a

q



       

      

 

 

за секој 2n  . Според тоа,  

2 3 1985 2 3 1985 2 3 1985

1984 992 992

NZS( , ,..., ) ... (5 2)(5 2)...(5 2)

5 2 5 4 5 (5 1) 5 1.

f f f f f f q q q

b b b m

    

        
 

Притоа, бидејќи секој од броевите , 2,3,...,1985if i   е непарен, добиваме дека 

2 3 1985NZS( , ,..., )f f f  е непарен број, што значи дека m  е парен број, т.е. 2m p . 

Конечно, од 2 3 1985NZS( , ,..., ) 10 1f f f p   следува дека цифрата на единиците на 

бројот 2 3 1985NZS( , ,..., )f f f  е 1.  

 

6. Докажи, дека за Ферматовите броеви 0 1 1, ,..., ,n nf f f f   важи  

1 0 1... 2n nf f f f   . 

Решение. Имаме  
0 1 2 1

0 0 1 2 1

1 1 2 1

2 2 2 2 2
0 1

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2

... 2 (2 1)(2 1)(2 1)...(2 1)(2 1) 2

(2 1)(2 1)(2 1)(2 1)...(2 1)(2 1) 2

(2 1)(2 1)(2 1)...(2 1)(2 1) 2

n n

n n

n n

nf f f






       

       

      

 



Р. Малчески, А. Малчески, Д. Велинов, С. Малчески, С. Костадинова 

 

 196 

2 2 1

1 1

1 1

2 2 2 2

2 2 2

2 2

2 2
1

(2 1)(2 1)...(2 1)(2 1) 2

....................................................................

(2 1)(2 1)(2 1) 2

(2 1)(2 1) 2

2 1 2 2 1 ,

n n

n n n

n n

n n

nf



 

 



     

    

   

     

 

што и требаше да се докаже.  

 

7. Докажи, дека бројот 
22 1

n

  има најмалку n  различни прости делители.  

Решение. Според претходната задача имаме  

2
0 1 2 12 1 2 ...

n

n nf f f f f     , 

што значи дека тој се дели со првите n  Ферматови броеви. Но, секои два различ-

ни Ферматови броеви се заемно прости, што значи дека немаат заеднички прости 

делители, па затоа бројот 
22 1

n

  има најмалку n  различни прости делители.   

 

8. Докажи, дека Ферматов број не може да биде точен квадрат на природен 

број.  

Решение. Имаме 0 3f   и 1 5f   и тоа не се потполни квадрати. Понатаму, за 

2n   Ферматовиот број nf  има цифра на единици 7, па тој не може да биде точен 

квадрат бидејќи цифрата на единиците на секој точен квадрат е 0, 1, 4, 5, 6 или 9.  

 

9. За природниот број n  ќе велиме дека е совршен, ако важи ( ) 2n n  . Ако 

2 1n   е прост број, тогаш 12 (2 1)n n   е совршен број. Докажи!  

Решение. Нека 12 (2 1)n nm    и 2 1n p  . Тогаш  

1( ) (2 ) (2 1)( 1) (2 1)2 2n n n nm p p m         , 

т.е. m  е совршен број.  
 

10. За бројот 2 1p
pM   , каде p  е прост број велиме дека е Мерсенов број. 

Докажи, дека парен природен број е совршен ако и само ако има облик 
12 (2 1)p p  , каде 2 1p   е Мерсенов прост број.  

Решение. Според задача 9 треба да докажеме дека секој парен совршен број 

има облик 12 (2 1)p p  , каде 2 1p   е Мерсенов прост број. Нека 12pm q , каде 

q  е непарен број, 1p   и ( ) 2m m  . Добиваме (2 1) ( ) 2p pq q   , од каде 

следува дека ( ) 2pq k   и (2 1)pq k  , каде k . Бидејќи броевите k  и 

(2 1)p k  се делители на бројот q  и нивниот збир е еднаков на 2 ( )p k q  , 

добиваме дека q  нема други делители. Значи, (2 1)pq k   е прост број, па затоа 

1k  , т.е. 2 1p   е прост број.  
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11. Докажи дека цифра на единиците на парен совршен број секогаш е 6 или 8.  

Решение. Според претходната задача парен совршен број има облик 
12 (2 1)p p   каде p  и 2 1p  се прости броеви. За 2p   тоа е бројот 6. Ако 

2p  , тогаш p  е прост број од облик 4 1k   или 4 3k  . 

Ако 4 1p k  , тогаш 1 42 2 16p k k    и цифрата на единиците на овој број е 

6, а цифрата на единиците на бројот 4 12 1 2 1 2 16 1p k k       е 1. Значи, за 

4 1p k   цифрата на единиците на бројот 12 (2 1)p p   е 6.  

Ако 4 3p k  , тогаш 1 4 22 2 4 16p k k     и цифрата на единиците на овој 

број е 4. Цифрата на единиците на бројот 2 p  е 8, па затоа цифрата на единиците 

на бројот 2 1p   3 7. Конено, ако 4 3p k  , тогаш цифрата на единиците на 

бројот 12 (2 1)p p   е 8.  

 

12. Ако n  е совршен број, тогаш збирот на реципрочните вредности на него-

вите делители е еднаков на 2. Докажи!  

Решение. Нека n  е совршен број. Имаме  

1

| | |

2 ( ) n
d d

d n d n d n

n n d n        

и последното равенство го поделиме со n  добиваме 1

|

2
d

d n

 , што и требаше да 

се докаже.  

 

13. Докажи, дека степен на прост број не може да биде совршен број.  

Решение. Нека p  е прост број и ( ) 2a ap p  . Имаме 
1 1

1
2

apa

p
p

 


 , од каде 

добиваме 12 1a ap p   , т.е. (2 ) 1ap p  , од каде следува 2 1ap p   , што е 

противречност. Значи, за секој прост број p  ( ) 2a ap p  , што значи дека степен 

на прост број не може да биде совршен број.  

 

 

 

5.  ДОПОЛНИТЕЛНИ ЗАДАЧИ  

 
5.1.  ДЕЛИВОСТ  

 
1. Нека x  и y  се цели броеви. Докажи дека 2 3x y  се дели со 17 ако и само 

ако 9 5x y  се дели со 17.  

Решение. Последователно добиваме:  

17 (2 3 ) 17 13(2 3 ) 17 (26 39 )

17 (17 34 ) (9 5 ) 17 (9 5 ).

x y x y x y

x y x y x y
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2. Докажи дека  бројот 
5 64 53 4  е производ на два природни броја поголеми 

од 200210 .  

Решение. Нека 
443a   и 

65 1
44b


 . Тогаш  

5 44 4 4 43 3 a   и 

65 16 4
4 45 41

4 4
4 (4 4 ) b   .  

Затоа  
5 6 4 2 2 2 24 5 4 2 2 2 2 2 2 2 2

4 2 2 2 2
3 4 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )b b b b ba a a ab a ab a ab             .  

Важи   
65 1 6 62 2 2 5 12

2

2 2 5 1 10008 4 2002 20024 2
2 2 4 4 4 2

( ) 2 2 (2 ) 10b b b ba ab a


             . 

 

3. Најди ги сите парови од природни броеви ( , )m n  за кои 
2( )m n  е делител 

на 4( 1)mn .  

Решение. Од 2( ) 0m n   следува дека 2( ) 4m n mn   . Понатаму, од условот 

на задачата следува 2( ) 4 4m n mn   . Според тоа, 2( ) 4m n mn   или 

2( ) 4 4m n mn   . Во првиот случај добиваме m n , т.е. 2 24 | 4 4m m  , па затоа 

1m n  . Во вториот случај добиваме 2( ) 4m n  , т.е. | | 2m n    

Конечно, решение на задачата се подредените парови (1,1)  и ( , ), | | 2m n m n  .  

 

4. Да се најдат сите четирицифрени броеви m  за кои се знае дека:  

1) m  е квадрат од природен број;   

2) првата и втората цифра на m  се еднакви; и  

3) третата и четвртата цифра на m  се еднакви.  

Решение. Нека x  е првата, а y  е третата цифра на m  и нека 
2m k . Тогаш  

  2 1000 100 10 11(100 )k x x y y x y      ,  

од каде што следува дека 11| k , т.е. 11k n . Од 211 11 11(100 )n x y    следува 

дека 11 е делител на x y . Бидејќи 1 9x   и 0 9y  , добиваме дека 

1 18x y   , што значи дека 11x y  . Тогаш 
2 9 1n x  , што е можно само за 

7x  . Според тоа, бараниот број m  е 
27744 88 .     

 

5. Докажи, дека ако 1n   е произволен природен број, тогаш 1 1 1
2 3

...
n

s        

не е природен број. 

Решение. Нека a  е производот на сите непарни броеви коишто се помали или 

еднакви со n , а k  е најголемиот природен број за кој 2k n . Тогаш 12k a s    не 

е природен број, бидејќи сите негови собирци, освен 
1 1

2
2

k

k a   , се природни 

броеви. Оттука, следува дека и 1 1 1
2 3

...
n

s      не е природен број. 
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6. Најди ги сите природни броеви   така што  е природен број. 

Решение. Бидејќи  

, 

добиваме . За  да е цел број треба . 

Но,  и  па затоа . Јасно,  па 

оттука добиваме дека . Значи,  и .  

Непосредно се проверува дека најдените броеви се решенија на задачата.   
 

7. Нека k  е парен број. Дали е можно бројот 1 да се запише како збир на 

реципрочните вредности на k  непарни цели броеви? 

Решение. Нека претпоставиме дека постојат непарни цели броеви 1 2, ,..., kn n n  

така што 

1 2

1 1 11 ...
kn n n

    . 

Добиваме дека 1 2 1 2 ... ,k kn n n m m m      каде 1 2 1 1... ... ,i i i km n n n n n  за 

{1,2,..., }i k . Бројот 1 2... kn n n  е непарен бидејќи е производ на непарни броеви, 

додека бројот 1 2 ... km m m    е парен, бидејќи е збир на k  (парен број) непарни 

броеви, што е противречност. Од добиената противречност следува дека бараното 

запишување не е можно.  

Може да се докаже дека ако k  е непарен број, тогаш такво запишување е 

можно. Обиди се ова тврдење самостојно да го докажеш.  

 

8. Определи три последователни непарни природни броеви ,a b  и c  такви што 

2 2 2a b c   е четирицифрен број кој е запишан со исти цифри.  

Решение. Нека 2 1a n  , 2 1b n   и 2 3c n   се три последователни не-

парни природни броеви. Збирот на нивните квадрати е  
2 2 2 2 2 2(2 1) (2 1) (2 3) 12 ( 1) 11a b c n n n n n           . 

Значи, 12 ( 1) 11n n   треба да биде четирицифрен број запишан со исти цифри, 

т.е. треба да биде некој од броевите 1111, 2222, 3333, 4444, 5555, 6666, 7777, 8888 

или 9999. Разликата на тие броеви и бројот 11 треба да е број кој е делив со 12. Од 

броевите 1100, 2211, 3322, 4433, 5544, 6655, 7766, 8877 и 9988 само бројот 5544 е 

делив со 12 и за овој број важи  
2 2 2 2 2 25555 (2 21 1) (2 21 1) (2 21 3) 41 43 45            . 

Според тоа, бараните  последователни непарни броеви се 41, 43, 45.  

 

9. Докажи, дека за секој природен број n  важи 36 | 11n n .  

Решение. За 1n   имаме 36 |12 1 11 1   , т.е. тврдењето важи.  

Нека претпоставиме дека тврдењето важи за n k , т.е. 36 | 11k k .  

n
!

1

n
n
k

k



! ( 1) ... 3 .... ( 1) 1 ( 1) 11 1 1 1
! 1! 2! ! ! !

1

...
n

n n n n n n n S n

k n n n
k

           



     

( 1) ( 1)

! ( 1)!
1

n
n S nn

k n
k

  




 !
1

n
n
k

k

 ( 1)!| ( 1) 1n n S n   

( 1) | ( 1)!n n  1| ( 1)n n S  1| 1n n  1| 1 2n n  

1| 2n 2n  3n 
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За 1n k   имаме  

3 3 2 3( 1) 11( 1) 3 3 1 11 11 11 3 ( 1) 12k k k k k k k k k k               

и бидејќи 6 | 3 ( 1) 12k k   , од индуктивната претпоставка и својствата за деливост 

следува дека 36 | ( 1) 11( 1)k k   .  

Конечно, од принципот на математичка индукција следува дека 36 | 11n n , за 

секој n .  
 

10. Докажи, дека за секој природен број n  важи 2 1 4 123 | 5 2 2n n n    .  

Решение. За 1n   добиваме 2 1 4 1 3 5 25 2 2 5 2 2 161 7 23n n n          , т.е. 

тврдењето од задачата е точно.  

Нека тврдењето на задачата е точно за n k , т.е. 2 1 4 15 2 2 23k k k M     , за 

некој M  .  За 1n k   добиваме 

2( 1) 1 ( 1) 4 ( 1) 1 2 1 4 1

2 1 2 1 4 1

2 1

5 2 2 25 5 2 2 2 2

23 5 2(5 2 2 )

23(5 2 ),

k k k k k k

k k k k

k M

        

   



       

    

 

 

па затоа 2( 1) 1 ( 1) 4 ( 1) 123 | 5 2 2k k k       .  

Конечно, од принципот за математичка индукција, следува дека  
2 1 4 123 | 5 2 2n n n    , за секој n . 

 

11. Докажи дека, за секој природен број n  бројот 3 33 26 27n
na n    е делив 

со 226 . 

Решение. За 1n   имаме 2 2
126 | 676 26a   .  

Нека претпоставиме дека 226 | ka . Тогаш  

3 3 3
1

3 3 2 2

2

3 26( 1) 27

27 3 27 26 27 27 26 27 26( 1) 27

27 26 ( 1)

k
k

k

k

a k

k k k

a k

 




   

          

  

 

па од индуктивната претпоставка следува точноста на тврдењето за 1n k  . 

Конечно, од принципот за математичка индукција следува дека тврдењето ва-

жи за секој природен број n .  
 

12. Докажи, дека за секој природен број n  бројот 5 5 53(1 2 ... )n    е делив со 

3 3 31 2 ... n   . 

Упатство. Искористи ги формулите 
3 3 3 2 21

4
1 2 ... ( 1)n n n      и 

5 5 5 2 2 21
12

1 2 ... ( 1) (2 2 1)n n n n n       . 

 

13. Нека a , b , c  се цели броеви така да a  е парен, b  непарен. Докажи дека за 

секој 0n , постои природен број x , таков што  
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22 |n ax bx c  . 

Решение. Тврдењето на задачата ќе го докажеме со математичка индукција.  

За 0n   и 0x   имаме 0 2
0 02 | ax bx c  , т.е. тврдењето е точно.  

За 0k  , нека kx   е таков да 22 | ( )k
k k kax bx c P x   . Ќе избереме 

1kx    таков што 1
12 | ( )k

kP x
 . Ако 12 | ( )k

kP x , тогаш 1k kx x  . Во спро-

тивно ( ) 2k
kP x d , d  , каде d  е непарен број и земаме 1 2k

k kx x h   , 

h  е непарен број. Тогаш  

1 1 1( ) ( ) 2 ( ( ) ) 2 ( ( ( ) ))k k
k k k k k kP x P x h a x x b d h a x x b           

и бидејќи 1( ( ) )k kd h a x x b    е парен, од индуктивната претпоставка следува 

1
12 | ( )k

kP x
 .  

Конечно, од принципот за математичка индукција следува дека тврдењето ва-

жи за секој природен број n .  

 

14. Докажи дека, за секој природен број n  бројот ( 1)( 2)...( )na n n n n     е 

делив со 2n  но не е делив со 12n . 

Решение. За 1n   имаме 1 2a  , па 1a  е делив со 12 , а не е делив со 24 2  

Да претпоставиме дека 2k
ka q , каде што q  е непарен број. Тогаш 

1

( 1)( 2)( 3)...( 1 1)( 1 )( 2)

( 1)

(2 1)2( 1) 1

( 1)

( 2)( 3)...( 2)

2(2 1) 2 (2 1)k

k

k k k k k k k k k

k

a k k k
kk

a k k k k

k a k q



         



   



    



    

 

па од индуктивната претпоставка следува дека 1ka   е делив со 12k , а не е делив 

со 22k  . 

Конечно, од принципот за математичка индукција следува дека тврдењето ва-

жи за секој природен број n .  

 

15. Нека a  и b  се природни броеви. Докажи, дека ако 1b
a b

a    е цел број, 

тогаш тој е точен квадрат. 

Решение. Нека ,a b N  и 1b
a b

a k    . Од последното равенство следува 

дека  
2 2a b b a kab   ,    (1)  

од каде следува дека |b a . Нека a bq , 0q  , q . Со замена во (1) добиваме  

3 2 2 2b q b bq kb q   , 

а по делење со b  ( 0b  ) добиваме  

2 2b q b q kbq   ,    (2)  

од каде следува дека |q b . Нека b qt , 0t  , t . Со замена во (2) добиваме  
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4 2 2q t qt q kq t   , 

а по делењето со q  ( 0q  ), добиваме  

3 2 1q t t kqt   ,     (3)  

од каде следува дека |1t  и од 0t   добиваме дека 1t  . Потоа, од b qt  и 1t  , 

добиваме дека b q . Од a bq  и b q , добиваме дека 2a b .  

Конечно, од 1b
a b

k a    и 2a b  добиваме дека 
2

2 21b
bb

k b b    , што тре-

баше и да се докаже.  

 

16. Определи ги сите природни броеви n , такви што 1 15 3n n   е делител на 

5 3n n .  

Решение. За секој n , имаме  

1 1 1 15(5 3 ) 5 (3 2)3 5 3 2 3 5 3n n n n n n n n n             . 

Според тоа, 
1 1

5 3

5 3
5

n n

n n 




 , за секој n . Од друга страна, на сличен начин имаме 

1 1 13(5 3 ) 3 5 3 5 3n n n n n n        , па затоа 
1 1

5 3

5 3
3

n n

n n 




 . Но, 

1 1

5 3

5 3

n n

n n 




  и би-

дејќи 
1 1

5 3

5 3
3 5

n n

n n 




   добиваме 

1 1

5 3

5 3
4

n n

n n 




 . Последната равенка е еквивалентна 

со равенката 1 15 3n n  , од каде добиваме дека 1n  .  

 

17. Дадени се , 3n n   по парови заемно прости броеви. Познато е дека при 

делењето на производот на било кои 1n  од броевите со преостанатиот број се 

добива еден и ист остаток r . Докажи, дека 2r n  .  

Решение. Тврдењето е тривијално за 0r   и затоа нека 0r  . Дадените брое-

ви да ги означиме со 1 2, ,..., na a a  и нека 1 2... ,
i

P
n i a

P a a a P  , за 1,2,...,i n . Јас-

но, при делењето на iP  со ia  се добива остаток r , па затоа ia r . Да го разгле-

даме бројот 1 2 ... nS P P P r     . Имаме 1 1 2| ( ) ( ... )na S P r P P     , бидејќи и 

двата собирци се деливи со 1a . Аналогно |ia S , за секој 1,2,...,i n . Оттука и од 

условот следува дека 1 2... |nP a a a S . Бидејќи 1 0S a r   , добиваме S P  и 

тогаш 1 2 ... nP P P S r P      . Според тоа, 
i

P P
ia n

P  , за некој i , од каде 

следува ia n , т.е. 1ia n  . Но, тогаш 1ir a n   , т.е. 2r n  .  

 

18. Определи ги сите природни броеви x  и y  такви што  

1| 2x y xy   и 2 21| 1x y x y    . 

Решение. Имаме 21| ( 1) 2( 1)x y x y x y        односно  

2 2( 1) | 1 2x y x y xy     . 

Сега, од условот на задачата и признаците за деливост следува   
2 2 2 2( 1) | 1 2 ( 1) 2x y x y xy x y xy         ,  
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па затоа  

NZD( 1, 1) NZD( 1,2) 2x y x y x y        . 

Можни се два случаи.  

Случај 1. NZD( 1, 1) 2x y x y     . Од 1| 2x y xy   и 1| 2x y xy   следува 

1
2

( 1)( 1) | 2x y x y xy    , т.е. ( 1)( 1) | 4x y x y xy    . Според тоа,  

24 ( 1)( 1) ( ) 1xy x y x y x y        , т.е. 21 ( )x y  . 

Случај 2. NZD( 1, 1) 1x y x y     . Од 1| 2x y xy   и 1| 2x y xy   следува 

( 1)( 1) | 2x y x y xy    . Според тоа,  

22 ( 1)( 1) ( ) 1xy x y x y x y        , т.е. 2 21 ( ) 2 ( )x y xy x y     . 

Значи, и во двата случаи важи 2( ) 1x y  , од каде добиваме две можности.  

а) x y . Од 1| 2x y xy   добиваме 22 1| 2x x . Но, од NZD( ,2 1) 1x x   и 

NZD(2,2 1) 1x   следува 2NZD(2 1,2 ) 1x x  . Според тоа 2 1 1x  , односно 

0x   што противречи на условот на задачата.  

б) 1x y  . Притоа 2( 1) | 2 ( 1)x x x   и 2 | 2 ( 1)x x x  и ова важи за за секој 

x .  

Конечно, ( , ) {( , 1),( 1, ) | }x y n n n n n    .  

 

19. Определи ги сите природни броеви x  и y  така, да 2| 1y x   и 2 3| 1x y  . 

Решение. Ако x y , тогаш 1x y  . Ако 1y  , тогаш 1x  . Ако 2y  , 

тогаш 1x   или 3x  . Значи, (1,1), (1,2) и (3,2) се решенија на задачата.  

Нека ( , )x y  е решение такво, што x y  и 2y  . Тогаш броевите 
2 1x
y
  и 

3

2

1y

x


 

се природни и нивниот производ 
32

2

11 yx
y x

   исто така е природен број. Понатаму, 

од  
3 2 32

2 2

1 121 y x yx
y x x y

y
       

следува дека 
2 3

2

1x y

x y

 
 е природен број. Според тоа,  

3

2 3 2 2 3

12 2 2 22
1 1

1 ( 1) 1

1 1 1 ( 1)
y

y y

x y x y x y y

x y y y y y


 

       

           
 

па затоа 1x y   и како x y  добиваме x y . Со тоа го докажавме тврдењето:  

Ако ( , )x y  е решение такво, што x y  и 2y  , тогаш x y .      (*) 

Бидејќи 2| 1y x   добиваме 2
11x yy  , 1y  . Јасно, 1x  . Ако 1y x , до-

биваме 
2 2

1 ( 1) 1yy x x x x x      , што не е можно. Затоа 1y x . Од равен-

ството 2
11x yy   следува дека 2

1 | 1y x  . Понатаму, важи  
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2

1

1x
y

y   и 
2 3 32 3

1

3 3
1 1

( 1)( 1)3 1 1
x yx

y y
y

 
     

па затоа 2x  е делител на 
2 3 3

1

3
1

( 1)x y

y

 
, т.е. 2 2 3 3

1| ( 1)x x y  , од што следува дека 

2 3
1| 1x y  . Според тоа, 2

1 | 1y x  , 2 3
1| 1x y   и 1y x . Тогаш од (*) следува дека 

1 2y  . Останува да ги разгледаме двата случаја.  

1) Нека 1 1y  . Тогаш 2 1y x  , па затоа 2 1x y  и 3( 1) | ( 1)y y  . Но, 

3 3 21 1 2 ( 1)( 1) 2y y y y y         , што значи ( 1) | 2y  , од каде што следува 

3y  . Со непосредна проверка се уверуваме дека во овој случај задачата нема 

решение.  

2) Нека 1 2y  . Тогаш 22 1y x  , па затоа 2 2 1x y   и 3(2 1) | ( 1)y y  , што 

значи 3(2 1) | (8 8)y y  . Но, 3 3 28 8 8 1 9 (2 1)(4 2 1) 9y y y y y         , што 

значи (2 1) | 9y  . Од 2y   следува 2 1 3y   , од каде наоѓаме 5y  . Со непо-

средна проверка се уверуваме дека во овој случај 3x  .  

Конечно, ( , ) {(1,1), (1,2), (3,2), (3,5)}x y  .  

 

20. Нека 1 2, ,..., nx x x ... и 1 2, ,..., ...ny y y  се низи природни броеви определени со 

1 2 1 11, 1, 2 ( 2)n n nx x x x x n       

1 2 1 11, 7, 2 3 ( 2)n n ny y x y y n       

Докажи дека освен 1, овие низи немаат други заеднички членови. 

Решение. Нека 8 , 0 7k k k kx q r r    , 8 , 0 7k k k ky t s s    . Со помош на 

математичка индукција лесно се докажува дека низите остатоците kr  и ks  се 

1,1,3,5,3,5,3,5,...  и 1,7,1,7,1,7,1,7,... , соодветно. Оттука следува дека n mx y  е 

можно само кога 1n m  , односно дека единствен заеднички елемент на разгле-

дуваните низи е 1.  

 

21. Определи ги сите природни броеви n  кои се деливи со секој природен при-

роден број помал или еднаков на n . 

Решение. Нека 1 2, ,..., kp p p  се сите прости броеви кои се помали или еднакви 

на n , а m  е најмалиот заеднички содржател на сите природни броеви кои не го 

надминуваат n . Јасно, простите множители на m  можат да бидат само броевите 

1 2, ,..., kp p p . Според тоа, m  е од облик 1 2
1 2 ... kll l

k
m p p p , 1, 1,2,...,il i k  . Тогаш 

1 2i i il l l
i i ip n p p


   , за 1,2,...,i k , а оттука 2( )kn m . Од друга страна, 

il
ip n  и |il

ip n , односно |m n , па значи m n . Тогаш од 2( )kn m  и m n , 

следува 2( )kn n , па затоа 4k  . Значи, 4 7p n  , односно 49n   и со 

непосредна проверка добиваме дека 1,2,3,4,6,8,12,24n  .          
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22. Докажи, дека ако ,a b  и c  се цели броеви такви што бројот  

( ) ( ) ( )

2

a a b b b c c c a    
 

е точен квадрат на цел број, тогаш a b c  .  

Решение. Нека 
( ) ( ) ( ) 2

2

a a b b b c c c a
d

    
 , каде d  . Ако земеме ,x a b   

y b c   и z c a  , тогаш  

2 2 2 20, 4x y z x y z d      .    (1) 

Бидејќи квадрат на цел број при делење со 4 дава остаток 0 или 1, од (1) следува 

дека ,x y  и z  се парни броеви. Нека 1 12 2
,

yxx y   и 1 2
zz  . Тогаш  

2 2 2 2
1 1 1 1 1 10,x y z x y z d      , 

и како и претходно заклучуваме дека 1 1 1, ,x y z  и d  се парни броеви. Продолжу-

вајќи ја постапката заклучуваме дека ,x y  и z  се делат со 2k  за секој природен 

број k . Последното е можно ако и само ако 0x y z   , т.е. ако и само ако 

a b c  .   

 

23. Нека NZD( , ) 1a b  . Докажи дека 2 2NZD( , ) 1a b а b    или 2.  

Решение. Нека 2 2NZD( , )a b а b d   . Од d a b  и  
2

2d a b ab   следува 

дека 2 .d ab  Ако d a  или d b , тогаш од d a b  следува дека d a  и ,d b  што 

не е можно бидејќи a  и b  се заемно прости броеви. Останува 2d  т.е. 1d   или 

2d  . 
 

24. Определи ги сите тројки од природни броеви ( , , )a b c  така што бројот 

3 3 3a b c   е делив со броевите  2 2,a b b c  и 2 .c a   

Решение.  Нека NZD( , )d a b . Јасно, 3 2|d a b , па од условот на задачата 

следува дека 3 3 3 3|d a b c  . Бидејќи 3 3|d a  и 3 3|d b  следува дека 3 3|d c  т.е. 

|d c . Оттука најголемиот заеднички делител на два од броевите ,a b  и c  е 

најголемиот заеднички делител на ,a b  и .c  Нека ( , , ) ( , , )a b c
d d d

r s t  . Тогаш 

тројката ( , , )r s t  ги задоволува условите на задачата, и ,r s  и t  се по парови 

заемно прости броеви.  Јасно,  2 3 3 3 2 3 3 3| , |r r s t s r s t      и 2 3 3 3|t r s t  , и 

бидејќи ,r s  и t  се по парови заемно прости следува дека 2 2 2 3 3 3|r s t r s t  .  

Ќе докажеме дека ( , , ) (1,1,1)r s t   и  пермутациите на тројката (1,2,3)  се сите 

решенија за ( , , )r s t .  

Без губење на општоста земаме дека .r s t   Важи  3 3 3 3 2 2 23r r s t r s t      

од каде следува дека  
2 2

3
s tr  . Јасно, 2 3 3|r s t  од каде следува  

4 43 3 3 2

9
2 s ts s t r    .     (1). 
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Ако 2t   тогаш 
4

18 18
16

2
t

s t    , што не е можно бидејќи .s t  Останува 

1.t   

Ако 1s  тогаш  треба да биде исполнето  2 3| 2r r  , кое важи само за 1.r   

Значи ( , , ) (1,1,1)r s t  .  

Ако 2s    тогаш r s  бидејќи r  и s  се заемно прости броеви. Добиваме   

3 3 3 3 3 3 2 2 2 2 22 1 ,r r s r s t r s t r s         т.е. 
2

2
sr   

Од  (1)  имаме 
43 3 3 2

4
1 ss s t r      односно 4.s   Со проверка добиваме дека 

(3,2,1)  е тројка која ги задоволува условите на задачата. Значи  

( , , ),(3 ,2 , ),(3 , ,2 ),(2 ,3 , ),(2 , ,3 ),( ,2 ,3 )d d d d d d d d d d d d d d d d d d  и ( ,3 ,2 )d d d  

се сите тројки природни броеви кои го исполнуваат условот на задачата. 

 

25. Нека 
22 1

n

nT   , за секој ненегативен цел број n . Докажи дека ако m n  

тогаш mT  и nT  се заемно прости броеви.  

Решение. Имаме:  
12 2 2 2 2

1 1 1 1 12 2 1 2 1 ( 1) 1 2 ( 2)
n n

n n n n n nT T T T T T
 

                . 

Според тоа за секој природен број n  важи 

1 1 1 2 2 1 2 0 0 1 2 02 ( 2) ( 2) ... ... ( 2) ...n n n n n n n n n nT T T T T T T T T T T T T                
 

Значи 1 2 0... 2n n nT T T T    и 1 2 0... 2.m m mT T T T    Без губење на општоста нека 

m n . Тогаш 1 2 0| ...n m mT T T T   т.е. | 2n mT T   Ако NZD( , )n mT T d   тогаш важи 

| | 2n md T T   и бидејќи | md T  следува дека | 2d . На крај  добиваме 1,d   бидејќи 

d  е непарен број.  

Значи броевите mT  и nT  се заемно прости. 

 

26. Нека N  е природен број. Со 1 2, ,..., nd d d  да ги означиме делителите на N  

и нека ia  е бројот на делителите на бројот , 1,2,...,id i n . Докажи, дека  

2 3 3 3
1 2 1 2( ... ) ...n na a a a a a       .   (1) 

Решение. Нека N p  е прост број. Тогаш делители на бројот p  се броевите 1 

и p , па затоа 1 1a   и 2 2a   и важи 2 2 3 3 3 3
1 2 1 2( ) 3 1 2a a a a      . Нека 

mN p . Тогаш делители на бројот N  се броевите 21, , ,..., mp p p , па така 

1 2 3 11, 2, 3,..., 1ma a a a m      и важи  

( 1)( 2)2 2 2
1 2 1 2

3 3 3 3 3 3 3
1 2 1

( ... ) (1 2 ... ( 1)) [ ]

1 2 ... ( 1) ... ,

m m
m

m

a a a m

m m a a a

 




        

         

 

т.е. точно е равенството (1).  

Нека сега тврдењето важи за некој N  и нека mA Np , NZD( , ) 1p N  . Нека 

1,..., nd d  се сите делители на бројот N  и 1,..., na a  се броевите на нивните 

делители. Тогаш сите делители на бројот A  се  
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1 2 1 2 1 2, ,..., , , ,..., ,..., , ,...,m m m
n n nd d d d p d p d p d p d p d p , 

а броевите на нивните делители се  

1 2 1 2 1 2, ,..., ,2 ,2 ,...,2 ,...,( 1) ,( 1) ,...,( 1)n n na a a a a a m a m a m a   . 

Сега, од индуктивната претпоставка следува дека  

2 2 2

1 1 1 1

( 1)( 2)2 2

2
1

( 1)( 2) 2 3

2
1

3 3 3 3

1

3 3 3

1 1 1

( 2 ...( 1) ) ( ) (1 2 ... ( 1))

( ) [ ]

[ ]

(1 2 ... ( 1) )

(2 ) ... (( 1) ) ,

n n n n

i i i i
i i i i

n
m m

i
i

n
m m

i
i

n

i
i

n n n

i i i
i i i

a a m a a m

a

a

m a

a a m a

   

 



 





  

       





    

    

   







  

 

т.е. тврдењето важи за бројот mA Np , NZD( , ) 1p N  . Конечно, бидејќи секој 

природен број има канонично разложување 1
1 ... me e

mN p p , од принципот на мате-

матичка индукција следува тврдењето на задачата.  

 

27. Нека a  и b  се цели броеви такви што 2 22 | ( )ab a b a  . Докажи, дека a  е 

точен квадрат на природен број.  

Решение. Нека 2 2 2a b a abq   . Според тоа, 2 22 0b abq a a    . Да ја 

разгледаме квадратната равенка 2 22 0x aqx a a    . Оваа равенка има едно 

решение b . Според тоа, таа има решение во множеството цели броеви, па затоа 

нејзината дискриминанта е точен квадрат. Значи,  
2 2 2 2 2 2 24 4( ) 4( ) 4D a q a a a q a a A       , 

каде A  е цел број. Оттука следува  
2 2( ( 1) 1)a a q A   .   (1) 

Понатаму, 2NZD( , ( 1) 1) 1d a a q    , па затоа од равенството (1) следува дека 

2a u  и 2 2( 1) 1a q v   , што и требаше да се докаже.  

 

28. Нека A  и B  се n -цифрени броеви, n -непарен, коишто при делењето со k  

даваат ист остаток 0r  . Да се најде барем еден број k , што не зависи од n , така 

што бројот C , добиен со допишување на цифрите од A  и B , да е делив со k .   

Решение. Нека A ka r  , B kb r  , 0 r k  ; тогаш имаме:  

10 10 ( ) ( ) (10 ) (10 1)n n n nC A B ka r kb r k a b r          .  

бројот C  е делив со k  ако и само ако бројот 10 1n   е делив со k . Бидејќи 

2 1n m  , имаме 
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2 1 2 110 1 10 1 (10 1)(10 10 ... 1) 11n m m m D          , 

што значи дека еден број k  што го задоволува условот на задачата е бројот 11.  

 

29. Пресметај NZD( , , )a b c  ако ,a b  и c  се природни броеви за кои важи  

2012ab bc ca    и притоа NZD( , , ) 1a b c  . 

Решение. Нека NZD( , , ) 1a b c d  . Постојат природни броеви 1 1,a b  и 1c  за 

кои 1 1,a a d b b d   и 1c c d . Од условот на задачата 2012ab bc ca     до-

биваме дека важи 2 2
1 1 1 1 1 12012 ( ) 2 503d a b b c a c     . Бидејќи 503 е прост број 

следува  дека 2d  . 

 

30. Нека m  и n  се природни броеви такви што 2 22001 2002m m n n   . До-

кажи, дека m n  е точен квадрат.      

Решение. Нека m  и n  се природни броеви за кои е точно равенството 

2 22001 2002m m n n   . Јасно, m n , и постои природен број k  таков што 

m n k  . Според тоа,  

2 2

2 2 2

2 2

2001( ) 2002

2001 4002 2001 2002

4002 2001 0 .

n k n k n n

n nk k k n

n nk k k

    

   

   

 

Последното равенства е исполнето ако и само ако  
2 2 2 2 2(4002 ) 4(2001 ) 4[(2001 2001) ] 4[(2001 2001) 1]D k k k k k k k          

е точен квадрат. Бидејќи 24 2  и 2NZD((2001 2001) 1, ) NZD(1, ) 1k k k    , D  е 

точен квадрат ако и само ако 2(2001 2001) 1k   и k  се точни квадрати. Според 

тоа k  е полн квадрат, односно m n  е точен квадрат, што и требаше да се докаже.       

 

31. Нека 0m  и \{1}n . Ако NZD( 1, ) 1m n  , тогаш бројот  

2

( ) ( 2)( 3)...( )
n

i

m i m m m n


      

е делив со !n . Докажи! 

Решение. За секој природен број k , производот на k  последователни цели 

броеви е делив со !k . Оттука добиваме дека 1

( )

!

n

i

m i

n



  и 

1

2

( )

( 1)!

n

i

m i

n










 , за секој 

цел број m . Од претпоставката NZD( 1, ) 1m n   и претставувањето  

( )

2
( 1)!1

( ) ( 1)

! !

n
n m i

i
ni

m i m

n n






 
  

следува 
 
2

( )

1 !

m

i

m i

n
n 






 | , а тоа е еквивалентно со тврдењето на задачата.  
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32. Нека x  е реален број таков што 
2x x  и 

4x x  се цели броеви. Докажи, 

дека x  е цел број.  

Решение. Нека 
2A x x   и 

4B x x  . Прво да забележиме дека 0A   само 

за 0x   или 1x  , а тоа се цели броеви. Затоа можеме да земеме дека 0A  . По-

натаму, 
2 4 3 22A x x x   , па затоа  

2 3 2 3 2 2 3 2 22 2 2 2 2 2 ( ) 2B A x x x x x x x x x A x x x A xA A                , 

т.е. 
2 2B A A xA   . Значи, 1

2 2
B A
A

x   , па затоа x  е рационален број. Нека 

,
p

q
x   NZD( , ) 1p q  . Тогаш 

2

2 2

( )p p p p q

qq q
A


   . Ако 1q  , од NZD( , ) 1p q   

следува дека бројот A  не може да биде цел број. Значи, 1q  , што значи дека x  е 

цел број.  

 

33. Нека ,a b  се природни броеви такви што  

NZS( , )

NZD( , )

a b

a b
a b  .       (1) 

Докажи дека 2NZS( , ) [NZD( , )]a b a b .  

Решение. Нека a  и b  се природни броеви кои го исполуваат условот на 

задачата, и нека NZD( , )a b d . Постојат единствени природни роеви x  и y  так-

ви што NZD( , ) 1x y   и ,a dx b dy  . Но тогаш  

NZS( , ) NZS( , ) NZS( , )a b dx dy d x y dxy    . 

Сега равенството (1) го добива обликот 
dxy

d
dx dy  , т.е.  

xy dx dy  .      (2) 

Нека NZD( , )d y k . Постојат единствени природни броеви u  и v  такви што 

NZD( , ) 1u v   и d ku , y kv . Бидејќи NZD( , ) 1x y   и |v y , добиваме дека 

NZD( , ) 1x v   и NZD( , ) 1x k  . Но, сега (2) го добива обликот xkv kux kukv  , т.е. 

обликот  

( )v x ku ux   

Од NZD( , ) NZD( , ) 1v u v x   и |v ux  , добиваме 1v   односно  

( 1) ( 1)

( )( 1) .

x ku ux

ux x ku k k

x u k u k

x k u k

 

   

   

  

 

Понатаму, бидејќи NZD( , ) 1x k  , добиваме 1x k   и 1u k  , т.е. 1x k  , 

1u k  , y k , ( 1)d k k  , односно  

2 2( 1) , ( 1)a k k b k k     и 

2 2 2 2 2NZS( , ) ( 1) [ ( 1)] [NZD( , )]a b k k k k d a b      , 

што требаше да се докаже.    
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34. а) Определи ги сите природни броеви n , за кои постојат природни броеви 

x  и y  такви што  

NZS( , ) !x y n ; NZD( , ) 2009x y   

б) Одреди го бројот на парови ( , )x y  за кои важи  

NZS( , ) 41!x y  ;  NZD( , ) 2009x y  ; x y  

Решение. а) Од NZD( , ) 2009x y   следува дека 2009x a  и 2009y b , каде 

што a  и b  се природни броеви така што NZD( , ) 1a b  . 

Од NZS( , ) !x y n  следува 2009 !ab n , односно 27 41 !ab n  . Од последново 

следува 41n  . Условот е и доволен бидејќи ако 41n  , за 2009x   и !y n  

важи NZS( , ) !x y n  и NZD( , ) 2009x y  .  

б) Нека за броевите x  и y  важи  NZS( , ) 41!x y  ; NZD( , ) 2009x y  ; x y . 

Тогаш 2009x a ; 2009y b ; NZD( , ) 1a b  ; a b  и 2009 41!ab  , т.е. 
2

40!

7
ab  . 

Секој прост делител на 
2

40!

7
 и е делител на a , не е делител на b  и обратно. Бројот 

2

40!

7
 има точно 12 прости делители 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31 и 37 и секој од 

нив е делител или на a  или на b . Бројот на ваквите парови ( , )a b  е 122 , меѓутоа 

само половината го задоволуваат условот a b . Значи, постојат точно 112 2048  

парови ( , )x y  што го задоволуваат дадениот услов.       

 

35. Определи ги сите природни броеви n , за кои постои природен број k  

таков што  

а) k  има најмалку n  различни прости делители;  

б) постојат n  различни позитивни делители на k , 1 2 31, , ,..., nx x x x  чиј збир е 

еднаков на k .  

Решение. Ако n  е решение на задачата, ќе покажеме дека и 1n  е решение на 

задачата.   

Нека претпоставиме дека n  е решение на задачата. Значи постои природен 

број k  кој има најмалку n  различни прости делители и постојат n  различни 

делители на k , 1 2 31, , ,..., nx x x x  такви што  

2 31 ... nx x x k     . 

За природниот број 1n  ќе го разгледаме природниот број ( 1)k k  . Бидејќи k  

има n  различни прости делители и NZD( , 1) 1k k   , добиваме дека ( 1)k k   има 

најмалку 1n  прост делител. Тоа се n -те делители на k  и еден делител на 1k   

ако тој е сложен број или 1k   ако е прост број.  

Од друга страна ќе ги разгледаме броевите  

1 2 2 3 3 11, ( 1) , ( 1) ,..., ( 1) ,n n ny y k x y k x y k x y k        , 

за кои е јасно дека се делители на ( 1)k k   кои не се еднакви меѓу себе, и уште важи  

1 2 3 1 2 3

2 3

... 1 ( 1) ( 1) ... ( 1)

( 1)(1 ... ) ( 1).

n n n

n

y y y y y k x k x k x k

k x x x k k

             

       
 



Теорија на броеви  

  211  

Не е тешко да се провери дека 6n   е најмалиот таков број. Доволно е да се земе 

1806 1807k   . Негови делители се 1 2 3 4 5 62, 3, 7, 43, 13, 139p p p p p p      , 

а збирот на неговите делители  

1, 14 13 1807, 21 43 1807, 6 43 1807, 42 1807,1806        

е еднаков на 1806 1807 .  

 

36. Нека 1 1a  , 2 1a   и 1 1n n na a a   , за n . Докажи дека за секои 

,n k  броевите 2n nka a   и 3 1n nka a   се заемно прости.  

Решение. Воведуваме ознака 2n n nb ka a  , n . Од дефиницијата на na  и 

nb  имаме  

1 2 1 1

2 1 1

3 1 1

( ) ( )

( )

.

n n n n n n

n n n n

n n n

b b ka a ka a

k a a a a

ka a b

   

  

  

    

   

  

 

Од последното равенство имаме 

1 1n n nb b b   .      (1) 

Ако 1NZD( , )n nd b b , тогаш од последното равенство добиваме 1| nd b   и 

| nd b , па според тоа од (1) имаме 1| nd b  . Од | nd b  и 1| nd b   добиваме дека 

1 2| ( )n n nd b b b   . Повторувајќи ја оваа постапка конечен број пати, добиваме 

дека | , 1,2,...,id b i n .  

Од друга страна имаме  

2 4 2 3 1b ka a k     и 1 3 1 2 1b ka a k    . 

Бидејќи 2 1| , |d b d b  добиваме  

2 10 NZD( , ) NZD(3 1,2 1) NZD(3 1 2 1,2 1)

NZD( ,2 1) NZD( ,2 1 2 ) NZD( ,1) 1.

d b b k k k k k

k k k k k k

         

      
 

Според тоа, 1d   и nb  и 1nb   се заемно прости, што и требаше да се докаже.  

 

37. Докажи, дека за секој природен број n  најмалиот заеднички содржател на 

броевите 1,2,...,2 1,2n n  е еднаков со најмалиот заеднички содржател на брое-

вите 1, 2,...,2n n n  .  

Решение. Јасно, тврдењето е точно за 1n  , бидејќи NZS(1,2) 2 . Ако 2n  ,  

тогаш NZS(1,2,3,4) 12 NZS(3,4)  .  

Воведуваме ознаки NZS(1,2,...,2 ) nn s  и NZS( 1, 2,....,2 ) nn n n t   . Бидејќи 

1,...,2 | nn n s  и NZS( 1, 2,....,2 )nt n n n   , добиваме дека |n nt s .  

Со помош на математичка индукција ќе покажеме дека |n ns t  за секој приро-

ден број n .  

Од првиот дел на задачата следува дека тврдењето е точно за 1n   и 2n  , т.е. 

1 1|s t  и 2 2|s t . Нека претпоставиме дека тврдењето е точно за природниот број n , 

т.е. |n ns t . Ако m  е содржател на броевите ( 1) 1n  , ( 1) 2n  ,…, 2( 1)n , 

тогаш 2( 1) |n m   од каде добиваме дека ( 1) |n m . Според тоа 1, 2,...,2n n n   се 
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делители на m , т.е. |nt m . Според индуктивната претпоставка имаме дека |n ns t , 

па затоа 1,2,3,..., |n m . Значи, 1,2,3,..., , 1, 2,....,2 ,2 1,2 2 |n n n n n n m    . Бидејќи 

m  е содржател на 1, 2,...,2( 1)n n n   , добиваме дека  

11,2,3,..., , 1, 2,....,2 ,2 1,2 2 | nn n n n n n t     . 

Значи, 1 1|n ns t  , т.е. е точно и за 1n . Од принципот на математичка индукција 

следува |n ns t  за секој природен број n .   

Конечно, бидејќи |n ns t  и |n nt s  добиваме n ns t , т.е.  

NZS(1,2,..., , 1,...,2 ) NZS( 1, 2,....,2 )n n n n n n    .  

 

38.  Ако p  е прост број тогаш p  е ирационален број. 

Решение. Нека претпоставиме дека p  е рационален број. Тогаш постојат 

заемно прости броеви a  и b така што a
b

p  . Оттука важи 2 2a pb ,  па според 

тоа 2|p a  и како p  е прост број, добиваме дека |p a . Според тоа, постои приро-

ден број c  таков што .a cp  Имаме 2 2 2c p pb , т.е. 2 2c p b . На ист начин како 

и претходно заклучуваме дека |p b . Според тоа, | NZD( , ) 1p a b    што е против-

речност. Од добиената противречност следува дека p  е ирационален број.  

 

39.  Постојат бесконечен број на прости броеви од облик 4 3.k  Докажи!  

Решение. Нека претпоставуваме спротивно, т.е. постојат конечен многу, т.е. 

постојат n  прости броеви од облик 4 3k  : 1 2, ,..., np p p . Бројот 1 24 ... 1np p p p   

е непарен број од облик 4 3k  . Сите прости делители на p  се броеви од облик 

4 1k   и 4 3k  . Ако сите негови прости делители се од облик 4 1k   тогаш и 

бројот p  е истиот облик, што е противречност. Значи постои најмалку еден прост 

делител на p  од облик 4 3k  , т.е. постои {1,2,..., }i n  така што |ip p . Според 

тоа, 1 2|4 ... 1i np p p p p  . Значи,  | 1 1ip p p    , што е противречност. Од 

добиената противречност следува дека p  има прост делител од облик 4 1k   кој е 

различен од броевите 1 2, ,..., np p p  , што е противречност. Конечно, од добиената 

противречност следува дека постојат бесконечно многу прости броеви од облик 

4 1k  . 

 

40. Најди ги сите природни броеви а  и b  за кои  4 44a b  е прост број. 

Решение. Имаме:  
4 4 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2

4 ( ) (2 ) ( 2 ) (2 )

( 2 2 )( 2 2 ).

a b a b a b ab

a ab b a ab b

     

    
 

Ако 2a   или 2b  , тогаш  
2 22 3 2 1a b ab ab     и 2 2 2 22 2 2 2a ab b a ab b     , 

т.е. 4 44a b  може да се претстави како производ на два различни природни 

броеви поголеми од еден, што значи дека е сложен број.  
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Ако 1a b  , тогаш 4 44 5a b  ,  кој е единствен прост број од ваков облик.  

 

41. а) Докажи дека за 2n   постои прост број p  за кој важи !n p n  .  

б)  Ако 1n  , докажи дека секој прост делител на бројот ! 1n   е непарен број 

поголем од n . 

Решение. а) Го разгледуваме бројот ! 1n   и нека p  е негов прост делител. Ако 

! 1n   е прост број, тогаш ! 1p n  . Ако ! 1n   е сложен број, тогаш секој негов 

делител е поголем од .n . Навистина ако 2 d n  , тогаш | !d n , што значи дека 

| ! ( ! 1) 1d n n   , што не е можно. Значи, кога ! 1n 
 
е сложен број избираме прост 

делител p
 
на ! 1n   и за овој број важи !.n p n   

б)  Бидејќи 1n   следува дека !n  е парен број, па оттука ! 1n   е непарен број. 

Значи сите прости делители на ! 1n   се непарни.  Нека | ! 1p n  , p  е прост број. 

Ако 2 p n   тогаш | !p n . Од | ! 1p n   и | !p n  следува дека | NZD( !, ! 1) 1p n n   , 

што не е можно.  

 
42. Определи ги сите прости броеви p  и q  и сите природни броеви 1k   за 

кои броевите 1kp q   и 1kpq   се точни квадрати.  

Решение. Нека 21kp q x   и 21kpq y  , каде ,x y . Ако еден од брое-

вите p  или q  е еднаков на 2, на пример 2p  , а q  е непарен, тогаш равенството 

22 1kq y   доведува до противречност по модул 4. Ако 2p q  , тогаш од 

12 ( 1)( 1)k x x     следува дека 1x   и 1x   се степени на бројот 2, што е можно 

само за 3x   и соодветно 2k  .  

Нека p  и q  се непарни прости броеви. Тогаш x  и y  се парни броеви и  

NZD( 1, 1) NZD( 1, 1) 1x x y y      , 

па од равенствата ( 1)( 1)kp q x x    и ( 1)( 1)kpq y y    следува дека се можни 

четири случаи.  

1) 1, 1, 1, 1k kp x q x q y p y        , па затоа 2k kq p p q    , т.е. 

k kp p q q   . Според тоа, p q , од каде добиваме 2p  , што е про-

тивречност.  

2) 1, 1, 1, 1k kp x q x q y p y        , што на потполно ист начин како во 

1) доведува до противречност.  

3) 1, 1, 1, 1k kp x q x q y p y        , од каде следува 2k kq p q p    , 

односно k kp q p q   , што не е можно.  

4) 1, 1, 1, 1k kp x q x q y p y        , што на потполно ист начин како во 

3) доведува до противречност. 

 

43. Определи ги сите парови природни броеви ( , ),m n m n  такви што  
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2 2 2005NZS( , ) NZS( , ) 2m mn mn n m n mn     .  (1) 

Решение. Левата страна на е делива со ,m n  и m n , па затоа 2 , 2a bm n   и 

2cm n  . Очигледно 2 (2 1) 2b a b c   , па затоа 1a b  . Со замена во (1) доби-

ваме  
2005 2 2 1 2 1 2 2 1 2 1

2 1 2 1 2 1

2 NZS(2 2 ,2 2 ) NZS(2 2 ,2 )

2 3 2 2 .

a a a a a a a

a a a

    

  

    

   
 

Според тоа, 1002 10011002, 2 , 2a m n   .  

 

44. Определи ги сите прости броеви p, q, r, s такви што нивниот збир е прост 

број и броевите 2p qr  и 2p qs  се квадрати на природни броеви.  

Решение. Бидејќи p q r s    е прост број, заклучуваме дека еден од 

броевите p, q, r, s е парен. Нека 2q  .Тогаш 2 22p r a   и 2 22p s b  , па затоа  

)(2 ( )r a p a p    и )( )(2s b p b p   . 

Но, броевите  a, b, p се непарни, па затоа (( ) )a p a p   и ( () )b p b p   се деливи 

со 4, што не е случај со 2r  и 2s , бидејќи r и s се прости броеви поголеми од 2.  

Нека 2r  . Тогаш 2 22p q a  , т.е. )( )(2q a p a p   , што не е можно 

бидејќи бројот (( ) )a p a p   е делив со 4, а бројот 2q  не е делив со 4, бидејќи q е 

непарен прост број. Аналогно добиваме дека 2s  .  

Значи, 2p  . Сега 2 4qr a   и 2 4qs b  , па затоа  

( 2)( 2)qr a a    и ( 2)( 2)qs b b   . 

Ако 2 1a  , тогаш 3a  , па затоа 2 5a   и задачата нема решенние. Аналогно 

е и за 2 1b  . Бидејќи a b , имаме два случаи:  

1) 2, 2, 2,q a r a q b s b s        . Сега имаме 2, 2a q b q    , па 

затоа броевите 4, , 4s q q r q     се прости. Бидејќи еден од нив е делив 

со 3, заклучуваме дека тој мора да е еднаков на 3. Според тоа, 

7, 3, 11q s r   .  

2) Ако 2, 2, 2, 2q a r a q b s b        , тогаш размислувајќи на потполно 

иста начин добиваме 7, 3, 11q r s   .  

Значи, решенија се , , , ) { 2,7,3,11), 2,7( ,11,( 3)}(p q r s  .  

 

45. Нека , ,x y z  се  агли на даден триаголник изразени во степени. 

а) Докажи дека ако , ,
yx z

y z x
 се рационални броеви, тогаш , ,x y z  се исто така 

рационални броеви. 

б) Докажи дека ако точно еден од броевите , ,
yx z

y z x
 е рационален, тогаш , ,x y z  

се ирационални броеви. 

Решение. Забележуваме дека важи  



Теорија на броеви  

  215  

180 1
x y z y z

x x x x

 
    .     (1) 

а) Бидејќи x
y

 е рационален број тогаш и бројот 1
x
y

y

x
  е рационален број. Сега 

од (1) следува дека 180
x

 е рационален. Последното значи дека x  е рационален 

број. На ист начин се докажува дека и y  и z  се рационални броеви. 

б)  Без губење на општоста претпоставуваме дека x
y

 е рационален број и ,
y z
z x

 

се ирационални броеви. Значи, 
y

x
 е рационален број, а z

y
 и x

z
 се ирационални 

броеви. Значи 180
x

 е збир од два рационални и еден ирационален број, па според 

тоа е ирационален број.  Оттука x  е ирационален број. Бидејќи x
y

 е рационален 

број следува дека y  е ирационален број. Сега нека претпоставиме дека z  е раци-

онален број. Тогаш 180x y z    е рационален број. Значи, 
x y

y


 е количник на 

рационален и ирационален број, што значи дека тој е ирационален број. Од друга 

страна 1
x y x

y y


   е рационален број, како збир од два рационални броеви, што е 

противречност. Од добиената противречност следува дека z  е ирационален број. 

 

46. Нека k  и m  се природни броеви такви што 1
2

( 4 )k m k   е цел број. 

Докажи дека k  е рационален број. 

Решение.  Нека  1
2

( 4 )k m k c    .  Имаме 4 2k m c k   . Го 

квадрираме последното равенство и добиваме 2m c c k  , од каде следува 

дека 4 2 32m c c k c k   . Конечно, од последното равенство следува дека 
4 2

32

m c c k

c
k    . 

 

47. Докажи дека бројот 32 3  е ирационален број. 

Решение. Нека го претпоставиме спротивното, т.е. 32 3  е рационален број. 

Постојат цели броеви p  и q , каде 0,q  и притоа важи 32 3
p

q
  . Имаме  

3 2 2 3 2

3 2 3 2

3 2

3 2

3 2 3 ( 2) 3 2 63 3

6 3

3 ( 2) ( 2) 2 2

2( 2),

p p p p p p p

q q qq q q q

p p p

qq q

         

   

 

дд каде добиваме  
3 6

3 2 33

2 2 33

2

3
6 3

3 22

2

p p

qq

p

q

p pq q

p q q

 
 



  , 
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т.е. 2  е рационален број, што е противречност. Конечно, од добиената против-

речност следува дека 32 3  е ирационален број. 

 

48. Нека ( )S n
 
е збирот на цифрите на бројот n . По децималната запирка ги за-

пишуваме еден по друг броевите (1), (2),...S S . Докажи дека бројот што се добива е 

ирационален. 

Решение.  Бројот 0, (1) (2)...S S
 
е ирационален, ако е непериодичен. Да претпос-

тавиме дека бројот е периодичен и нека најмалиот период има должина d . Јасно, 

периодот мора да содржи цифри различни од 0, бидејќи во спротивно бројот би 

бил од облик 0, (1) (2)... ( )S S S k  што не е можно, бидејќи тоа би значело дека зби-

рот на цифрите на сите броеви поголеми од k  треба да е еднаков на 0. Имено, се-

когаш постои број поголем од k  чиј збир на цифри е различен од 0, на пример, та-

ков е бројот 10k  кој е поголем од k , а збирот на цифри му е 1. Меѓутоа, постои 

доволно голем природен број чиј што збир на цифри завршува на 2d  нули, на 

пример бројот 11...11 запишан со 210 d
 единици е број чиј збир на цифри е 210 d . 

Последното значи дека периодот со должина d  мора да се содржи во бројот 

2(10 )dS , што би значело дека ериодот d  е запишан само со нули, што е против-

речност. Конечно од добиената противречност следува дека бројот 0, (1) (2)...S S
 
е 

непериодиче, т.е. е ирационален број.  

 

 

 

5.2.  КОНГРУЕНЦИИ  
 

1. Секој прост број поголем од 3 има остаток 1 или 5 при делење со 6. Докажи!  

Решение. Нека 3p   е прост број. 

 Ако 0(mod6)p   тогаш 6p k  е делив со 6.  

Ако 2(mod6)p   тогаш 6 2 2(3 1)p k k     е делив со 2.  

Ако 3(mod6)p   тогаш 6 3 3(2 1)p k k     е делив со 3 

Ако 4(mod6)p   тогаш 6 4 2(3 2)p k k     е делив со 2. 

Останува дека секој прост број поголем од 3 дава остаток 1 или 5 при делење 

со 6.  

 

2. Ако (mod )x a n , докажи дека (mod2 )x a n  или (mod2 )x a n n  . 

Решение. Од (mod )x a n  следува дека |n x a , т.е. постои цел број k таков 

што x a kn  . Можни се два случаја:  

1) Ако 2k s , тогаш 2x a ns   т.е. 2 |n x a , па значи (mod2 )x a n .  

2) Ако 2 1k s  , тогаш 2x a ns n   , т.е. 2 | ( )n x a n  , што значи дека 

(mod2 )x a n n  . 

 

3. Ако 5p   е прост број, докажи дека 
2 2p   е сложен број. Докажи!  
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Решение. Според претходната задача важи 1(mod6)p   , па затоа важи 

2 1(mod6)p  . Оттука 2 2 3(mod6)p   , т.е.  

2 2 6 3 3(2 1)p k k     ,  

што значи дека 2 2p   е делив со 3, т.е. е сложен број. 

 

4. Ако целите броеви , 1,2,...,9ix i   не се деливи со 3, докажи дека  

2 2 2
1 2 9... 0(mod3)x x x    . 

Решение. Бидејќи , 1,2,...,9ix i   не се деливи со 3 добиваме дека  

1(mod3)ix   или 2(mod3)ix  . 

Според тоа 2 1(mod3)ix  , па затоа   

2 2 2
1 2 9... 9 0(mod3)x x x     . 

 

5. Нека n  и 28 1n   се прости броеви. Докажи дека 28 1n   е прост број. 

Решение. Ако 2n  , тогаш 28 1 33n    не е прост број. Ако 3n  , тогаш  

28 1 73n   е прост број и притоа 28 1 71n    исто така е прост број. 

Понатаму, ако 3n   е прост број, тогаш 1(mod6)n   , па затоа 2 1(mod6)n  , 

т.е. 28 1 9 3(mod6)n    . Сега од задача 1 следува дека 28 1n   е сложен број. 

Значи, 3n   е единствениот прост број за кој и бројот 28 1n   е прост и тогаш и 

бројот 28 1n  , што и требаше да се докаже.  

 

6. Дали постои природен број n  таков што четирицифрениот завршеток на 

бројот 1 2 ... n    е 2005? 

Решение. Доволно е да се испита решливоста во  на конгруенцијата  

 
( 1)

2
2005(mod 10000)

n n
 .   (1) 

Ако постои решение 0n  на (1) и 0 20000n  , тогаш 0
0 0 20000

20000[ ]
n

n n    е реше-

ние на (1) во множеството {1,2,...,20000} . Според тоа (1) има решение во  ако и 

само ако има решение во множеството {1,2,...,20000} . Тоа значи дека равенката се 

сведува на решливоста на барем една од равенките 
( 1)

2
2005

n n
  и 

( 1)

2
12005

n n
 . 

Последниве две равенки немаат целобројни решенија, што значи дека не постои 

n  што го исполнува условот на задачата.  

 

7. Дали постои природен број m  таков што 7 е делител на 
2

2 4m  ?  

Решение. Од 
32 8 1(mod7)   и својствата на конгруенциите следува дека 

3 1 3 22 2(mod7), 2 4(mod7)k k    и 
32 1(mod7)k  , за секој 0k . Според тоа, 

2

2 4m   е делив со 7 ако и само ако 
2 3 2m k  . Меѓутоа, за секој природен број 
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m  важи 2 0(mod3)m   или 2 1(mod3)m  , што значи дека не постои природен 

број m  таков што 
2

2 4m   е делив со 7.  

 

8. Определи го најмалиот природен број M  за кој бројот 2012 може да се 

запише како збир на кубови на M  цели броеви.  

Решение. Нека бројот 2012 е запишан како збир на кубови на M  цели броеви. 

Лесно се проверува дека за произволен цел број x  важи  

3 0,1x   или 1(mod9) . 

Од друга страна 2012 9(mod9) , па затоа 4M  . Понатаму, едно можно претста-

вување на 2012 како збир на четири кубови е  
3 3 3 32012 ( 4) 5 ( 25) 26      , 

па затоа 4M  .  

 

9. Ванчо на таблата ги запишал броевите 1 и 2, а потоа продолжил да запишува 

броеви така што секој нов број е еднаков на збирот на квадратите на последните 

два запишани броја. Докажи, дека продолжувајќи ја оваа постапка Ванчо никогаш 

нема да запише број кој е делив со 3 или кој е делив со 7.  

Решение. Ванчо последователно ги запишува членовите на низата { }ka  зада-

дена со  
2 2

1 2 1 21, 2, ,k k ka a a a a      за 3k  . 

Првите неколку членови на низата се 1 2 3 41, 2, 5, 29,...a a a a    . Забележува-

ме дека 2 3 2(mod3)a a  . Нека претпоставиме дека 1 2(mod3)k ka a   , за не-

кој 2k  . Тогаш 2 2 2 2
2 1 2 2 2(mod3)k k ka a a      , па од принципот на мате-

матичка индукција следува дека 2(mod3)na  , за секој 2n  , т.е. ниту еден член 

на низата не е еделив со 3.  

Да ги разгледаме остатоците при делење со 7. Имаме  

1

2

2 2
3

2 2
4

1(mod 7)

2(mod 7)

1 2 5(mod 7)

2 5 1(mod 7)

a

a

a

a





  

  

  

2 2
5

2 2
6

2 2
7

2 2
8

5 1 5(mod 7)

1 5 5(mod 7)

5 5 1(mod 7)

5 1 5(mod 7)

a

a

a

a

  

  

  

  

 

Сега, со математичка индукција лесно се докажува дека  

3

3 1

3 2

5(mod 7)

1(mod 7)

5(mod 7)

k

k

k

a

a

a











 

за секој 1k  , што значи дека ниту еден член на низата не е делив со 7.  

 

10. Определи ги сите природни броеви n  за кои 12n  е делител на ! !7 3n n .  

Решение. Нека ! 2kn m , каде m  е непарен број, а k  е ненегативен цел број. 

Тогаш  
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1 1! ! 2 2 2 2 2 27 3 (7 ) (3 ) (7 3 )(7 3 )(7 3 )...(7 3 )
k k k kn n m m m m m m m m m m 

        . 

Бидејќи  
1 12 2 2 27 3 7 3 ... 7 3 2(mod4)

k km m m m m m 

        и 7 3 4(mod8)m m   

заклучуваме дека 2 ! !2 | (7 3 )k n n  , но 3 ! !2 | (7 3 )k n n  . Затоа, 1 2n k   , т.е. 

1k n  .  

Од друга страна, ако 1
02 2 ,t tn t   , тогаш  

2 2

1
2 22 2 2 2 2

[ ] [ ] ... [ ] ... (1 ) 1
t t t

n n n n n nk n n            . 

Според тоа, 1k n   и 2tn  , 0t .  

 

11. Дадена е низа { }nx  таква што 1 {5,7}x   и 1 {5 ,7 }n nx x
nx   , за 1,2,...n  . 

Определи ги можните вредности на последните две цифри на 2009x .  

Решение. Имаме 7 7,49,43,1(mod100)k   за 1,2,3,0(mod4)k  , соодветно и 

5 25(mod100)k   за 2k  .  

За , 2009nx n   можни се следниве случаи  

1) Ако 
2

1 57 7
xn

nx
nx


  , тогаш 25 1(mod 4)nx    и затоа 7(mod100)nx  .  

2) Ако 
2

1 77 7
xn

nx
nx


  , тогаш 

2
277 ( 1) 1 3(mod 4)

xn
nx
      и затоа 

43(mod100)nx  .  

3) Ако 15 nx
nx  , тогаш 25(mod100)nx  .  

 

12. Нека x  е природен број  и p  е прост број  така што NZD( , ) 1x p  . Докажи 

дека, ако m  и n  се природни броеви такви што 1(mod )mx p  и 1(mod )nx p , 

тогаш  NZD( , ) 1(mod )m nx p . 

Решение. Нека NZD( , )m n d . Тоа значи дека постојат цели броеви 0m  и 0n  

такви што 0 0.d mm nn    

Ако 0 0, 0m n  , тогаш  

0 0 0 0NZD( , ) ( ) ( ) 1 1 1(mod )
mm nn m nm n m nx x x x p


      . 

Понатаму, без ограничување на општоста можеме да земеме дека 0 0m   и 0 0.n   

Тогаш 0( ) 1(mod )
nnx p




 
и 0( ) 1(mod )

mmx p  па затоа  

0 0 0NZD( , )NZD( , ) NZD( , ) ( ) ( ) 1(mod )
n m n nn mm n m n n mx x x x x p

 
     . 

 

13. Докажи дека за секои цели броеви ,x m  и n  такви што , 0m n   важи  

NZD( , )NZD( 1, 1) | 1|m n m nx x x    .  

Решение. доволно е да докажеме дека  
NZD( , )NZD( 1, 1) | | 1|m n m nx x x    и NZD( , )| 1| | NZD( 1, 1)m n m nx x x   . 
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Нека NZD( 1, 1)m nd x x   . Тогаш 1(mod )mx d  и 1(mod )nx d . Да 

означиме NZD( , )k m n . Тоа значи дека постојат цели броеви 0m  и 0n  такви што 

0 0k mm nn  . Според тоа,   

 0 0 0 0NZD( , ) 1 1 ( ) ( ) 1 1 1 0 mod
mm nn m nm n m nx x x x d


         , 

што значи дека  
NZD( , )NZD( 1, 1) | | 1|m n m nx x d x    . 

Нека NZD( , )| 1|m nx d  . Јасно,  NZD( , ) 1 modm nx d , па оттука добиваме  

NZD( , )NZD( , )1 ( ) 1 0(mod )
m

m nm m nx x d    , NZD( , )NZD( , )1 ( ) 1 0(mod )
n
m nn m nx x d     

Бидејќи | 1md x   и | 1nd x   следува дека  

NZD( , )| 1| | NZD( 1, 1)m n m nx d x x    . 

 

14. Нека n  е непарен природен број поголем од 1. Докажи, дека бројот 3 1n   

не е делив со n .  

Решение. Нека претпоставиме дека постои непарен природен број n  поголем 

од 1 таков што | 3 1nn  . Нека p  е најмалиот прост делител на бројот n . Тогаш 

| 3 1np  , т.е. 3 1(mod )n p  , па затоа 23 1(mod )n p . Од малата теорема на Ферма 

следува 13 1(mod )p p   Сега, бидејќи NZD(3, ) 1p   од последните две конгруенции 

заклучуваме дека  
NZD(2 , 1)3 1(mod )n p p  .    (1) 

Бидејќи n  е непарен добиваме дека 1p   е парен број, а според претпоставката 

бројот p  е најмалиот прост делител на бројот n , па затоа NZD( , 1) 1n p  . Тоа 

значи, дека  NZD(2 , 1) 2n p  . Сега од (1) следува дека 23 1(mod )p , т.е. | 8p , 

што не е можно, бидејќи p  е непарен природен број. Конечно, од добиената 

противречност следува тврдењето на задачата.  

 

15. Секој прост делител 3p   на број од облик 2 1, 1x x   е од облик 4 1k  . 

Докажи!  

Решение. Нека 2| 1p x  , 3p   е прост број. Според тоа, 2 1(mod )x p  , т.е. 

4 1(mod )x p , што значи 4 1(mod )kx p . Од 2| 1p x 
 
следува дека p  не е де-

лител на x , т.е. NZD( , ) 1p x  . 
 

Од малата теорема на Ферма имаме 1 1(mod )px p  . Бидејќи 4 1(mod )kx p  

следува дека 1 4p k  , од каде добиваме 4 1.p k 
 

 

16.  Нека p  и q  се различни непарни прости броеви такви што 1| 1p q  . 

Ако NZD( , ) 1a pq   докажи дека 1| 1qpq a   .  

Решение. Од малата теорема на Ферма имаме  
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1 1(mod )pa p   и 1 1(mod )qa q  . 

Бидејќи 1| 1p q   постои природен број k  таков што 1 ( 1)q k p   . Имаме 

1 ( 1) 1 1(mod )q p k ka a q     , т.е. односно 1| 1qp a   . Но, p  и q  се заемно 

прости па од 1| 1qp a    и 1| 1qq a    следува 1| 1qpq a   .  

 

17. Нека ,x y . Докажи, дека 
2

2

4 1

2

x

y




 .  

Решение. Ако 
2

2

4 1

2

x

y




 , тогаш y  е непарен број, т.е. 2 1y k  . Според тоа,  

2 2 4 ( 1) 3 4 2 3y k k l       , 0l . 

Понатаму, производ на два броја од видот 4 1u   е број од истиот вид, па затоа 

постои прост број p  од видот 04 3,n n   кој е делител на 2 2y  . Но, 

2

2

4 1

2

x

y




 , па заклучуваме дека p  е делител на 

24 1x  . Последното не е можно, 

бидејќи тогаш ќе важи 24 1(mod )x p  , т.е.  

1 1

2 22 2 1(4 ) ( 1) ( 1) 1(mod )
p p

nx p
 

      , 

што е противречност, бидејќи според малата теорема на Ферма имаме  
1

22 1(4 ) (2 ) 1(mod )
p

px x p


  . 

 

18. Нека , ,a b a b   и a b  е парен број. Докажи, дека корените на равен-

ката  
2 2 2 2 2( 1)( 1) ( 1) 0x a a x b b         

се природни броеви, но ниту еден од нив не е точен квадрат.  

Решение. Корените на равенката се 2
1 1x b   и 2 2

2x a b a   . Јасно, тие се 

природни броеви и x  не е точен квадрат. Да претпоставиме дека постојат 

природни броеви a b , за кои a b  е парен број и 2x  е точен квадрат., на пример 

2c . Тогаш 
2

a bm   и 
2

a bn   се природни броеви и важи  

2 2 2 2(4 1)(4 1) 4(4 ) 1 4( ) 1 (2 ) 1m n mn m n a b a c            . 

Според тоа, бројот 2(2 ) 1c   има прост делител од видот 4 1k  . Од малата 

теорема на Ферма следува дека тој делител треба да е делител на 2c  и 1, што е 

противречност.  

 

19. Докажи дека ако n  е природен број поголем од еден, тогаш n  не е делител 

на бројот 2 1n  .  

Решение. Нека | 2 1nn   и нека p  е најмалиот прост делител на n . Бидејќи 

2 1n   е непарен број, важи 3p  . Според тоа, | 2 1np  , т.е. 2 1(mod )n p . 
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Бидејќи NZD(2, ) 1p   од малата теорема на Ферма следува 12 1(mod )p p  . 

Според тоа, NZD( 1, )2 1(mod )p n p  . Но, |p n , па затоа NZD( 1, ) 1p n  . Значи 

2 1(mod )p  што е противречност. Конечно, од добиената противрелност следува 

дека n  не е делител на бројот 2 1n  . 

 

20.  Реши ја конгруентната равенка 12 7 32 1 0(mod5)x x x    .  

Решение. Од малата теорема на Ферма следува 5 (mod5)x x , па оттука сле-

дува: 
12 5 2 2 2 2 4( ) (mod5)x x x x x x      и 7 5 2 2 3(mod5)x x x x x x     .  

Добиваме  
12 7 3 4 32 1 1 0(mod5)x x x x x        

Сега со проверка за 0,1,2,3,4(mod5)x 
 
во равенката 4 3 1 0(mod5)x x    доби-

ваме дека 3(mod3)x  .  

 

21. Докажи, дека за секој природен број k  постојат бесконечно многу 

природни броеви n  такви што броевите  

2 3 1, 2 3 2, ..., 2 3n n n n n n k       

се сложени.  

Решение. Нека k  е даден природен број и да избереме природен број m  таков 

што 2 3 1m m k   . Од секој од броевите  

2 3 1, 2 3 2, ..., 2 3m m m m m m k       

избираме по еден прост делител 1 2, ,..., kp p p , соодветно. Нека  

1 2( 1)( 1)...( 1)t kn m t p p p      

каде t  е произволен природен број. За секој , 1i i k   ќе докажеме дека 

2 2 (mod )tn m
ip . За 2ip   конгруенцијата е очигледна, а за 2ip   од малата 

теорема на Ферма следува  

1 2( 1)( 1)...( 1)
2 2 2 2 1 2 (mod )t kn t p p pm m m

ip
  

    . 

Аналогно се докажува дека 3 3 (mod )tn m
ip , па затоа  

2 3 2 3 (mod )t tn n m m
ii i p     , 

при што важи 2 3 2 3t tn n m mi i     . Според тоа, 2 3t tn n
i   е сложен број. 

Според тоа, за tn n  броевите  

2 3 1, 2 3 2, ..., 2 3n n n n n n k       

се сложени. Но, t  е произволен број, па затоа постојат бесконечно многу такви 

броеви.  

 

22. Докажи го или негирај го тврдењето: За секој природен број 2n   остато-

кот при делењето на 
22

n

 со 2 1n   е степен на бројот 4.  
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Решение. Со r  да го означиме остатокот од делењето на 2n  со n . Тогаш 

2n nk r   за некој природен број k  и 0 r n  . Според тоа,  

22 2 2 (mod 2 1)
n nk r r n  

 

и 2 2 1r n  , што значи дека 2r  е остатокот од делењето на 22
n

 со 2 1n  . Ако r  

е парен број, тогаш 2r  е степен на бројот 4.  

За да го оповргнеме тврдењето треба да најдеме n  за кој соодветниот r  е 

непарен. Јасно, ако n  е парен, тогаш 2nr kn   исто така е парен број. Ако n  е 

непарен прост број, тогаш од малата теоремата на Ферма следува 2 2(mod )n n , 

т.е. 2 2(mod )nr n  . Бидејќи r n  добиваме 2r  .  

Според тоа, треба да бараме контрапример кога n  е непарен сложен број. За 

25n   лесно се пресметува дека  

25 10 5 2 5 52 2 2 ( 1) 2 2 7(mod25)       , 

што значи дека 72  е остаток при делењето на 
2522 со 252 1 .  

 

23. Нека p  е прост број и 1 2 2 1, ,..., pa a a   се различни природни броеви од 

интервалот 2[1, ]p  чиј збир е делив со p . Докажи, дека постојат природни броеви 

1 2 2 1, ,..., pb b b   такви што ниту еден од нив не е делив со p  и за кои  

1) Во записот на секој од нив во броен систем со основа p  се среќаваат само 

цифрите 0 и 1,  

2) Збирот 1 1 2 2 2 1 2 1... p pa b a b a b     е делив со 2012p .  

Решение. Тврдењето ќе го докажеме за произволен природен број n . За таа 

цел прво ќе ја докажеме следнава лема.  

Лема. Ако 1 2 1, ,..., px x x   се природни броеви кои не се деливи со p , тогаш за 

секој r , 1 2r p    можеме за избереме неколку од нив чиј збир при делење со 

p  дава остаток r .  

Доказ. Да ставиме 0 0S   и да претпоставиме дека сме нашле , 0 2k k p    

збирови 0 1, ,...., kS S S  во секој од кои учествуваат само броеви од 1 2, ,..., kx x x  и 

кои при делење со p  даваат различни остатоци. Го додаваме бројот 1kx   и да ги 

разгледаме збировите  0 1 1 1 1, ,....,k k k kS x S x S x      кои при делење со p  дава-

ат различни остатоци. Ако претпоставиме дека тие остатоци се пермутација на 

0 1, ,...., kS S S  и собереме почлено ќе добиеме 1( 1) 0(mod )kk x p  , што не е мож-

но. Според тоа, добивме барем еден нов остаток и така по индукција ќе ги добие-

ме сите можни ненулти остатоци. Со тоа лемата е докажана. ■ 

Сега тврдењето следува по индукција. Бидејќи збирот на дадените броеви е 

делив со p , имаме база на индукцијата.  

Нека претпоставиме дека постојат броеви 1 2 2 1, ,..., pb b b   кои ги задоволуваат 

условот и такви што 1 1 2 2 2 1 2 1... n
p pa b a b a b p A      каде 1n   и p  не е дели-
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тел на A . Бидејќи во интервалот 2[1, ]p  има точно p  броеви кои се деливи со p , 

добиваме дека меѓу броевите 1 2 2 1, ,..., pa a a   има барем 1p   кои не се деливи со 

p . Без ограничување на општоста можеме да претпоставиме дека тоа се броевите 

1 2 1, ,..., pa a a  .  

Согласно лемата, без ограничување на општоста можеме да земеме дека за 

броевите 1 2, ,..., ka a a  е точно дека збирот 1 2 ... ka a a A     е делив со p . Сега, 

ако ставиме ' , 1,2,...,n
i ib b p i k     и ' , 1, 2,...,2 1i ib b i k k p     , тогаш новите 

броеви го задоволуваат условот и 1 1 2 2 2 1 2 1... p pa b a b a b     е делив со 1np  .  

 

24. Определи ги сите парови на природни броеви ( , )m n  такви што  

3NZD(( 1) ,( 1) ) 1m mn n n n     . 

Решение. Нека  n  и m  се природни броеви такви што  

3NZD(( 1) ,( 1) ) 1m mn n n n d      . 

Според тоа,  

3

| ( 1) ,

| ( 1) .

m

m

d n n

d n n

 

 
    (1) 

Од NZD( , 1) 1n n  , следува дека | 1d n . Уште повеќе NZD( , 1) 1d n  . Нави-

стина, ако 1p   е таков што |p d  и | 1p n , тогаш | ( 1)mp n  и  | ( 1)mp n n   , 

од каде добиваме дека  

| ( 1) ( 1)m mp n n n n      . 

Според тоа  

1 NZD( , 1) NZD( , 1) 1p n n n n       . 

Од (1) добиваме дека  
3 3 3| ( 1) ( 1) ( 1) ( 1) ( 1) [( 1) 1]m m m m md n n n n n n n n              . (2) 

Бидејќи NZD( ,( 1) ) 1md n   од (2) добиваме 3| ( 1) 1d n  , односно  

3( 1) 1 (mod )n d  .     (3) 

Од дефинцијата на d  имаме  

( 1) (mod )mn n d  .      (4) 

Ќе разгледаме три случаи.  

Нека 3m k . Тогаш  

3 3( 1) ( 1) [( 1) ] 1 1 (mod )m k k kn n n n d        .  

1 2(mod )n d  ,  

3 32 ( 1) 1 (mod )n d   .  

Бидејќи 7 0 (mod )d  имаме 7d  .  

Нека 3 1m k  . Од (3) и (4) добиваме  

3 3( 1) ( 1) ( 1) [( 1) ] ( 1) 1 ( 1) ( 1) (mod )m k k kn n n n n n n n d            . 
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Но, тогаш 1 0(mod )d , што значи |1d . Тоа е во контрадикција со претпоставката 

за d .  

Нека 3 2m k  . Повторно од (3) и (4) имаме 

3 2 3 2 2 2( 1) ( 1) ( 1) [( 1) ] ( 1) 1 ( 1) ( 1) (mod )m k k kn n n n n n n n d             

т.е.  
2 2 1(mod )n n n d   , 

2 1(mod )n n d   .             (5) 

Од друга страна од 2( 1) (mod )n n d   и добиваме  

3( 1) ( 1) 1 (mod )n n n d    .   (6) 

Тогаш од (5) и (6) имаме 2 0 (mod )d , односно 2d  . Но, тоа не е можно, би-

дејќи |d n  или | 1d n  и би добиле контрадикција со (1).  

Не е тешко да се провери дека за 7 1n l   и 3m k  се добива 1d  . Конечно, 

решенија на задачата се ( , ) (3 ,7 1)m n k l  .  

 

25. Ако за некој цел број 0k   важи 
1 | 1

kk pp a  , каде a  е непарен број 

поголем од 1, p  е непарен прост број, тогаш 
2 | 1

kk pp a  . Докажи! 

Решение. Да претпоставиме дека за некој 0k    важи 
1 | 1

kk pp a   Ставаме 

kpa b  и добиваме дека 1 | 1kp b  , т.е. 11 mod ( )kb p   . 

Бидејќи p  е непарен број важи  

1 1 21 1 ( 1)( ... 1)
kp p p pa b b b b b
           , 

и како 11(mod  )kb p    важи 1(mod )b p  , па е  

2 1(mod )pb p  и 2 1 1(mod )pb p   , за 1,2,...p  . 

Оттука  
1 2 ... 1 1 1 .. 1 0(mod )p pb b b p p           . 

Според тоа, 1 2| ( ... 1)p pp b b b      и како 1 | ( 1)kp b   добиваме  

12 | (  1)
kk pp a
  .  

 

26. (Теорема на Луивил). За секој прост број 5p   и секој природен број m  

равенството ( 1)! 1 mp p    не е можно. Докажи! 

Решение. За прост број 5p   имаме 
1

2
2 1

p
p


   , па е  

12

2
( 1) 2 ( 1) | ( 1)!

p
p p p


    . 

Нека за простиот број 5p   и за некој природен број m  важи   

( 1)! 1 mp p   .    (1)  
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Тогаш 2( 1) | 1mp p  , од каде наоѓаме дека 

1 2( 1) |  1m mp p p p     .   (2)  

Но,  1| 1kp p  , па е  

1(mod 1)kp p  , за 0,1,2,...k  ,  

што значи  
1 2 ... 1 (mod 1)m mp p p m p       . 

Сега од (2)  добиваме 1|p m , што значи 1m p  . Кoнечно, 

1 1( 1) ( 1)! 1m p pp p p p       , 

т.е. ( 1)! 1mp p    што противречи на (1).  

 

27. Докажи, дека постојат бесконечно многу прости броеви q  такви што за не-

кој природен број n q  важи | ( 1)! 1q n  .  

Решение. Според теоремата на Луивил, ако p  е прост број поголем од 5, за 

ниту еден број m  не е можно равенството ( 1)! 1 mp p   . Бројот ( 1)! 1p    е 

непарен и е поголем од 1, па значи има прост непарен делител q p . Од ре-

лацијата | ( 1)! 1q p   следува дека 1q p   и затоа q p . Сега сметајќи дека p  

може да биде произволно голем прост број, можеме да заклучиме дека прости 

броеви q  за кои при некој q p  важи | ( 1)! 1q p   постојат бесконечно многу.  

 

28. Определи ги сите броеви од облик 2 ,n n , такви што после отстранува-

њето на првата цифра во декадниот запис на бројот 2n  одново се добива степен на 

бројот 2.  

Решение. Од условот на задачата следува 2 10 2n k am  , каде , ,n k a  и 

{1,2,...,9}m . Земаме 2pm q  и добиваме 2 2 5 2n p k k aq  , {0,1,2,3}p  и 

{1,3,5,7,9}q , при што сите комбинации за p  и q . Од  2 (2 1) 2 5a n a p k k q    

следува a p k   и 2 1 5n a k q   . Според тоа, 5 | 2 1n a  , што е можно ако и са-

мо ако 4n a t  . Од  

4 4 4 1 4 2 42 1 (2 1)[(2 ) (2 ) ... 2 1]t t t         

следува 415 | 2 1t  , т.е. 15 | 5k q . Според тоа, 3 ,q j  1,3j  . Нека 9q  . Добива-

ме 42 1 9 5t k   . За 1k   имаме 42 46t  , што не е можно. Ако 1k  , тогаш 

9 5 25(mod100)k  , а 42 1 15(mod100)t   , што повторно не е можно. Останува 

да го разгледаме случајот 3q  . Добиваме 42 1 3 5t k   . За 1k   имаме 42 16t  , 

т.е. 4 4t  . Значи, 4n a  , па затоа 4, 1n a a k     и {0,1}p . За 0p   има-

ме 1a  , 5n   и 2 32n  , а за 1p   добиваме 2, 6a n   и 6 22 64 6 10 2    . 

Како и во случајот кога 9q  , претпоставката 1k   доведува до противречност.  
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Значи, единствени можни решенија се 5n   и 6n  , т.е. бараните броеви се 

52 32  и 62 64 .  

 

29. (Лема на Туе) Нека 1m   и x  се цели броеви, NZD( , ) 1m x  . Докажи дека 

постојат природни броеви a  и b , такви што , [ ]a b m  и еден од броевите ax b  

или ax b  е делив со .m  

Решение. Ги разгледуваме броевите од облик ( , )u x     , 0 , [ ]m    . 

Нивниот број е 2( 1)m m  , па од принципот на Дирихле следува дека  постојат 

два различни пара 1 1( , )   и 2 2( , )   такви што 1 1 2 2( , ) ( , )(mod )u u m     , т.е. 

1 2 2 1( ) ( )(mod )x m     . Но, NZD( , ) 1m x  , па затоа 1 2    и 1 2.   Нека 

1 2| |a     и 1 2| |b    . Добиваме дека (mod )ax b m  . Според тоа |m ax b  

или |m ax b .  

 
 

5.3.  ДИОФАНТОВИ РАВЕНКИ  

 
1. Во множеството природни броеви реши ја равенката  

! ! ! !x y z u   . 

Решение. Нека четворката ( , , , )x y z u  е решение на дадената равенка. Нека 

max{ , , }v x y z  тогаш 1 v u   и ! ( 1)! ! ! ! ! 3 !uv u u u x y z v       . Значи 3u  . 

За 3u   ја добиваме равенката 3! ! ! !x y z    чиешто решение е 2x y z   . За 

2u  , равенката нема решение бидејќи ! ! ! 3 2 2!x y z     . Слично, равенката 

нема решение кога u=1. Значи, единствено решение е 2x y z   , 3u  .  

 

2. Определи ги сите природни броеви n , такви што бројот  

1! 2! 3! ... !n     

да е полн квадрат.  

Решение. Од тоа што 5! 120  заклучуваме дека цифрата на единиците на !n  е 

нула за секој 5n  . Според тоа, бројот 1! 2! 3! ... !n     има цифра на единици 3, 

за 5n  , (цифрата на единиците на 1! 2! 3! 4! 33     е 3). Ако еден број има 

цифра на единици 3, тогаш тој број не е квадрат на ниту еден број, бидејќи 

квадратот на било кој број има цифра на единици или 1, или 4, или 5, или 6, или 9, 

или 0. Значи,  за ниту еден природен број 5n   бројот 1! 2! 3! ... !n     не е полн 

квадрат. Останува да се испита дали за некој природен број 4n   бројот 

1! 2! 3! ... !n     е полн квадрат. Притоа:  

- за 1n  ,  
21! 2! 3! ... ! 1 1n       

- за 2n  , 1! 2! 3! ... ! 1! 2! 3n       ,  

- за 3n  , 
21! 2! 3! ... ! 1! 2! 3! 9 3n          

- за 4n  , 1! 2! 3! ... ! 1! 2! 3! 4! 33n          

Значи, единствени природни броеви n  за кои бројот 1! 2! 3! ... !n     е полн 

квадрат на некој природен број се 1 и 3.   
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3. Во множеството природни броеви реши го системот равенки  

13,

23.

ab c

a bc

 


 
 

Решение. Ако ги собереме равенките, после средувањето добиваме: 

( )( 1) 36a c b    

Ако пак, од втората ја одземеме првата равенка, после средувањето добиваме: 

( )( 1) 10c a b    

Според тоа, ( 1) | 36b  и ( 1) |10b . Но, 36 2 18 3 12 4 9 6 6         и 10   

1 10 2 5   . Со непосредна проверка се добива дека единствени можни вредно-

сти за b се 2, 3 и 11. За 2b  , се добива системот  

2 13

2 23

a c

a c

 


 
 

чие решение е 1, 11a c  . За 3b  , се добива системот  

3 13

3 23

a c

a c

 


 
 

чие решение е 2, 7a c  . За 11b  , се добива системот  

11 13

11 23

a c

a c

 


 
 

чие решение е 1, 2a c  .  

 

4. Во множеството природни броеви rеши го системот равенки   

! ! !

.

x y z

x y z

 


 
 

Решение. Ако од втората равенка замениме во првата равенка на системот 

z x y  , добиваме ! ! ( )!x y x y   .  

Ако последната равенка ја поделиме со ! !x y  ја добиваме равенката  

! ! ( )!

! ! ! !

x y x y

x y x y

 
 ,  

( )!1 1
! ! ! !

x y

x y x y


  . 

Бројот од десната страна на равенката 
( )!

! !

x y

x y


 секогаш природен број. Според тоа 

треба да ги определиме броевите x  и y  за кои 1 1
! !x y
  е природен број и тој број 

треба да биде еднаков 
( )!

! !

x y

x y


. Ако , 3x y  , тогаш 1 1 2

! ! 6
1

x y
   , од што следува 

дека 0 , 2x y  . Непосредно се проверува дека зразот 1 1
! !x y
  е цел број само за 

0x y  , 1x y   и за 2x y  . Од определените вредности за x  и y  един-

ствено 1x y   е решение на последната равенка.  

Значи, решение на системот е 1x y  , 2z  .  

 

5. Во множеството природни броеви реши ја равенката: 
2 2

1 1
! ! !

x y

z x y


  . 
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Решение. Без ограничување на општоста можеме да земеме дека y x . Ако 

x y , тогаш 2 ! !x x z , па затоа z x . Последната равенка нема решенија за 

2z x  , бидејќи левата страна е помала од десната, а во случаите z x  и 

1z x   лесно се добива решението 1x y z   .  

Нека y x , што значи 2y  . Ако равенката ја помножиме со !y  добиваме  

2 2!( )

!
1 ( 1)...( 1)

y x y

z
y y x


    .   (1) 

Ако y z , тогаш левата страна на (1) е делива со y , па затоа |1y , што е про-

тивречност. Според тоа, y z .  

Случај 1. За y z  имаме 2 2 1 ( 1)...( 1)x y y y x     . Ако 3y x  , тогаш 

4y   и  

2 2 2 2( 3) 1 ( 1)( 2)y y x y y y y        , 

па затоа 3 25 8 8 0y y y    , т.е. 2( 5) 8( 1) 0y y y    . Лесно се гледа дека 

последното не важи за 5y  , а 4y   не дава решение. Значи, 1 2x y x    . 

Така ги добиваме равенките 22 1 0x x    и 22( 2 2) 1 ( 1)( 2)x x x x      , кои 

очигледно немаат решенија во множеството природни броеви.  

Случај 2. За y z  имаме 
2 2

( 1)...( 1)
1 ( 1)...( 1)

x y

z z y
y y x



 
    . Јасно, ако 3y x  , 

тогаш горните оценки се уште посилни, што значи дека повторно имаме 

1 2x y x    . Ако 2 3y x   , добиваме 4z   и значи  

2 2 2 2( 2)

4 ( 1)...( 1)
1 ( 1)( 2)

x x x y

z z y
x x

  

 
     . 

Оттука 2 22 4 4 4 12 12x x x x     , што не е можно. Останува да го разгледаме 

случајот 1y x  , при што 
2 2( 1)

( 1)...( 2)
2

x x

z z x
x

 

 
  . Ако во именителот на дропката на 

последната равенка има два множители, тогаш таа е помала или еднаква на 
2

2

2 2 1

5 6
2x x

x x

 

 
 . Значи, 2z x   и 2 22 2 1 ( 2)x x x    , од каде наоѓаме 3x  . Сега 

4y   и 5z  .  

Конечно, решенија на почетната равенка се ( , , ) (1,1,1), (3,4,5)x y z   и (4,3,5) .  

 

6. Во множеството цели броеви да се реши равенката  

  2 2( 1) ( 1) 1x y y x    .       (1) 

Решение. Ако воведеме смени 1x u   и 1y v   добиваме  

2 2( 1) ( 1) 1u v v u    . 

Со средување на последната равенка добиваме  
2 22 2 1u v uv v v u uv u       

( ) 4 1uv u v uv u v      

( 4) ( 4) 5uv u v u v       

  ( )( 1) 5u v u uv    .             (2) 
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Бидејќи ,u v  се цели броеви, а 5  е прост број, можни се следниве случаи  

4 5

1 1,

u v

uv

  


 
 

4 5

1 1,

u v

uv

   


  
 

4 1

1 5,

u v

uv

   


  
 

4 1

1 5.

u v

uv

  


 
 

Според тоа,  

1

0

u v

uv

 



, 

9

2

u v

uv

  


 
, 

5

6

u v

uv

  


 
, 

3

4

u v

uv

  



. 

Според тоа, u  и v  се целобројни решенија на некоја од квадратните равенки: 

2 0t t  ,  2 9 2 0t t   ,  2 5 6 0t t   ,  2 3 4 0t t   . 

Втората и четвртата равенка немаат целобројни решенија, додека првата има ре-

шенија 1 20, 1t t  ,  а третата 3 46, 1t t   .  

Конечно, за u  и v  постојат четири подредени пара кои се решенија на (2) и 

тоа (0,1) , (1,0) , ( 6,1)  и (1, 6) , а за ( , )x y  решенија се подредените парови 

(1,2),( 5,2),(2,1),(2, 5)  .  

 

7. Во множеството цели броеви реши ја равенката  
2 2 26x y z   

Решение. Прво да забележиме дека ( , , ) (0,0,0)x y z   е решение на равенката. 

Нека ( , , )a b c  е едно решение на равенката различно од тривијалното и нека 

NZD( , , ) 1a b c  . Ако NZD( , , ) 1a b c k  , тогаш  

2 2 2 2 2 26 ,( ) ( ) 6( )a b c
k k k

a b c     и 1
a
k

a   , 1
b
k

b    и 1
c
k

c    

и 1 1 1( , , )a b c  е решение на равенката и 1 1 1NZD( , , ) 1a b c  . Бидејќи 23 | 6c  мора и 

2 23 | a b . Ако 3 не е делител на a  и 3 не е делител на b  тогаш 1(mod3)a    и 

1(mod3)b    па 2 1(mod3)a   и 2 1(mod3)b   и се добива дека 2 2 2(mod3)a b   

па се добива дека 3 не е делител на 26c  што е противречност, па мора 3 да е 

делител на a  или на b . Ако 3 | a , тогаш 3 | b  (исто се добива ако се претпостави 

дека 3 | b ). Значи 29 | a  и 29 | b  па мора и 29 | 6c  односно 23 | c , па и 3 | c , од каде 

добиваме дека еден заеднички делител на a , b  и c  е 3, па  NZD , , 1a b c  . Зна-

чи, единствено решение на равенката е тривијалното ( , , ) (0,0,0)x y z  .  

 

8. Во множеството цели броеви реши ја равенката  
2 1 ( 2 2 4)z xy xy y x     . 

Решение. Воведуваме смени 1, 1x u y v     и добиваме дека дадената 

равенка е еквивалентна на равенката 2 2 21 ( 1)( 1)z u v    . Лесно се покажува 

дека ,u v  и z  се парни броеви. Понатаму, ако | | 1u  , тогаш 2 1u   има прост 

делител p  таков што 3(mod4)p  . Затоа 2 1 0(mod )z p   што не е можно, 

бидејќи ако p  е прост број таков што 3(mod4)p   и p  е делител на 2 2a b , 

тогаш p  е делител и на x  и на y . Според тоа, 0u  . Аналогно се добива дека 
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0v  . Значи, 0z   и единствено решение на дадената равенка е 1x   , 1y  , 

0z  .  

 

9. Во множеството цели броеви реши ја равенката  
2 2 2 2x y z xyz   . 

Решение. Да забележиме дека ( , , ) (0,0,0)x y z   е решение на равенката. Јасно,  

ако еден од броевите x , y  и z  е еднаков на нула, тогаш и останатите два се 

еднакви на нула. Нека претпоставиме дека ниту еден од од броевите x , y  и z  не 

е еднаков на нула. Тогаш 12kx x , 12ny y  и 12mz z , каде 1x , 1y  и 1z  се не-

парни броеви. Заради симетричноста на равенката без губење на општоста може-

ме да претпоставиме дека k n m  . Тогаш  

2 2 2 2 2 2 1
1 1 1 1 1 1

2 2 2 1
1 1 1 1 1 1

2 2 2 2 ,  

(2 ) (2 ) 2 .

k n m k n m

n k m k n m k

x y z x y z

x y z x y z

  

    

  

  
 

Ако k n  тогаш левата страна е непарна, а десната парна, што не е можно, па 

затоа k n . Според тоа,  

2 2 2 1
1 1 1 1 1 1(2 ) 2m k mx y z x y z    . 

Ако k m  тогаш левата страна на равенката е непарна, а десната страна е парна, 

што не е можно, па затоа k m . Сега од 1 1(mod4)x    и 1 1(mod4)y    следува  

2 2
1 1 2(mod 4)x y  , т.е. 4 не е делител на 2 2

1 1x y , но 2
14 | (2 )m k z  и 1

1 1 14 | 2m x y z  

што е противречност. Конечно, од добиената противречност следува дека един-

ствено решение е тривијалното ( , , ) (0,0,0)x y z  .  

 

10. Во множеството цели броеви реши ја равенката  
3 ( )(3 1)x x y xy   . 

Решение. Прв начин. Ставаме x y z   и после смена во дадената равенка ја 

добиваме равенката  
2 3( 1) ( )z z y   .     (1) 

Ако 1z  , тогаш 0y  . Бидејќи броевите z  и 2 1z   се заемно прости, следува 

дека 3z a  и 2 31z b  , каде ,a b . Оттука добиваме 2 3 3( ) 1a b  , што не е 

можно (докажи!). Ако 1z   , ставаме t z   и (1) го прима видот 2 3( 1)t t y  , 

па според претходно изнесеното повторно немаме решение. Според тоа, 0,z   

1,z   0y  , па затоа решенија на дадената равенка се ( , ) (0,0), (1,0), ( 1,0)x y   .  

Втор начин. Нека 0,x x y  . Бидејќи броевите x  и 3 1xy   се заемно прости 

добиваме, дека x  е делител на x y , т.е. x  е делител на y . Ставаме x ky , каде 

k . Заменуваме во дадената равенка и добиваме 2 2(1 )(3 1)k ky x   . Ако 

1k   или 0k  , десната страна на последната равенка е негативна, што не е 

можно. За 0,1k   ги добиваме решенијата ( , ) (0,0), (1,0), ( 1,0)x y   .  
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11. Определи го најмалиот природен број n  за кој равенката 
2

1 1

4 1

n
x y z 
   не-

ма решение , ,x y z  во множеството природни броеви.  

Решение. За 1,2,3n   решенија на равенката се 10, 1;x y z   5, 1x y z    

и 10,x  2,y  1z  , соодветно.  

Ќе докажеме дека за 4n   равенката нема решение. Дадената равенка е екви-

валентна со равенката 2( )(4 1) 4x y z xy   . Нека 1 12 , 2a bx x y y  , каде , 0a b   

и 1 1,x y  се непарни броеви. Ако a b , тогаш  

2
1 1 1 1(2 )(4 1) 4 2a b ax y z x y     , 

што не е можно, бидејќи левата страна на последната равенка е непарен број. 

Аналогно, случајот b a  не е можен. Според тоа,  

2
1 1 1 1( )(4 1) 4 2ax y z x y    . 

Тогаш 4 е делител на 1 1x y , што значи дека 1x  и 1y  се непарни броеви кои да-

ваат различни остатоци при делење со 4. Нека 1 24 1x x   и 1 24 1y y  . Но, 

тогаш 1y  има прост делител p  од видот 4 1k  , кој е делител на 24 1z  , што не е 

можно.  

 

12. Дадени се два заемно прости природни броја m  и n . Докажи, дека равен-

ката m n m n m nx u y v z w   има бесконечно многу решенија во множеството при-

родни броеви.  

Решение. Бидејќи m  и n  се заемно прости броеви, постојат броеви 1 k n   и 

1 l m   такви што 1km nl  . Тогаш за секој i   броевите  

2 , 2 , 2 , 2m mi ni k mi lx y u v z w        

се решенија на дадената равенка.  

 

13. Докажи дека за секој ненегативен цел број n , равенките 2 2x y n   и 

2 2 2x y n   имаат ист број целобројни решенија. 

Решение. Нека 0n  и нека ( )K n  е бројот на целобројни решенија на 

равенката 2 2x y n  , а ( )L n  е бројот на целобројни решенија на 2 2 2x y n  . 

Нека 0 0( , )x y  е целобројно решение на 2 2x y n  . Тогаш 0 0 0 0( , )x y x y   е 

целобројно решение на 2 2 2x y n  . Притоа, ако 1 1 2 2( , ) ( , )x y x y , тогаш и 

1 1 1 1 2 2 2 2( , ) ( , )x y x y x y x y    . Значи на секое решение на 2 2x y n   соодвет-

ствува целобројно решение на 2 2 2x y n  , и на различни решенија на 

2 2x y n   соодветствуваат различни решенија на 2 2 2x y n  . Според тоа, 

( ) ( )K n L n . Сега, ако 0 0( , )x y  е решение на 2 2 2x y n  , тогаш броевите 0 0

2

x y
 

и 0 0

2

x y
 се цели (Зошто?) и 0 0 0 0

2 2
( , )

x y x y 
 е решение на 2 2x y n  . Притоа на 
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различни решенија на 2 2 2x y n   соодветсвуваат раззлични решенија на 

2 2x y n  . Значи, ( ) ( )L n K n , па затоа ( ) ( )K n L n .  

 

14. Докажи дека за секој природен број k  равенката 2 2 ka b c   има решение 

во множеството природни броеви. 

Решение. Ако k , тогаш 
3 ( 1) 3 ( 1)1 1

2 2 2 2
[ ] [ ]5 ( 1) 2 2

8
5 ( 2 5 ) (2 5 )

k k
k kk

k
    

 
     , 

т.е. 2 1 1 2 1 25 (5 ) (2 5 )k k k     , 2 1 2 1 25 (3 5 ) (4 5 )k k k     .  

Докажи дека дадената равенка има бесконечно решенија во  за произволно 

избран k .  

 
15. Во множеството природни броеви реши ја равенката  

2 2(7 ) 2( 1)a b a b   . 

Решение. Од условот следува дека 2( 1)a   мора да биде точен квадрат на 

природен број, па затоа 21 2a k  , т.е. 22 1a k  , за некој цел број k . Тогаш 

7 2a b kb   , т.е. 27(2 1) 2k b kb    . Бидејќи не поставивме услов 0k  , без 

ограничување на општоста можеме да земеме дека 27(2 1) 2k b kb   , од каде 

добиваме  
27(2 1)

2 1

k

k
b




 . 

Но, b  е цел број, па затоа 22 1| 7(2 1)k k   и бидејќи  

2 2 22 7(2 1) 2 7(2 1) 7 7 7(4 1) 21 7(2 1)(2 1) 21k k k k k               

заклучуваме дека 22 1| 7(2 1)k k   ако и само ако 2 1| 21k  . Притоа, за секој цел 

број k  за кој 2 1| 21k  , решение на дадената равенка е парот  

22 1a k  , 
27(2 1)

2 1

k

k
b




 . 

Сега лесно се добива дека  

( , , ) {(0,1,7), (1,3,7), (3,19,19),(10,201,67),( 1,3, 21),

( 2,9, 21),( 4,33, 33),( 11,243, 81)}.

k a b   

     
 

 

16. Во множеството цели броеви реши ја равенката  

3
xy yz zx
z x y
   . 

Решение. Јасно, , , 0x y z  . Дадената равенка ја множиме со xyz  и после сре-

дувањето истата може да се запише во обликот  
2 2 2 2 2( ) 3 0y z x xyz y z    .    (1) 

Последната равенка е квадратна равенка по x  со целобројни коефициенти. За да 

истата има целобројни решенија потребно е нејзината дискриминанта да е точен 

квадрат. Значи,  
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2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 29 4 ( ) (9 4( )) ,y z y z y z y z y z A A       . 

Оттука следува дека 2 2 29 4( )y z B   , B . Значи, 2 2 24( ) 9 9y z B    , па 

затоа 2 2 2y z  . Но, , 0y z  , па од последната равенка следува 2 2 1y z  , т.е. 

1,y    1z   .  

Ако 1y z   , тогаш од (1) следува 
22 3 1 0x x   , од каде наоѓаме 1x  .  

Ако 1, 1y z    или ако 1, 1y z   , тогаш од (1) следува 
22 3 1 0x x   , од 

каде наоѓаме 1x   .  

Значи, решенија на дадената равенка се  

( , , ) {(1,1,1),( 1,1, 1),( 1, 1,1),(1, 1, 1)}x y z        . 

 

17. Во множеството цели броеви реши ја равенката   
2 22 2 13a ab b   . 

Решение. Равенката ќе ја запишеме во видот 2 2( ) 13a b b   . Бидејќи a  и b  

се цели броеви, добиваме дека 3 3a b    . Навистина, ако 4a b   или 

4a b   , тогаш 2 2 2( ) 16 16 13a b b b      .  Значи, треба да ги разгледаме 

седумте случаи: 3a b   , 2a b   , 1a b    и 0a b  .   

Ако 1a b    или 0a b  , тогаш равенката го добива видот 
2 12b   или 

2 13b  . Последните две равенки немаат решение во множеството цели броеви.   

Ќе ги разгледаме четирите преостанати случаи.   

а) 3a b   . Тогаш 
2 4b  , односно 2b   или 2b   .  За 2b   решение на 

почетната равенка е 5, 2a b   . За 2b    решение на почетната равенка е 

1, 2a b    .   

б) 3a b  . Тогаш 
2 4b  , односно 2b   или 2b   .  За 2b   решение на 

почетната равенка е 1, 2a b  . За 2b    решение на почетната равенка е 

5, 2a b   .  

в) 2a b   . Тогаш 
2 9b  , односно 3b    или 3b  .  За 3b    решение на 

почетната равенка е 1a  , 3b   . За 3b  , решение на почетната равенка е 

5a   , 3b  .   

г) 2a b  . Тогаш 
2 9b  , односно 3b    или 3b  .  За 3b    решение на 

почетната равенка е  5a  , 3b   . За 3b  , решение на почетната равенка е 

1a   , 3b  .   

Конечно решенијата на равенката се   

( , ) {( 5,2),( 1, 2),(1,2),(5, 2),(1, 3),( 5,3), (5, 3),( 1,3)}a b          .  

 

18. Во множеството {0}  реши ја равенката 2 4 3 2x x y y y y     . 

Решение. Очигледно е дека (0,0)  е едно решение на равенката. Почетната ра-

венка ја трансформираме во обликот 2 2( 1) ( 1)( )x x y y y    . За 1y   ја доби-
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ваме равенката ( 1) 4x x   која нема решение во множеството {0} . За 2y   

ја добиваме равенката ( 1) 5 6x x    и парот (5,2)  во множеството {0}  е 

единствено решение на почетната равенка. Нека 3y  . Тогаш  

252 2 4 3 2 4 3 2 2

4 2 2 2
( 1)( ) ( )( 1)

y y y y
y y y y y y y y y y y               и  

2
2 2 4 3 2 4 3 2 21 1 1

4 4 2 2 2 2
( 1)( ) ( )( )

y y y
y y y y y y y y y y y               . 

Според тоа, 

2 2 2 21 1
2 2 2 2 2 2

( )( ) ( 1) ( )( 1)
y y y y

y y x x y y            (1) 

и како , {0}x y   од последните неравенства следуваат неравенствата  

  2 21
2 2 2

y y
y x y     .     (2) 

Сега, ако 2y k , тогаш од (2) следува дека 
2 21

2
4 2 4 2k k x k k     , што не е 

можно за ниту еден {0}x  . Понатаму, ако 2 1y k  , тогаш од (2) следува 

дека 
2 2 1

2
(2 1) (2 1)k k x k k       , што не е можно за ниту еден {0}x  . 

Според тоа, за 3y   почетната равенка нема решение .  

Значи, единствени решенија на равенката се (0,0)  и (5,2) .  

 

19. Даден е природен број n . Определи ги сите подредени четворки цели 

броеви 1 2 3 4( , , , )x x x x  такви што 2 2 2 2
1 2 3 4 4nx x x x    . 

Решение. Нека 1n  . Тогаш равенката го добива видот 2 2 2 2
1 2 3 4 4x x x x    , 

од каде следува дека  

1 2 3 4( , , , ) {( 2,0,0,0), (0, 2,0,0), (0,0, 2,0), (0,0,0, 2), ( 1, 1, 1, 1)}x x x x          . 

Нека претпоставиме дека 2n  . Тогаш  

2 2 2 2 2
1 2 3 4 4 16 4 0(mod8)n nx x x x        .   (1) 

Но, за секој природен број x  важи 2 0,1x   или 4(mod8) , па затоа за да збирот 

биде парен меѓу остатоците може да има само парен број единици. Но, тогаш  
2 2 2 2
1 2 3 4 2, 4, 6x x x x     или 10(mod8) , 

што противречи на (1). Според тоа, ниту еден од броевите 2 2 2 2
1 2 3 4, , ,x x x x  не е кон-

груентен со 1 по модул 8, па заклучуваме дека броевите 1 2 3 4, , ,x x x x  се парни, т.е.  

1 1 2 2 3 3 4 42 , 2 , 2 , 2x k x k x k x k    ,  

Ако замениме во почетната равенка добиваме и добиената равенка ја поделиме со 

4 ја добиваме равенката  
2 2 2 2 1
1 2 3 4 4nk k k k     . 

за некои цели броеви 1 2 3 4, , ,k k k k . Ако 1 2n  , тогаш од претходно изнесеното 

следува дека броевите 1 2 3 4, , ,k k k k  мора да се парни. Продолжувајќи ја постапката 

заклучуваме дека  
1 1 1 1

1 1 2 2 3 3 4 42 , 2 , 2 , 2n n n nx m x m x m x m       , 
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за некои цели броеви 1 2 3 4, , ,m m m m . Со замена во почетната равенка, после 

скратувањето со 14n  ја добиваме равенката 2 2 2 2
1 2 3 4 4m m m m    , за која 

претходно покажавме дека единствени решенија се  

1 2 3 4( , , , ) {( 2,0,0,0), (0, 2,0,0), (0,0, 2,0), (0,0,0, 2), ( 1, 1, 1, 1)}m m m m          . 

Конечно, од досега изнесенот следува дека единствени решенија на почетната 

равенка се  

1 2 3 4

1 1 1 1

( , , , ) {( 2 ,0,0,0), (0, 2 ,0,0), (0,0, 2 ,0), (0,0,0, 2 ),

( 2 , 2 , 2 , 2 )}.

n n n n

n n n n

x x x x

   

    

   
 

   
20. Во множеството цели броеви реши ја равенката  

2 2 2 25 2 2 3 0a b c cd d     . 

Решение. Јасно, едно решение на дадената равенка е 0a b c d    . Нека 

претпоставиме дека дадената равенка има друго решение. Без ограничување на 

општоста можеме да претпоставиме дека NZD( , , , ) 1a b c d  . Дадената равенка е 

еквивалентна на равенката  
2 2 2 22( 5 ) (2 ) 5a b c d d    .    (1) 

Ќе разгледуваме конгруенции по модул 5. Притоа да забележиме дека за секој

p   важи 2 0,1p   или 4(mod5) . Од (1) следува дека  

2 22 (2 ) (mod5)a c d  . 

Ако 2 1(mod5)a  , тогаш 2(2 ) 2(mod5)c d  , што е противречност.  

Ако 2 4(mod5)a  , тогаш 2(2 ) 3(mod5)c d  , што е противречност.  

Значи, 2 0(mod5)a   и тогаш 2(2 ) 0(mod5)c d  , од каде следува дека 

0(mod5)a   и 2 0(mod5)c d  . Воведуваме смени 5a x  и 2 5c d y  , со што 

ја добиваме равенката  
2 2 2 22(5 ) 5x b y d   . 

На потполно ист начин како и претходно заклучуваме дека 0(mod5)b   и 

0(mod5)d  , а потоа од 2 5c d y   следува дека 0(mod5)c  . Според тоа, важи 

5 | NZD( , , , )a b c d , што е противречност. Конечно, од добиената противречност 

следува дека единствено решение на почетната равенка е 0a b c d    .  

 

21. Во множеството цели броеви реши ја равенката  
2 27 14 5 5 5a b a ab b    . 

Решение. Равенката можеме да ја запишеме како квадратна равенка по b , при 

што  
2 25 (5 14) 5 7 0b a b a a     . 

Нејзини решенија се  
2 2 214 5 (5 14) 20(5 7 ) 14 5 196 75

1/2 10 10

a a a a a ab
          . 
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За да решенијата се реални, доволно е 2196 75 0a  , т.е. 
2 196

75
a  . Значи, 

14 14

5 3 5 3
a   . Но, a  е цел број, па можни вредности за a  се { 1,0,1}a  . Со 

замена во почетната равенка добиваме: ако 1a   , тогаш 1 3b   и 2b  ; ако 

0a  , тогаш 1b   и 2 0b  ; ако 0a  , тогаш 1 2b   и 2b  .  

Значи, бараните решенија се ( , ) {( 1, 3),(0,0),(1,2)}a b    .   

 

22. Во множеството природни броеви реши ја равенката  
3 3 1 3x y xy    

Решение. Дадената равенка последователно е еквивалентна на равенките  
3 3 2 2 2 23 3 3 3 1 3 0x y x y xy x y xy xy        ,   

3( ) 3 ( 1) 1 0x y xy x y      . 

Ако воведеме ознаки x y p   и xy q ,  тогаш добиваме 3 3 ( 1) 1 0p q p    , 

т.е.  
2( 1)( 1 3 ) 0p p p q     .   (1) 

За  природни броеви x  и y  важи 0p x y   ,  па затоа 1 1p   .  Според тоа,  

решенија на (1) се решенијата на равенката 2 1 3 0p p q    . Тоа значи дека 

решенија на почетната равенка  се решенијата на системот  

21
3

( 1)

x y p

xy q p p

 


   

. 

Ќе ја разгледаме квадратната равенка  
2 21

3
( 1) 0z pz p p     .    (2) 

Ако 1 2,z z  се решенија на равенката (2), тогаш 1 2z z p   и 31
1 2 3

( 1)z z p p   .  

Значи доволно е да се најдат решенијата на равенката (2). Нејзини решенија се   

 
2

2 2 21 1 1
1/2 2 4 3 2 12 2 12

( 1) ( 4 4) ( 2)
p p p p

z p p p p p               

Очигледно е дека решенијата ќе бидат реални ако подкореновата величина е 

еднаква на нула, т. е. ако 2p  . Тогаш и 1 2 1z z  , па затоа единствено решение 

на почетната равеннка е 1x y  .  

 

23. Во множеството  реши ја равенката  
3 3 210 1 6x x y y    . 

Решение. Јасно, броевите x  и y  треба да се со различна парност. Тогаш 

x y k   е непарен број и дадената равенка е еквивалентна на равенката  

2 2 3(3 6) (3 10) 10 1 0k y k y k k        

која е квадратна по y . Нејзината дискриминанта  

4 3 23 24 60 252 76D k k k k       
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треба да е точен квадрат. Бидејќи 2 2(3 24 60) 252 76D k k k k      , добиваме 

дека 0D   кога 1k   . Од друга страна 3 23 (8 ) 2(38 ) 2 (126 29 )D k k k k k       

и затоа 0D   кога 8k  . Исто така 71 0D     за 7k  . Остануваат случаите 

1,3,5k  . Тогаш соодветно 2 2289 17 , 697, 961 31D d D     , од што следува-

ат решенијата ( , ) {(6,5),(2, 3)}x y   .  

 

24. Докажи дека равенката  
4 2 23 2013 25 24x y x    

нема целобројни решенија.  

Решение. Дадената равенка е еквивалентна на равенката  
4 2 23 24 25 2013 0x x y    . 

Сите собирци, освен 225y  се деливи со 3, па затоа мора и 225y  дае делив со 3, 

што значи 3y u . Ако замениме во почетната равенка и поделиме со 3, ја 

добиваме равенката  
4 2 28 75 671 0x x u    . 

Да ги разгледаме остатоците на изразот на левата страна при делење со 3. Ако x  е 

делив со 3, тогаш сите собирци освен 671 се деливи со 3, што е противречност. 

Ако x  не е делив со 3, тогаш 
2x  при делење со 3 дава остаток 1, па затоа  

4 28 1 8 1 0 (mod3)x x     , 

од каде следува дека  
4 2 28 75 0 (mod3)x x u   , 

а 671 не е делив со 3, што е противречнност. Конечно, од претходните раз-

гледувања следува дека дадената равенка нема целобројни решенија.  

 

25. Во една компанија има 1m   мажи и 1j   жени, 2004j  . Секој пратил на 

секого (освен на самиот себе) по една честитка. Се покажало дека бројот на 

честитките пратени од мажите е еднаков на бројот на честитките пратени од 

жените на жени. Определи ги сите можни вредности на j .  

Решение. Од условот на задачата следува равенството ( 1) ( 1)m m j j j    , 

кое е еквивалентно на равенството 2 ( 1)( )m j j m   . Ако p  е прост делител на 

j m  и 1j  , тој е делител и на m , па значи и на j , од каде следува дека е 

делител на 1, што е противречност. Според тоа, j m  и 1j   се заемно прости 

броеви и затоа 2 2, 1j m u j v     за некои природни броеви ,u v . Сега имаме 

uv m  и 2 2 1u uv j v    , а од условот 1 2004j   добиваме 0 44v  . Спо-

ред тоа, во множеството ненегативни цели броеви треба да ја решиме равенката  
2 2 1u uv v   .     (1) 

За 0v   добиваме 1u  . Нека претпоставиме дека подредениот пар 0 0( , )u v  е 

решение на (1) и 0 1v  . Тогаш 0 1u   и како 0 0 1u v   добиваме 0 0u v . Да 
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ставиме 1 0 0 1 0, 0v v u v v    . Имаме  

2 2
0 0 0 0 0 1 1 0 1 1( ) 1 ( ) 1 1u v u u u v v u v v         . 

Да ставиме 1 0 1u u v  . Тогаш  

2 2 2 2
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1( ) ( ) 1 1u v u v v v u u v v         ,  

т.е. добивме ново решение на (1). Ако 1 0v  , добиваме 1 1u  . Нека 1 1v  , што 

значи 1 1u  . Тогаш ставајќи 2 1 1 1v v u v    и 2 1 2u u v   аналогно добиваме но-

во решение. Така добиваме низа од ненегативни цели броеви 0 1 2 ...v v v   , од 

каде следува дека за некој k  важи 0kv  . Тогаш 1ku   и ако по обратен редо-

след ги определиме 1 1 0 0, ,..., ,k ku v u v   ја добиваме низата на Фибоначи. Значи, 

решенија на (1) се ( , ) (1,0), (1,1), (2,3), (5,8), (13,21)u v   и при следното решение 

важи 44v  . За првото решение имаме 2 21 0 1 1j v      и имаме 0m uv  , 

што според условот на задачата не е можно. Останатите решенија ги даваат 

решенијата  
2 2 2 21 1 2, 3 1 10, 8 1 65, 21 1 442j j j j           . 

 

26. Во множеството природни броеви реши ја равенката  
15 2 3 9 4n n n n n   . 

Решение. Дадената равенка е еквивалентна на равенката  
2 25 3 2 3 2 2n n n n n     , 

т.е. на равенката  
25 (3 2 )n n n  . 

Десната страна на последната равенка е точен квадрат, па затоа мора да е и левата 

што значи дека мора да важи 2 ,n k  . Значи,  

2 25 3 2k k k  , т.е. 5 (3 2 )(3 2 )k k k k k   . 

Понатаму,  
13 2 (3 2 ) 2k k k k k    , 

 па затоа не е можно и двата броја 3 2k k  и 3 2k k  да се деливи со 5. Затоа мора 

3 2 1k k   и 3 2 5k k k  , од каде добиваме 1k  . Значи, единствено решение е 

2 2n k  .  

 

27. Во множеството на целите броеви реши ја равенката  
22 8 3 283a cb   . 

Решение. Лесно се докажува дека , 0a c   . Бидејќи 3c  дава остаток 1 или 3 

при делење со 8, заклучуваме дека 0 2a  . Ако 0a   или 1a  , тогаш соодвет-

но се добива дека 2  е делител на 3c  или 8 е делител на 3 1c  , што е противреч-

ност. Нека 2a  , т.е. 28 3 279cb   . Случаите 0,1c   не се можни, па затоа 2c  . 

Тогаш 3 | b  и ако ставиме 3b d  добиваме 2 28 3 31cd   . Ако 3c  , тогаш 
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23 | 1d  , што е противречност. Според тоа, 2c   и 2d   . Конечно, 2,a   

6b    и 2c  .  

 

28. Во множеството цели броеви реши ја равенката 
23 2 1m n   . 

Решение. Ако 0m  , тогаш левата страна на равенката не е цел број, па затоа 

во овој случај задачата нема решение. Ако 0m  , тогаш 2n   . Нека 0m  . Ако 

( , )m n  е решение на равенката, тогаш и ( , )m n  е решение на равенката, па затоа 

доволно е да ги определиме решенијата за кои 0n  . Дадената равенка е еквива-

лентна на равенката ( 1)( 1) 3 2mn n    . Понатаму, броевите 1n  и 1n  се со 

иста парност, па затоа и двата мора да се парни. Освен тоа, бидејќи 3 2 0m   и 

двата броја мора да се позитивни. Можни се два случаја.  

Прв случај. 1 2 , 1 3 2k ln n     , каде , 1k l   и k l m  . Имаме  

1 12 3 2 2 2(3 2 2 )l k l k       , т.е. 
1 13 2 2 1l k    . 

Ако 1l  , тогаш 
13 2 1k  , па затоа 2k  , од каде следува 3, 5m n  .  

Ако 1l  , тогаш левата страна на 
1 13 2 2 1l k     е делива со 6, што не е 

можно, бидејќи 16 | 2 1k  , за било кој природен број k .  

Втор случај. 1 3 2 , 1 2k ln n     , каде , 1k l   и k l m  . Имаме  

1 12 2 3 2 2(2 3 2 )l k l k       , т.е. 
1 12 3 2 1l k    . 

Ако 1k  , тогаш 
12 3 1l   , па затоа 3l  , од каде следува 4, 7m n  .  

Ако 1k  , тогаш левата страна на 
1 13 2 2 1k l     е делива со 6, што не е 

можно, бидејќи 16 | 2 1l  , за било кој природен број l .  

Конечно, решенија на дадената равенка се ( , ) (0, 2), (3, 5), (4, 7)m n     .  

 

29. Во множеството цели броеви реши ја равенката 2 3 7yx   . 

Решение. Бидејќи 
2 ,7 0x  , а 2 8x   и 2 10x  (за 0, 1y y  ) немаат решение 

во множеството цели броеви, добиваме дека \{1}y . Понатаму, 3 7y   е парен 

број, па затоа и 2x  е парен, т.е. x  е парен. Од тука следува дека десната страна на 

равенката  е делива со 4. Нека y  е непарен, односно 2 1y k  . Тогаш  

2 2 1 23 7 3 3 3 10 3(3 1)(3 1) 10k k k kx           . 

Но, 2x  и 3(3 1)(3 1)k k   се деливи со 4, а 10 не е делив со 4, што е противречност. 

Значи, y  мора да е парен број. Нека 2 , 1y s s  .  

Сега, 2 23 7sx   , односно ( 3 )( 3 ) 7,s sx x   каде 3 3s sx x   . Тогаш мож-

ни се само следниве два случаи: 

а)
3 1

3 7

s

s

x

x

  


 

, од каде 4, 1x s   и б)
3 7

3 1

s

s

x

x

   


  

,  од каде 4, 1x s   . 
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Конечно, непосредно се проверува дека (4,2)  и ( 4,2)  се решенија на по-

четната равенка.  

 

30. Определи ги сите целобројни решенија на равенката 22 1x y  .  

Решение. Равенката ја запишуваме во обликот  
22 1 ( 1)( 1)x y y y     . 

Можни се два случаи  

a)
2 1

2 1

a

b

y

y

  


 

, ( a b ) и  б) 
2 1

2 1

a

b

y

y

  

  

, ( )b a .  

Од првиот систем следува 2 2 2 2 (2 1)a b b a b    . Бидејќи 2 1a b   е непа-

рен број, добиваме 2 2b   и 2 1 1a b   . Според тоа, 1b   и 1a b  , т.е.  1b   и 

2a  . Конечно, со замена во една од равенките на системот имаме 3y  , па затоа 

3x  .  

Од вториот систем, добиваме, 2 2 2 2 (2 1)b a a b a    . Аналогно, бидејќи 

2 1b a   е непарен број, добиваме 2 2a   и 2 1 1b a   . Од последните две ра-

венки добиваме 1a   и 2b  . Конечно, 3y    и од почетната равенка добиваме 

3x  .  

Значи, решенија на равенката се подредените парови  

( , ) (3,3)x y   и ( , ) (3, 3)x y   . 

 

31. За кои цели броеви a  и b  системот  

2 2

1

1

n

n

m

m

m n b

a



  





 

има решение ( по m и n ) во множеството  од целите броеви.   

Решение. Од првата равенка добиваме 1 2
1 1

1n a a
a a

m 
 

   , што значи дека 

бројот 2
1

a
a

 треба да биде цел. Бидејќи a  и 1a   се заемно прости за 0a  , бројот 

2
1

a
a

 е цел ако и само ако 1,2,3a   .  

За 1a    имаме 0nm  , од каде што добиваме дека 0m   и n  е произволен 

цел број различен од 0.  

За 2a   добиваме 3nm   , па 3, 1m n   .  

За 3a  , добиваме 2nm   , па 2m   , 1n  .  

Од друга страна за 0a   имаме 1nm  , од каде што добиваме 0n  , m  е било 

кој цел број различен од нула или 1m   и n  произволен цел број.  

Следствено, системот има решение во множеството од целите броеви за:  
21, , 0a b n n    ,

2 , 0b m m  , 
20, 1a b n   ; 2, 10a b  ; 3, 5a b  . 

 

32. Во множеството природни броеви реши ја равенката  
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2 2 2 2336x y z   . 

 Решение. Ако една подредена тројка природни броеви е решение на равен-

ката, тогаш и секоја нејзина пермутација е исто така решение на равенката.  

Нека , ,x y z  е решение на равенката природни броеви. Ќе покажеме дека 

x y z x   , покажувајќи дека ако два броеви од , ,x y z  се еднакви, тогаш , ,x y z  

не е решение. Нека x y . Тогаш е можно: 1) z x ; 2) z x ; 3) 1z x   или 4)

1z x  .  

1) Ако z x , тогаш 2 2 2 3 2x y z x     е делив со 3 , а 2336  не е делив со 3 .  

2) Ако 1z x  , тогаш 2336  е делив со 73 , а 22 2 2 2x y z x     не е.  

3) Нека 1z x  , т.е. 1z x k    за некој природен број k . Тогаш  

12 2 2 2 (1 2 )x y z x k     

не е еднаков на 2336  од исти причини како и во 2).  

На ист начин се покажува дека x z  и y z .  

Нека x y z  , т.е. y x p  , z y s x p s     . Тогаш од  

5 3 32 2 2 2 [1 2 (1 2 )] 2 [1 2 (1 2 )] 2336x y z x p s         , 

следува дека 5, 8x y   и 11z  . Значи,  решенија на равенката се сите пермута-

ции на броевите 5, 8, 11. .  

 

33. Докажи дека равенката  
1 1 1
x y p
  , p  

има единствено решение во  ако и само ако p  е прост број.  

Решение. Ако парот ( , )x y  е решение на равенката, тогаш 1 1
x p
 , па x p . 

Значи, за 1p   равенката нема решение во множеството природни броеви.  

Нека 1p  . Ако постои решение во , тогаш x p k   за некој природен број 

0 k p   од што следува дека 1 1 1
p k p y

  , т.е. 
( )p p k

k
y


 . За 1k   се добива 

едно решение: 1x p  , ( 1)y p p  .  

Нека p  е прост број. Тогаш за секој 1 k p  , , ) 1p k NZD(  и  , ) 1p k k NZD( . 

Според тоа 
( )p p k

k


 не е природен број, па единствено решение е: 1x p  , 

( 1)y p p  .  

Обратно, ако p  не е прост број, т.е. p m n  , 1m n  , тогаш решение на 

равенката е и парот 1x p m  , 1 ( )y n p m  .  

 

34. Да се реши равенката  
2 31 2yx x x     

во множеството цели броеви. 

Решение. Дадената равенка да ја запишеме во обликот  
2(1 )(1 ) 2yx x   . 
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Од овде следува дека 1 2mx  , 
2 1 2y mx   , т.е. 2 1mx    и 

2 2 1y mx   . Од 

првата равенка добиваме 
2 2 12 2 1m mx     и ако замениме во втората добиваме  

1 22 2 2 2y m m m    . 

Можни се следниве два случаи:  

 ( )i  Нека 0m  , тогаш единствено решение е 0x y   

( )ii Нека 0m  . Тогаш се добива 1 2 12 2 2 1y m m m     . Бидејќи 2m  и 2 12 m  

се парни броеви, следува дека 12y m   е непарен број, а тоа е можно ако и само 

ако 12 1y m   , т.е. 1y m  . Заменувајќи го тоа, се добива 2 12 2m m , од каде 

што следува дека 1m  , 2y   и 1x  .  

Значи, единствено решение во овој случај е 1x   и 2y  .   
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