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Ристо Малчески
Скопје

ТЕОРЕМА НА МЕНЕЛАЈ

Ако AB и CD се колинеарни вектори, тогаш постои реален број  таков, што

CDAB  . Во натамошните разгледувања за реалниот број формално ќе ја

прифатиме ознаката
CD

AB .

Бидејќи равенството CDAB  е еквивалентно на равенството ABCD 
1

имаме 
1

AB

CD .

Дефиниција. Нека страната AB на ABC лежи на правата )( p . Точката P ја

нарекуваме точка на Менелај за страната AB ако )( pP и BAP , . Аналогно се
дефинираат точките на Менелај за страните BC и CA на ABC .

Теорема (Менелај). Нека ED, и F се точки на Менелај за страните CABC,
и AB на произволен ABC , соодветно. Точките ED, и F се колинеарни ако и

само ако 1
FB

AF

EA

CE

DC

BD .

Доказ. Нека ED, и F се точки на Менелај за страните CABC, и AB , чии

афикси се qp, и r , соодветно. Ако 
FB

AF

EA

CE

DC

BD ,, , тогаш од

rbFBarAFqaEAcqCEpcDCbpBD  ,,,,,
за афиксите qp, и r на точките ED, и F добиваме








  111 ,, baaccb rqp . (1)

Точките ED, и F се колинеарни ако и само ако
qr

qr

qp

qp





  . Ако во послед-

ното равенство од (1) ги замениме вредностите за qp, и r и добиеното равенство го

помножиме со )1)(1)(1(  , после средувањето добиваме

0))(1(  cabcabaccbba . (2)
Значи, точките ED, и F се колинеарни ако и само ако е исполнето

равенството (2). Конечно, точките ED, и F се колинеарни ако и само ако
01  (зошто?), односно ако и само ако

1
FB

AF

EA

CE

DC

BD .
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Пример. Даден е ABC и точки D и E на страните BC и CA , соодветно,

такви, што ABCEBD  . Низ точката D повлекуваме права )(l паралелна на

AB . Ако BElM  )( и ABCMF  , тогаш

CDFBAEAB 
3

.
Решение. Да го разгледаме ACF (црт. 1).

Точките ME, и B се точки на Менелај за
страните CFAC , и AF , соодветно и по услов
се колинеарни. Од теоремата на Менелај имаме

1
EA

CE

MC

FM

BF

AB ,

од што следува

1
EA
CE

MC
FM

BF
AB .

Бидејќи BFDM || добиваме
DC
BD

MC
FM  . Ако

замениме во претходното равенство добиваме 1
EA
CE

DC
BD

BF
AB и како

ABCEBD  добиваме CDFBAEAB 
3

. 
Пример. Даден е ABC и точки X и Y на страните BC и CA , соодветно.

Нека BYAXR  и qp
RX

AR

YP

AY  , , каде qp 0 .

Пресметајте го односот
XC

BX .

Решение. Да го разгледаме AXC .
Точките RB, и Y се точки на Менелеј за
страните AXCX , и AC , соодветно и по
услов се колинеарни (црт. 2). Според
теоремата на Менелај имаме

1
YA

CY

BC

XB

RX

AR . Значи,

p
q

YA

CY

RX

AR

XB

BC 

и како XCBXBC  и BXXB  со
замена во последното равенство доби-

ваме
p
q

BX

XCBX  односно
pq

p

XC

BX
 . 

Пример. Даден е правоаголен ABC со прав агол во темето B и страни

3,4  BCAB . Точката E е средина на страната AB , а точката D лежи на

Crt. 1

Crt. 2



Математички талент

3

страната AC и 1DA . Нека BCDEF  . Најдете ја должината на отсечката
BF .

Решение. Да го разгледаме ABC
(црт. 3). Точките ED, и F се точки
на Менелај за страните ABCA, и BC ,
соодветно и по услов се колинеарни. Од
теоремата на Менелај имаме

1
DA
CD

FC
FB

EB
AE . (3)

Од условот на задачата наоѓаме

3 FBCBFBFC , 1DA и

2 EBAE . Понатаму, од Питаго-
ровата теорема следува

5
22
 ABBCCA .

Според тоа, 4 DACACD и ако замениме во (3) после средувањето наоѓаме

1FB . 

ДВЕ ВАЖНИ ПОСЛЕДИЦИ
НА ТЕОРЕМА НА МЕНЕЛАЈ

Во овој дел, користејќи ја теоремата на Менелај, ќе ја докажеме теоремата на
Дезарг која претставува фундаментален резултат во проективната геометрија.
Исто така, ќе ја докажеме и теоремата на Паскал за шестаголник впишан во
кружница.

Дефиниција. Триаголници-
те ABC и ''' CBA ги нарекува-
ме кополарни ако правите

',' BBAA и 'CC се сечат во ед-
на точка.

Триаголниците ABC и
''' CBA ги нарекуваме коосни

ако пресечните точки на пра-
вите BC и ''CB , CA и '' AC ,
AB и '' BA лежат на една пра-

ва.
Теорема (Дезарг). Триагол-

ниците ABC и ''' CBA се ко-
поларни ако и само ако се

Crt. 3

Crt. 4
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коосни.
Доказ. Нека триаголниците ABC и ''' CBA се кополарни и нека правите

',' BBAA и 'CC се сечат во точката O . Со RQP ,, да ги означиме пресеците на
правите BC и ''CB , CA и '' AC , AB и '' BA соодветно (црт. 4). Од теоремата на
Менелај, применета на триаголниците CAOBCO, и AOB следува

1
'

'
'

' 
BB

OB

OC

CC

PC

BP

1
'

'
'

' 
CC

OC

OA

AA

QA

CQ

1
'

'
'

' 
AA

OA

OB

BB

RB

AR

Ако ги помножиме горните равенства добиваме 1
RB

AR

QA

CQ

PC

BP и од што

заради теоремата на Менелај заклучуваме дека точките QP, и R се колинеарни.
Значи, триаголниците ABC и ''' CBA се коосни.

Обратно, нека претпоставиме дека QP, и R се колинеарни и нека правите
'AA и 'BB се сечат во точката O . Сега триаголниците 'AQA и 'BPB се

кополарни, па затоа се коосни. Според тоа, точките CO, и 'C се колинеарни, што
значи коосните триаголници се кополарни. 

Теорема (Паскал). Нека шестаголникот ABCDEF , чии спротивни страни не
се колинеарни е впишан во кружница. Со NML ,, да ги означиме пресечните
точки на трите парови спротивни страни AB и ED , BC и EF , FA и CD ,
соодветно. Тогаш, точките NML ,, се колинеарни.

Доказ. Нека ZYX ,, се пресечните точки на AB и CD , CD и EF , EF и AB ,
соодветно (црт. 5). Точките MCBNAFLED ,,;,,;,, се точките на Менелај за

XYZ , па од теоремата на Менелај добиваме

Crt. 5
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1
DX

YD

EY

ZE

LZ
XL , 1

NX

YN

FY

ZF

AZ

AX , 1
CX

YC

MY

ZM

BZ

BX .

Ако ги помножиме горните равенства добиваме

1)( 
CX

YC

BZ

BX
FY

ZF

AZ

AX
DX

YD

EY

ZE

NX

YN

MY

ZM

LZ
XL . (1)

Понатаму, ако се искористи степенот на точките ZYX ,, во однос на кружницата,
тогаш лено од геометриската интерпретација на комплексните броеви следува

BZAZZYZE  , YCYDFYYE  , XBXADXCX  .

Ако замениме во (1) добиваме 1
NX

YN

MY

ZM

LZ
XL , што според теоремана на Мене-

лај значи дека точките ML, и N се колинеарни. 


