IIBocTpyko npebpojaBame
upBa-4 Bep3uja: 4.12.2014.

Lywan bByxuh

Ilon nBOoCcTpyKMM mpebpojaBameM moApasyMeBaMo nmpebpojaBame HEKe BeJIMUNHE HA IBA Ha-
YrHA y Muiby nobujama Heke penanuje (nau kouTpamuknuje). EBo jemmor “Gamasnor” mpumepa.

3adamax 1. Y HekoMm npymrTBy, TpehumHa cBUX meH3MOHEpa Cy IMAXUCTU, & YETBPTUHA CBUX
MaXMCTa Cy HeH3uonepu. Jla g y TOM APYIITBY MMa BUIIE IMAXKUCTa WIKU IEH3UOHEepa?!

Pewemwe. Hera uma p nensuonepa u ¢ maxucra. Onpenumo 6poj nensnonepa-maxucra. C jemHe
crpame, OH je jemuak TpehmHm Gpoja meH3MOHEpa, Tj. %p, a C APYre CTpaHe, jeJHAK je
1

yeTBpTHMHM Opoja mraxwmcra, Tj. zc¢. Omasne je %p = 4¢, Tj. ¢ = %p > p: BUIIE UMa

maxucrta. A

YecTo je KOpuCHa Mampuya uHyudenyuje - buHapraa Tabauna Koja nokasyje peaanuje uameby
IBe Kjace objerara.

Tako HIOP. jemuHUIEe y MATPUNM WHIUICHIK]E MOKEMO nMpebpojaryu Ha ABA HAYMHA: IO BPC-
TaMa WJM MO KOJOHAMAa; pe3yJaTaT he HapaBHO OWUTU WCTH.

3adamax 2. Warepsaa (0,20) je mokpusen ca 13 OTBOpEHUX HOAMHTEDPBAJA, TAKO Aa HUjeIaH
HUje HOMCKYyI yHuje ocTtanux. Jlokazaru na 6ap jenaH on OBHX NOIUHTEPBAJIA UMA TY/KAHY
me Behy ox 3.

Pewewe. IlpernocraBuMo ma cy cBu nmoauuarepBaJu ay:xkune sehie ox 3. O3Hauumo noauuTepBae
cal,...,I13. HanmpaBumo Ttabaumy 19x13 y kojoj BpcTe oarosapajy opojesuma 1,2, ...,19,
a KoJIoHe mommHTepBasuMa Iq,...,113; y OIpeceky ¢-Te BPCTE U j-Te€ KOJIOHE ymnmcyjemo 1
axo ¢ € I;, m 0 y cynpoTHOM.

AKO Heka TpU NOAWHTEPBAJIa UMajy 3ajeqHUYKY TAUvKy, OHIA je jedaH Ol HUX IOICKYII
yHuje npyra asa (nmposepute!), IPOTUBHO yCIOBY 3amaTka. llpema ToMe, cBaka 1meao6po-
jHA Tayka je y HajBUIIe OBa NOAWHTEPBAaJA, Tj. Yy CBAKO] BPCTU Ce HaJa3e HAjBUIIE OBE
jemuuune. Crnemm ma y Tabaunu uma HajBume 38 jemuuuna. C apyre cTpase, MO IpeT-
IIOCTaBIM, CBAKWU IIOAUMHTEPBAJ CAADXKU Oap 3 menobpojHe Tauke, Tj. Y CBAKOj KOJIOHU CY
Oap Tpu jemuHulle, ma Tako y tabaumu uma 6ap 3 - 13 = 39 jemununa, KouTpagukmuja. /A

Ilok je peneproap 3amaTaka KOjU Ce PENIABAjy jeTHOCTABHUM OpPOjameM jeqUHUIA II0 BPCTaMa
U KOJIOHAMa, PeJIATUBHO OrpaHUdYeH, 6pojame naposa (Wi k-TOPKY) je HPUINYHO PacIpOCTpa-
wena uneja. Cuenehu npumep je KapakTepUCTUYAH.

3adamax 3. Ilocmarpajmo ce pamunuje F rpodnmaHux noackynosa ckyna {1,2,...,n} meby
KOjUMa HPKOja [Ba HEMA]y BUIIE O jeIHOT 3ajeTHUUYKOT ejeMeHTa. Ao ca f(n) ozmaummo
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majsehy moryhy rapauuanuoct F, mokaszartu na je g4” < f(n) < 252

2
Pewemwe. Ilaposa (x,y) enemenara ckyna {1,...,n} uma “5"; cBaknM HOACKYI y JF Caap:ku Tpu

’I’L27Tl

mapa, ¥ HUjeJaH Iap HUje calp:KaH y ABa MOICKyma, ojakie ciaemu 3f(n) < "=

C mpyre crpane, pamunuja F = {{a,b,c} :n|a+b+ec, a #b+# c+# a} 3anoBomasa ycios

n?—3n+6
6

3a1aTKa U 1Ma esemeHaTta. A
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3anamu

. Ilaro je n rauara ymyrap tpoyria 1T, meDy kojuma Hema ronumeapumx. OBe Tauke u

Temena Ttpoyria 1 cy moBe3ane mMehycobno Hempecenajyhum nyskmma, u gese 1T Ha TPOy-
rnoBe. Onapenutu 6GPOj OBUX TPOYTJIOBA.

. Osmaunmo ca pi 6poj nepmyranmja ckyna {1,2,...,n} ca Tauno k ¢urcuux rauara. Joka-

3aty ga je p1 +2ps + - +np, =nl. (MMO 1987.1)

. Ha ragkmuueny je 200 yuenuka pemasaso 6 3amaraka. CBaku 3amaTak je pemmio 6ap 120

yuenuka. JlokazaTu ma mocrToje mBa yUEHUKA TAKBA M1a je CBAKU 3a0aTaK PEmmo 0ap jemnan
Ol BUX.

. Ha Takmuuemy yuectByje a Takmudapa u b cyauja, upu dyemy je b > 3 HemapaH npuponax

6poj. Caku cyaudja onemyje CBAKOI TAKMUYAPA WU Ca ,npomao’ mau ca ,,unao‘. Heka
je k bpoj TakaB ma ce 3a CBakKy ABOJUIly CyAWja BUXOBE OIEHE MOKJIAnajy KOI HajBuine k
rakMudapa. Jlokazatu na je £ > b;—bl. (MMO098.2)

a

. Y mpasoyraounoj tabmumu n X n, 6ap n(y/n + 1) noma je obojeno. Ilokasatu na mocroje

yeTupu 000jeHa MOJba YUjU MEHTPU Cy TEMEHa IPaBOYTaOHUKA.

. Cryn S koju ce cacroju ox n Tavyaka y PaBHU 3a10BOJbaBa yCJIOBE:

(i) HuKOje Tpu Tauke y S HUCY HA MCTO] IIPABO];

(i) 3a cBaky Tauky P € S nocroju Gap k tauaka y S Koje cy Ha UCTOM pacrtojamy oxn P.

Hoxrasatu na je k < 3 ++2n. (MMO 1989.3)

. Ha yauBep3utery mma 10001 crymenara. Hexkm om muX Cy ydJIameHU Yy HEKe KIyOOBe.

Takobe, Hekn on kiIyOOBa mpUIANajy HEKUM yAPY:KemuUMa. Y Ipy:kema uma k. Komwmko
MOsKe OuTu k, aKO BasKU:

(i) cBaka mBa CTyHEHTa Cy Yy TAYHO JeTHOM KIyOy;

(ii) cBaKWU CTYHEHT je WilaH TAYHO jeAHOr KIyDa YHYTAD HATOI YADPYIKEHA;

(iii) cBakm kIy6 nMa Hemapas OPO]j WIAHOBA, U IPU TOM ce KIy6 ca 2m + 1 unaHoBa Hama3M
y TavyHO M ApymTaBa’?

. Hera je F = {41, Ay,..., A} pamunuja nmoackynosa ckymna S = {1,2,...,n} koju 3am0B0-

mwaBajy caenehe yciose:

(i) cBaka mBa pasmnuuTa CKyna u3 JF uUMajy TAUHO jelaH 3ajeIHUYKN €JIEMEHT;
(ii) cBakm esmemeHT S je canmpskaH y TauHo k CKymosa u3 JF.

Moske nmu n ga Oyme jeanako 19967

. Heka je n mapan 6poj. Iloma Tabae n x n obojena cy ca n?/2 6oja, o ABa CBAKOM GOjOM.

Jlokazatu na ce MOKe MOCTABUTU 7 TOIOBA HA MOJbA Y N PA3IUYUTUX 00ja TAKo na ce
HUKOja NBa HE HAMaOajy.

Y jemmom paspeny mkoige uma 90 yueHwmra, oI KOjUX ce cBaku Apy:ku ca 0ap 30 apyrux
yueHuka. Jloka3zaTu ma ce OHM MOTY NOIEJIUTHU Yy TPU Onelbema o1 o 30 yYeHrnKa Tako Oa
CBAKO MMa 0ap jegHOT Apyra y CBOM OIEJLEHY.

Cse crpane noawuenpa cy Tpoyriaosu. Temena nonmenpa obojeHa cy jemHoMm ox tpu boje.
IlorazaTu na je 6poj crpaHa Ha KOjuUMa ce IOjaBJbyjy CBe Tpu Doje mapaH.

Y paBHU je maTo N jeAMHUYHUX TPOYIJIOBa KOju 00pa3syjy moBe3aH ckymn. JlokasaTtu na
OpEeCcevHUX Tauvaka OBUX KPyToBa (Tj. Tadaka Koje Jeske Ha Oap IBa Kpyra) mMa bap n.

Monckymosn Ay, Ag, ..., Ap € {1,2,...,n} cy raksu ga je |4; N A;| = 1 3a cBe i # j.
Hoxrazaru na je k < n.
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Y rpymu om m Jpynu CBaku mo3Haje tauyHo k apyrux. CBaka IBa YOBEKa KOJU C€ IO3HAJY
uMajy TadvHo | 3aje IHUYKUX MO3HAHWKA, a CBAKA ABA KOJjU Ce HE HO3HAjy MMAajy TadHO M
3ajenqHUUKUX nosHanuka. Onpenurtu Bely usmeby k,l,m,n.

Iaru cy r-eneMeHTHU NOACKYNOBU S, Sa, ..., S, ckyna {1,2,... ,n}. IHokazaru na mocroje
i,j TaxBu ma je |[A; NAj| >r — 4(;?751)~

Heka je n mpupoman 6poj m S ckyn ceux tavaka (x,y) ca z,y € {1,2,...,n}. Heka je
T crkynm cBUX KBaJpaTa uuja TeMeHa mnpunaznajy ckymy S. Osmaummo ca ai (k > 0) 6poj
mapoBa Tavaka u3 S Koje cy TeMeHa TadHOo k kBanpata n3 1. lokazaru na je ag = as+2as.

Iaru cy npuponau 6pojesu r < n. Ilocmarpajmo cse n-topke (ki,ko,...,k,) HeHera-
TUBHUX [eJux OpojeBa 3a koje je k1 + ko +---+ky, =7r u ky +2ko + -+ +nk, = n. 3a
CBaKy TAKBY NM-TOPKY M3PadyHajMO KOJIWIHUK m IlokazaTu na je cyMa CBUX OBUX

(n—1)!

KOJMMYHUKA jenHaKa [(CEDIGICESE

Hexa je m mpuponan 0Opoj. Ha xondepenmuju yuecrByje 15n ocoba Koje KOMYyHUIUPA])Y
Ha 5 je3mra. VIcmocTaBMIJIO Ce Oa CBAKUM MAPOM PA3JIUYUTUX je3UKa MOKE pa3roBapaTu
TavyHo 67 yYEeCHUKA, & Aa CBAKOM TPOJKOM DPAa3JIUYUTUX je3WKa MOKE Pa3roBapaTH TadHO
3n yuecnura. JlokazaTu ga ce CBaka OBA yUYECHUKA MOI'Y CIOPA3yMeTH HA HEKOM O OBUX
je3ura, Kao U [a MOCTOjU je3uk KojuM roBopu Oap 10n ydecHura.

Ha maTemaruukoM TakMudeny ydeHunuMa je mato 6 3amaraka. [lokasano ce ma je cBaku
map 3aJaTaka PEIIMIO BUIIE O % yUeCcHMKa ¥ Ja HUKO HHUje Demmo CBUX 6 3amaraka.
IorazaTu ma mocToje Oap ABa YUEHUKA TAKBA 4 je CBAKO O HUX PEIUO TAYHO D 3aAaTaKa.
(MMO 2005.6)

IIpaBunan mectoyrao crpanune 3 je nonesbeH Ha H4 je ZHAKOCTPAHWYHA TPOYTIJIA CTPAHUIE
1. Hobujerux 37 TeMeHa TPOYyrJOBa O3HAUYEHU Cy OpojeBuma 1,2,...,37 OIpOU3BOJLHIM pDe-
[OM. JemnHWYHN TPOyrao ce 30Be " caTHU akKo Cy HBerosa Tpu Opoja y pacTtyheMm moperky
pacnopebena y cMmepy ka3asmke Ha cary. Jlokaszaru na mma 6ap 19 carHmX Tpoyriosa.

3a matu 1eo 6poj n > 3, cBako noJve Tabiauie n X n je 000jeHo jemHOM O [ 6oja,

(n+2)?
3
Ipu yeMy je cBaka Ooja ymorpebmena 6ap jemHom. JlokazaTrm ga IOCTOjU NMPaBOYTAOHUK

1 x 3 umu 3 X 1 koju ce cactoju on Tpu nmosba MehycobHo paznuuuTtux Ooja.

IIpernocrasumo na 3a mpupogad 6poj n mocroju npecaukasame f: {0,1}" — {1,2,...,n}
ca crnemehum cBojcTBOM: Kanx rox ce Hn3oBu X,y € {0,1}" pasnuryjy Ha TauHO ABa MeCTa,
saskm f(x) # f(y). Horasaru na je n = 2* 3a mexo k.

3a CKyI IpaBUX y PaBHU KaXKEMO Ha CY Y ONwWmMem NoA0NCAjYy aKO HUKOje IBe HUCY Iap-
aJieJlHe M HUKOj€e TPU He Ipojase Kpo3 ucTy Tadky. CKyI IpaBuX y OIIITEM IIOJIOMXKAjy AeIn
paBaH Ha 00JaCTH; 02paNHu%eHUuM ODJIACTAMAa y IIONEJNM 30BEMO OHE KOje MMajy KOHAUHY
nospmuny. Jloka3aTtu na je, 3a CBaKO ITOBOJLHO BEJIUKO 7, Y CBAKOM CKYyIly 7. IIPaBUX
y ommreMm monokajy Moryhe obojurtm y mimaso Gap 4/n/2 mpaBux Tako Aa HUAjeIHA O
orpaHnYeHnx 0o6JACTH Yy MOAENU HeMa IOTIYyHO miasy rpanuny. (MMO 2014.6°)

Pemema

. Osmaummo Opoj TpoyrisioBa ca t. 306up yraosa y cBux t Tpoyriosa je t-180°. C mpyre

cTpaHe, y CBAKOj O N YHYTPAIIBLUX Tadaka 30up yriosa je 360°, a y remenuma 1’ yKymHO
180°. Cnenm na je 180t = 360n + 180, na je t = 2n + 1.



. 36up p1+2ps+- - -+np, upeacrasma 6poj naposa (m,i), rae je T nepmyrammja {1,2,...,n}
4 ¢ BeHa (UKCHA TadKa.

C mpyre crpame, 6poj mepmyTanuja m Koje purcupajy Tauky i jemmak je (n — 1)!. Cnemm
na je 6poj maposa (7,i) jemnak n(n — 1)! = n!, mro nokasyje repbeme.

. IIpermocTaBuMO CympOTHO, fOa 3a CBaKa OBA YUYEHWKA IMOCTOjU 3aaaTak KOjU HUjEmaH O
BUX HUje pemmo. BpojuMo tpojke (uq, Uz, 2) YUYEHUKA U1, Ug KOJU HACY PEMIUINA 3a0ATaK Z.

C jemme cTpaHe, OBAKBUX TPOJKU MMa 0ap OHOJIMKO KOJIMKO MMa MapoBa yUEHUKA, NAKJe
200-199 = 39800. C mpyre, 3a CBakuW 3aJaTak z, HOCTOju HajBumie 80 yUeHNUKA KOjU ra HUCY
pemunu, narie HajBume 8079 tpojrn. To ykynHo maje majBume 6-80-79 = 37920 Tpojru,
1 TO je KOHTPAAUKIW]A.

. Hexka je b = 2r+1. TlomTo ce cBakmu ox (g) nmapoBa Cyaurja CJasKe KO HajBUIIe k TaKMUYapa,
yKynan 6poj mokianama Huje Behu of k(g)

C mpyre cTpase, ako 3a i-TOT TAaKMUUYApa &; CyAUja ryaca 3a mpoJas, a b—x; 3a mamu, 6poj
[IOKJIalamka HAa OBOM TAaKMUYAPY HU3HOCU

(:;) +(n—2x> _ a4 b—z)?—b P+ (b—r?—n _ (b—1?

2 - 2 T4

b—1)2
MTOKJIATIAA, OINAKJIE CJIEIN k(g) > o I ) , TMTO ce

2
Ipema Tome, ykymHo uma 6ap 1D

k b—1
CBOIU Ha > 55

. IIpernocraBumo ma takBa mosba He moctoje. Habumo 6poj N mapoBa obojeHUX mosba KOju
ce Haja3ze y MCTOj BPCTU. 3a cBaku map kosoHa Ki, Ko mocToju HajBUIIE jeqHa BpCTa y
yujuM ce mpecenuMma ca o0e KoJIoHe HaJiaze 0bojeHa mosma (ako MOCTOje JBE TaKBe BPCTE,
wuxosu npecenu ca K; u Ky onpebyjy npasoyraonux). Ilaposa kosona muma (g), TaKJIe
n
N < (3):
Cana Gpojumo mo Bpcrama. Heka y i-T0j BpcTu uMa a; 060jeHux mossa: a1 +as+- -+ a, =
_ 1 ; : a; : — a;
M = n(y/n+ 3). Y i-roj Bpctun mma (%) maposa oGojermx moma, makne N = Y. (%).
Kopucrehu mejennakoct mamebhy apurmernuke m KBagparTHe CpeaurHe I00MjaMo

2
n " a? — ay 1 [ 1 — M? —nM  n(4n—1) n
>N = 2 > — . I J— — > ’
<2) ; 2 o (;‘“) 2 ;az om 8 (2>

ITO je KOHTPAIUKII]A.

. IIpernocrasumo na je k > % + v2n. 3a cBaky Taurky P € § mocroju Gap k tauvaka y S
Ha UCTOM pacrtojamy ox P, mro naje 6ap k(k — 1) naposa rauaka A, B ca AP = BP. To
ykynHao naje 6ap nk(k —1) > 2n(n — %) tpojku ravaka (A, B, P) ca AP = BP.

C mpyre crpame, 3a cBaku ox n(n — 1) maposa tauaka A, B € S nocroje HajBUIlle ABE
rauke P ca AP = BP, jep ce cBe TakBe Tauke P mamaze Ha cumerpaiu ny:xku AB. Ilakie,
YEYIHO Moske Gutu Hajsume 2n(n—1) < 2n(n— %) tpojku (A, B, P), 1 T0 je KOHTpaIuKnuja.

. Tucahemo n = 10001. IIpe6pojmo tpojke (a,C,S) mHa nsBa HaumHa, rae je a cryzment, C
riIy6 u S yapyxeme tako ma a € C' € S. Heka je T ckKyn TakBX TpPOjKUA. 3a CBaKOT
crymeHTa a u yapy:xkeme S, no (ii), mocroju Tauno jenan kay6 C ca (a,C,S) € T. Ilaposa
(a,S) nma nk, nakne |T| = nk.

|C|=1 [cl(cl=1)
2

Cana ¢urcupajmo ray6 C. Ilo (iii), C je y Tauno VIApPYKEHma, MTO naje
Tpojku u3 T koje yrmyuayjy C. Onasze je |T| =), lc‘(‘# (cyma mo cBuM KIyBOBUMA).
Ha ocrosy (i) je > o ‘Cl(lglfl) = ”(n;l), na mobujamo @ =nk, j. k=251 = 5000.
3a k= (n—1)/2, cucrem ca camo jemaum riry6oMm C' y KOMe Cy CBU CTYIEHTU U Kk UCTUX
yapy:kema ca kirybom C' Kao jeAMHUM WiIaHOM 3aJ0BOJHABA YCJIOBE.

. IIpe6pojahemo ma nBa maumna ypebeme Tpojre (x,A4;, A;) rue je & eleMeHT MOACKYIOBA
A; n A; (i # j). CBaku enemeHT z je caapwxaH y k IOACKyNOBa, Ia moackynose A; u A;
Mo:keMo na usabepemo Ha k(k — 1) maunna. Cuenu na tpojru (z, A;, A;) nma nk(k —1).
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C mpyre crpane, 3a cBaka nBa noickyma A; u A; emement z je jemHosnauso onpebew,
na oBakBux Tpojku mMa n(n — 1). IIpema Tome, n(n — 1) = nk(k — 1), omakne mobujamo
n=k? —k+ 1. Kako 3a n = 1996 oBakBo k He IOCTOju, OATOBOD je He.

. Yrynan 6poj mocrasmbama n (pPa3sInUATAX) TONOBA TAKO Na Ce HUKOja IBa HE HANALAJY je

n!? (npBu Moke ma ce mocTaBu Ha n? HaumHa, Apyru Ha (n — 1)% urm.).

3a caky 060jy B, 6poj HauMHA Ha KOj€ Ce€ TOIOBU MOrY mocTaBuTu Oe3 melhycobHOr Ha-
majama TaKo [da Cy ABa Toma Ha mosuMa 6oje B jemmak je n(n —1) - (n—2)!?, mro ykymHo
naje "72 ‘n(n—1) - (n —2)!? meno3Bomenux HaumHa, mMTO je Mame ox n!2. 3aro ocraje Gap
jemaH MO3BOJLEH HAUMH.

30) HaUYMHA, a

IOTOM Oneibee B Ha (gg) HAYWHA, MTO Aaje yrkymuo M = (38) (28) Ha4mMHA na ce hpopMupajy
CBa TPU OLejbema.

Oszmaunmo omemema ca A, B nu C. Ognememe A ce Moxxe popMmMmparu Ha (90

Ogpemumo cana 6poj HAUMHA Aa C€ TO YUYMHU TAKO A HEKW YYEHUK HEMa HUjeITHOr APYTa
Yy CBOM Ozejbemy. 3a CcBakor ydeHuka X, Opoj HaumHa mpu KojuM X HEMa APYrOBa Y CBOM
OeJLeRY je (gg) (gg). To ykynHo naje majsume N = 90(28) (gg) HeoaroBapajynux HauumHa.

I[Ipu Tom je N < M jep je % = %(% . %~~%) > 9—10(%)30 > 1. IIpema Tome, Gap jemau

HauuH (OpMUpaABA OLejbema je oarosapajyhnn.

WBuny mnomwmenpa 30BeMo “mapeHoM’ akKO Cy HeHU KpajeBu paznuuutux 0oja. Heka je
a; OpoOj TpOyriioBa y KOjuUMa ce IOjaBJbyje TadyHO ¢ 0oja: TakaB TPOyrao CaIPKA TAUYHO
k; pasnobojuux crpanuna, rae je ki = 0, ko = 2 m ks = 3. Karo cBarka pasnobojua
CTPAHUIA JIKU y OBA TPOYTJa, YKymaH Opoj pasHOOOjHUX CTPaAHUIA MOMHOKEH ca 2 je
k1ay + keas + ksaz = a3z (mod 2). Caequ ma je 6poj az mapas.

Hera cy Ai,..., A, cBe npeceune tauke. 3a taury A; u kpyr k; > A;, mapy (A4;, k;) mome-
JIAMO @i = %, rue je n; 6poj Kpyrosa Koju caup:ke A;.

. . s . 1
ITocmaTpajmo 36up cBux 6pojesa a;j. 3a cBaky Tauky A;, 30up Zj aij je jemHak ni- - =1,
naxne »_,; aij = k.

C mpyre crpane, HeKa Ha Kpyry kj; juexu m; Tadaka u Heka je A; € kj. Cpaku ox n; — 1
Kpyrosa Kpo3 A; pa3aumunTux on k; mIOHOBO cede k;j y HEKOj TAUKH, IPU UEMy CY CBE T€
Ta4Ke Pa3JIMYUUTE; CIeIM Ha Ha k; JIexu O6ap m; Tadara, Tj. m; = n;. Onasze je a;; =

ma je ., a;; = m;j - % =1, mro cabupameM N0 CBUM j naje k=)

o

ij A4 2 n.

HpeTHOCTaBI/IMol ,Zléll je k>n. Iapy (i,j) 3al<i<nnul<j<k momemyjemo a;; =0 ako

i€Ajnay = Wf‘\j\ Yy CyIPOTHOM.

3a ¢uxcupano j je Y, aij = [A;], ma je Y7, jai; = >[4l

Heka je cama n; ©poj monckymoBa Koju canp:xke i. Ako ¢ ¢ Aj, OHOa CBaKU O THUX N;

CKymoBa cede A; y Ta4yHO jeNHO] TAUKMA DPA3JIUYNATOj O ¢, IPU UEMy Cy CBE Te TadKe

paznmuunte. Ilakie, A; cagpxu 6ap n; ereMmenara, Tj. n; < |A;|, ogakiae mo mpermocTaBIM
[45]

k > n mobujamo e < a=TA] 3aTo 3a GUKCUPAHO i y CyMu Zj a;; mMa k —n; Hemyma

n;

cabupara koju cy csu Behm ox pri-, ma je > a;; > n;. Onpatie je Yo, cai; > D ,n; =
Zj |A;|, KoHTpauKNTja.

IIpebpojaliemo na nBa HauumHa TPOjke TeMeHa (a,b,c¢) y Kojuma a mosHaje b u ¢, amu b e
Io3Haje C.

Ocoba a ce moke omabpaTu Ha N HauMHa, a ocoba b ma k mauuma. Mebhy mosmanurnuma
ocobe a, jemua je b, | mux mosuaje b, a npeocranux k — [ — 1 ocoba ne mosuaje b, Tj. 3a c
vma k — | — 1 moryhuoctu. Tako je ykynam 6poj tpojiu (a,b,c) jemmak nk(k —1—1).

C apyre crpane, b ce MOoske omabpaTu HA n Ha4YWHA, ¢ HA N — k — 1 HayuHa (TONMKO MMa
Hemo3HaHUKa ocobe b), a a Kao 3aje[HUUKM NO3HAHUK bymu b u ¢ Ha m HaunHa. OnaBne
je yrymau 6poj tpojku (a,b,c) jemmax nm(n — k — 1).

Crnemn na je k(k—1—1)=m(n—k —1).
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. . .. . nk
HoBomHO je mokasaTu ma mocroje i,j Taksum ga je |S; \ 95| < Ih-1) IIpetnocTaBumo

cynporao. Tana 3a csaku ox k(k — 1) ypebenux naposa ¢,j (i # j) mocroju Bume of
4(;’751) rpojku (x,5;,5;) y kojuma x € S; n « ¢ S;. YrynHo, oBakBux Tpojiu (z,.S;, S;) uMa
sume on k(k — 1)4(27&) = Lnk2.

C mpyre cTpase, 3a HaTO ¥, aKO Ce T HAJA3U y TAdHO k, MOACKyIOBa, S; U S; ce pemoM
Mory omabparu Ha k, u k — k, mauuna, mro maje k,(k — k;) < %kz tpojru. Cunemu na
yKymnaH Opoj TPOjKU He Tpesiasu %nkQ, MITO je KOHTPAAUKIA]A.

Bpoj naposa pasauumrux tavaka m3 S je ag + ay + az +az = ("22)

IIpeGpojmo kBanpare m3 T. Oro cBakor kBampara t € T MOKe Ce ONUCATU TAYHO jeIaH
KBaaparT t ca cTpaHuIaMa MapaJjieJHIM KOOpAMHATHUM ocama. 3a ¢ = 1,...,n—1, kBagpara

t crpamume i mvma tauso (n — i)2. 3a cBakm TakaB KBaapaT f, KBAApaT ¢t MMa TeMEHA
Ha CTpaHumaMa t W MO:Ke ce omabpaTw Ha TAavHO ¢ HauwmHa. lIpema ToMme, yKymaH OpOj

kBagpara t je S0 li(n —i)2 =n2Y i -2y, 2 + 3, = %

2, 2 2
Caaxu xBanpar u3z T ompebyje 6 maposa Tauaka, mro maje 6 - % = (")) maposa. Y

oBaj Opoj ce, mehyTum, cBakmM om aj mMapoBa Tavyaka KOje Cy TEMEHa TadyHO k KBaIpaTa
2

pauyna tauno k myra. Iakmae, ai + 2a2 + 3as = (”2) = a9 + a1 + a9 + a3, omakije ciemu

ag = as + 2as.

Yrynan Opoj pa3narama O0poja n Ha r IPpUPOTHUX cabupaka je (Z:ll) = %

C mpyre crpaHe, akO y TaKBOM pasJjiaramy uMa TadyHo k; cabupaka jeqHaKuX i, OHOA je
yuopaso »_ k; =r u Y ik, = n. 3a marte k; TAKBUX pa3jarama MMa TAYHO W‘krl’ na je
yKynau 6poj pasnarama Takobe jemmak ! m, nakKJie, TO je jeIHAKO %
Osnauumo ca a; 6poj yueCcHUKa KOH(pepeHuuje koju roBope i ox 5 momenytux jesuka (0 <
1< 5). Tanma je ag+aj +---+ a5z = 15n. Karo ocoba roja rosopu i je3uka 3Ha (;) mapoBa
je3uka, uMaMo (g)ag—i— (g)ag—i— (3)@4—% (g)a5 = (g)6n7 Tj. az+3az+6as+10as5 = 60n. Canusno,
nocmarpajyhu Tpojke jesura, mobujamo az + 4ayq + 10as = 30n. Eauvmunanujom az m ayq y
oBe Tpu jenHaumHe nobumjamo 2ag + 2a1 + as + 2a5 = 0, omakie je ag =a1 =ag = a5 =0, u
name az = 10n u aqg = 5n. Omasne ciaenu npBo TBphHeme.

Takobe, ako ca b; Opoj y4yecHUKA KOju 3HA]y i-TU je3uk, umMamo b + b + bg + by + by =
a1 + 2as + 3asz + 4a4 + bas = 50n, na je b; > 10n 3a Heko 1.

Heka je Oumo n TakMuyapa, O KOjUX je a; PEeUInIo TAYHO ¢ 3aaTaka: Tala je ag+---+as =
n. Ouppemumo 6poj N naposa (C, P), rme je C rakmuuap koju je pemwno map 3anaraka P.
Csaku on 15 mapoBa 3azaTaka je pemusio d6ap 2"5—+1 TakMmuapa, omakie je N > 15- %
= 6n + 3. C gpyre crpase, a; TaKMUYapa je PEIInao WT_D mapoBa, na je n +3 < N <
as + 3az + 6ayq + 10a5 = 6n + 4as — (3az + 5as + 6a; + 6ag). IIpema tome, as > 1.

IIpernocraBumo na je as = 1. Tama mopa dutu N = 6n+4, mTo je Mmoryhe camo ako je 14
IIapoBa 3aJaTaKa PEIINJIO TAYHO 2"5“ TaKkMMYapa, a IPEOoCTaIN Iap 2"5“ + 1 TakmMuuapa,
IIpU YeMy Cy CBU OCUM NMOOeHMKA PEeImnian TavHO 4 3a1aTka. 3amgaTak t Koju mobe qHUK Huje

IO 3B MO W o naTaka KOju j muao L= TaKMU4d u .
emwuo 3BaheMo WewkuMm, a Tap 3amaTaka KOju je pe 02”;1+1 a apa uocebHuM

Cana mabumo 6poj M, naposa (C,P) y kojuma P canpsu naru 3aznartak p. Heka je b,
6poj Takmuyapa koju cy pemmiu p. Tanma je My = 3b; (cBaku oxm by TakmMuuapa je pemuo
Tpu mapa 3amaTaka koju cangpse t) m M, = 3b, + 1 3a p # ¢t (mobeqHuK je pemmno deTHpu
takBa napa). C apyre crpase, CBaky OJ IIeT IapOBa KOJU YKILYUY]y P j€ PEluio % W
2"—;'1 + 1 rakmMu4gapa, na je M, = 2n + 2 axko moceOHM Iap CaApPXKA P, OXHOCHO M), = 2n+1
y cymporsHoM. Osako je My = 3b; = 2n+ 1 nnm 2n + 2, 35aun 2n + 1 = 0 niam 2 (mod 3).
A ako je p # t 3amarak koju Huje y moceGHOM mapy, umamo My, = 3b, + 1 =2n + 1, na

je 2n+1=1 (mod 3), wro je KOHTpaIUKIU]a.

Ha nobwujenoj cannu mma 90 cTpaHnna MaJux TPOYrJoBa, Ox Yyera 18 Ha oOMMy mecToyria
u 72 yayrap wmera. Ilocmarpajmo napose (T, a), rae je T Tpoyrao u a jegHa O HETOBUX
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crpanuna: tux naposa mma 162. ITap (T,a) 30Bemo ” no6pum” ako KpeTame Iy:K G Of
Mamer 6poja ka BeheMm 3Haum Kperame y cMepy Ka3ajbke Ha cary y 1'; y CympOTHOM, map
je smom. Ako je crpaHuma a yHyTpallllba U IpUIana TpoyriaosuMma 17,715, TadyHO jemad o
naposa (11,a) u (Ta,a) je nobap, wro maje 72 nobpa mapa. Jom Gap jeman oxn maposa
(T,a) ca a ma obumy mecToyriaa je mobap, mAakie yKyIHO uMa Oap 73 mobpa mapa.

Axo je Tpoyrao catuu, oH ogpebyje Tauno gBa moOpa mapa; y cynpoTHOM oapebyje Tauno
jeman. Tako, ako MMa a caTHUX TPOYIJIOBa, 6poj no6pux nmaposa je 2a+ (54—a) = 54+a >
73; makme, a > 19.

Y rabmumm uma 2n(n — 2) npasoyraonuka 1 x 3 uam 3 x 1. IIpebGpojaliemo ome y rojuma
ce ucta 60ja mojaBibyje 6ap ABAmyT.

Osmaunmo ca tg O6poj mosma 6oje B, a ca pg 6poj npasoyraouura 3X 1 umu 1x3 koju canp:xe
6ap nBa noma Goje B. Jlako ce moka3syje uaAyknujoM (moraskure!) na y KOJIOHU MU BPCTH
Koja camp:xu s > 0 moma 60je B, TakBUX MPABOYTAOHUKA UMa, HA]BUIIIE 375 —1. Cabupamem
IO CBUM BpCTaMa M KOJOHaMa y KOjuMa ce mnojaBisyje B mobujamo pp < 3tp — u — v, rue
cy u u v penoM OpoOjeBU BpPCTa U KOJIOHA Koje caapske B. 3a u+v > 3 je pp < 3(tp — 1),

a oBOBakM U 3a u+ v =2 jep je tana tp =1u pp =0.

Axo cy By, Ba, ..., B, mare 6oje (r = [%]), nmamo tp, +---+tp, = n’, ma je HA OCHOBY
NPeTXOMHOT pp, + - +pp, <3(tp, — 1)+ +3(tg, —1) =3n2 —=3r <3n?> - (n+2)2+1=
2n? —4n — 3 < 2n(n —2). Ilaksie, MOCTOju MPABOYTAOHUK y KOME ce HujemHa 6oja He Tmojas-
Jbyje OBamyT.

2

Onpenumo 6poj maposa (x,y) Huszosa u3 {0,1}" TakBUX ma ce X U y PA3JUKY]y HA TAYHO
jemaom mecty u f(y) = 1.

Kako ce 3a cBako y ca f(y) = 1 uu3 x Mo:ke omabpaTu Ha 1 HaumHAa, OPOj mapoBa (X,y)
je memus ca n. C mpyre crpame, 3a CBako X U ¢ = 1,2,...,n, HOCMATPAjMO HU3 X' KOju
ce 01 X pa3iumKyje camo Ha i-ToM MecTy. 1lo yciaoBy 3amaTka, ceu f(x') cy pasmmumTu 3a
i=1,2,...,n, ma je f(x') =1 3a rauno jemwo i. IIpema ToMme, 3a CBAKO X, HU3 y Ce MOKE
omabpaTy HA TAYHO jeNaH HAYWH, [Ia cJIemu na je O6poj maposa (X,y) jemmak 2". Onasne
n | 2", mro 3maun ma je n = 2F 3a mexo k.

HazoBumo npeceuny Tauky ABe IiaBe mpase naagom. llpermocraBuMo ma cmo obojunm k
IpaBUX U [Ia BUIIE HUjeOHA MPaBa HE MOKe Oa ce 000ju Oe3 HapyaBama yCJIOBa 3a,IaTKA.
To 3maum ma 3a cBaky HeoOojeHy mpaBy { mocrToju orpaHmuyeHa obsact R, uuja jenuHa
neobojena crpana jexu Ha £. [lomeaumo npasoj £ Ma Koje miraBo teme obaactu Ry. CBakoj
IJIaBOj TAYKM OAroBapajy HajBumme 4 mpaBe. Kako miaaBuX Tavaka UMa (g), a HeobojeHux

npasux n — k, ciemu na je n —k < 4(5), Tj. k=2 (n+k)/2>+/n/2.

Beorpax, 2012-2014



