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Crartumjata nps nat e ob6jaseHa Bo crnucaHneto TAHFEHTA
Ha M Ha Cp6unja Bo 1997/98 roanHa

MATEMATHUKA U UT'PE

Parko Tonmb, Hosn Cax

Caoy mcuaom auwe of u2pe ne genum,
B. Wexenup, Xamuer

YBouna

Hua ocHopHa oBNMKA LYACKE JENATHOCTH ¢y pas ¥ Mrpa. Mrpa oeMMULLARA Halle
MOCTOjAMLG Koj¢ ocurypanamo pajoM. Mapk Tnen, kpoa yera csor nomnyapHor JyHaks
Toma Cojepa, kaxe: "Pag Je oHO nITO YMHMII MOJ MOPAH:E, A WIPA J€ CHE OHO HA
U HAcw npuMopan.” MyapocT JKUBOTA CACTOJH ce Y TOME Jla c¢ ¥ pajl Opranmsyje 1
MPUXBATH KAO UIPA.

Teopuja urapa npuMerbyje ce y TeXHHLM, eKOHOMH[H, BOJHUM U MHOI'MM JpYI'MM
HAYKAMA, 34 HAJAXKCHHE ONTHMAIHOI HAMMHA HABPIIABAILA 3AJATAKA ¥ KOMIETHTURHOM
okpyxemy. To je nauac paxua ofiacT MATEMATHUKUY MCTPLKUBAILA YHM]H TOYCTAK
npeacrapibpi Kibara Loun gon Hojmaa u Ockapa Mopresmrepua " Teopuia urapa u
eKOHOMCKO Nonaname” (1944). MarteMATUMKO TpeTMpare NojeMHUX urapa, Meliyrum,
ceame ¥y Muoro aybiny npomioct,

Mose ee roBopuTH 0 UCpaMa MaMelly JIBA JIMIIA, Kao WITO ¢y [aX M I'0, U 0 UrpaMa
puyire gy, Kao wTo oy nokep M 6puy,  Yecro ce romopu M o urpama y Kojuma
YHECTHY)E CAMO JCJHO JIMIE, KAO WITO jJé UPPA COJMMTEp. A MICpe Kojeé pAMATPAMO
HEOIIXO/HA ¢y JIBA Urpada, Y WCPH coauTep, (akTopy DCITHHE Yy WUI'P W HIpAdKe
cpehe (1. cayqajnoctu) mory Gury o suauaja. Meljyrum, To HeMa MHOTO JOJMPHAX
TAUAKA A MATECMATHYKOM TEOPHJOM KOUGIMKTA, e je Y NuTaiy cykKob nomwa puiie
cyBjekara. C apyre crpane, ako je Bpoj urpaua Gap tpu, nojanmyje ce moryhHoct
CTBAPALA KOAJWIMjA, IITO TAKohe HMje O MHTepeca 3a HAINA pasMaTpaia. 3aro ce
O pAHAYABAMO HA MI'Pe ABa LA,

Hpyra kKaacudMKAIM]jA UIADA 3ACHWBA CO HA [IPHCYCTRY MIN OJCYCTRY eIeMelnTa
CAYHAJHOCTH, KOJU CY HAPOUWTO MIPAMKEHH Y XAIADIHMM WIpaMa (cA KAPTAMA W KO-
KOM).

Tpehu KpuTepr)yM 38 KIACHPUKALI)Y UCAPA TIOAA3N OJ1 TOI'A LA M WIPAYH UMA)Y
MOTHYHY MHPOPMALIM]Y O NMOIULMJH UI'pe KAO M 0 MOIYRMM [oTeiuMa y ¢BAKO] 1103M-
UMM = CBOJUM W chor npoTUBHMKA, [llax je uzpe ca nomnywom unifiopMayujom, oK
je 6pu, xoju je urpa aea "urpaqa” (cpakn "urpau” je tim on nee ocobe), MHTepecaH-
ral no rome wTe Turpay” HeMa NoTnyHy MngopManMjy Hak Hu o "epojum” KapTama,
Bpuy je, Kao urro je enyqaj v ca OCTAAMM KAPTAINKMM MI'DAMA, UZpd cd HENOMAYHOM
unihopsmayujosm. Mu Hemo pasMaTpaTy caMo Urpe y kojuMa ofia urpada pacnonaxy
MOTIYHOM MHPOPMALIAjOM
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Urpa je xonawna aK0 UMA KOHAYAH Bpo) NOIMUM]A M AKO CBAKA [MAPTHjA Te WUCpe
MOpa fla ce 3ABPUIM focie Konaynor Bpoja noresa,

Hrpe koje FieMo pasMATPATH y OBOM WJIAHKY ¢y KOHAYHE WIPE ABA JIMLA ¢A [0OT-
nyHoM HiopMaijoM, bes exemenata cayvajuoctd, Ilpeumsumje, urpe o Kojuma je
ped, 3ajososkanajy caetehe yenone:

((71) Hrpajy apa wrpaua, koje hemo Hajuembe vasupari Hpou u Jdpyry, uaw A v B,

(G72) Y wrpu nocroju koHauan Gpoj NOIMIMjA, [IPH YeMy ce jesiia o IbMX MeTHYe Kao
ROMEMNQL NOIUYUJA,

((73) WUrpa nma jacuo aedumcana apaauad Kojuma cy oapehbenn noanomenn (neran-
HW) nomest UCPAMA Y CBAKO) TIO3MIM]H.

(G1) Hpeu n JIpyru urpad pyKy novess HAMIMCHUYHO,

((75) O6a Mrpaua pacroflaXy NOTIYHOM WHGOPMALI]OM.

(G6) Hrpa je paswonpaana, nito suaud ja y cBaka] nosunujn moryliv noresu we
anpyce O TO'A l{ﬂju jﬂ HI'paAd HA NMOTERY. Illax, Ha MpyUMep, Imjf: PranHonpana
Urpa, jep y aaro) nosnudin, Gean w upau (Ilper u Jpyru) urpay ne pacnonaxy
MCTHM OIIIHjAMA.

Y najpeliem Gpojy cayuajena, anxTenaMo aa Syac HCHYHheH M §A08 KOHANHOETR
uzpe, KOju popMyAnIIeMo Ha enefehin Havum:

(G'7) lpapuna Wrpe ¢y TAKBA JIa €6 CHAKA [APTHja MIpe 3ABPIMABA NOCHe KOHAUHOT
Bpoja noTesa, Jep jeiad of Wrpada — Byayhu Ha noTesy, HeMa Ha PAacIoaramy
JCCAJRH 10Ted, Y MOPMEANO] UIPM, MIPAM KOJM ce HAhe y TAKBO] CUTYALM]H
- ryBu. Y ofipnymeoj urpH, urpad Koju ce nabie ¥ taknoj cHryamin - nobuja,
Jlakne, urpa He Moxe 6UTH Hepemena (pemMu) 360 MOHARLAHA TTOTE3A.

Urpe kao mro je wax yKALILY ¢¢ Y OKBHD HAlle TCOPHIC HA HAMHH KOJM HUj¢ OI
pehier vuTepeca, Y maxy HeMa CKpMBeHe MHGOPMAIMje, CBAKM TI0Te3 ce ByYe HAO-
unraeA ofia Urpaua M eBAKK ol IMX uMa Moryhinoer (Bap reopujeky) Ja cTexHe ynui
¥y CHC ONUMJE, CBOJ¢ M CHOP NPOTUBHMKA. Bpuiy U nlokep, ¢ apyre eTpane, upny cpojy
YabyARMDOCT M3 HENOTNYHOCTH MHPOPMAUM)C © KapTaMa HpoTUNIMKa, 3a KoHadno
PELIEH:E WAXOBCKE MIpe HoTpebHo Je caMo Ja MenUTAMOo cpe Mory hHoeTu 1 usabepemMo
HajGomy. [1lax HACTABILA Jla KWRKM KAO WIPA CAMO 3ATO MITO ¥ OBOM TPEHYTKY HMEMO
Y CTAH:Y JA Ta) [AaH H ePCKTHIHO CIpPOBeeMo,

Mana ce BehivHA Wrapa cacTajd M3 cepuje TIOTe3A Koje HAWAMEHWUHO BYKY JRa
HI'PAYA, MM MOXCMO PEAYKOBATH CEpH)Y MOTCHA CBAKOD WIPAMA HA JEJIAH JoJIMHH,
rpakelin o mera fa geduHUIle CRO] OArOROD ¥ chako] of moryhux nosmiidja, Tj.
oA gedMHUIIE cBOjy crTpatern]y Mrpe. Kag cy y nmMTamy ¢NoXKeHe WIpe KAO IITO
ey wax uau GpUI, TA PEAYKUM)A Je Y JOMEHY CAMO TEOPHJCKMX A He M NPAKTHUHMX
moryhnocra,

¥ MuoruM urpama, y oapelieHUM NozuumjaMa Mrpad AoJasy 1o 3akmyvka (umm Gap
uacayhyje) aa je nosmmja 3a mera gobujena, tj. Aa Moxe aa nobeau, Gea oBanpa Ha 10
Kako he MUpATH IeroB NPOTMRHMK; APYIMM PeYMMAa, 18 uMa nobednuiky cmpamezujy
(11C), opocHo HauMI UUPe KAjH MY ocurypasa robedy,

Hauw 1wk je ynpaso Taj Aa okapaktepuimemo fofujene (M naryGisene) noamumje u
A OMHMIIEMO METOM 38 Halaxele NobDeqHnuke cTpaTertje y KonadiuM UlrpaMa,
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I[IPUMEPU UTAPA

PasmorpuhemMo nppo npumep urpe y Kojoj MCXoa He JARUCH O] HAMMHA urpe lpeor
u lpyror WCpaua; BAKHO j& caMO [la MIpayM AYKY NOTEIe ¥ CKAANY ¢4 NPABMIMMA
urpe. HanejgeHa YMHeHULA He MOPA YoIiuTe aa 6y/ie OuMMIIedHa, 18 HUA JAKO YOUJhMDA.
3a pefiehe ORaKHe HIMpo HMj& HEOTXOAHO HAROAWTH |lfJ'G¢JI,HH'-IN}’ ¢T[J&'ml‘bﬂy; JOBOJEHO
Je pokasata fa he jepan vrpad nocrulin nobeay, weaapucho o uabopa MoTesa Koju
MY CTO)E HA PACIIOJATAHY.

Hpumep 1. Ha Tpu romune wanaae ce xMerToHu: Ha nupsoj - 10, ua apyrej - 15, na
rpeho) — 20, JefnuM moTesoM A03BOGEHO j¢ jelHY FoMUAY pastMTH Ha JIBC MAahe,
['y6u urpad KojJu HCMA Ha PACIIOJIACAKY [10TE3,

Pewenso. [locne cnakor noresa 6poj romuna nosehana ce 3a 1. Ha noyerky ux
Je 3, na gkpayy 45. Hakne, ykymio he Guru nonydena 42 noresa. Iocaemmn, 42,
(noGenmmyiku) nyqe dpyrn urpaq, A

Y cacnchenm nipuMepy Jioiask fo wapaxaja 130, "cumerpuuna” cTpaTermja.
f P L] P P Hj

IMpumep 2. Wrpaun Hau3MeHUYHO ¢TARJLATY 110 JeJIHOT CKAKAYA Ha [10Jba AXOBCKe
Tabie, TAKO da ce ckakauu ysajamuo ne 6ujy. 'yBu urpay Koju He Moxe Jia nopyue
noTes.

Pemewe. Ipyrn wma nobeguvuky crparterdjy. O cBakuMm norezom Tpeba aa
NOCTABM CKAKAMA HA NOJE CUMETPHUHO ¥ OJIHOCY Ha leHTap Table oHOM oy Ha Koje je
[Tpnu nocranuo ckakaya cpojum nperxoanum noresom, (Jsa nenTpamo cumeTputHa
nosma Ha Tabm 8 X 8 cy uere Goje v ckakauM HA THM noseMMa He Gujy ce yaajaMHo.)
Ha va) fauun, cie gok [Iped urpay uMa Ha paciiojaraiby nores, uma u Jdpyra,

Jour jeana nobenmnuuka crpatervja JIpyror cacToju ¢e y ToMe Jia OH OJNOBAPA Ha
norese [Ippor - cHMETPUYHO ¥y OJIHOCY Ha npapy Koja Tabiay aeaum na apa acaa 4 x 8,
Jlpa ckakava NOCTARJLCHA OCHO CUMETPMMHY JeJAH Y OJHOCY HA Apyror — He Gujy ce.
Jaxne, Ipeu he 6ury taj koju he nohu y curyaimjy Aa He MoxXe 12 nosyue nores, A

Y cacachem npumepy, nobenMyKa CTPATErM)A ¥ WIPH 3ACHUBEA €@ HA YOUARAILY
uaryGmenux u noGujennx (noSeHUUKKX) noavnMja.

IMpumep 3. Ha romuwum ce Hanasu n xeroa, JIpa Mrpaya HAMIMEHHUUHO Y3UMa]y
sieroe, Jednum foTesoM urpayd Moxe yaeru 1, 2 mam 4 xetona. Ilobeanuk je urpay
KOJM y3aMme HOCJACALM MCTOH. 3a Koje BpeaHocty 1 nobeny moxe na ofeateny IIpam
urpay, a aa koje Jpyru?

Pomoewe. [loammja urpe ogpelena je GpojeM XeToHA HA FOMMIHM. 34 HEKY NO3H-
uHjy pehin hemo na je aowa axo je Gpoj xeroua nesmun ca 3; y nporusnom pefin hemo
Aa je dobpa. Jako ce BUAM aa oy nowe nosuumMje - MaryBikeHe 33 MCPada HA TOTE3Y.
3amera, M3 cBAKE TAKBE NMOSMLMjE MOXKE ce JO3NOMEHMM NoTesoM folin camo y noBpy
mosmmyy. O apyre crpaiie, youmamwem 1 man 2 xertoua, ysek ce u3 nobpe nosuuumje
MI'PA MOXE MpeBecTH y Jomy. Jappuma noammja (0 deToHa Ha roMuam) je noma,
IIpema rome, Ipeu ama 1IC ako 6po) n uMje AemMn ca 3, Jep CBAKMM CBOJUM MOT#30M
MOM® /I [IPCHCAC MUPY Y JIONY TIOBMIJY, & HA MOTE3Y jé YBeK Kaj je Mo3uimja nobpa.
¥ nporurnoM (axo je Gpoj n aemun ca 3), IIC uma Jpyru urpau. A

Jlocajjanmen npMMepK HABOJE HA TIOMHCAO JA C¢ TPAXere Nobe JHMHMKUX ITO3MLM)a
OCIAKGA CAMO HA MHTYWIM]Y, ¥ 3aT0 1if.ﬁ, Mo rpapyuily, KOMILIHKOBAHO, 3aro hemo caja
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OIMACATH Iil’!_!li-LH OIIITHA METOIL, ]{L‘IjH HaM UMDF}’EEHI-L HAJ AN eihe Tole ITHUHMKAX llﬂ'.-ll‘![[P‘LiH.
¥ MHOI'MM MIPAMA, AHAJWIOM WIPe O/l Kpaja,

[Mpumep 4. WUmamo tpaky aysume n+ 1 (ca n 4 1 noma). [oma ¢y Hymepucana
ejqena Hageeno: 0, 1,2, n.

[(O]t]2[8T4[8]6] - ] TTn]

Canka 1

Ha n—rom nosmwy noctanisen j¢ xeton, Jpa Urpava HaMIMeHWYHO [IOMEPA]Y 3K ETOH,
[Tores ce cactTo)d ¥ noMepathy erona 38 1 2 vau 3 Mecra yaeno., Iy0u urpad Koju
He MOE a ofurpa notes (jep ce etod peh HANA3WM HA NIPROM T0ILY, O3HAYSHOM i
0). 3a koje speanoctd n nobeanuaky crparerujy wma [Ipeu urpay, a 3a koje Jpyru?

Powome. [lounuMo ca aHaIMsoM Mpe o)l Kpaga, AKO ce KeToH HAJAZH 1A NomY
0, urpau koju je Ha noresy seh je marybuo. Osnauumo To noske anakom = (ea. 1),

AKO ce MerToH HANash HA [0JhY ¢A KOA Je/iHUM 0Te30M MOXKE cTaTi Ha noske (),
mrpad Ha notesy he gohu ca xeronom wa nome ) v nobeanrn, O3HAYMMO JATO NOJLA
£a KOjUX co jedHuM noTesoM fohu na nome 0 — 3HAKoM 4+, Y HalleM cHydajy, To ¢y
noma 1, 2wu 3,

Hpernocranumo cala fa je ¥etol Ha nomy 4. Jla M urpad Koju je Ha noTesy y 1o}
NosHurlM — aobuja uny rybu? Jacno je ja rybu, jep cBAKMM CROJMM MOTEI0M J0J1831
HA TIOJRE Koje j&é O3HAUEHO ¢A 4, NTOCJIe Yera Heros MPoTHEHUK CTARJLA WETOH HA MOJhe
0. 3avo hemo nome 4 osHaunTH 3HakoMm — (en. 2).

Hacranmajyhu nocryinak, sakipydyjemo ga be noma 5, 6 u 7 BUTH o3Hadena ca +,
Home B~ ¢4 — UTA.

BEIEIEI SN EIEIEI N EIEAEI I ES

Cnuka 2

Jak/yuyjeMo, akohe, Ia ¢y MOINIM)E O3HAYEHE cA —, U3ry6GikeHe, A OHe o3HAYEHE
ca +, JAobujene 3a Urpada Ha noresy, Buaumo aa suauu + w — obpasy)y nepuoandan
HMA ¢a MepuogoM ol 4 suaka: = = 4 4, T]. HA [TOJLUMA YHMjU je peguu Gpoj AesLus ca
4 - ¢rTOjM 3HAK =, HA ocTanuMa <. Mlakne, JIpyru urpad uMa nobeHUYUKY eTpaTerujy
ako Je Bpo] n aedhup ca 4; y octalum caydajepuma nobeaunuky crpatern)y uma llpou
urpad. A

Jla nm Moemo jeiHocTaBir)e oMMeaTH NpanKIa 1o KojuMa pacnopebyjeMo aHake
4+ 1 =, oaHocHo, oapehyjemo nobujene 1 uarylumede No3uuKMje, He NoHaRIbAjyhW CBAKK
nyT pacyluname o ToMe, Koju urpad nobuja? Ouropop je; Jla! Epo tux "snarmux”
Hnpanuia,

3NIATHA NMPABWIJTA:

(P1) Axo je nosuyuje aapwna (y woj ne nocmoju aczaaaw nomes), oanavumo je
o -,

(P2) Axo ce uz nocmampane nosuyuje monce dofin y noauyujy oanaveny ca —, oa-
HaYuMo je ca +.

(P3) Axo ua nocmampane nosuyuje cay nomesu aode y nosuynje oswavene ca -+,
OINANUMO JE €O =,
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Hedopmanan NpUETYI Koju cMO A0 cajia Kopuoruan, wanoxuhemo y cTpoxujo)
hopmu y caeachem oaemky, rae heMo pasBUTH ¥ HEONXOAHY TEOPH]Y.

MAJIO TEOPHIE

Hepa je ypebena wersopra & = (P w, Py, 5), umnje ey Komoouenre:

® P - KOHAuAH CKYIT MHJU CY eNeMeNTH noiuyuje uzpe,

® vy € [P — novemua noauyuje uzpe,

e Py C P = CKyn 3aapuinur nojuyuja urpe,

s npecaukaname S P — 28 rae je 2F < naprurmmm ckyn cryna P, 1j. cxyn
CBUX NOJCKYNoDna cKyra P,

Cmucao ypeaenmx nojMosa je enejehin: P je ekyn coux moryhux noamumja urpe G,
3a @€ P, S(z) je ckyn csux nosunuja urpe ¢ y Koje ee Moxe jejiHuM notesom Johu
wi noamimje z, Ako je y € S(x), THileMo ¥ @ — y, NITO 3HAMM JIA J¢ @ = § AOIBOMLCH
nomes y wrpn (7. Fp je ckyn saspumux nosumumja, 1. € € Py axko je S(z) = 0. Y
HOPMAAHO] UUPW, APPAY KOJM €BOJUM TI0TE30M Hpeneide UIpY ¥ 3aBpllHy nc};m‘m-{jy Ij{:
noGeiHAK, Tj. WCPBM KOJU je HA [0Te3y KA je MUpa Y 3aBpUIHOj Mo3uiMju (Hema Ha
pacnoaaramy notes) = rybu. ¥ ofpuymaoj UTPH, UCPAU KOJU CHOJMM NOTESOM Npenee
MIPY ¥ 3aRPIIHY O3]y — ryBu,

YKONMKO NpYKYHje HC HALVIACMMO, CBA HAIIA PASMATpAILA ofiocuhie ce Ha Hop-
mase urpe, C gpyre crpaue, najuyemhe ce cpaka obpuyra urpa Moxe 6es nehux
npofaeMa ¢BECTH HA 150] eKBMBAJCHTHY HOPMAJIHY UIPY,

Mrpa momxe Burd v Ges Sanpuiiux noauumja, 1j. Mome Guru Py = 0. ¥ 1om
CAYMA]Y HMJEIAH UIPad He MoXKe aa nobeld, Tj. UI'pa ¢e He MOMXKe 3ABPIIATH Y KOHAYU-
HoM Bpojy noreaa, Kako je Gpo) nosuuMja Konadail, 10 3HAYK 8 Y UPPH JOJA3K 10
HEOTPAHMMEHOr NOHARbAtLA Mosuirja. Takpe Urpe 3a Hac HUEY WHTEpPECAHTHE, 3410
hemo ce orpanrunTH HA M3YYABAILe Urapa Koje uMa)y sappume nosvuuje. U y urpn
¢i AANPIIHAM TIO3MIM]aMa Moxke g0l [0 NOHARLAILA [TOTE34, Tj. UMPA He MOPA JIA ¢e
3ARPIKA ¥ KoHauHoM Bpojy MoTesa.

fapmuya nrpe G Je M3 HOSMUM)A Y KOME J¢ [IPBY YIAH = [OUeTHA No3ui)a. AKo
.]lﬁ TO KoHaudaH HU3 obnuka Yo, ™M, ¥, ..., 0 ¢ _il‘! tg MoYeria, o v HeKsa 38RpHiHa
MO3MIM] &, OHJAA Je napTHja edayuena, T). Jegad oj Wrpayva je nocrurao nobeay. Ko-
PHCTHMO jOIll W 3anuc y ofMKy HM3A OTE3A vy — ¥y, V) = Ug,..., Vg1 — Uj WIH
ckpaliaHo vy = vy — vy — ., — U, [IPH UMY J¢ ¥ = V4 noTes [lppor urpada ako
je t mapan, a Jpyror - axo je ¢ wenapau 6po) (i = 0, 1, 2,...,k —1). Ouuraeauo,
ago je k nerapan 6poj, mobejnuk je [Ippu urpay, y nporusuom ~ Hpyru,

Urpa je ayuxatsine 8KO HH Y JeIHO] TAPTUHjM He MoXe Mol JIo MOHARKGALA TIO3H-
mpja, Kako je Gpo] nosmuMja KOHAYAH, CHAKa ALUMKJIAYHA WI'PA C¢ MOPA 3aBpUIMTH Y
koHauxoM Bpojy notesa nobefom jesmor urpada, (Jlako ce Buaum aa y anmKAngHoj
UrpU Mopa jia nocTojd Gap jelHA 3nRPUIHA NOIMIMja.)

Cmpamezuja y urpn G = (F, v, Py, §) je npecimkaname 8 1 P\ Fy — P, ragno
na je 3a cpaky nosunnjy & € P\ Fy, s(z) € S(z). Kaxemo ja Hekw wrpav y urpn G
PUMEELYje CTPRTErH]Y &, AKO OH Y N03WIM]K ¥ YBeK Mrpa notes v — s(v). Kamemo na
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je 5 nobeduuira empamesuja ([1C) 3a Hexor urpava ako od npumMersyjyhn crpaternjy
& nocrmke nobefy Gea oBaMpa HA TO KAKO MIPaA Heron MpoTHBHUK.

I Y,

C:@qmnmu@

Cumnga 3

Heka oy L u W nopcxynond ckyna nosuuMja P, rakam gaje LUW = Pu LNW = 0.
3a L kamemo na je jeazpo uzpe (P, v, Py, 5), axo naxu (cn. 3):

(£1) 3a 6uno xaje npe nosuimje u 1 v s L, ne nocroju nores u — v;
(L2) 3a esaky nosmujy 4 w3 W, nocroju notea u — T, riae je £ Hexa nosuumja na L.

Hema csaka wrpa jesrpo. Jacuo je, mehyrum, aa paxn caesgehie ropheme:
Teopema 1. AKO urpa ¥Ma Jearpo, oijia ¢he 3appliiie No3WiHje MpUnata)y jesrpy, O
Jearpo vrpe ce Moje oKApaKTepucaTH oMoy Kapakrepue THUNe HYHKIMjE CKYTIA.

Heka je X © A, rae je A npomsposan ckyn. Ilpecankaname sx @ A — {0,1},

neduaeato ca -
_J 1, ako z€ X
.‘CI(-\"?) - { 0, ako = g X

HA3MBA €@ xapaxmepucmudna Pynxyuja ckyna X,
Teopema 2. IlorpeGan u nosoman yenos aa L € P 6yne jearpo urpe (P, vg, Fa, 5)
jeeTe fa 3a KapaktepuceTiuHy GyHKi)y ckyna L nascw

wp(®) =1- max w(y)- (*)

(Yaumamo na je max £1(y) = 0 ako je S(z) = §.)
vES(r)

Hoxan. Hexa je L jesrpo. Tama: wp(z) = 1=z € L = Flg‘;ﬂ(.‘,\;) k() =0, a
wp(z)=0=a g L= yr&nﬁn&)m;(y} = 1. Jakne, saxu (*).

O6pnyro, npernocrasnmo aavaxu (*). Taga:i z € L= sp(z) = 1= y‘éﬁ’};"‘*(”) =
0=S(z)NL=0az¢glL=>k.(z)=0= yglyﬂ(.::)ﬁ;(p) = 1= 8(x) NL # 0. Jlaxne,

uenymeny ey yenonu (L1) u (L2), mro swaum aa je L jearpo. O
Hanomena. 3MATHA NPABHIA, KOjA cMO HaBeJM ¥ 2. OlleshKy, YCTRAPY 18]y IOCTYIIAK 34

HAMANCILE KAPAKTEPUCTHYHE PYHKIMje CKyna M3ryB/heHnx mosuimja, Tj. jearpa urpe.
Tpefa camo 3aMenuTy 3Hak — ¢a 1, & + ea 0, na GueMo 1oGunM KAPAKTEPHETHUNY

hYyHKUM)Y jesrpa.
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'fI:‘Ci[JM}’JIHILIHMI'J cajn OCHOBHY TEOpEéMY ¥ OBOM MJAHKY.

Teopema 3. Axo urpa (7 = (P vy, /%, 5) uma jearpo L v ako vy L, onaa Jlpyrm
urpay Hema IC; ako je, mebyrum, vy € L, onna [pou nrpay nema 11C.

Hoxas. Axo je vp € W, npema (L2) noctoju notes xojum Ippu urpay mome
MpeRecTd Urpy y noauimjy ua jearpa (ea, 3), Ha oenony (L1), Jpyru urpay, ykoauko
YOITIITE MMA, HA PACTIOJATAHY [TOTe3, MOPA CBOJUM IIOTE3IOM MPEBECTH UTPY ¥ NO3HIM]Y
us W, Jlakne, [Ipau Je yaek Ha NMoTe3y Kajl [IO3WIM]A HE TIPUITALL JCIUpY; TIPEMA TOME,
on nukaan vehe gohu y curyauujy oa nema Ha pacnonaraiy notes. IIpuapaxanajyhn
ce crpaterdje Ja YBOK ¢ROJUM NOTeIoM 1peuoid WEpY Y NOIMUK]Y U3 Je3rpa, oH He
MOKE Ja H3TYEu,

Axo jo vg € L, onga [Ipeu urpay, yKoNMKo yorure MM HA pacriodaraiby nores,
MOpPIL A [IPEReLe UUpY Y HeKY HOSULM]Y vy Koja e npuiaa jearpy. Hacrasak urpe je
caja yersapu urpa ) = (P vy, M, 5), ea noverHoM noauimjoM vy (Koja He nipunajia
jearpy), v kojoj je Hpauw urpau = JTpyew urpay vs uepe G, Opoarne caean taphese. O

IMpumep 5. Ha romuam ce nanasu 12 mkerona. Jegnum noresom Gpoj meToHa MOKe
ce eMatkMTH wan novehiaT 3 Buao koju Gpoj KOJM Je NpaBK AeauTes: Bpoja HKeToHA
Ha romuad. Ilpn tome Gpoj eroHa Ha romuau He cMe jta nocraue velin on 100
[obeauuk je Urpad nocic YUjer NOTE3A OCTAHE TAYMHO JeJAH XeTOH.

Pememwe, Jearpo Wrpe chMMIBABA]Y HenapHe TosviMje (T). mosuudje ca nenap-
HuM Dpojem Kertona), JancTa, U3 CBAKe [TO3MLMJe ca TApHAM DpojeM KeToHA, Y3UMa-
IheM MM JoJaBakheM jegHor werona (1 je penumresn cnakor Bpoja), moxe ce crubin
y Henapuy noamin)y, C apyre crpane, cBAKMM [OTe30M M3 NMO3UIMje A HEIAPHUM
BpojeM JKeToHA MoXe ce JiohW caMo ¥ Tiosum]y ca napuum bpojem mertoua (jep cy
cum endremn Henapuor Gpoja - nerrapaun), Kako je noverna noaunmja napua (6poj
12), rj. ne npunaga jearpy, [lpen urpau he ynek MMATH HA pAcNoTArALY NOTES, NITO
amasm g Jlpyrn nema [1C. A

Wi Teopeme 3 e cnegut fa y wrpn us [pusvepa 5 [ peun urpay uma [1C, 3amera, y
OBOM CJYHMA]Y M HEMA, J€P ¥ ¢BAKO] [IO3WIMJM Koja HUje sappuima, JIpyru Mosmke gogary
|, a axo 1o nuje Moryhe (y nosuumjn 100) - oaysern 1, 1 ume enpeunty Mpsor ga
caeaeliuM MOTE30M JAOCTUIHE 3ABPIIHY [TO3HLIM]Y.

AUMKINYHE UI'PE

OrpanmumhemMo ce Ha pa3MATPAIhe AIMKJIMMHUX WIADA, KOje ¢y 3a HAC HAJUHTepe-
canTHHje. OHe MMajy BeOMA BAXKHO CBOjCTHO, M3paxeno cicaehinm Tuphenem,

Teopema 4. Upaka allMKIMUHA WIPA UMA TAYHO JeAHO Jesrpo,
Hoxaa, llocmarpajmo ckynose
Py = {zlz€ P S(x)=10},
P = (z|z¢ By, S(z) € P},
Py = {zls g PbUP,S5(z) C U P},

ura. Hrpa (P vy, 1, 5) je konauna u ampxknuuna, [lpeMa tome, ckynosa FPp uma
KOHAUHO MHOIO, M ¥ € Fp ako ¥ caMo ako HAjJyXU HU3 [OTe3a M3 Nosdouje =y
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neky sappumy nosuunjy (M3 Po) canpsu k notesa, Jakne, ekynosu Py npejieTaBibajy
jedno pasBujame ckyna P, Cafa ce mory, Kopak 1o kopak, ua ocnony Teopeme 2,
ONPeIUTI BPpeAHOCTA KapakKTepHe THYHe l.t.'IyHKlI.PL'iL" _i*‘-:u‘].m, Tako UTe o oHe mlrm]jyjy
pefoM y ckynonuma f4, Py, Py, ...owra. M3 goderpykuuje paaBujama JAcHo je i
je ppeanoct KapakrTepuerHune dyukiMje jefHozsHauHO ofipeleHA 33 CBAKY MOSMLM]Y.
[IpemMa ToMe, Je3rpo je JeMHCTHEHO W CACTOJA cf O MO3UHH[a ¥ KojHMa KOHCTPYHCRHA
KAPAK TEPUETUYUHA PYHEIM)A uMa Bpeanoer 1, O

Kao nocneauny Teopeme 3, nobujamo ogropapajyhe jave tapheme sa ALMEAHYHE
nrpe.
TeopeMma 5. Ako je G = (P, vy, Fo, S) aumkiandua urpa ca jesrpom L w vy ¢ L, onja
[Ippu urpau uma [[C; ako je, melyrum, vy € L, onaa dpyru urpau nma [1C.

Hoxas, Y auMKIUUHO) UCPH, Al O HIpada Yick nocrrke nobeny, Axko vy € L,
npema Teopemu 3, Jipyru urpau sema [1C; npema toMme, Mpau uma 11C, Crmano, ako
je v € L, Hpyru uma I1C, O

Jlako oe BUIM A ¢y che ulr'pe IC!?J('.! CMO PasMaATpald ¥ npuMepiMa 2. ojleLKa -
ALMKJIMYHE, P Y ILMMA, OMHNISAHO, HEMA [OHABJ/bAA [O3MIMja, ¥ CBaKO] Ol THX
Urapa, JAKO ce youana Jearpo,

Y [lpumepy 3 jesrpo cauvibapajy HNOIMIMIE ¥ Kojuma j¢ Bpo) xerona jemus ca 3.

Y Ilpumepy 4 jesrpo caMMIbABAjY MOZMIM]E KOJ¢ CMO O3HAYWIM Ci =,

IMpumep 6. Ha jenHo) romuan vanasu ce M xerowna, na apyro) — N, Hrpau koju

je HA noTesy jeany roMuay ckaarh a Apyry paaGuja Ha ape. Ko ne Moxe ja nosyue

roren (jep je Ha ofe roMuie ocTao 1o jeaad keron) - rybu, Koju urpays uma [1CY
Pememwe, Cpaka noavimja npunajga jesHom o enepehlia tpu muna (en. 4):

. K---a--ﬂﬁi

!
7
-y r

Cauxa 4

(p,p) = HA cBAKO] roMuiM je napan Gpoj xetoua;

(p,m) — na jeanHoj rOMUIK je NAPAH & HA APYTo] Herapan Gpo) eToua;

(n,n) - HA cBAKO] FOMMJIKA je Hertapal 6po) xeTona,

Janpuma nozutmja (1, 1) npunaga tuny (n, n).

Jlako ce yodapa [ia ce Ma chake nosvimje mana (p,p) win (p,n) MOXKe joAHUM
noresom John y nosmmjy mina (n, n). Tpeba camo napny roMwiry HofeJMTH Ha jbe
HEMTAPHE, i OHY APYIY OLCTPRHATH,

C apyre erpade, M3 noavuuje THna (n,n), YKOIMKO je n > |, cBAKK 10Tes BOJK ¥
nosmjy taa (p,n). Ipema toMe, jesrpo caummbanajy nosmuje tina (n,n). Hrpa
Je, OUMrIeAHo, AUMKJIMYHA,
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Jakne, ako je Gap jexan on Gpojesa M w N napan, Mpeu urpay uma TIC; y
nporupuom — lpyrd. &

IMpumep 7. Ha romunn ce nanasu noxeroHa. Urpasy HAMIMeHUMHO Y3MMAjy KeToHE.
Jeanum noresom Moxe ce yaern pf serona, rie je p npoct, a k neneratunas ueo Bpoj.
[loBegHuK je Urpayd Koy HMOKYITA HOCHCIA MeTOM,

Pewemse, Jearpo cauMiaBajy nozviMje ¥y Kojuma je Bpoj seroia aedsun ca 6,
Mpesma rome, ako i nvje aemndn ca 6, [1C vma [Ipar urpaw. On ynek tpeba aa urpa
TAKO JIA HA FOMHIM octade Bpo] metoua acuaus ca 8. To ypex Moxe noctuhu jep je
CHAKH npupojjan Opo) MalK of 6 WaK [poct MK je crenel rnpoctor bpoja, C apyre
crpaHe, rocte cBakor notesa lpyror urpaya, 6po) npeocTalMX KeTOHA HHJE JICILUB
ca 6 (jep 6poj Aemus ca 6 nuje etened npoeror Gpaja), Axo je n nemun ca 6, [1C uma
Jpyru nrpay. A

3a Hexe urpe moryhe je pokasatu nocrojame IIC 3a jeqnor og urpada, a aa npw
TOME Het 3HaMo fa Halemo HMjeany, Mayerponahesmo to cncaehum npumepom:

Ipumep 8. llpa urpava HAM3MEHHYHO MCIIMEY]Y Ha Talbau npupolde Bpojese He nehe
on n, Ipu ToMe HMje NO3BOIMEHO HAMMCATH ACAWTEA HEKO! PAHUje HATMcRHOr Bpoja,
Koju urpau uma [1C7

Pemowe, JlokasalieMo aa 3a cnaku npuponan Gpoj », [C uma [Ipen urpay. 3a
Mase Gpojese i TO c& MOME NOKA3IATH HenocpeenuM HasobemeM neke T1C,

3a n = 10, na npumep, [lpsn urpau uma IIC, koja ce cacrajm y caeachiem, On
npso mame 6po) 6. Ilpeoctanu Gpojenn Koju HUcy Aeaurtessy on 6, Mory ce paibuTh
na Tpu mapa: (4, 5), (7, 9), (8, 10). Kao onrepop na cnaxu nores Jpyror urpaua,
[Ippu ucnueyje Gpoj U3 KoTOr Napa,

Jokazahemo na [Ipen urpay uma [1C, 3a cpaku npupogan 6poj n. Hexa je G urpa
ormcana y noctasi aajarka, [locmarpajmo Hosy urpy (7p, c¢a MCTHM NpABMIMMA
M3Y3eH T HWje Jo3poiseHo macaTi Gpoj 1. (Y urpu & jeuHMIa Moxe jla ce HAIWIIE
camo Kao npou nores [peer wrpaua), Axo y urpm (&) [peu urpau uma [I1C, on je
lpUMerbyje, jep je ona, ounrasauo, [1C u y urpn G, Y nporusnom, on npno mane Gpaj
1, a sarum npumensyje MO dpyror urpava y urpu G, A

[IlpumMeTMo 1A IOKAS M3 TIPETXOHOT IPUMEPA HE Jaje M MOCTYIAK 3 Halakerhe
MC, ¥ onmrem caydayy, 11O s3a wrpy wa [pumepa 9 umje no aanac nponahena.

SAIALIHN

1. Hacrony ce namasu 60 xeTona. JeJuM NoTesom Bpoj meToHa MOMKE c6 CMAILKTH
3a Buno Koju 6po) Koju je feauren Bpoja Keroua ua roMmuan. ['yBu urpad koju
YAME OGS THH HKETOH,

2. Ha crony ce nanam
(a) 1000 xeTona; (6) n meroua,

WUrpaun HayaMeHMYHO YauMAajy XeTole, NpH demy Bpoj serona koju ce Mory
y3eTH jefiam 1oTesoM Mopa Butk crenen apojke (1 = 2°), TloBeanmk je urpau
I{Djlr[ MOKYIIH NIOCHASIHaH KOTOH.
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3.

10.

11.

12.

Henvraru nrpy M3 NPeTxoHor IpUMEpa, ¢ TOM PAIIKMKOM LITO ¢e Je/lHHM T0Te-
20M MOXKe yaeTd Dpoj xeroHa Koju je

(a) crenen Tpoje; (6) crenen uernopKe.

¥ nproj roMmunn uanazyn ce 50 xeroua, y apyroj - 60 u y rpehoy - 70, [lores
ce CACTO)W Y pasDMjarsy chake FoMHNe Koja WMa Dap apa jKeTola, Ha Jiie Matbe
(nenpaane). HoBeguuk je MCpay nocic ¥vjer NoTesa je y ¢BAKO] TOMHJIM CAMO

no jegan sxeron. Koju urpav uma [1C7
Jlare ¢y JBe FOMWIE HCTOHA;
(a) 100 serona u 201 Keroi; (6) 101 aceron u 201 xeron.

JeqHumM NoTe3oM A03BOLEHO J¢ CMARKTH Gpo] KeToHA ¥ jejHo] roMuni aa 6poj
Koju je pciuted Bpoja merToHa y jpyro) romuau, [lobegnuk je urpau Koju
NOKYIKA NocebE Ketod, Koju urpad uma [1C7

Ha kpajmwuM nomuMa Tpake [ x 30 croju no jenan xeron. Jlpa urpava Hads-
MEHHYHO TTOMEPajy cRAKKU CROJ KETOH 3a je/IHO MW Jtna Nodka ¥ BUao KoM cMmepy.
[IpoTURHKHMKM KeToH ¢e He eMe npeckakaTd, ['yBu Mrpas KojH HeMa HA pacio-
Aaraiky notes. Koju uepad usa [1C7

Jlna urpaua wrpajy enegehy urpy. Ha raBmm je nammean Gpoj 2. Coaku wrpay
CBOJUM MOTEA0M 3aMetbyje Bpo) n nanuean Ha Tabimn — 6pojeM n+-d, rie je d 6o
KOJW NpABKM femuTedh o n (Mamy o n). yBu urpad Koju Ha tafim nanduie
6poj nehu o 1997, Noxkasary ga lpsy urpau moxe jin oBesbenu nobeny.

Ha npsa rpu nosma (caesa) Tpake 1 % 20 eroju no jegan Metod. JeJHuM MoTesom
RO3ROMEHO J& NpeMecTHTH GUI0 KoM JKeToH Ha Npouspoikbo caofolio node
yiecno, He npeckavdyhu nipu tome apyre sertone, yGu urpad Koju He MoKe 114
NOBYHE 110Te3,

Ha npea Tpu noma rpake 1 x 20 etoju no jesad seton. JeAHHM NoTesoM Jospo-
JBEHO je OpeMecTUTH BUJI0 KOJM KeTOH HA JICCHO CYCeJIHO [10Jh¢, YKOJIWKOD J¢ OHO
cnoBo/HO, MIK, AKO je TO No/ke 3ayzero, A cregehe vaa wera cnoBoano, npe-
MECTUTH KeToH Ha 1o cloboano rodme, yBu wrpad Koju He Mome Ja nopyde
oTes,

¥ mpery je wenmeano n muuych, JIBa Wrpada HAMsMEHHUNO IPENPABALL]Y 110

Jeaa MaK 1o apa cycejna munyca y nanye. IloBeinuk je urpav koju nperpanu

HOCJeAHH MAHYC,
() Koju urpau uma [1C7

(6) Koju urpav uma I1C ako MUHYCH HUCY HETMEAHM Y DpETY, HEro o Kpy scamim?
Ha kpysxauim je naro 28 ravaka, Jlna vrpava HaMsMeHMMHO 1PTAJY TETHBE
cA KPAjeBMMA ¥ OATHM TAYMKAMA, [IPH YeMY JBE TETHBE He CME]Y JIa C& CeKY Y
YHYTPAUILOCTH Kpysuuie. I'yOu Mrpau koju He Moxce aa nonyue notes,

(a) Koju wrpay nva [1C7

(6) Koju urpau uma [1C ya jonariy yenon fAa qpe TETHDE He CMe]y JIa UMAJY HI
IRJEAHUYUKY Kpajiby Tauky?

Ha kpy:HuM je pactnopelicHo n Tadaka, HyMepHeaiux pejoM Gpojenuma i, 2,
ooy . Urpaum A (Tpeu) v B (lIpyru) HaMaMeHMuYHO UPTAjY 10 JeAHY TeTHRY
KOja cIaja ABe Tauke o3HaveHe GpojeBUMA MeTe napHoern. [Ipu Tome, TeTHna e
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13.

14.

15.

16.

17

18.

19.

cMe MMAaTH 33jeIHWYKMX Tadaka (HM KpajibMX) ca paHHije HalpTaHUM TeTHBaMa.
[oBeanux je Mrpad Koju HaupTa nocreny TeTrpy. Koju urpau uma I1C?

Jlpa Mrpaya HaM3MeHUYHO JoMe 4YoKoaaay. lloummy of m X n—4yokonaame, Tj.
YyoKouaje Koja Je ca m — 1 XOpM30oHTaNHMX M n — 1 BepTHKaJgHuMxX XaebGosa
rofesseHa Ha m X n AenoBa. CBAaKUM [0TE30M, Urpad IIPeJoMM KOMaJ Ha JBa
[paBoyraoHa fAeNa, jeJaH Jeo Mojefie, a APYTH Npefaje NPOTUBHUKY Ma TIOBYyYe
nore3. ['y6u Mrpadv Koju Hema IITa Ja Urpa, jep je nobuo koman 1 x 1.

Y yraonoM rospy Tabne m x n croju Ton. JBa urpaya ra HaM3MEHUYHO TIOMEPaAjy
10 XOpU30HTAIM WK 1o Beprukanu. Tom He cMme aohu Ha Hexo noswe muTH npehn
NpeKo Hera ako je paHuje el 610 Ha HeMy WM TNpeuao Npeko mwera (MyTama
Tona He cMe BuTu camonpecenajyha). ['ybu mrpau xoju He MoXe fAa MOBy4Ye
InmoTes.

(2) Koju urpau uma IIC?
6) Koju urpay uma I1C ako Torr Ha modeTky HMje Yy YyraoHOM I0BY?
¥ ¥

IlBa urpava urpajy Ha Tabiu
(a) 7 x 25; () T x 26.

JearyM more3oM MoKe ce 0BOJUTH JelHO MOJbe MM HEKOJMKO HeoDojeHUX I107ba
Koja oGpaayjy kBaipar. ITobeaHuk je urpad Koju oBoju M T0CHe ke TIOIBE.

Y pasuu je maro 1999 rayaka. Wrpauu HamsMeHM4YHO BYKY moTese. JeIHMM
rore3oM urpad LpTa JUHH]Y Koja cliaja Heke JBe JaTe Tauke. llpu ToMme M3
cBaKe Tadke MOTY M3JIa3UTH HajBuile ABe JAMHMjE U JIMHU]E HE CMejy Ja Ce CeKy.
Koju urpau uma I1C? !

Ha crony ce Hanase npa xeTona. Wrpaym HamameHuuHo nosehasajy 6poj xe-
TOHa. JemHMM IIOTE30M NO3BOJBEHO je NOoJaTHh Gap jelaH XKETOH, ald Mamme Of
yxynsor 6poja xXeToHa koju ce Beh Hanaze Ha crony. IloBexnuk je urpay nocie
ypjer noTe3a c€ Ha CTONY Halje TauHO

(a) 1000 xeToHa; (6) n xeroHa.

llBa urpaya urpajy Mrpy ca KOHayHMM 6pojeM MO3uLMja, MPU YeMy 3a CBaKy
NO3ULM]y p BaXXW Aa je 6po) mosmimja y Koje ce MosKe npehu u3s p jeqHak 6pojy
nozuimja u3 Kojux ce moxe npehiv y p. I'yOm urpau koju se moxe jaa nopyue
norea. llokazatd ga 6po) nosunmja naryGmenux 3a [Ipsor urpaua nuje sehn on
rroJioBUHe Bpoja CBUX ITO3MIIM]a. _
(Pamxo Towuh) llonasefiu onx 6poja 2 urpaum HamsmennaHo noehasajy 6poj,
IpK YeMy ce jeJHUM IoTe3oM Opoj moxe mosefiatm 3a 1 mam yaBocTpydmry.
Koju urpau vma [IC ako

(a) ry6u urpau koju npebe aatu 6poj n;

(6) nobuja urpau koju npehe xatu 6poj n?
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PEIIEHA 3AJATAKA U3 UNAHKA "MATEMATUKA U
Uree”, (cTp. 3)

1. Mo3uumjy urpe Heka npefacraBha 6poj xeroHa. QuuriegHo je pa he y oBoj
urpu nobeauTu urpad koju aobuje 6poj 1. Iakne, naTy Urpy mMozKemo CBECTH
Ha MCPY ¥ KojJo) Je moGefHMK Wrpay Mocjie ypjer nore3a Ha FOMUNM ocTaHe 1
KeroH. Ilosmimje npeicraBibeHe HeMmapHUM Bpojem xeToHa U3ryBIheHe Cy 3a
urpaya Ha roTedy. Ocrase cy nobujede (nmobemxnumuke). 3aucTa, U3 CBaKe IO3M-
uvje ca HemapHMM OpojeM XKeTOHa MoXKe ce AohM caMo Yy IMo3WUM]y ¢a NapHUM
Bpojem xeroHa (jep cy ¢BM IelMTeibn HenapHor 6poja — Henapuu). C apyre
crpane, cmamemeM 3a 1 (1 je memuress cBakor mpupogHor 6poja), om ¢BaKor
napHor Gpoja ce MoXe HoOGMTH Henapan. Cuegu ga camo nocie noresa Ilpsor
Urpaya MOXe HacTaTH NMO3WIMja ca HeMmapHUM GpojeM XKeToHa; IpeMa ToMme, U
3aBpinHa nosuuMja. Jlakne, nobeauuuxy crpaternjy uma [Ipsu urpad, 1 oHa ce
cacTojJ¥ Yy TOMe [la CBAKUM ITOTE30M Y3MMa TAYHO je/laH JKETOH.

2. Jlako ce npoBepaBa Ja Je3rpo MCpe cauvibaBajy [MO3UIM]E KOje ce [IPeNcTaBIbajy
Bpojesuma gesbuBuM ca 3. Hakie, [IC uma Ilpeu urpau ako 6poj n HUje 1e/bUB
ca 3; y nporuBHoM — Hpyru.

3. (a) Ako je n HenapaH 6poj, onna he nocie cBakor notesa IIpBor ocTaTv napa,
a nocje cpakor notesa Jpyror — HenapaH 6poj xetona. llakne, [Ipsm nmma IIC.

Cnvuybo BMAMMO na 3a napad 6poj n, dpyrn uma I1C.

(6) Ipsu mma IC, ako 6poj n npu gemewmy ca b aaje ocratak 1, 3 wim 4. Y
TOM cly4dajy oH, yaumajyhu 1 mam 4 xeToHa, Moclie cBakKor CBOr NOTe3a MOXKe
Ja ocTaBM Ha cToiy Opoj MeTOHA KOJU IpH Aeibery ca b gaje ocrarax ( mam 2.
Jlako ce puan ga pyru mrpad, 6o KOjuM CBOjMM IIOTe30M, Mopa HAa Aobmje
Bpoj Koju NpH eJberby ca b fAaje octatak 1, 3 wam 4.

Hpyru uma [IC ako n npu nemermy ca b naje ocrarak 1, 3 mmm 4.

4. Mpsu. Jearpo caunbaBajy nosuumje y KojuMa HajOpojuuja roMuina caapxu 2F —1
xerona, rae Je k npuponan 6poj. Ipema tome, Ilpeu urpau moxe ga pasbuje
npee aBe romuie Gwiao kako a Tpehy Ha jegHy rommay ox 63 m mpyry on 7T
JKEeTOHa.

5. (a) lIpeu. On moxke nocruhu na noene cBakor meroBor noresa Ha obe romuie
ocTaHe HemapaH 6poj KeToHa, 1ok Jpyru U3 TaxBe no3unmje Moxe npehu camo
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6.

¥ NO3UIM]Y CA FOMHIAMA pasianyrte napuoctd. Hpyrn urpad he 6urn upunyhen
JA MENpasiy jefiHy roMuiy, noete vera he Ipau aa venpasiay qpyry romuny.

(6) Jlpyrn, jep Hpau urpas CBOJUM [IPHMM NOTE30M CTBADPA NO3ZHIK]Y nobujeHy
sa Jlpyror.

“[.'!UH. n[JI:HM MoOTe30M OH 'I‘[}EEL'L A NOMaepi n’.‘l!t’.hj HeToOH 3a _je,una [GJee, TAKO 1A
uamchy xerona ocrane 27 enoboAnnx nomsa. Iocne Tora, na craku norea Jlpyror
piaronapa Ha caeaeliv naune: ako ce Jlpyru vrpau npubankasa 38 JeJHO 110/LE,
lpou he ce npubansury 3a 18a; ako ce Jlpyry npubauxana 3a apa rnoska, [Ipey
]"l,t! 3 _i(!JJ,HO. yI{[}JIHI{O [H e ﬂp}'l‘lﬂ Urrpad yiaLaBba, ”[}I!H Hie 34 UM 38 UCTH
Gpo] nossa, Tako ja je Gpa) fokka H.’-tMﬂ'by HEETOHA YRCK Jedhdi ci J.

Cnakum notesoM [pnu urpay 6poj namean na tatau nonchasa 3n 1. (loene
enaxor notesa Hpyror, Ha Tatiau mMopa Gurk napan 6poj.)

[IpeTnocTaRUMe JIa ¢y [0JLA TPAKE HYMepWEaHa cleBa yaecHo Gpojenuma on |
ao 20, [ppum noresom Ipou urpay npememra xeton ca nodka 3 Ha nome 20.
[Tocae rora, dpyry urpay Moxe JIa HIPA CAMO €A JKETOHOM KOJW C€ HA NIOHCTKY
HaJaa3n Ha fodky 2. Cpaky 0yT Kaj of npemMecti Ta] etod Ha nome k, [Tpan
Urpay MpeMeiiTa oHA] JPYIH KeTod Ha noske k& — 1. Ha ra) wauuu [peu urpay
nocTraKe rnobely,

JNpyru urpay uma [1C. Hamme, nako ce BUIM Ja OH M0CHE CBAKOT CBOI [OTE38
mMonie HocTHhE aa seTord GyY HA TPH Y3ACTONHA MOMLA TPAKe,

. (a) Mpeu. Ou Tpefa ga Npelpra CPeAMIILA MMHYC, RKO J¢ TI HOIIRADAH, B JIBA

cpelninsa, akoe je e napad Opo). llocke Tora urpa cUMeTpUYHO ¥ OAHOCY HA
[oTe30 J_lpy I'or.

(6) Jpyru, ake je n > 2. llpbu urpay enojum NPBUM TTOTEI0M Packuila Kpy AW
manan, nocxe tora Jpyru urpa kao lpsu y cayuajy (a).

(a) Bes ymamupama ollTOCTH MOXKE C¢ IPETIIOCTABUTH /I CY JATe TAYKE TCMEHL
npapriador Muoroyrna. Ilpsu urpad uma IO, Or npnuM notesoM Tpeba na
CNOJH JIBE TH]AMETPRIHO CYTIPOTHE TAYNKE, T). TAKO A cA JeJIHE W [IPYIe cTpaie
Halpraie TeTHAS oCTaHe NMOJje/HARe AATUX Tavaka., JaTHM Ha CRAKW 10763
Jpyror urpada o/ropapa CUMCTPHYNO ¥ OHOCY HA LEHTAP KpYsHuie, Omcany
erparernjy [lpsn urpau moxe o npuMeHu 3a npoussossaH napan Gpo] naTux

TAYAKL,

(6) Ipeu uma uery I1C kao non (a).

Hoxasahiemo na axko je n nenapan 6po] wan gemun ca 4, I1C uma [Ipepn vrpay,
Aok 3a n =4k 4 2 (k ueo Gpoj), 11C uma dpyrn urpasd,

lloroano je fa y3mMeMo a ¢y NOCMATPAHE TAYKE ¥ TeMCHAMA TDANAIHOT N-YIa
M Jla cy TAMKe O3HaueHe napuum Gpojesuma - ofojeHe UpBeHO, a OHe JApyre
1aB0,

Y ¢BMM cnyuajesdMa, ocHobna uieja nobegmuuxe crparerdje je xopumheme
CUMETPH]C.
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13.

14.

15.

3a n = 4k, [lpaK Urpad NpEUM MOTE3IOM UPTA jeJaH NPEvHUK, A 3ATUM HA CHAKK
noTes ﬂ]?yl't?T‘ M padl ofifopapa NPTAIRCM TeTHRE CMMeTpUdHe ¥ OJIHOCY Ha Thj
npeunmi. To je moryhe, jep he nocne ceakor noresa [Ippor Urpada nosunMja
GUTM CHMETpWYHA ¥ OJHOCY Hi HALpTAHM npeddnk. Onfe je DaKHO To wro
¢y AWJAMETPAJHO CYIPOTHE TAMKE YBeK MeTe BOje, KAO M TAMKE CHMMETPUYHE ¥
OJIHOCY HiL Hpﬁuillﬂi‘{.

3a n =4k + 2, [1C Hpyror urpava cactoly ce y ToMe ja Ha caaki totes [Ippor
GJIFORpiL :lp’l'ﬂ.lht:M TETHRE CHMOTPHAYHE ¥ OJIHOCY HA HeHTAap KpYKHALG, (}:I'im‘: jﬂ'
BAMCHO TO IITO Cy ABE JAWJAMETPAIHO CYNPOTHE TaduKe yBeK pasvinumrto obojene,

Ako je n Hetiapad 6poj, oHfia ¢y ABe eyecilHe TAUKe, osiadeHe Dpojesuma 1 U n
maane Goje. 3nn = 4k + 1, lpon urpay obesbelyje nobegy va taj Hadmn uro
[PUUM TOTE30M CIOjU IINARe TAMKe o3padene ca | v 3, crojgehu TMMe urpy Ha
cayuaj i = 4(k—1)+2, y Kojoj cana [lpeu urpau urpa kao JIpyrd y nperxoiiom
CAYURJY.
3an =4k + 3, llpeyu Hrpau co)UM NRPRAM OTE30M Cla)a niane radke oaHadeie
ca 2k 41w 26 +3, Axo samucanmo aa cy npeocranux 4k radaka pacnopehene na
KPY 3 HWIM Ko TemeHa npasuntor (4&) yria, onia ce nake s aa he esake ise
JHM]AMETPAJING CYHPOTHE Tavke BUrK pasnmunto obojene, 36or Tora, urpavd Koju
y onoj nosuuujy nowmse kao Apyru (a o je Hpsu urpav y Hano] Mrpu) Moxe
na obeabeau nobeny, Chakm nyr kai Jdpyru wrpay wanpra rervny, [Ipou he
HAPTATH 150] CUMETPUMHY TETHRY ¥ OHOCY HA HEHTADP 3AMWILLEHE KPYKHULE,

Axko jem # n, 1O uma Hpoy urpad. Ou ¢cBAKK NYT JOMH HSOKOJRLY HA JIBA JICHA,
ol Kojux je jeaan kpagpataor obauka. Kpagparuu geo npejaje NpoTHBHUKY, A
OHAJ] APYrH Jeae,

Ako je m = n, [IC uma Jpyru urpau.

{(a) Mpeu. Ow Tpeba na noMepH Tona WA ApYTd Kphj TAGAe MTAPANCAHO [y H0)
cTpalui. AKO je m = 7, OHJIA je cnejequo y KoM npanuy. [locne tora, dpyru
MOpA WI'paTd TonoM napanenno kpahoj crpaumiuur rabne v saycrapmri ce ia
HEKOM NoJky Ha MBuiM Kpahe erpanuie. [lpsu noeae tora nmonono 3anokpehe aa
90° u mae ao pybuor nodbe apyre cynporne kpahe crpanuue. Youuure, nocie
cpakor notesa [Ipror, nolujajy ce jeflal WK JBA HPABOYTAOHMKA caoboaHMX
nosma; Jpyru mopa fia vaabepe Jeaan off IWMX M J1a [IOMCPH Tona Ha Heko pyOGHo
noske HA Kpaho] crpamMim. AKo je NIMPWHA TOTA NPABOYUAOHMKA JoaHaxa 1,
Hpau nobuja y caenchem norésy, llpoy ypex mMma na pacrnosaraisy rores, a
KAKO €0 WIMPHHE TPABOYIAOHMKA CTAJNHO cMAamY]y, Jpyr# y jeaHom TpenyTky
Helhie uMaTH wra jga urpa,

(6) NMpau. Crparterdja je¢ HOTA KAQ Y HPETXOIHOM CAYHAajy.

(a) [peu urpad uma [1C, llppum noresom on Goju knaapar 7% 7 y nenrpy rabie,
koju oerarak Tabne pasbuja na ape rabue T % 9. 3atum Ha ceaku norea Jlpyror
WI'pAME OATOBAPA CUMETPUHMHO Y OJHocy Ha [eirrap Tabae uiM cUMeTPUYHO Ha
oty CMMETpUje Koja IoNoBM JlyXe crpanuie Tabie.

(6) Hpsu urpay uma [1C. Tlppum noresom on Goju knanpar 6 x 6, KOJH e
CHMETPUYAH Y OHOCY HA OCY CMMeTpMje Kojh TIONOHM JAy¥e cTpanuuc tabie.
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16.

3aTUM HA CBAKM [0TE:3 leyr‘m' HIpAYda ONropaph CUMOQTDHUYHO Y OIHOCY HA TY
oLy,

Joxazahiemo uugykumjom onwruje tephewse, 1), aa [peu urpad wma [1C aa
chaky npupoiab 6po) obauka 4k + 3.

3a k = 0, repheme je ourraeHo TAUHO,

Heka je & = 0. Tlpan urpad cnojuM MpoMM [O0TE30M CIinja HeKe ape Tavke A M
B. Y uacrasky urpe, psy v ga/me cBAKMM CHOJUM NIOTEI0M CIAJA AMHHJOM HEKe
JIBe M30JIOBAHE TAYKE, ¢Be JOK TAKo rnoeryna U JIpyru wrpay, Jlpyrm urpau he
Brry 1ipor npuHyber jia oJieTyi oji TakBor Haddia urpe, bupajyhn jeany on
cnegehe ase moryhuocru:

(1) Ou cnaja veky wsopopany tadky €' ca KpajiboM TaukoM [ Hexke paHuje
wanprade guavje AL, Y tom cayuajy, [psu cnnja nunmjom tauke A u O
TAKO JId M Y YHYTPAIKOCTH W Y CHobatithoeTd KpuBoiuiuickor tpoyraa ABC
Gyne nobeauako nuuunja v nobeanako vaoaosanux Tavaka. Jlasme [peu npusmen-
J¥je cUMeTpUuHy eTpaTerd)y, 1], chaku nyT kaj Jdpyrd urpa ¥y enomannnoctH
rpoyraa ABC, lppuw pyve oaronapajyhu nores y yuyrpannsoctu, u obpuyro.
(6) Jpyru enaja kpajibe Tauke B u € ape pandje nanprane auavje AB u €D, Y
rom caysa)y, [lpow cniaja Apyre Kpajise TAMKE THX JMHMJA M HA TA] HAMKMH 106M)a
KPUHOIUHK]CKH derhopoyrao ARC D, [lpy rose, oH yhek Mode NocTuhi jia ce
¥ ynyrpaunnoctd tora "udernopoyraa” naly cne nperxoiHo MaUpTAHe JHUHK)E,
OCHM JeJIHE, A JIA ¢HC WIOJIOBAHE JaTe TAMKE OCTAHY Y cnomalmkoctd. Jlako ce
By Ja he ¥y YRYTPAIIROCTH KpupojaunMjcKor detpopoyriaa bDury napan 6po)
AUHHjA. Y HACTABKY Wrpe, cBaku nyr kaa JIpyru enoju gpajene Mexe jne JvH-
Hje y yiRyTpauithocTd "derpopoyraa’, Ilpad he criojuin apyre Kpajese WeTux
JAMHU)A W HA TA] HAMHH go0uTy nosw " uernopoyrao” ) npu Tome he nasutu aa y
YHYTPANILOCTH TOTA YETROPOYINIA HeMA JPYCHX IWHWjA (MIM [la UX UMA Tapa
Bpoj). Kako je y cinomaunsocty nppor popmupator " vernopoyraa” 6poj Tadaka
ofauka 4k +3, IpH YeMy ¢y Heke ané crojede, a Jpyrd urpad je Ha noreay, [1pnu
AoBr]a 1o TPETHOCTANIM HILIYKIA)e,

. (n) Anannzom yTephyjemMo la jesrpy npunamajy nosmimje: 500, 260, 126, 62, 31,

15, 7, 3. Hagae, [Ippn urpav uma [1C.

(6) Moaumje jesrpa Mory ee JAKo oJIpeJUTH Ha ocHory GunapHor aamea Gpoja n.
Haume, Bunapim aanmen noauuM]a jearpa qobuja)y ce ua Gunapror sanmca Gpoja
1 OJICTPAHBAILEM jeliHe 110 jefiie Mdpe ca neeHe erpate. Ha npumep, y enyuajy
u3 taydke (a), w3 3aspume nosuimje 11111010002 = 10004, nobujamo pegom
noavimje jearpa: 1111101005 = 50040, 111110105 = 26054, 11111015 = 12544,
1111105 = 62y, 1111115 = 314q, 11115 = 151p, 111s = T, 115 = 310,

Oftan e DMIHMO [1a I0YeTHA NOAUIM] A 2 NpMITALA JesIPY Ko W caMo ako DUHApHN
anrme Gpoja i novmibe ca 10, 1), aKo je

2F < n 2k 428

aa HekHd npypofad Bpo) k. Y tom ciydajy dpyrd urpad usa [1C. Y npoTUBHOM,
INC uma llpau urpay,
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18.

19.

Heka je = 6poj usrybivennx, a y 6poj aobujennx nosuumja 3a llpsor urpaua.
[pernocraBumo na je = > y. Jlokazahemo na oHga mocToje ABe usryGmene
ro3uiivje p U ¢, TaKBe Oa Ce M3 P MOXe jJeHUM IoTe3oM Ipehu y g. 3aucra, ¥
MPOTUBHOM MMa NI [O3MIM]a CYCeAHUX M3ryDJbeHUM MO3MLMjaMa, IIPU YeMy je
cBaKa padyHaTa H.a.jBHlIIe T IIyTa. (OBJIE je n KOHCTaHTa HagellcHa ¥ YCJIOBHMA
3amaTtka, T) 6po] nosuuMja y Koje ce Moxe npefi U3 Npou3BoJbHe NMO3UIM)E p.)
Caemm na je y < UF = z, WTO je KOHTPAAUKLIM]A.

Oznaunmo ca I urpy y cny4ajy (a), a ca I' — y cayuajy (6). Pehu hemo na je
npupodal 6poj n dobap aKo je OH 36Mp PasNMUATHX HEOAPHUX CTeleHa ABOJKE
WM Je caM HellapaH cTelleH ABoJke. CauuHo, 3a Opoj n KaXeMo fa je aen aKo je
OH 30Mp pasIMYUTHUX [TAPHUX CTENeHa ABO)JKE WJIM Je caM IapaH CTereH ABOjKe.

(a) lokazahemo aa Hpyru mma IIC ako je n mobap 6poj, y nporussom — [[pBu.
Ako je n HenapaH (y KoM cnydajy auje nob6ap), IIC Ilpsor urpaua je Bpao
JenHocraBHa. OH CBaKMM [IOTE30M fodaje JeAVMHUIY W HA Ta] HAYMH YBeK H061)a
HeriapHe OpojeBe, mok Jlpyru cBakum cBOJMM MNoTesom Mopa fa JoGuje mapaH
6poj. Ha Taj Hauun, cpe gok Jlpyru uMa Ha pacnonaramy 1oTes, uma u [lpou.

3a napHe 6pojeBe n, JOKa3 JajeMO MHAYKLMJOM IO OyXXHWHW IBUXOBOI BHHAPHOT
3anmca. 3a IPBUX HeKOJMKo ©pojeBa JaKo ce NpopepaBa fga TBphere BajKu.
pumernmo npso na cy GpojeBu 4k u 4k + 2 no6pm ako U camMo ako je 1o ¥ 6poj
k. (Bunapam zammcn Tux 6pojeBa gobujajy ce Tako WTO ce BUHAPHOM 3ammcy
Bpoja k mormure 00, ogrocHo 10.) Cax je A0BOJBHO A0KA3aTH A2 UrPad KOJU UMa
HCsan=k mma NICuzan=4kun=4k+2.

Ako je n = 4k mwnu n = 4k + 2, wrpay X koju mma IIC 3a n = k, ysek moxe
nocrubiu l1a ¥HeroB MpOTUBHUK NPecKOYM Taj Opoj u najgHe y uHTepBaa [k+1, 2k].
[locne Tora urpau X yasocTpyuaBameM nobuja mapan 6poj U3 uHTepBana [2k +
2,4k]. Haswe, cBakum roTe3oM urpady X AoJaje jJeAMHHIY CBE JOK TAKO MIpa
M BEUOB NpOTHMBHUK, KOju he Suru npurybed na npebe n, y xpajmem cayuajy
HakoH IITo urpad X nobuje n.

(6) okasahemo ma Ipyrn uma IIC ako je n nen 6poj, y nporusHom — [lpBu.
Jlako ce Buam na cy GpojeBu 2k u 2k + 1 nenwm ako m camo ako je 6poj k moBap.
(Bunapuy 3ammcu Tux GpojeBa nobujajy ce Tako WTO ce GUHAPHOM 3amucy Bpoja
k mormue 0, ogHocHo 1.)

Cana je MOBOJBHO JOKAa3aTW Aa aKo Heku wrpay mMa IC y wrpu I 3a n = &k,
uMa je u y urpu I’ 3a n = 2k mu n = 2k + 1. [Ipernocrasmmo ma urpauy X
mva IIC y urpu I 3a n = k. To 3Haum ga OH MOKe NPHMHYIMTH IIPOTUBHAKA A8
npebe 6poj k U nobuje Hekn Gpoj uz uHTepBana [k + 1,2k}, nocne vera urpay X
yABocTpyUaBamem nobuja 6pej He Mamu ox 2k + 2.



