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V O V E D 
 

Pred tebe e u~ebnikot po izborniot predmet MATEMATIKA za treta godina 
od gimnaziskoto obrazovanie. Toj e raboten taka, {to }e mo`e{ i samostojno da se 
zdobiva{ so novite znaewa i umeewa {to se predvideni so nastavnata programa po ovoj 
predmet.  

 

Materijalot e podelen, soglasno so programata, vo ~etiri oddelni celini 
(temi). Na po~etokot na sekoja tema, pokraj sodr`inata {to e razrabotena vo nea daden 
e pregled na potrebnite predznaewa za uspe{no sledewe na materijalot koj e 
razraboten vo taa glava. Isto taka, daden e i pregledot na novite znaewa i umeewa so 
koi treba da se stekne{ dokolku uspe{no gi sovlada{ predvidenite sodr`ini. Sekoja 
tema e zaokru`ena celina i e razdelena na odreden broj lekcii koi, isto taka, 
pretstavuvaat zaokru`eni celini. Temite se ozna~eni so rimski broevi, dodeka 
lekciite se ozna~eni so arapski broevi. Vo sekoja tema, definiciite, primerite, 
zabele{kite i teoremite se numerirani integralno za temata, {to ne e slu~aj so 
zada~ite za ve`bawe koi se dadeni po sekoja lekcija, kako i zada~ite za povtoruvawe i 
utvrduvawe koi se dadeni na krajot na sekoja tema. Na krajot od sekoja tema e daden test, 
so ~ija pomo{ mo`e{ da gi proveri{ i da gi oceni{ svoite znaewa i umeewa.  

 

Razrabotuvaniot materijal sodr`i golem broj tvrdewa (teoremi), od koi del 
treba da gi usvoi{ bez dokaz, {to e posebno nazna~eno za sekoja teorema. Primerite, 
koi gi ima vo dovolen broj, se celosno re{eni i se dadeni kako ilustracija na tvrdewa-
ta {to se razrabotuvaat. Zatoa, osobeno e va`no dobro da gi razraboti{, bidej}i samo 
taka mo`e{ da se podgotvi{ za samostojno re{avawe na zada~i, a potoa da premine{ 
kon re{avawe na zada~ite za ve`bawe.   

 

Za polesno koristewe na u~ebnikot, daden e registar na poimite so koi }e se 
sretne{ vo tekot na u~eweto, kako i spisok na koristenite oznaki.  

 

Na krajot od u~ebnikot se dadeni odgovori i upatstva na nekoi od zada~ite za 
ve`bawe. Po`elno e pred da go pogledne{ odgovorot ili upatstvoto na zada~ata, da se 
obide{ samostojno da ja re{i{ i da izvr{i{ samoproverka. Samo taka }e mo`e{ da se 
zdobie{ so samodoverba i }e mo`e{ uspe{no da usvojuva{ novi znaewa i umeewa. Se 
razbira deka za poseopfatno i podlaboko usvojuvawe na predvideniot materijal, 
po`elno e da koristi{ i dopolnitelna literatura, pa zatoa taa e navedena vo poseben 
del, vedna{ po odgovorite i upatstvata na zada~ite.  

 
Avtorite 
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LISTA NA SIMBOLI  
 

Simbol  Zna~ewe Simbol Zna~ewe
N  mno`estvo prirodni broevi log ba  logaritam od b za osnova a 

Z  mno`estvo celi broevi sec sekans 
R  mno`estvo realni broevi cosec kosekans 
 agol  k

nV  varijacija bez povtoruvawe od n 
elementi od klasa k  

 stepen  k
nV  

varijacija so povtoruvawe od n  
elementi od klasa k 

rad radijan   nP  permutacija bez povtoruvawe 
od n elementi 

AB  dol`ina na otse~ka   mkkk
nP ,...,, 21  permutacija od  n elementi  

od tip ),...,,( 21 mkkk  
sin sinus  k

nC  kombinacija bez povtoruvawe 
od n elementi od klasa k  

cos kosinus k
nC  

kombinacija so povtoruvawe od 
n elementi od klasa k 

tg tangens  A nastan sprotiven na nastanot A

ctg kotangens  )(AP  verojatnost na nastanot A

0, aa r  stepen so realen eksponent  brojot pi 

 pripa|a   unija 
RR :f  realna funkcija   presek

 nevozmo`en nastan   podmno`estvo 
 siguren nastan  )(, n

k
k
nC  binomen koeficient  
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POTREBNI PREDZNAEWA 
 
Za uspe{no sovladuvawe na sodr`inite koi  
}e gi usvojuva{ vo ovaa tema, potrebno e da 
se potseti{ na:  
 
- definicijata na stepen i operaciite so  

stepeni so racionalen pokazatel,  
- poimot realen broj i pribli`nite  

racionalni vrednosti na  
iracionalnite broevi, 

- formulite za skrateno mno`ewe,  
- re{avaweto na linearnite i  

kvadratnite ravenki, i 
- re{avaweto na linearnite i  

kvadratnite neravenki. 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 

NOVI ZNAEWA I UMEEWA 
 
Uspe{noto sovladuvawe na sodr`inite koi se  
razraboteni vo ovaa tema ima za cel:  

 
- da ja usvoi{ definicijata na eksponencijalnata  

funkcija,  
- da nau~i{ da odreduva{ definiciona oblast na  

eksponencijalna funkcija,  
- da nau~i{ da ja ispituva{ monotonosta na  

eksponencijalnata funkcija za razli~ni  
vrednosti na osnovata,  

- da sostavuva{ tablici na vrednosti na  
eksponencijalnata funkcija,  

- da konstruira{ grafik na funkcija od vidot  

;;; maymayay pxxx    za Ra ,  
- da nau~i{ da ja procenuva{ polo`bata na  

grafikot na eksponencijalnata funkcija spored  
analiti~kiot zapis,  

- da ja usvoi{ defincijata na eksponencijalnata  
ravenka,  

- da nau~i{ da re{ava{ ravenki od vidot  

,0)(,0,0 )(2)()(  cbaamama xfxfxfx ,  
- da ja usvoi{ definicijata na logaritam,  
- da ja usvoi{ operacijata logaritmirawe,  
- da gi usvoi{ svojstvata na logaritmiraweto,  
- da gi usvoi{ pravilata za logaritmirawe na  

proizvod, koli~nik, stepen i koren,  
- da nau~i{ da odreduva{ karakteristika na  

dekaden logaritam od daden broj,  
- da nau~i{ da logaritmira{ brojni izrazi i da  

vr{i{ pribli`ni presmetuvawa,  
- da ja usvoi{ vrskata me|u logaritmi od broevi  

so razli~ni osnovi,  
- da ja usvoi{ definicijata na logaritamskata  

funkcija,  
- da odreduva{ definiciona oblast na  

logaritamski funkcii od vidot xy alog  i  

)(log xfy a ,  

- da nau~i{ da ja ispituva{ monotonosta na  
logaritamskata funkcija,  

- da nau~i{ da ja procenuva{ monotonosta na  
logaritamskata funkcija spored nejzinata  
osnova,  

- da konstruira{ grafik na logaritamskata  
funkcija xy alog ,  

- da ja usvoi{ definicijata na logaritamskata  
ravenka, i  

- da nau~i{ da re{ava{ ednostavni logaritamski  
ravenki.  
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Vo matematikata i nejzinite primeni va`na uloga imaat takanare~enite ekspo-

nencijalni i logaritamski funkcii. Eksponencijalnata funkcija R xaax x ,0,  e 

potpolno opredeleno pro{iruvawe na poimot za stepen Z naan n ,0, . So eksponen-
cijalnite funkcii se opi{uvaat procesite na rastewe, kako {to e porastot na brojot na 
`itelite na nekoja zemja, porastot na nacionalniot dohod itn. Isto taka, so ovie 
funkcii se opi{uvaat i procesite na opa|awe, na primer masata na radioaktivno telo vo 
tekot na vremeto i sli~no.   

 

Posebno va`na e eksponencijalnata funkcija Rxx x ,10  i so nea povrzanata 
funkcija xx log . Za va`nosta na ovie funkcii dovolno govori faktot deka sekoj kal-
kulator ima vgraden program za pribli`no presmetuvawe na vrednostite na ovie funkcii.  

 
 
I.1. STEPEN SO REALEN EKSPONENT   
 
Vo prva godina se zapoznavme so stepenite so pokazatel (eksponent) racionalen 

broj. Da se potsetime. Prvo se zapoznavme so stepenot NR  naan ,, , a potoa go vovedov-
me i stepenot ~ij pokazatel e 0, odnosno cel negativen broj, i toa so slednive definicii  

 

0,10  aa  i 0,,1  aka ka

k N . 
 

Pritoa zabele`avme deka stepenite 0a  i ka , za 0a  ne se definirani. Ponatamu, 
stepenot so pozitiven racionalen eksponent go vovedovme so slednava definicija  

 

N nmaaa n mn
m

,,0, ,              (1) 
 

a stepenot so negativen racionalen eksponet so definicijata  
 

N


nmaa
n
m

n
m

a

,,0,1 .  

 

Da zabele`ime deka za 0a  definicijata (1) ne mo`eme da ja primenime na izrazot ,ra  
Qr , {to mo`e da se vidi od sledniov primer.  

 

Primer 1. Neka 0a . Za 
4
2r  imame R 4 24

2

aa , a za )(
4
2

2
1 r  dobivame 

R aa 2
1

. Ponatamu, za 
6
2r  imame 06 26

2

 aa , a za )(
6
2

3
1 r  dobivame 033

1

 aa .  
 

Isto taka, za stepenite so racionalni eksponenti va`i slednava teorema.  
 

Teorema 1. Za sekoi 0, ba  i za sekoi Qqr,  va`at ravenstvata  
 

,qrqr aaa    ,: qrqr aaa    ,)( rrr baab    r

r

b
ar

b
a )(  i  rqqr aa )( .  (2) 
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Vo prethodniot del se potsetivme na stepenite so eksponent racionalen broj. No, 
dali mo`eme da razgleduvame stepen so eksponent iracionalen broj? Na primer, dali 

ima smisla izrazot 23 ? Pred da odgovorime na ova pra{awe }e doka`eme u{te edno 
svojstvo na stepnite so eksponent racionalen broj. Imeno, }e ja doka`eme slednava 
teorema.  
 

Teorema 2. Neka Q srsr ,; . Ako 1a , toga{ sr aa  . Ako 10  a , toga{ 
sr aa  .  

 

Dokaz. Neka Q srsr ,;  i 1a . Toga{, 
q
p

n
m sr  ,  i 0 

nq
npmqsr , pa zatoa 

mo`eme da zememe deka 1 npmq  i 1nq . Sega od svojstvata na stepen so priroden eks-

ponent i od teorema 1 imame nqnpmqa 11 , pa zatoa  
 

s

r

q
p

n
m

q
p

n
m

nq
npmq

a
a

a

aaa 


1 .  

 

Ako vo poslednoto ravenstvo pomno`ime so 0sa  dobivame sr aa  , {to i treba{e da se 
doka`e.  

 

Ako 10  a  i Q srsr ,; , toga{ 11 
a

, pa od prethodno iznesenoto sleduva 

s
a

r
a

)()( 11  . Sega od teorema 1 sleduva sr aa
11   i ako vo poslednoto ravenstvo pomno`ime 

so 0sr aa  dobivame sr aa  , {to i treba{e da se doka`e.  
 

Da se vratime na pra{aweto za stepen so realen eksponent, t.e. dali ima smisla 

izrazot 23 ? Za taa cel da gi razgledame neravenstvata  
 

25,142,1415,14143,1...2...4142,1414,141,14,11  . 
 

Ako ja iskoristime teorema 2 dobivame  
 

...33333 4142,1414,141,14,11   i .33333... 25,142,1415,14143,1   
 

Spored toa, izrazot 23  isto taka mo`eme da go sfatime kako stepen ~ija vrednost e 
ednozna~no opredelena so prethodnite dve nizi neravenstva, t.e.  

 

.33333...3...33333 25,142,1415,14143,124142,1414,141,14,11   
 

Zabele{ka 1. Voop{to, izrazite 0, aar , kade r  e iracionalen broj, gi sfa}ame 
kako stepeni i za niv va`at istite pravila kako i za stepenite so racionalni ekspo-
nenti, t.e. to~ni se teoremite 1 i 2. Me|utoa, vo praksa pri presmetuvawe na brojnite 
vrednosti na stepenite so iracionalni eksponenti konkretnite presmetuvawa gi vr{ime 
so pomo{ na nivnite pribli`ni vrednosti.  

 

Primer 2. a) Od ...728785881,43 41421,1   i ...728837832,43 41422,1   i kako  

41422,1241421,1   t.e. 41422,1241421,1 333   



 10 

zaklu~uvame deka so to~nost do tretoto decimalno mesto va`i 728,43 2  .  
 

b) Od ...09055857,297 73205,1   i ...09061517,297 732051,1   i kako  
 

732051,1373205,1   t.e. 732051,1373205,1 777   
 

zaklu~uvame deka so to~nost do tretoto decimalno mesto va`i 090,297 3  .  
 

Primer 3. a) Od teorema 1 imame  
 

2
2
1121

2
1

3

3
2
1

32

3

32

33 33
1212

313

12

313 


 








. 

 

b) Bidej}i 32
2
3   i kako 16   od zabele{ka 1 i teorema 2 sleduva  

 

32 666 2
3

 . 
 

Od druga strana, bidej}i 1
2
2   i 32

2
3  , povtorno od teorema 2 i zabele{ka 1 

sleduva  
2

2
2

2
23

2
2 )()()( 2

3

 . 
 

Zabele{ka 2. Vo primer 2 se presmetani nekolku vrednosti na stepeni. Po pra-
vilo ovie presmetuvawa se komplicirani, pa zatoa po`elno e da koristi{ kalkulator. 
Vo slu~ajov upotrebata na kalkulatorot e ednostavna i taa se sostoi vo slednovo:  

 

- ja vnesuva{ osnovata na stepenot, na primer 41,2 ,  

- go pritiska{ kop~eto so oznaka xy ,  
- go vnesuva{ stepenoviot pokazatel, na primer 456,1 , posle {to na ekranot }e 

se pojavi brojot 456,141,2599289786,3  .  
 
 
 
ZADA^I  
 
1. Napi{i gi vo oblik na stepeni izrazite  

a) 2 ,   b) 3 2x ,  v) 12 1 n a .  
 

2. Presmetaj  

a) 2
1

81 ,   b) 5
2

32 ,  v) 2
3

2
3

2
1

2)32(  ,  g) )23(:)215( 1
11


 nn .  
 

3. Bez da presmetuva{, podredi gi po raste~ki redosled broevite: 4
1

3
1

3,2  i 6
1

5 .  
 

4. Bez da presmetuva{, podredi gi po raste~ki redosled broevite: 24 , 4
33

4 , 

4
33

4


 i 24 .  
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I. 2. EKSPONENCIJALNA FUNKCIJA  
 
Od razgleduvawata vo prethodnata to~ka mo`eme da zaklu~ime, deka pri 0a  

stepenot xa  ima, za sekoja vrednost Rx , to~no edna pozitivna vrednost. Spored toa, 
ima smisol slednava definicija.  

 

Definicija 1. Neka 0a . Funkcijata  RR:f , opredelena so  
 

,)( xaxf   za sekoj Rx      (1) 
 

ja narekuvame eksponencijalna funkcija so osnova a .  
 

Prirodno e da se zapra{ame koi svojstva gi ima eksponencijalnata funkcija.  
 

i) Od 11 x , za sekoj Rx  dobivame deka vo slu~aj koga osnovata e 1a  
eksponencijalnata funkcija vsu{nost e konstantnata funkcija 1)( xf , za sekoj Rx .  
 

ii) Neka 0a . Od svojstvata na stepenite imame deka 10 a , {to zna~i deka grafikot 
na eksponencijalnata funkcija (1) ja se~e y oskata vo to~kata )1,0(A . Ponatamu, od svojst-

vata na stepenite i od 0a  sleduva deka za sekoj Rx  va`i 0xa , {to zna~i deka grafi-
kot na eksponencijalnata funkcija ne ja se~e x oskata, t.e. ovaa funkcija nema nuli.  
 

iii) Neka 21 xx  . Bez ograni~uvawe na op{tosta mo`eme da zememe deka 21 xx  . 
Imame:  

- ako 10  a , toga{ od zabele{ka 1 i teorema 2 sleduva deka 21 xx aa  , t.e. 
)()( 21 xfxf  , i   

- ako 1a , toga{ od zabele{ka 1 i teorema 2 sleduva deka 21 xx aa  , t.e. 
)()( 21 xfxf  ,  

 

pa zatoa pri 1a  so (1) e zadadena injekcija od R  vo R .  
 

Mo`e da se doka`e deka pri 1a , za sekoj Ry  postoi Rx  takov, {to 

yxf )( , t.e. deka so (1) e zadadena surjekcija od R  vo R . Spored toa, to~na e slednava 
teorema.  
 

Teorema 3. Ako 1a , toga{ eksponencijalnata funkcija (1) e biekcija od R  vo 
R .  

 

iv) Od prethodnata teorema neposredno sleduva deka definicionata oblast na 
eksponencijalnata funkcija (1) e mno`estvoto R , a nejzinoto mno`estvo vrednosti e 

mno`estvoto pozitivni realni broevi R .  
 

v) Pred da ja razgledame monotonosta na eksponencijalnata funkcija, da se 
potsetime deka:  
 

- za funkcijata )(xgy   velime deka strogo monotono raste, ako od 21 xx  , sle-

duva  )()( 21 xgxg  ;  
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- za funkcijata )(xgy   velime deka strogo monotono opa|a, ako od 21 xx  , sle-

duva  )()( 21 xgxg  .  
 

Vo iii) vidovme deka za 10  a  od 21 xx   sleduva 21 xx aa   t.e. )()( 21 xfxf  , a za 

1a  od 21 xx   sleduva 21 xx aa   t.e. )()( 21 xfxf  . So toa ja doka`avme slednava teorema.  
 

Teorema 4. a) Ako 10  a , toga{ funkcijata (1) strogo monotono opa|a na celata 
definiciona oblast.  
 

b) Ako 1a , toga{ funkcijata (1) strogo monotono raste na celata definiciona 
oblast.  

 

Primer 4. a) Za da go nacrtame grafikot na funkcijata xy 2 , Rx , pokraj toa 
{to }e gi iskoristime svojstvata na eksponencijalnata funkcija, po`elno e da sostavime 
i tablica za nekoi vrednosti na funkcijata. Imame:  
 

x  5  4  3 2  1  0 1  2  3  4 5
xy 2  03125,0

32
1   0625,0

16
1   125,0

8
1  25,0

4
1  5,0

2
1  1 2  

 

4  
 

8  16 32
 

Sega grafikot na funkcijata mo`eme da go dobieme ako vo pravoagolen koordinaten 
sistem gi nacrtame to~kite koi vo tabelata soodvetstvuvaat na podredenite parovi 

)2,( xx  i istite gi povrzeme (crte` dolu).   
 

b) Za da go nacrtame grafikot na funkcijata xy )(
2
1 , Rx , pokraj toa {to }e gi 

iskoristime svojstvata na eksponencijalnata funkcija, po`elno e da sostavime i tabli-
ca za nekoi vrednosti na funkcijata. Imame:  
 

x  5  4  3  2  1 0 1  2  3 4  5
xy )(

2
1  

 

32  
 

16  
 

8  
 

4  
 

2  1 5,0
2
1  25,0

4
1  125,0

8
1  0625,0

16
1   03125,0

32
1 

 

Sega grafikot na funkcijata mo`eme da go dobieme ako vo pravoagolen koordinaten sistem 

gi nacrtame to~kite koi vo tabelata soodvetstvuvaat na podredenite parovi ))(,(
2
1 xx  i 

istite gi povrzeme (crte` dolu).  
 

Od primer 4 a) nasetuvame deka funkcijata 
xy 2 , Rx  mo`e da primi proizvolno golema vred-

nost koga x  e dovolno golem broj, odnosno proizvolna 
mala pozitivna vrednost koga x  e dovolno mal broj. 
Poslednoto }e go poka`eme na primer.  

 

Primer 5. a) Postavuvame pra{awe dali po-
stoi realen broj x  takov, {to na primer 

85899345912 x .  

Bidej}i 85899345918589934592233   od svojst-
vata na eksponencijalnata funkcija sleduva deka za 
sekoj 33x  va`i 

8589934591858993459222 33 x . 
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b) Postavuvame pra{awe dali postoi realen broj x  takov, {to 0000000002,02 x .  

Bidej}i 0000000002,02
8589934592

1
2
133
33   od svojstvata na eksponencijalnata 

funkcija sleduva deka za sekoj 33x  va`i 0000000002,022 33  x .  
 

Od prethodniot primer i od tablicata {to i soodvetstvuva na funkcijata xy 2  
se zabele`uva slednovo: ako zememe deka x  e negativno i deka postojano opa|a, t.e. deka 
negovata apsolutna vrednost raste, dobivame deka funkcijata prima pozitivni vrednosti 
i deka taa postojano opa|a, no nejzinata vrednost nikoga{ ne e ednakva na nula. Toa zna~i 
deka soodvetnata kriva za onie negativni vrednosti na apcisata x  {to neograni~eno 
opa|aat se pribli`uva do negativniot del na x oskata, no vo slu~ajot ne ja se~e. Vo 
vakov slu~aj velime deka x oskata e horizontalna asimptota na dadenata kriva. 

O~igledno, x oskata e horizontalna asimptota za krivata xy )(
2
1 , so toa {to vo ovoj 

slu~aj ordinatata y  se pribli`uva do x oskata vo nejziniot pozitiven del.  
 

Voop{to govoreno, x oskata e horizon-

talna asimtota na funkcijata xay   i toa:  
- ako 1a , toga{ grafikot na funk-

cijata se pribli`uva do x oskata vo 
negativniot del, i  

- ako 10  a , toga{ grafikot na funk-
cijata se pribli`uva do x oskata vo 
pozitivniot del.  

 

Zabele{ka 3. Vo prethodnite razgleduva-
wa ja prou~ivme eksponencijalnata funkcija (1) 
i nau~ivme da go konstruirame nejziniot grafik. 
Ovde, so pomo{ na grafikot na funkcijata (1), 
}e poka`eme kako mo`eme da go konstruirame 
grafikot na funkcijata  

 

maxf x )( , Rx .   (2) 

Da ja razgledame funkcijata xaxg )( , Rx . Pritoa za funkciite f  i g  va`i 
mxgxf  )()( , za sekoj Rx . Spored toa, za sekoj Rx  vrednosta na funkcijata f  mo-

`eme da ja presmetame ako na vrednosta na funkcijata g  dodademe m . Poslednoto zna~i, 
deka grafikot na funkcijata (2) mo`eme da go dobieme so translacija vo pravec na 
y oskata za vektor so dol`ina || m  na grafikot na funkcijata (1) i toa:  

 

- vo pozitivna nasoka na y oskata, ako 0m  i  
- vo negativna nasoka na y oskata, ako 0m .  

Pritoa, funkcijata (2) ja se~e y oskata vo to~ka )1,0( mA   i pravata my   e nejzina horizon-

talna asimptota. Na crte`ot gore se dadeni graficite na funkciite 32  xy  i 12  xy .  
 

Zabele{ka 4. Sli~no, kako i vo prethodniot slu~aj, grafikot na funkcijata  
pxaxf )( , Rx      (3) 
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mo`eme da go konstruirame so pomo{ na grafikot na funkcijata (1). Imeno, od 
xppx aaaxf  )( , Rx  sleduva deka vrednosta na funkcijata f  mo`eme da ja presmeta-

me ako vrednosta na funkcijata xaxg )(  ja pomno`ime so konstantata pa . Jasno, gra-

fikot na funkcijata (3) ja se~e y oskata vo to~kata ),0( paA  i x oskata e horizon-
talna asimptota za funkcijata (3).  
 

Primer 6. Grafikot na funkcijata 13  xy  

ja se~e y oskata vo to~kata ),0(
3
1A  i x oskata e 

negova horizontalna asimptota. Sostavuvame tabli-
ca za nekoi vrednosti na funkcijata:  
 

x  3  2  1  0  1 2 3 4
13  xy  81

1  
27
1  

9
1  

3
1  1 3 9 21

 

Grafikot na funkcijata 13  xy  e daden na crte`  

desno.  
 

Zabele{ka 5. Na krajot od ovoj del da zabe-
le`ime deka grafikot na funkcijata  
 

maxf px  )( , Rx    (4) 
mo`eme da go konstruirame taka {to prvo }e go konstruirame grafikot na funkcijata 

pxaxg )(  (vidi zabele{ka 4), a potoa istiot }e go translatirame soglasno zabele{ka 3. 
Jasno, pravata my   e horizontalna asimptota za funkcijata (4) i nejziniot grafik ja 

se~e y oskata vo to~kata ),0( maA p  .  
 
ZADA^I  
 
1. Nacrtaj go grafikot na funkcijata  

a) xxf 3)(  ,  b) xxf
3
1)(  ,   v) xxf 3)(  ,   g) xxf

3
1)(  .  

 

2. Opredeli ja eksponencijalnata funkcija xaxf )( , ako 
16
9

3
2)( f .  

 

3. a) Doka`i deka za funkcijata xxf 3)(   va`i ravenstvoto )3()2()32( fff  .  

b) Doka`i deka za funkcijata xaxf )(  va`i ravenstvoto )()()( tfxftxf  .  
 

4. Vo ist koordinaten sistem nacrtaj go grafikot na funkcijata xxf 2)(   i na 
funkcijata 

a) xxg )( ,  b) 2)( xxg  ,   v) xxg 3)(  ,   g) ||2)( xxg  .  
Sporedi go rasteweto na ovie funkcii.  

 

5. Nacrtaj go grafikot na funkcijata:  

a) 43)(  xxf ,  b) 33)( 1  xxf ,  v) 12)(  xxf ,       g) 22)( 2  xxf . 
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I.3. EKSPONENCIJALNI RAVENKI  
 

Vo ravenkata 82 x  nepoznatata x  se nao|a vo eksponentot, pa zatoa ravenkata od 
vakov vid ja narekuvame eksponencijalna ravenka. Vo ovoj del, preku primeri, }e se 
osvrneme na re{avaweto na elementarni eksponencijalni ravenki, koi mo`at da se sve-
dat na ednakvost na dva stepeni so isti osnovi:  

 

10,)()(  aaa xgxf ,     (1) 
 

kade )(xf  i )(xg  se polinomi ili koli~nici na polinomi od najmnogu vtor stepen. Pri-
toa, od svojstvata na stepenite sleduva deka ravenkata (1) e ekvivalentna na ravenkata  

 

)()( xgxf  .      (2) 
 

Za 1a  ravenkite (1) i (2) ne se ekvivalentni, bidej}i vo ovoj slu~aj re{enie na raven-
kata (1) e mno`estvoto realni broevi R , {to ne e slu~aj so ravenkata (2). Isto taka, }e 
se osvrneme i na ravenkite koi mo`at da se svedat na eksponencijalnata ravenka od vidot  

0)( )(2)(  cbAAa xfxf ,    (3) 

kade 10  A , Rcba ,,  i koja so smenata tA xf )(  se sveduva na kvadratnata ravenka  

02  cbtat       (4) 

~ii re{enija se 
a

acbbt
2

4
2/1

2 . Pritoa od 0)( xfA , za sekoj Rx  sleduva deka raven-

kata (3) ima re{enie ako 01 t  i istoto go nao|ame re{avaj}i ja ravenkata 1
)( tA xf  . 

Me|utoa, ako 01 t  toga{ za najdenoto 1t  ne dobivame re{enie na (3). Analognata 

diskusija se odnesuva i za re{enieto 2t  na ravenkata (4).  
 

Primer 7. Re{i gi eksponencijalnite ravenki:  
 

a) 82 x ,      b) 1284 13 x  
 

Re{enie. a) Imame  

82 x    322 x   3x .  
 

b) Od 7323 2)2(242642128   i 224   sleduva  
 

1284 13 x    7132 2)2( x    726 22 x     726 x     56 x    
6
5x .  

 

Primer 8. Re{i gi eksponencijalnite ravenki:   
 

a) 01001,0 522
  xxx ,  b) xxx 877 1   ,  v) xxxx 233427 23   .  

 

Re{enie. a) Imame  
 

01001,0 522
  xxx     5221 )10()10(

2   xxx     1041010
2   xxx  

              1042  xxx    01032  xx . 
 

Re{enijata na poslednava ravenka se 21 x  i 52 x  i tie se re{enija na dadenata ra-
venka.  
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b) Imame  
 

xxx 877 1     xx 8)17(7 1    xx 878 1     1
8
78 1




x

x
  1)( 1

8
7 x   01x   1x .  

 

v) Prvo gi prefrlame stepenite so ista osnova na ista strana od ravenkata i do-
bivame deka dadenata ravenka e ekvivalentna na ravenkata  

 

23 343227   xxxx . 
 

Ponatamu, pred zagradi vadime x2  i x3  i ja dobivame ekvivalentnata ravenka  
 

)341(3)127(2 23   xx .  
 

Posle sreduvaweto ja dobivame ravenkata 
9
5

8
15 32  xx , koja e ekvivalentna na ravenkata 

3
3
2

3
2 )()( x  od kade nao|ame 3x .  

 

Primer 9. Re{i gi eksponencijalnite ravenki  
 

a) 03910813  xx    b) 622 22   xx .  
 

Re{enie. a) Dadenata ravenka e ekvivalentna na ravenkata  

03910)9(3
11

2  xx  
t.e. na ravenkata  

 

.03910)9(3
11

2  xx  
 

Voveduvame smena yx 
1

9  i ja dobivame ravenkata  
 

03103 2  yy  
 

~ii re{enija se 31 y  i 
3
1

2 y . Spored toa, 39
1

x  pa zatoa 2393 x  t.e. 21 x  i 139
1

x  

pa zatoa 2393 x  i 22 x .  
 

b) Dadenata ravenka e ekvivalentna na ravenkata 624
2
4  x

x  t.e. na ravenkata  
 

042624 2  xx . 

Vo poslednata ravenka veduvame smena xy 2  i ja dobivame ravenkata 0464 2  yy  ~ii 

re{enija se 
2
1

1 y  i 22 y . No, 02  xy , pa zatoa 22 x  t.e. 1x  e edinstveno 

re{enie na po~etnata ravenka.  
 

Primer 10. Re{i gi eksponencijalnite ravenki  
 

a) 033369 31 22
  xx ,    b) xxx 365812163  .  

Re{enie. a) O~igledno, dadenata ravenka e ekvivalentna na ravenkata  
 

033336)3( 2112 22
  xx  
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t.e. na ravenkata  

033336)3( 2112 22
  xx . 

Voveduvame smena tx 12
3   i ja dobivame ravenkata 0342  tt  ~ii re{enija se 31 t  i 

12 t . Sega za 31 t  ja dobivame ravenkata 11 333
2

x  od kade nao|ame 112 x  t.e. 

22/1 x , a za 12 t  ja dobivame ravenkata 01 313
2

x  od kade nao|ame 012 x  t.e. 

14/3 x .  

b) Dadenata ravenka ja delime so 036 x  i ja dobivame ekvivalentnata ravenka 

523
36
81

36
16  x

x

x

x
 koja e ekvivalentna na ravenkata 5)(2)(3

4
9

9
4  xx . Voveduvame smena 

tx )(
9
4  i ja dobivame ravenkata 0,53 2  tt

t
 odnosno ravenkata 0253 2  tt  ~ii 

re{enija se 11 t  i 
3
2

2 t . Sega, od 11 t  dobivame 0
9
4

9
4 )(1)( x  t.e. 0x , a od 

3
2

2 t  

dobivame 1
3
2

3
2

9
4 )()( x , odnosno 1

3
22

3
2 )()( x  pa zatoa 12 x  t.e. 

2
1x .  

 
 
EKSPONENCIJALNI NERAVENKI (za onie {to sakaat da znaat pove}e)  

 
Vo ovoj del }e gi razgledame samo onie eksponencijalni neravenki koi mo`at da se svedat 

na oblikot  

10,)()(  aaa xgxf ,       (5) 

kade )(xf  i )(xg  se polinomi od najmnogu vtor stepen ili se koli~nici na polinomi od najmnogu 
prv stepen. Ako se iskoristi monotonosta na eksponencijalnata funkcija, toga{ neravenkata (5) 
e ekvivalentna na neravenkata  

1),()(  axgxf      (6) 
odnosno na neravenkata  

10),()(  axgxf .      (7) 
Zatoa, re{avaj}i ja neravenkata (6), odnosno (7), nie vsu{nost ja re{avame neravenkata (5).  
 

Primer 11. Re{i ja eksponencijalnata neravenka  

a) 15 352 2
 xx ,    b) xxxx 9938

44 1   .  

Re{enie. a) Bidej}i 150   dadenata neravenka e ekvivalentna na neravenkata 0352 55
2

 xx . 

No 15  , pa zatoa poslednata neravenka e ekvivalentna na neravenkata 0352 2  xx . Nulite na 

kvadratniot trinom 352 2  xx  se 
2
1

1 x  i 32 x  i kako 02   dobivame deka re{enie na 

neravenkata 0352 2  xx  e mno`estvoto ),3(),(
2
1  .  

b) Za 0x  neravenkata mo`eme da ja zapi{eme vo oblikot xxxx 22 33938
44

  . Ako po-

delime so 
423 x  ja dobivame neravenkata )(2 44

3938 xxxx   . Voveduvame smena 03
4

 txx  

i ja dobivame neravenkata 298 tt   od kade nao|ame 2390  t , t.e. 2393
4

 xx . Ottuka 

dobivame 24  xx . Stavame 04  xz  i dobivame 022  zz . Re{enieto na ovaa neravenka e 

20  z , t.e. 20 4  x , od {to kone~no dobivame 160  x .  
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ZADA^I  
 
1. Re{i gi eksponencijalnite ravenki  

a) 255 x ,   b) 0001,010 x ,   v) 27
3
1 x .  

 

2. Re{i gi eksponencijalnite ravenki  

a) 
5
1132

5  xx ,   b) 64)2( 12  xx ,   v) 366 2 x .  
 

3. Re{i gi eksponencijalnite ravenki  

a) 21333 21   xxx ,  b) 813237 1  xx ,  v) xxx 322 1   .  
 

4. Re{i gi eksponencijalnite ravenki:  

a) xxx   9731 1223 ,  b) xx
x

 


62 2085 3
124

.  
 

5. Re{i gi eksponencijalnite ravenki:  

a) 0639  xx ,   b) 324325 14  xx ,  v) 2055 3  xx .  
 

6. Re{i gi eksponencijalnite ravenki:  

a) xxx 6294  ,    b) 11029425  xxx .  
 

7. Re{i gi eksponencijalnite ravenki:  

a) 1212 210164   xx ,   b) 111 31019   xxxx .  
 

8. Re{i gi eksponencijalnite neravenki:  

a) 22 x ,    b) 13 2 x ,    v) 04,05 12 x .  
 

9. Re{i gi eksponencijalnite neravenki:  

a) 125)5( 11  xx ,  b) 6322 28
2   xxx ,   v) 1621 )3(  xx . 

 

10. Re{i gi eksponencijalnite neravenki:  

a) 33232  xx ,   b) 55452  xx .  
 

11. Re{i gi eksponencijalnite neravenki:  
a) 

12
1

82
1

3  xx ,   b) 
53

1
73

1
1 

 xx .  

 
 

I.4. POIM ZA LOGARITAM. OSNOVNI SVOJSTVA  
 

Vo prethodnata lekcija nau~ivme da re{avame odredeni vidovi eksponencijalni ra-

venki. Na primer, re{enie na ravenkata 82 y  e 3y . Me|utoa, pri izu~uvaweto na eks-

ponencijalnata funkcija vidovme deka za 0a , 1a  funkcijata RR:f , opredelena so 

,)( xaxf   za sekoj Rx  e surjekcija. Toa zna~i deka, za sekoj 0b  postoi Rx  takov, {to  

ba x  ,       (1) 
i kako f  e injekcija zaklu~uvame deka brojot x  e edinstven. Spored toa, pri dadeni 
pozitivni realni broevi a  i b  ravenkata (1) ima edinstveno re{enie. Brojot x , koj e 
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re{enie na ravenkata (1) go narekuvame logaritam od b  za osnova a  i go ozna~uvame so 
balog . Taka ja imame slednava definicija.  

 

Definicija 2. Neka 0, ba , 1a . Za realniot brojot c  }e velime deka e logari-

tam od brojot b  za osnova a  ako i samo ako bac  . Pritoa pi{uvame bc alog .  
 

Spored toa  

bc alog   bac  .      (2) 
 

Primer 12. a) Neka 2a  i 
8
1b . Od 

8
132  , spored definicija 2 imame  

 

3log
8
1

2   . 
 

b) Neka 10a  i 000001,0b . Od 000001,010 6   spored definicija 2 imame  
 

6000001,0log10  .  
 

Vo vrska so logaritmite }e doka`eme nekolku formuli koi ovozmo`uvaat poles-
no koristewe na istite. Prethodno da zabele`ime, deka od toa {to za sekoj 0a  va`i 

10 a  i aa 1 , soglasno so definicija 2 dobivame deka za sekoj 0a , 1a  va`i  
01log a , 1log aa .      (3) 

 

Teorema 5. Ako 0a , 1a , toga{  
 

cbbc aaa loglog)(log  , za sekoi Rcb, .    (4) 

bcb a
c

a loglog  , za sekoi RR   cb , .     (5) 

cb aac
b

a logloglog  , za sekoi Rcb, .     (6) 

a
b

a
c

cb
log
log

log  , za sekoi Rcb, , 1a .     (7) 
 

Dokaz. Neka Rcb, . Da stavime bubcw aa log),(log   i cv alog . Od definicija 

2 imame uw ababc  ,  i vac  . Ponatamu, od gornite ravenstva i od svojstvata na stepe-
nite dobivame  

vuvuw aaabca  ,  
i kako eksponencijalnata funkcija e biektivno preslikuvawe, imame vuw  . Kone~no, 
so zamena za uw,  i v  nao|ame cbbc aaa loglog)(log  , t.e. va`i ravenstvoto (4).  

 

Neka RR   cb , . Da stavime c
a bw log  i bu alog . Od definicija 2 imame 

cw ba   i bau  . Ponatamu, od gornite ravenstva i od svojstvata na stepenite dobivame  
cucucw aaba  )( , 

i kako eksponencijalnata funkcija e biektivno preslikuvawe, imame cuw  . Kone~no, so 

zamena za w  i u  nao|ame bcb a
c

a loglog  , t.e. va`i ravenstvoto (5).  
 

Neka Rcb, . So primena na ravenstvata (4) i (5) posledovatelno dobivame  
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cbcbcbbc aaaaaaac
b

a logloglog)1(logloglogloglog 11   , 

t.e. va`i ravenstvoto (6).  

Neka Rcb, . Da stavime bubw ca log,log   i av clog . Od definicija 2 imame 

uw cbab  ,  i vca  , t.e. vac
1

 . Ponatamu, od gornite neravenstva i od svojstvata na ste-
penite dobivame  

v
u

v aacba uuw  )(
1

 

i kako eksponencijalnata funkcija e biektivno preslikuvawe imame 
v
uw  . Kone~no, so 

zamena za uw,  i v  nao|ame 
a
b

a
c

cb
log
log

log  , t.e. va`i ravenstvoto (7).  
 

Posledica 1. Ako 0, ba , ( 1a , 1b ) toga{ .log
log

1
aa

b
b   

Dokaz. Ako go iskoristime ravenstvoto (7), za bc   dobivame 
aa

b
a

bb

bb
log

1
log
log

log  .  
 

Primer 13. Presmetaj ja vrednosta na logaritmot  

a) 5
3 243log ,   b) 

aa
1log , 0a .   v) 8log 2 .  

Re{enie. a) Od 53243   i od svojstvata na stepenite i logaritmite imame  

13log3log)3(log243log243log 3
5

3
5

33
5

3
5
1

5
1

5
1




. 

b) Imame:  
2
1

2
11 loglog0log1loglog 2

1

 aaa aaaaaa . 

v) Imame:  68log
2log

2log3

2log

2log

2log

8log
2

22
1

2

2
1

2

3
2

2

2  . 

 

Primer 14. Za koja osnova logaritmot na brojot:  
a) 64  e 3 ,      b) 

256
1  e 8 ?  

Re{enie. a) Neka baranata osnova e a , t.e. 364log a . Od definicija 2 sleduva 

643 a  i kako 3464   dobivame 33 4a , {to zna~i 4a  (zo{to?).  
 

b) Neka baranata osnova e a , t.e. 8log
256
1 a . Od definicija 2 sleduva 

256
18 a  i 

kako 8
2
1

2
1

256
1 )(8   dobivame 8

2
18 )(a , {to zna~i 

2
1a  (zo{to?).  

 

Primer 15. Presmetaj ja vrednosta na izrazot:  

a) 8log427log225log3 235  ,   b) 26log45log )2()3( 23  ,   

v) 36log2log15log 9106 31036   .  
 

Re{enie. a) Imame  

.012662log343log325log23

2log43log25log38log427log225log3

235

3
2

3
3

2
5235
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b) Ako iskoristime deka pri 0a , 1a , za sekoj Rx  va`i xaax log  (doka`i!) 
dobivame  

6613662565)2()3( 2426log45log 23  . 
v) Imame  

2
363log

2
10

10693log
363log

101069106 3106310)6(31036
log5log22log10log5log236log2log15log    

2463036553106 2
12

1

310
2

6 236log5log5log  .   
 

Primer 16. a) Neka 0c . Logaritmiraj go izrazot 
4 32

23

aby

baA  , 0,, yba , za osnova c .  

b) Uprosti go izrazot: 
b
a

aba

a

ab

b
A

log)1log(log

log1 3


 , 0, ba .  

v) Presmetaj 6
3log a , ako ba 27log .  

Re{enie. a) Imame:  

.loglog3loglogloglog2loglog23log

log3logloglog

4
1

4
7

4
3

4
1

4 3223
4 32

2

babayba

abybaA

ccccccccc

cc
aby

ba
cc




 

b) Imame:  

bA abbb

bbbb

bab

bbb

ab

b

aaa

aaaa

aabaa

aaa

b
a

aba

a log
)log1()loglog1(

)loglog1)(log1(log

)log(log)1(log

)loglog1)(log1(

log)1log(log

log1
2

2

log
1

23










 .  

v) Imame:  

b

aa

aaa
aa 1

27log
1

3log
1

3log
1

3
1

33
1

3log

log

3log

log6
3 3

32
1

36
1

3

6
3 loglog  .  

 
 
ZADA^I  
 
1. Presmetaj ja vrednosta na logaritmot:  

a) 16log3 2
,   b) 3

2 512log ,    v) 0,log 21 4 aaa .  
 

2. Za koja osnova logaritmot na brojot:  
a) 625  e 4 ,   b) 

128
1  e 7 ?  

 

3. Presmetaj ja vrednosta na izrazot:  
a) 

27
1

32
1

234
5

3
1

2
1 loglog216log381log  ,  b) 8log16loglog81log 2227

1
33  ,  

v) 1log2log4log8log16log 22222  ,  g) 5log43log225log3 235 235   ,  

d) 2log8log4log
712592

1
4
1

49)2581( 


.  
  

4. Neka 0z , 1z . Logaritmiraj go izrazot:  
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a) 0,,,,)4( 34 22  dcbadcbaA n ,  b) 0,,,,3 45  dcyayA
d
c

a
,  

v) 0,,,)( 5
5

6
3

43




ybaA
yz

abya ,   g) 0,,,3
3




ybaA
b
a

yz

y .  

za osnova z .  
  

5. Uprosti go izrazot:  

a) 
35log2516log

1

49log94log2549log32log

553

)881)(527(



 ,    b) 0,,2
loglogloglog 2 2

1

 babbaa
bbaa aabb . 

 

6. Ako 0, yx  i xyyx 124 22  , toga{ )log(log2log2)2(log 10102
1

1010 yxyx  . 

Doka`i!  
 

7. Ako 
2

2 xy   i 
2

2 yz  , toga{ 
2
loglog 22 z

x  . Doka`i!  

 
 

I.5. LOGARITAMSKA FUNKCIJA  
 

Neka 0a , 1a . Vo prethodnite razgleduvawa vidovme deka za sekoj Rb  
postoi edinstven realen broj c  takov, {to bc alog , {to ni dava za pravo da ja vovedeme 
slednava definicija.  

 

Definicija 3. Neka 1,0  aa . Funkcijata RR :f , opredelena so  
 

,log)( xxf a  za sekoj Rx     (1) 
 

ja narekuvame logaritamska funkcija so osnova a .  
 

Prirodno e da se zapra{ame koi svojstva gi ima logaritamskata funkcija.  
 

i) Neka 1,0  aa . Bidej}i 0log xa  ako i samo ako xa 0  t.e. ako i samo ako 1x , 
dobivame deka 1x  e edinstvena nula na funkcijata (1). Spored toa, grafikot na 
logaritamskata funkcija (1) ja se~e x oskata samo vo to~ka )0,1(A .  

Poslednoto zna~i, deka nulite na funkcija od vidot )(log xfy a gi nao|ame kako 

re{enija na  ravenkata 1)( xf . Na primer, nulite na funkcijata )43(log4  xy  gi nao-

|ame re{avaj}i ja ravenkata 143 x . Re{enie na poslednata ravenka e 
3
5x , {to zna~i 

deka razgleduvanata funkcija ja se~e x oskata vo to~kata )0,(
3
5B .  

 

ii) Neka 1,0  aa  i R21, xx  se takvi, {to bxfxf  )()( 21 . Toga{, 1log xb a  i 

2log xb a , pa zatoa bax 1  i bax 2 , t.e. 21 xx  . Spored toa, logaritamskata funkcija 

(1) e injekcija od R  vo R .  
 

Neka y  e proizvolen realen broj i da stavime yax  . Imame  
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yayaafxf a
y

a
y  loglog)()( . 

 

Spored toa, za sekoj Ry  postoi Rx  takov, {to yxf )( , {to zna~i deka logaritam-

skata funkcijata (1) e surjekcija od R  vo R . So toa ja doka`avme slednava teorema.  
 

Teorema 6. Logaritamskata funkcija (1) e biekcija od R  vo R .  
 

iii) Od prethodnata teorema neposredno sleduva deka definicionata oblast na 

logaritamskata funkcija (1) e mno`estvoto pozitivni realni broevi R , a nejzinoto 
mno`estvo vrednosti e mno`estvoto realni broevi R .  
 

Primer 17. Najdi ja definicionata oblast na funkcijata  

a) )12(log)( 3  xxf ,  b) )23(log)( 2
5  xxxf ,      v) )2(log)( 2

2  xxxf .  
 

Re{enie. a) Bidej}i logaritamskata funkcija e definirana samo za pozitivni 
vrednosti na argumentot, dobivame deka baranata definiciona oblast e mno`estvoto 
re{enija na linearnata neravenka  

012 x   
2
1x . 

Spored toa, definicionata oblast na funkcijata )12(log)( 3  xxf  e intervalot 

),(
2
1  .  

 

b) Bidej}i za sekoj Rx  va`i  

0)3(2)3(23
12
232

32
1

12
12

32
12  xxxx , 

dobivame deka definicionata oblast na funkcijata )23(log)( 2
5  xxxf  e mno`estvo-

to realni broevi.  
 

v) Definicionata oblast na razgleduvanata funkcija e mno`estvoto re{enija na 

neravenkata 022  xx  (zo{to?). Kvadratniot trinom ima nuli 1  i 2  i kako koefi-

cientot pred 2x  e pozitiven, zaklu~uvame deka re{enie na ravenkata e mno`estvoto 

),2()1,(   i toa e definicionata oblast na funkcijata )2(log)( 2
2  xxxf .  

 

iv) Neka 1,0  aa  i 21 xx  . Bez ograni~uvawe na op{tosta mo`eme da zememe de-

ka 21 xx  . Od 11 log xy a  i 22 log xy a  soglasno so definicija 2 dobivame 1
1

yax   i 

2
2

yax  . ]e razgledame dva slu~aja.   

- Neka 1a . Od 21 xx   sleduva 21 yy aa   i bidej}i eksponencijalnata funkcija 

za 1a  strogo monotono raste, dobivame deka 21 yy   t.e. 21 loglog xx aa  . 
Spored toa, za 1a  logaritamskata funkcija (1) strogo monotono raste.  

- Neka 10  a . Od 21 xx   sleduva 21 yy aa   i bidej}i eksponencijalnata 

funkcija za 10  a  strogo monotono opa|a dobivame deka 21 yy   t.e. 

21 loglog xx aa  . Spored toa, za 10  a  logaritamskata funkcija (1) strogo 
monotono opa|a.  

So toa ja doka`avme slednava teorema.  



 24 

Teorema 7. a) Ako 10  a , toga{ logaritamskata funkcija (1) strogo monotono 
opa|a na celata definiciona oblast.  

b) Ako 1a , toga{ logaritamskata funkcija (1) strogo monotono raste na celata 
definiciona oblast.  
 

v) Neka 1,0  aa . Da ja razgledame eksponencijalnata funkcijata RR:g  
opredelena so  

,)( xaxg   za sekoj Rx .      (2) 

Za funkciite (1) i (2) imame RR :gf   i  RR:fg   i pritoa va`i 

xaxaafxgfxgf a
x

a
x  loglog)())(())((  , za sekoj Rx  i  

xaxgxfgxfg x
a

a  log)(log))(())((  , za sekoj Rx .   
 

So toa ja doka`avme slednava teorema.  
 

Teorema 8. Ako 1,0  aa , toga{ funkciite (1) i (2) se zaemno inverzni.  
 

Primer 18. a) Za da go nacrtame grafikot na funkcijata xy 2log , Rx , pokraj 
toa {to }e gi iskoristime svojstvata na logaritamskata funkcija, po`elno e da sostavi-
me i tablica za nekoi vrednosti na funkcijata. Imame:  
 

x  03125,0
32
1   0625,0

16
1  125,0

8
1  25,0

4
1  5,0

2
1  1

 

2  
 

4  
 

8  16 32

xy 2log  5  4  3 2  1  0 1  2  3  4 5
 

Sega grafikot na funkcijata mo`eme da go dobieme ako vo pravoagolen koordinaten 
sistem gi nacrtame to~kite koi vo tabelata soodvetstvuvaat na podredenite parovi 

)log,( 2 xx  i istite gi povrzeme (crte` dolu).  

b) Za da go nacrtame grafikot na funkcijata xy
2
1log , Rx , pokraj toa {to }e 

gi iskoristime svojstvata na logaritamskata funkcija, po`elno e da sostavime i tablica 
za nekoi vrednosti na funkcijata. Imame:  
 

x  03125,0
32
1   0625,0

16
1  125,0

8
1  25,0

4
1  5,0

2
1  1

 

2  
 

4  
 

8  16 32

xy
2
1log  

 

5  
 

4  3  2  1  0
 

1  
 

2  
 

3  4 5
 

Sega grafikot na funkcijata mo`eme da go dobieme 
ako vo pravoagolen koordinaten sistem gi nacrtame 
to~kite koi vo tabelata soodvetstvuvaat na podre-
denite parovi )log,(

2
1 xx  i istite gi povrzeme (cr-

te` desno).  
 

Od primer 18 a) nasetuvame deka funkcijata 

xy 2log , Rx  mo`e da primi proizvolno golema 
vrednost koga x  e dovolno golem broj, odnosno pro-
izvolna mala negativna vrednost koga x  e dovolno 
mal pozitiven broj. Poslednoto }e go poka`eme na 
primer.  
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Primer 19. a) Postavuvame pra{awe dali postoi realen broj x  takov, {to na 
primer 20000log2 x .  
 

Odgovorot na ova pra{aweto e ednostaven, osobeno ako se ima predvid monotonos-

ta na logaritamskata funkcija i ako zememe 200002x . Imeno, vo slu~ajot dobivame 

200002loglog 20000
22 x .  

b) Postavuvame pra{awe dali postoi realen broj x  takov, {to 20000log2 x .  
Kako i vo slu~ajot pod a) i ovde odgovorot e ednostaven. Imeno, od monotonosta na 

logaritamskata funkcija, za sekoj pozitiven realen broj x , takov {to 200002x  sleduva 

200002loglog 20000
22  x .  

 

Od prethodniot primer i od tablicata {to i soodvetstvuva na funkcijata 
xy 2log  se zabele`uva slednovo: ako zememe deka x  e pozitiven broj pomal od 1  i deka 

postojano opa|a, t.e. deka toj se pribli`uva kon 0 , dobivame deka funkcijata prima 
negativni vrednosti i deka taa postojano opa|a, t.e. sekoj negativen realen broj e 
vrednost na funkcijata. Toa zna~i deka soodvetnata kriva za onie pozitivni vrednosti 
na apcisata x  koi se dovolno bliski do 0  se pribli`uva do negativniot del na y oska-
ta. Vo vakov slu~aj velime deka y oskata e vertikalna asimptota na dadenata kriva. 

O~igledno, y oskata e vertikalna asimptota za krivata xy
2
1log , so toa {to vo ovoj 

slu~aj krivata se pribli`uva do y oskata vo nejziniot pozitiven del.  
 

 Voop{to govoreno, y oskata e horizontalna asimtota na funkcijata xy alog  i 
toa:  

- ako 1a , toga{ grafikot na funkcijata se pribli`uva do y oskata vo nega-
tivniot del, i  

- ako 10  a , toga{ grafikot na funkcijata se pribli`uva do y oskata vo 
pozitivniot del.  

 
 
ZADA^I  
 

1. Vo koi to~ki grafikot na funkcijata 10),125(log)( 2  axxxf a   ja se~e 
x oskata.  

 

2. Najdi ja definicionata oblast na funkcijata:  

a) )1(log2  xy ,   b) 2
2log xy  ,  v) )2(log 2

2 xxy  ,  

g) xy 3log ,   d) )34(log 2
5  xxy .  

 

3. Bez da presmetuva{ odredi go znakot na:  
a) 

3
1

4log ,    b) 2log
2
2 ,   v) 

3
2

2
1log .  

  

4. Za koi vrednosti na x  vrednostite na funkcijata )75(log3  xy  se negativni.  
 

5. Konstruiraj go grafikot na funkcijata:  
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a) xy 3log ,   b) xy
3
1log ,   v) xy 4log ,   d) xy

4
1log .  

6. Vo ist grafik konstruiraj gi graficite na funkciite:  
xy 2log , xy 2log1  i )1(log2  xy . 

 

7. Dadena e funkcijata )23(log 2
5 xxy  .  

a) Opredeli gi nulite i definicionata oblast na funkcijata.  
b) Za koi vrednosti na x  vrednosta na funkcijata e 2 ?  

 
 

I.6. DEKADNI LOGARITMI   
 

Presmetuvawe na koli~nikot 2097152:1073741824  e zamorno. Me|utoa, ako voo~i-

me deka 3021073741824   i 2122097152  , toga{ presmetuvaweto e poednostavno, t.e. 

51222:22097152:1073741824 92130  . Zabele`uvame deka ovde deleweto na dadenite 
broevi vsu{nost go svedovme na odzemawe na nivnite logaritmi so osnova 2 , a potoa na 
nao|awe na stepenot na brojot 2  na najdenata razlika. Navistina, 301073741824log2   i 

212097152log2  .  
 

Za da mo`eme na navedeniot na~in da presmetuvame so site pozitivni broevi, 
treba da gi imame presmetano nivnite logaritmi za osnova 2  ili za nekoja druga osnova. 
Vo ednostavni slu~ai lesno go nao|ame logaritmot na daden broj (numerusot) po dadena 
baza. Taka, na primer,  

 

38log2  , bidej}i 823  ; 11,0log10  , bidej}i 1,010 1  . 
 

Me|utoa, vo op{t slu~aj, logaritmite se iracionalni broevi.  
 

Bidej}i naj~esto rabotime vo dekaden broen sistem, potrebni ni se logaritmite 
za baza 10 , pa imame dekaden logaritamski sistem. Pritoa, pri presmetuvawata naj~es-
to ne ja pi{uvame bazata 10 , no istata ja podrazbirame.  

 
a) KARAKTERISTIKA I MANTISA NA LOGARITMOT  
 

Znaeme deka nn  10log,...,31000log,2100log,110log,01log . Bidej}i funkcija-
ta xy log  strogo monotono raste, dobivame deka  

 

- ako 101  x , toga{ 1log0  x ,  
- ako 10010  x , toga{ 2log1  x ,  
- ako 1000100  x , toga{ 3log2  x  itn.  
 

Taka, na primer, od 1000624100   imame 3624log2  , pa zatoa  
 

m 2624log , kade )1,0(m , 
i pritoa velime deka brojot 2  e karakteristika, a brojot m  mantisa na 624log . Voop-
{to ja imame slednava definicija.  
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Definicija 4. Celiot del na logaritmot go narekuvame karakteristika, a nego-
viot decimalen del mantisa na logaritmot.  

 

Kako {to vidovme, karakteristikata na 624log  e 2 . Ponatamu, za sekoj )1000,100(x  
va`i 3log2  x , pa zatoa karakteristikata na xlog  e 2 . Spored toa, logaritmi od 
razli~ni broevi mo`at da imaat ednakvi karakteristiki. Logi~no e da se zapra{ame, dali 
logaritmi od razli~ni broevi mo`at da imaa ednakvi mantisi? Odgovorot na ova pra{awe e 
pozitiven, {to mo`e da se vidi od slednive razgleduvawa.  

 

Sekoj pozitiven realen broj x  mo`eme da go zapi{eme vo vid na proizvod na nekoj 

stepen Zkk ,10  i broj )10,1[y . Taka, imame  
 

.17,21000217,0

17,210217000

17,2107,21

3

5

1







c

b

a

     (1) 

Vo site tri slu~ai va`i  

)10,1[,,10  ykyx k Z .      (2) 
 

Ako na ravenstvoto (2) gi primenime pravilata za logaritmirawe dobivame:  
 

1log0,,loglog10log10loglog  ykykyyx kk Z ,   (3) 
 

{to zna~i deka k  e karakteristikata na brojot xlog  (celiot del), a my log  e negovata 
mantisa (decinalniot del). Od ravenstvata (1) sleduva  
 

,317,2log300217,0loglog

517,2log5217000loglog

117,2log17,21loglog

mc

mb

ma





   (4) 

 

t.e. broevite ba,  i c  imaat karakteristiki 5,1  i 3 , soodvetno i ista mantisa 
17,2logm .  

 

Od dosega{nite razgleduvawa mo`eme da zaklu~ime deka logaritmot na daden broj 
e ednozna~no opredelen so negovata karakteristika i negovata mantisa, pa zatoa }e 
poka`eme kako istite se opredeluvaat.  
 

b) OPREDELUVAWE NA KARAKTERISTIKATA  
 

Od ravenstvata (1), odnosno od formulata (3), sleduva:  
 

- ako 1x , toga{ karakteristikata na x  e broj koj e za 1  pomal od brojot na 
cifrite na celiot del od x  napi{an vo dekaden broen sistem,  

 

- ako 10  x , toga{ karakteristikata na x  e cel negativen broj, ~ija apsolutna 
vrednost e ednakva na brojot na nulite koi gi ima brojot x  pred prvata cifra 
razli~na od 0  vo dekaden broen sistem.  

 

Spored toa, logaritamskite karakteristiki na broevite ,000201,0;35,0;76,345;1 se 
ednakvi na .4;1;2;0    
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Zabele`uvame deka karakteristikata na logaritmot na brojot x  zavisi samo od 
polo`bata na decimalnata zapirka, a ne zavisi od vrednostite na cifrite na brojot x . 
Poslednoto se dol`i na svojstvata na dekadniot broen sistem, od koi vsu{nost i sleduva 
definicijata na karakteristikata na logaritmot na daden broj x .  
 

v) OPREDELUVAWE NA MANTISATA  
 
Mantisata m  na logaritmot na brojot x , kako {to vidovme, e decimalniot del na 

logaritmot. Od ravenstvata (3) i (4) sleduva deka site broevi koi se razlikuvaat samo vo 
polo`bata na decimalnata zapirka, odnosno vo brojot na nulite pred prvata cifra koja 
vo dekadniot zapis e razli~na od 0  imaat ista mantisa. Vo prethodniot del vidovme kako 
mo`e da se opredeli karakteristikata na xlog . Me|utoa, opredeluvaweto na mantisata e 
mnogu slo`eno i za istoto se potrebni znaewa od oblasta matemati~ka analiza, delovi od 
koi }e gi izu~uva{ vo slednata u~ebna godina. Me|utoa, vo memorijata na sovremenite 
kalkulatori e vgraden algoritmot za presmetuvawe na logaritam od pozitiven realen 
broj x , koj mo`e da se presmeta na sledniov na~in:  

 

- go vnesuvame brojot x , na primer 3456,12x  i  
- go pritiskame kop~eto na koe pi{uva log  i na ekranot }e se pojavi logaritmot 

od baraniot broj, vo slu~ajot 091512202,13456,12loglog x .  
 

Da se vratime na ravenstvata (1). Za dadenite broevi, so pomo{ na kalkulator nao|ame:  
 

6635440266,200217,0log

336459734,05336459734,5217000log

336459734,01336459734,17,21log





 

 

Zabele`uvame deka mantisite na 7,21log  i 217000log  se ednakvi na 336459734,0 , {to e 
soglasno so ravenstvata (4). No {to stanuva so mantisata na 6635440266,200217,0log  ? 
Dali kalkulatorot gre{no presmetuva? Se razbira deka ne. Problemot e vo toa {to 
karakteristikata na 00217,0log  e 3 , pa za da ja dobieme mantisata na 00217,0log  od 
najdenata vrednost na 00217,0log  treba da odzememe 3  i da dodademe 3 . Pritoa dobivame  

 

336459734,036635440266,2336635440266,200217,0log   
 

t.e. mantisite na broevite 7,21log ; 217000log  i 00217,0log  se ednakvi.  
 

g) ANTILOGARITMIRAWE  
 
Vo praktikata ~esto pati mo`eme da go opredelime logaritmot y  na nekoj broj x  

i treba da go najdeme brojot x  i ovaa postapka ja narekuvame antilogaritmirawe. Ako ja 
iskoristime definicijata na logaritmot, toga{ od ravenstvoto xy log  dobivame 

yx 10 , {to zna~i deka so pomo{ na kalkulator za dadenata vrednost na y  treba da ja 

presmetame vrednosta na stepenot y10 . Na primer, ako 234567891,1log x , toga{  

16199974,1710 234567891,1 x . 
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ZADA^I  
 
1. Opredeli gi karakteristikite na broevite  
a) 324 ,  b) 53054 ,  v) 08,32 ,  g) 2,0 ,   d) 043,0 .  

 

2. Znaej}i deka 602059991,04log  , najdi gi logaritmite na broevite  
a) 40 ,  b) 4,0 ,   v) 0004,0 ,  g) 40000 ,  d) 4000000 .  

 

3. So kalkulator presmetaj  
a) 256log ,  b) 69,0log ,   v) 02635,0log . 

a potoa opredeli gi karakteristikite i mantisite na ovie logaritmi.  
  

4. So kalkulator najdi ja vrednosta na x , ako xlog  e ednakov na:  
a) 23654,1 ,  b) 5432167,5 ,   v) 026357891,0 . 

 
 

I.7. LOGARITAMSKI RAVENKI   
 

Da ja razgledame funkcijata )32(log)( 2  xxf . Kako {to znaeme nulite na ovaa 
funkcija gi nao|ame re{avaj}i ja ravenkata 132 x . Me|utoa, vo su{tina nie ja re{ava-
me ravenkata  

0)32(log2 x  
 

za koja velime deka e logaritamska ravenka. Vo ovoj del, predmet na na{ite razgleduva-
wa }e bidat tokmu logaritamskite ravenki i nivnoto re{avawe vo mno`estvoto realni 
broevi }e go usvoime preku primeri.  

 

Primer 20. Re{i ja logaritamskata ravenka  
 

06log)2(log)3(log 444  xx .     (1) 
 

Re{enie. Prvo }e ja opredelime definicionata oblast na ravenkata. Imeno, za da 
se definirani logaritmite na levata strana na ravenkata, potrebno e podlogaritam-
skite veli~ini istovremeno da se nenegativni, t.e. 03 x  i 02 x , od {to dobivame 

3x  i 2x , odnosno ),2( x . Poslednoto zna~i, ako postoi re{enie na ravenkata 
(1), toga{ toa mora da pripa|a na intervalot ),2(  . Na ovoj interval, ravenkata (1) e 

ekvivalentna na ravenkata 0log
6

)2)(3(
4  xx , t.e. na ravenkata 0

6
)2)(3( 4 xx , koja e ekvi-

valentna na kvadratnata ravenka  
 

0122  xx .       (2) 
 

Re{enijata na ravenkata (2) se: 
2

71
2

)12(1411
2/1

2
 x , t.e. 41 x  i 32 x .  

 

Bidej}i ),2(41 x , zaklu~uvame deka 41 x  ne e re{enie na ravenkata (1), a 

kako ),2(32 x , zaklu~uvame deka 32 x  e re{enie na ravenkata (1). Navistina, so 

zamena vo (1) za 32 x  dobivame:  
 

06log06log6log1log6log6log)23(log)33(log 44444444  . 
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Primer 21. Re{i ja ravenkata  

xx 7log)24log( 2  .      (3) 
 

Re{enie. Vo prethodniot primer prvo ja opredelivme defincionata oblast na ra-
venkata, a potoa preminavme na nejzino re{avawe na definicionata oblast. Me|utoa, 
mo`eme da postapime i vaka:  
 

xx 7log)24log( 2    xx 724 2    0472 2  xx . 
 

Re{enijata na poslednata ravenka se 41 x  i 
2
1

2 x . Ostanuva da proverime dali najde-

nite re{enija se re{enija i na po~etnata ravenka. Pritoa, bidej}i za 41 x  podlogari-

tamskite veli~ini vo (3) se 028)4(7)4(24 2  , a logaritmot e definiran samo 

za pozitivni realni broevi, zaklu~uvame deka 41 x  ne e re{enie na ravenkata (3). 

Lesno se gleda deka 
2
1

2 x  e re{enie na ravenkata (3). Proveri!  
 

Primer 22. Re{i ja ravenkata 1log104
log1




x
x

x . 
 

Re{enie. Jasno 0x . Ako, za osnova 10 , ja logaritmirame dadenata ravenka po-
sledovatelno dobivame  

1loglog
4

1log  xxx , 

0)log1)(log1(
4
1  xx  

od {to sleduva 01log x  ili 0log1
4
1  x  t.e. 1

1 10x i 4
2 10x . Najdenite re{enija 

se pozitivni, pa zatoa tie se re{enija i na po~etnata ravenka. Proveri!   
 

Primer 23. Re{i ja ravenkata    8)45(log 42
2  xxx .  

 

Re{enie. Imame  
 

222
2

42
2 )2(|45|8|45|log48)45(log   xxxxxxx xx .  

 

Od 44)2(45 222  xxxxx  se dobiva edno re{enie na poslednata ravenka, i toa:  

8x , a od  0924445 222  xxxxxx  se dobivaat dve re{enija na poslednata 
ravenka i toa: 0x  i 

2
9x . Re{enija na dadenata ravenka se samo 0x  i 8x , bidej}i 

za 
2
9x  imame 02 x , t.e. osnovata na logaritmot e negativna, a toa ne e mo`no.  

 

Primer 24. Re{i ja ravenkata   7logloglog 2416  xxx .  

Re{enie. Jasno, 0x . Ako iskoristime deka xx
xx

24
1

2log4
1

16log
1

16 loglog   i 

xx 22
1

4 loglog   dobivame deka dadenata ravenka e ekvivalentna na ravenkata  

7logloglog 222
1

24
1  xxx  

t.e. na ravenkata 4log2 x , ~ie re{enie e 1624 x  i toa e re{enie na po~etnata raven-

ka (zo{to?).  
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LOGARITAMSKI NERAVENKI (za onie {to sakaat da znaat pove}e)  
 
Vo ovoj del }e gi razgledame samo onie logaritamski neravenki koi mo`at da se svedat na 

oblikot  
10),(log)(log  axgxf aa ,       (5) 

kade )(xf  i )(xg  se polinomi od najmnogu vtor stepen ili se koli~nici na polinomi od najmnogu 
prv stepen. Pritoa, definicionata oblast na neravenkata (5) ja nao|ame od uslovite  

0)( xf , 0)( xg .       (6) 
Imaj}i gi predvid uslovite (6), ako se iskoristi monotonosta na logaritamskata funkcija, toga{ 
neravenkata (5) e ekvivalentna na sistemot neravenki   

0)( xf , 0)( xg , 1),()(  axgxf      (7) 
odnosno na neravenkata  

0)( xf , 0)( xg , 10),()(  axgxf .     (8) 
Zatoa, re{avaj}i ja neravenkata (7), odnosno (8), nie vsu{nost ja re{avame neravenkata (5).  
 

Primer 25. Re{i ja neravenkata ).113(log)107(log 2
2

2  xxx  
Re{enie. Od prethodno iznesenoto sleduva deka dadenata neravenka e ekvivalentna so siste-

mot neravenki 















113107

0113

0107

2

2

xxx

x

xx

 

Re{enieto na prvata neravenka e ),,5()2,( x  na vtorata ),(
3

11 x  i na tretata ].7,3[x  

Kone~no, nao|ame ].7,5(x   
 

Na krajot od ovoj del }e razgledame u{te eden primer, za ~ie re{avawe e potrebno da se 
re{i eksponencijalna neravenka.  

 

Primer 26. Re{i ja ravenka 12)134(log3  xx . 

 Re{enie. Dadenata ravenka ima smisol za 0134  x  od {to sleduva 4
1

3log
4
1 33 x  t.e. 

4
1

3logx . Ponatamu od 12)134(log3  xx  posledovatelno dobivame  

123134  xx , 
2)3(3134 xx  . 

Voveduvame smena xy 3  i od poslednata ravenka ja dobivame ravenkata 0143 2  yy  ~ii re{e-

nija se 
3
1

1 y  i 12 y . Spored toa, 
3
13 x  pa e 11 x  i 13 x  pa e 02 x . So neposredna proverka 

nao|ame deka 
4
1

31 logx  i 
4
1

32 logx , {to zna~i deka najdenite re{enija se re{enija i na po~et-

nata ravenka.  
 
 

ZADA^I  
 
1. Re{i gi ravenkite  

a) 2)42(log3 x ,  b) 1)5(log2 x ,   v) 2)1(log 2
3 x .  
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2. Re{i gi ravenkite  
a) 1)3log(log  xx ,    b) )32log(2logloglog

1
1   xx

x
. 

 

3. Re{i gi ravenkite  

a) 2)5(log25,25log5log xxx x  , b) 0,logloglog
4
3

42  axxx
aaa .  

 

4. Re{i ja ravenkata    .14log)72(log
96

2
2 2 

 xx
xx   

 

5. Re{i ja ravenkata    8)97(log 42
3  xxx .  

 

6. Re{i ja ravenkata    )1(lg104
1lg




xb
xa

x , Rba, .  
 

7. Re{i ja ravenkata    06log3log)12(log2
6
6

2
14  xx .  

 

8. Re{i gi neravenkite  
a) 1)1log()4log(  xx ,   b) xx log)2log(   ,  

v) 10001log3)(log 2
 xxx ,    g) 0)65(log 2

3  xx .  
 
 

I.8. NEKOI PRIMENI NA EKSPONENCIJALNITE FUNKCII    
 

Na krajot od ovaa tema }e razgledame nekolku primeni na eksponencijalnite 
funkcii, za koi smetame deka }e pridonesat za podobro zapoznavawe na va`nosta na ovie 
funkcii. Za taa cel }e razgledame tri primeri.  

 

Primer 27. Ako suma od 0C  denari ja vlo`ime vo banka so kamatna stapka od p  
procenti i za vremenski period od n  godini, toga{ sumata }e se zgolemi za vrednosta na 
kamatata koja vo slu~aj na takanare~enoto obi~no vkamatuvawe se presmetuva spored 

formulata nK
pC

100
0 . Spored toa, posle n  godini }e raspolagame so suma od  

 

nCC
pC

1000
0      (1) 

denari. Pokraj ednostavnoto vkamatuvawe postoi i takanare~eno slo`eno vkamatuvawe, 
koe se sostoi vo poseben dogovor me|u bankata i {teda~ot. Imeno, {teda~ot nema da gi 
podiga parite vo tekot na n  godini, a bankata ovaa usluga ja pla}a so toa {to na krajot od 
sekoja godina kon sumata koja vo idnina }e se vkamatuva ja dopi{uva kamatata za izmina-

tata godina. Taka, posle prvata godina sumata 0C  se zgolemuva za 
100

0 pC  denari, pa {teda-

~ot ima suma od  

rCCCC ppC
0100010001 )1(0   

denari, kade 
100

1 pr  . So vpi{uvaweto na kamatata vo tekot na slednata godina {teda-

~ot }e dobiva kamata na sumata 1C , pa zatoa iznosot na kamatata }e bide 
100

1 pC
. Spored toa, 

posle dve godini sumata koja {teda~ot ja ima vo bankata }e bide 
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2
0100110012 )1(1 rCCCC ppC  , 

 

denari. O~igledno, posle n  godini, {teda~ot vo 
bankata }e ima  
 

n
n rCC 0    (2) 

 

denari i duri toga{ }e mo`e da ja podigne sumata. 
Na crte`ot desno e prika`an grafikot na 
funkcijata  
 

xrCxf 0)(  , 
 

koj soodvetstvuva na po~etnata suma od 1000 C  
denari, procent %15p  e vreme od 10n  godini. 
Vo slu~ajot imame  

15,111
100
15

100
 pr  

 

pa zatoa stanuva zbor za funkcijata xxf 15,1100)(  . Spored toa, porastot na sumata pri 
slo`enoto vkamatuvawe e eksponencijalen i posle 10n  godini {teda~ot }e dobie suma 

40515,1100)10( 10 f  denari. Me|utoa, ako so istata kamatna stapka {teda~ot vlo`i 
100  denari na 10  godini, toga{ spored formulata (1) dobivame deka toj }e dobie suma od 

250)101(100
100
15   denari.   

 

Primer 28. Vo momentot radiusot na presekot na stebloto na edno drvo iznesuva 
cm2  i istiot godi{no se zgolemuva za %20 . So analogni zaklu~uvawa kako vo prethod-

niot primer nao|ame deka radiusot na stebloto posle t  godini se zadava so formulata  
 

cmtR t2,12)(  .     (3) 
 

Koristej}i ja formulata (3) za radiusot na stebloto posle 8  godini nao|ame  
 

cmcmcmR 6,83,422,12)8( 8  . 
 

Me|utoa, ako sakame da go presmetame radiusot na stebloto posle 16 godini, 5 meseci i 14 
dena, toga{ prvo go opredeluvame vremeto 1t  vo godini. Imame  

455,16038,0417,01616
365
14

12
5

1 t  godini 

i od formulata (3) nao|ame  

cmcmcmR 17,400875,2022,12)455,16( 455,16  .  
 

Primer 29. Da zememe deka litar alkohol go razreduvame na sledniov na~in: odle-
vame pettina od {i{eto i potoa go dopolnuvame so voda, potoa dobro }e izme{ame i 
odlevame 

5
1  od rastvorot i {i{eto povtorno go dopolnuvame so voda i taka postapkata ja 

povtoruvame. Bidej}i 2,0
5
1   posle prvoto razreduvawe koli~estvoto alkohol vo {i{eto 

e dadena so  
8,02,01 a . 
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Posle vtoroto razreduvawe koli~estvoto alkohol vo {i{eto e dadeno so  
 

2)2,01(2,0 aaaa  , 

posle tretoto razreduvawe koli~estvoto alkohol e dadeno so 3a  itn., posle n toto raz-

reduvawe koli~estvoto alkohol e dadeno so na . Spored toa, stanuva zbor za funkcijata  
 

xxaxf 8,0)(  .     (4) 
Sakame da dobieme alkoholen rastvor koj }e sodr`i pribli`no %10  alkohol. Kolku 
razreduvawa na ~istiot alkohol treba da napravime?  
 

Za da odgovorime na postavenoto pra{awe, treba za funkcijata (4) da go opredeli-
me argumentot x  taka, {to 1.0)( xf . Imame  
 

1,08,0 x .  
 

Poslednata ravenka ja logaritmirame za osnova 10  i posledovatelno nao|ame  
 

1,0log8,0log x , 

31885116,10
096910013,0

1
8,0log
1,0log  

x . 

Spored toa, posle 10  razreduvawa }e dobieme alkoholen rastvor koj }e sodr`i okolu 
%10  alkohol ili poto~no  

74,108,0)10( 10 f  

procenti alkohol.  
 
 

ZADA^I  
 
1. Presmetaj go poluperiodot na raspa|awe na radiumot ako negovata masa se 

presmetuva spored formulata tMtM 000174,0
010)(  , kade 0M  e sega{nata masa i )(tM  e 

masata posle t  godini. Poluperiod na raspa|awe e vremeto t  za koe masata 0M  }e se 

namali na masa 02
1 M .  

 

2. Biolog vo laboratorija odgleduva nekoj vid bakterii koi se razmno`uvaat 

spored zakonot n
n NN 30  , kade nN  e brojot na bakteriite posle n  dena, a 0N  e brojot 

na bakteriite koi gi imal na po~etokot. Neka pretpostavime deka posle dva dena imal 
250000  bakterii.  

a) Kolku bakterii imal posle 4  dena?  
b) Posle kolku vreme brojot na bakteriite se zgolemil 5  pati?  

 

3. Brojot na `itelite na eden grad se zgolemuva za %30 :  
a) na sekoi 10  godini;   b) na sekoi 5  godini,               v) na sekoi 3 godini.  
Kolku `iteli }e ima toj grad vo 2050 godina, ako vo 2003  godina ima 12000  

`iteli?  
 

4. Za kolku vreme }e se udvoi glavninata na vlogot pri slo`eno vkamatuvawe ako e:  
a) %12p ,   b) %17p ,   v) %21p ?  
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ZADA^I ZA POVTORUVAWE I UTVRDUVAWE  
 

1. Konstruiraj go grafikot na funkcijata:   

a) 13  xy ,     b) xy 32  .  
 

2. Konstruiraj go grafikot na funkcijata:   

a) ||

2

2 x
x

y  ,     b) ||2 xxy  .  
 

3. Konstruiraj go grafikot na funkcijata |13|  xy .  
 

4. Re{i ja ravenkata  

a) xx  3525 ,   b) 4553 32  xx ,   v) 250532 121   xxx . 
 

5. Re{i ja ravenkata   

a) 3 13
5
972

9
5 )()(   xx ,  b) 0)()(

49
1613

4
7

7
4 xx .  

 

6. Re{i ja ravenkata   

a) 2024  xx ,   b) 81093 12   xx ,   v) 024254  xx ,  

g) 3329
33

 xx ,  d) 06)2(52 424 22
  xxxx .  

 

7. Re{i ja ravenkata  

a) 09661346  xxx ,   b) 049214947
222
 xxx ,  

v) 0421075
1111



xxx ,   g) xxx 659243  ,  

d) 01693612814  xxx ,   |) 122 23)(2 22
  xxxx .  

 

8. Re{i ja ravenkata   

a) 8)154()154(  xx ,  b) 34)223()223(  xx , 

v) 14)487()487(  xx , g*) xxx 2)32()32(  . 
 

9. Re{i ja ravenkata  

a*) xxxxxx 151062594  ,  b*) 1)2(62 13 2
1

2
83  xx

xx . 
 

10. Re{i ja neravenkata  

a) xxx 51255 32
 ,  b) xx 4

25
13

5
1 )()(125

2  ,  v) 51)10(1,052  xxx .  
 

11. Re{i ja neravenkata  

a) 0322 1  xx ,  b) 2
12
12

1

1









x

x
,    v) 

12
1

32
1

2  xx .  
 

12. Presmetaj:   
a) 1000log

10
1 ,   b) 81log 3 ,   v) 8log

2
1 .  

 

13. Presmetaj  
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a) 27loglog16loglog 3322  ,   b) 81log125log 35 3552  ,  

v) 3log8log25log 325 325  ,    g) 8log46log3 32 32   ,  

d) 25log28log335log 523 52)3(  ,   |) 19log24log1
5

32 32125log2   .  
 

14. Neka 0z . Logaritmiraj go izrazot:   

a) 0,,,,
32

43

73

52 

 yxbaA

by

ax ,   b) 0,,,,,)( 23 25
  zdcbaA

ab
dczc ,   

v) 0,,,)(5
21

4 323



cbaA

cba
. 

 

15. Uprosti go izrazot  
a) ababa log)log()log(2

2
1

3
2  , 

b) 8loglog3log7loglog3
2
1

2
1  cba ,  

v) cdba loglog2)log3(log3log
3
1

2
1  .  

 

16. a) Ako e ,10,10log  ama  presmetaj aa10log . 

b) Ako e ,10,32log  ama  presmetaj 8
2log a .  

 

17. Ako abba 722   i 0,0  ba , doka`i deka )log(loglog
2
1

3
baba  . 

 

18. Ako abba 622   i 0,0  ba  i ba  , doka`i deka  

2log)log()log(
2
1 baba . 

 

19. Ako a  i b  se kateti na pravoagolen triagolnik, a c  negova hipotenuza, 
doka`i deka aaaa bccbbccb   loglog2loglog .  
 

20. Ako e ba  3log,2log 55 , presmetaj 100log45 .  
 

21. Ako e dc  5log,2log 77 , presmetaj 5,2log70 .  
 

22. Presmetaj 8log 3 , ako a3log12 .  
 

23. Ako e nbma cb  log,log , presmetaj abbclog .  
 

24. Ako 
x
xxf 


1
1log)( , doka`i deka )()()(

1 ab
bafbfaf 

 .  
 

25. Ako cba ,,  i d  se pozitivni broevi razli~ni od 1 , doka`i deka  
 

d
ddd

accbba
abc

cbadddddd
log

logloglog
loglogloglogloglog

 . 
 

26. Ako Nn , 10  a  i 10  x  doka`i deka  
 

ax
nn

xxxx naaaa
log...

2
)1(

log
1

log
1

log
1

log
1

32

 . 

 

27. Doka`i deka za sekoi )1,0(, ba  va`i neravenstvoto 1loglog 22  ba
ab

bba
ab

a .  
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28. Ako 1,1,1  cba  ili 10,10,10  cba  doka`i deka  

cbaac
c

cb
b

ba
a acb

  9logloglog 222

. 
 

29. Doka`i deka  
4,48log7log6log5log 7654  . 

 

30. Kolku cifri ima brojot  

a) 1003 ,    b) 20037 ? 
 

31. Koj broj e pogolem 2321  ili 2123 ?  
 

32. Najdi ja definicionata oblast na funkcijata  

a) )1log( 2  xy ,   b) )14log( 2  xxy ,   v) )1log( 2  xy , 

g) 
)1(log

2
5

2



x

xxy ,   d) 22 4)1log( xxxy  .  
 

33. Bez da presmetuva{, opredeli koi od dadenite broevi e pogolem:  
a) 2log3  ili 5log3 ,  b) 4log

3
1  ili 5log

3
1 ,   v) 3log2  ili 3log5 .  

Odgovorot da se obrazlo`i!  
 

34. Konstruiraj go grafikot na funkcijata: 
a) )2(log

2
1  xy ,  b) xy 2log2  ,   v) xy

3
1log1 ,  

g) |log| 2 xy  ,   d) |1|log2  xy .  
 

35. Re{i ja ravenkata:  
a) 2)1(log xx ,   b) 1)1(log)1(log 33  xx .  

 

36. Re{i ja ravenkata:  

a) xx  2)32(log2 ,  b) 2)105(log 2
1  xxx ,  v) 0)(loglog 22 x .  

 

37. Re{i ja ravenkata  

a) 33 40log

)11log( 



x

x ,    b) 13log2)5log(  xx .  

38. Re{i ja ravenkata  

a) 06log5log2  xx ,   b) 93logloglog 2
62  xx ,   

v) 93log3log  xxx x ,   g) 63 3
2
3 loglog  xx x .  

 

39. Re{i ja ravenkata   

a) 10000log xx ,    b) xx x 100log  ,   v) xx x 33log2  .  
 

40. Re{i ja ravenkata  

a) 13)134(log3  xx ,   b) 2)22(log)12(log 1
22  xx ,  

v) )13(log2)79(log 1
2

1
2   xx .  

 

41. Re{i ja ravenkata  
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a) 11
8log

1
4log

1
2log

1 
xxx

,  b) )1(log23log23 31   xx . 
 

42. Re{i ja ravenkata  

a) 1log1log1loglog 5335   xxxx ,   b) xx 22
1

2 loglog  ,  

v) 5log5log xx x  .  
 

43. Re{i ja neravenkata  
a) )2(log)82(log 77  xx ,  b) 1)21(log

2
1  x , 

v) 02log3log 2
2
2  xx ,  g) 012log2log2  xx . 

 

44. Re{i ja neravenkata  

a) 1log
52

4

2
1 


x

x ,    b) 0
5

)3(log 5,0 


x

x
,   v) 0

1
)1(log2 


x

x .  

45. Re{i ja neravenkata  

a) 5,2)(
)85(log

5
2

2
5,0  xx ,   b) 233

2log5log2   xx .  

 
 

ZADA^I ZA SAMOKONTROLA 
             

1. Bez da presmetuva podredi gi po opa|a~ki redosled broevite 5
1

2
1

3
1

5,2,3 .  
 

2. Nacrtaj go grafikot na funkcijata 32)( 1  xxf .  
 

3. Re{i ja ravenkata:  a) 
8
142  xx ,  b) 033369 31 22

  xx .  
 

4. Odredi ja definicionata oblast na funkcijata  

a) 
2
2

2log)( 


x
xxf ,   b) )242(log)( 2

16

225



xxxf

x
 

 

5. Uprosti go izrazot  )1log(log)3log(2)1log( 2  aaxxA   
 

6. Presmetaj ja vrednosta na izrazot 33loglog 927
1

3 A .  
 

7. Ako e ,log,log,log nxmxkx cba   kade 1,,0  cba  presmetaj xabclog .  
 

8. Konstruiraj go grafikot na funkcijata xxf
3
1log2)(  .  

 

9. Koj broj e pogolem 3233  ili 3332 ?  
 

10. Re{i ja logaritamskata ravenka:  
a) 1)3log(log  xx ,    b) 2log2log2log

164
4 xxx  .  
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GLAVA II 
 

TRIGONOMETRIJA  
 

SODR@INA NA TEMATA 
 

1. Pro{iruvawe na poimot agol.  
Orientiran agol  

2. Merewe na agli i laci  
3. Trigonometriska kru`nica  
4. Trigonometriski funkcii od proizvolen agol   
5. Znaci na trigonometriskite funkcii  

vo oddeleni kvadranti  
6. Osnovni zavisnosti me|u trigonometriskite  

funkcii od eden ist agol  
7. Sveduvawe na trigonometriskite funkcii od  

proizvolen agol na trigonometriski  
funkcii od ostar agol   

8. Grafi~ko opredeluvawe na vrednostite na  
trigonometriskite funkcii  

9. Periodi~nost, parnost i neparnost na  
trigonometriskite funkcii  

10. Intervali na rastewe i opa|awe. Menuvawe  
na trigonometriskite funkcii 

11. Grafici na osnovnite trigonometriski  
funkcii  

12. Grafik i osnovni svojstva na funkcija  

)sin( cbxay   

13. Trigonometriski funkcii od zbir i  
razlika na dva agla  

14. Trigonometriski funkcii na udvoen agol  
i na polovinata na daden agol 
izrazeni preku funkcijata na toj agol  

15. Transformacija na algebarski zbir na  
trigonometriski funkcii vo  
proizvod i obratno  

16. Grafi~ko opredeluvawe na agolot po  
dadena vrednost na edna negova  
trigonometriska funkcija  

17. Osnovni trigonometriski ravenki  
18. Re{avawe na trigonometriski ravenki  

{to sodr`at samo edna trigonometriska  
funkcija od vtor stepen vo odnos  
na istata funkcija 

19. Re{avawe na trigonometriski ravenki po  
metod na razlo`uvawe na mno`iteli  

20. Sinusna teorema  
21. Re{avawe na osnovnite zada~i za  

triagolnik so sinusnata teorema   
22. Kosinusna teorema  
23. Re{avawe na osnovni zada~i za  

koj bilo triagolnik  
24. Formuli za plo{tina na triagolnik  
25. Primena na trigonometrijata  

 
 

POTREBNI PREDZNAEWA 
 
Za uspe{no sovladuvawe na sodr`inite koi  
}e gi usvojuva{ vo ovaa tema, potrebno e da 
se potseti{ na:  
 

- trigonometriskite funkcii od ostar agol,  
- re{avaweto na kvadratnite ravenki, i  
- svojstvata na triagolnikot i vidovite  

triagolnici.  
 
 

NOVI ZNAEWA I UMEEWA 
 
Uspe{noto sovladuvawe na sodr`inite koi se  
razraboteni vo ovaa tema ima za cel:  
  
- da go pro{iri{ poimot za agol,  
- da gi usvoi{ operaciite: sobirawe i odzemawe  

na orientirani agli i mno`ewe na orientiran  
agol so broj,  

- da gi usvoi{ edinicite za merewe na agli,  
- da ja usvoi{ usvoi{ trigonometriskata  

kru`nica,  
- da gi usvoi{ definiciite na  

trigonometriskite funkcii od  
proizvolen agol,  

- grafi~ki da odreduva{ vrednost na  
trigonometriska funkcija od daden agol,  

- grafi~ki da go odreduva{ agolot za dadena  
vrednost na trigonometriska funkcija,  

- da gi usvoi{ osnovnite zavisnosti na  
trigonometriskite funkcii,  

- algebarski da gi odreduva{ vrednostite na  
trigonometriskite funkcii od dadena  
vrednost na edna od niv,  

- da ja usvoi{ periodi~nosta, monotonosta i  
parnosta na trigonometriskite funkcii,  

- da nau~i{ da gi odreduva{ nulite i  
ekstremnite vrednosti na  
trigonometriskite funkcii,  

- da nau~i{ da konstruira{ grafik na  
trigonometriska funkcija,  

- da gi usvoi{ adicionite teoremi za  
trigonometriskite funkcii,  

- da nau~i{ da transformira{ zbir i  
razlika na trigonometriski funkcii  
vo proizvod i obratno,  

- da nau~i{ da gi re{ava{ osnovnite i nekoi  
specijalni vidovi trigonometriski ravenki, i 

- da gi usvoi{ sinusnata i kosinusnata teorema i  
nivnata primena pri re{avawe na  
proizvolen triagolnik.  
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Minata u~ebna godina se zapozna so trigonometriskite funkcii od ostar agol. 
Trigonometriskite funkcii nao|aat primena skori vo site prirodni nauki, pa zatoa 
istite posebno }e gi izu~ime, a isto taka }e se osvrneme i na nekoi primeni na trigo-
nometriskite funkcii.  

 
 

II.1. PRO[IRUVAWE NA POIMOT AGOL. ORIENTIRAN AGOL 
 

Od geometrijata znae{, deka agol e ramninska geo-
metriska figura obrazuvana od dve polupravi so zaedni~ki 
po~etok. Polupravite se vikaat kraci, a zaedni~kiot 
po~etok ‡ teme na agolot. Ako zaedni~kiot po~etok e O, a 
A i V se dve to~ki od dvata kraka, agolot go bele`ime so 
AOB (crt. 1). ^esto pati agolot go bele`ime i samo so 

mala bukva od gr~kata azbuka (crt. 1).  
Agolot se vika ramen, ako negovite kraci 

zaedno so temeto obrazuvaat edna prava (crt. 2). 
Aglite go imaat slednovo osnovno svojst-

vo: Sekoj agol ja razdeluva ramninata na dva dela (oblasti), od koi 
edniot del (koj bilo) se vika vnatre{nost na agolot, a drugiot del ‡ 
negova nadvore{nost (crt. 3). Vnatre{nosta na agolot ja ozna~uvame 
obi~no so lak kako na crte`ite 1 i 2. 

 
Znae{, aglite mo`eme da 

gi sporeduvame. Taka, na primer, 
velime: Koi bilo dva ramni agla 
se ednakvi. Polovinata od ram-
niot agol se vika prav agol (crt. 
4). Sekoj agol, {to e pomal od 

praviot agol, se vika ostar agol (crt. 5); a sekoj agol, {to e pogolem od praviot, no 
pomal od ramniot agol, se vika tap agol (crt. 6).  

Sekoj agol ima svoja golemina koja mo`e da se meri i izrazuva so broevi. Toa 
zna~i deka, pri dadena merna edinica na sekoj agol mu odgovara (mo`e da mu se pridru`i) 
eden edinstven pozitiven realen broj, koj se vika meren broj na agolot. 

Osnovna merna edinica za merewe na goleminata na aglite e stepen. Stepen e 
agol, koj e 

90
1  od praviot agol i se ozna~uva so 1o. Pomali edinici od stepenot se aglova 

minuta, koja e 
60
1  od stepenot i se ozna~uva so 1', i aglova sekunda, koja e 

60
1  od aglovata 

minuta i se ozan~uva so 1". 
 

Vo definicijata za agol, kracite na agolot gi smetavme za ramnopravni, pa zatoa 
ne pravevme razlika me|u zapisite AOB i BOA. Me|utoa, postojat problemi vo koi, 
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bitno e da se znae koj od kracite na agolot e prv (po~eten), a koj vtor (kraen). Koga }e 
zapi{eme, na primer, AOB, zemame OA da e prv krak, a OB – vtor krak na agolot. Ako, 
pak, sakame toa pojasno da go istakneme, toga{ namesto AOB, pi{uvame (OA, OB). 

Za potrebite na trigonometrijata i drugite nauki }e izvr{ime pro{iruvawe na 
poimot agol. Prviot krak OA, so rotacija okolu temeto O vo ramninata na agolot, 
mo`eme da go dovedeme do poklopuvawe so negoviot vtor krak OB (crt. 7). Ovaa rotacija, 
zabele`uvame deka, mo`e da se izvr{i vo ramninata vo dve zaemno sprotivni nasoki: vo 
nasoka na vrteweto na ~asovnikovite strelki, ili vo sprotivnata, od taa, nasoka (crt. 7). 
Ednata od tie dve nasoki na rotacija vo ramninata se zema za pozitivna, a drugata ‡ za 
negativna. Po dogovor, za pozitivna nasoka se zema nasokata na rotacija, {to e 
sprotivna od nasokata na rotacija na ~asovnikovite strelki. 
 

 
 
 
 
 
 
Agolot, dobien so rotacija na negoviot prv krak vo pozitivna nasoka, dodeka ne se 

poklopi so vtoriot negov krak, se vika pozitiven agol. A agolot, pak, dobien so rotacija 
na prviot krak okolu temeto, vo negativna nasoka, dodeka ne se poklopi so negoviot vtor 
krak, se vika negativen agol. Goleminata na pozitivnite agli ja izrazuvame so pozitivni 
broevi (+50o, +83o, itn.), a goleminata na negativnite agli ‡ so negativni broevi (25o, 
37o, itn.). 

Ako prviot krak ne napravi nikakva rotacija i ostane vo 
svojata po~etna polo`ba, velime deka toj obrazuval agol od 0o, ili 
nula agol. Ako, pak, prviot krak napravi edna polna rotacija i se 
sovpadne so svojata po~etna polo`ba, velime deka toj obrazuval 
poln agol, odnosno agol od 360o (ili 360o) (crt. 8). 

Agol, {to e pogolem od ramniot agol, no pomal od polniot 
agol, se vika konkaven agol (crt. 9). 

 

Definicija 1. Agol, ~ij eden krak e primen za prv, a drugiot ‡ za vtor, i nazna~ena 
e nasokata na rotacijata na prviot krak do negovoto poklopuvawe so vtoriot krak, se 
vika orientiran ili naso~en agol. 

 

Zna~i, razlikuvame pozitivni i negativni naso~eni agli. Za ozna~uvawe na naso-

~enite agli ~esto se koristi oznakata so strelka, na primer, AOB . Za koj bilo naso~en 

agol AOB  va`i:  AOB =  BOA . Isto taka, za naso~enite agli AOB  i BOC  va`i: 

AOB + BOC = AOC  (napravi crte`). Poslednite dve ravenstva se analogni na vek-

torskite ravenstva AB = BA  i AB + BC = AC . Za ponatamu se dogovarame strelkata za 
naso~enite agli da ne ja pi{uvame, bidej}i vo ovaa tema ponatamu }e rabotime samo so 
naso~eni agli.    
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Spored prethodno ka`anoto, ako na primer, pozitivniot agol e MON = 60o, toga{ 
negativniot agol e MON = 300o (crt. 10). Ili, ako pozitivniot agol e NOM = 300o, 
toga{ negativniot agol }e bide NOM = 60o (crt. 10). 

Do tuka razgleduvavme rotacii na krakot OA vo ramninata, najmnogu do edno polno 
zavrtuvawe okolu temeto O. Pritoa, bea obrazuvani orientirani agli, ~ii merni broevi 
se od intervalite 360o, 0o ili 0o, 360o. Takvite orientirani agli gi vikame elemen-
tarni agli. 

O~igledno e deka, ako krakot OA, {to roti-
ra vo ramninata okolu temeto O, napravi nekolku 
polni zavrtuvawa, toga{ toj }e se sovpadne so 
svojata po~etna polo`ba OA (crt. 11 a), a ako 
napravi plus i u{te nekoj agol, {to e del od polno 
zavrtuvawe, toj }e dojde vo nekoja druga polo`ba OB 
(crt. 11 b). 

Zna~i, postoi beskone~no mno`estvo agli, ~ii prvi i vtori kraci imaat edna ista 
polo`ba vo ramninata. Site tie agli se razlikuvaat eden od drug za cel broj polni 
(pozitivni ili negativni) zavrtuvawa. Taka, doa|ame do poimot obop{ten agol, imeno: 

 

Definicija 2. Agol, ~ij eden krak e primen za prv, a drugiot ‡ za vtor, i daden e 
brojot na polnite zavrtuvawa na prviot krak vo opredelena (pozitivna ili negativna) 
nasoka, sé dodeka ne se sovpadne so vtoriot krak, se vika obop{ten agol. 

Meren broj na obop{teniot agol e broj od oblik + k·360o, (k= 0,  1, 2,…),  kade  
e meren broj na elementarniot agol, {to e zadaden so kracite, a k e cel  broj. Ako 
[0o,360o) i k0, toga{ k e brojot na polnite pozitivni rotacii, a ako (360o,0o] i k<0, 
toga{ k e brojot na polnite negativni rotacii. Bidej}i mernite broevi na obop{tenite 
agli se realni broevi,  obop{tenite agli gi sobirame, taka {to merniot broj na zbirot 
na dva agla e ednakov na zbirot od mernite broevi na soodvetnite agli. Isto taka, 
obop{ten agol se mno`i so realen broj, taka {to  soodvetniot meren broj e proizvod na 
merniot broj na dadeniot agol i dadeniot realen broj. 

 

Primer 1. Strelkite na ~asovnikot poka`uvaat 3 ~asot i 25 minuti. Koj obop{ten 
agol }e go opi{e golemata (minutna) strelka, ako strelkite gi vratime nazad tolku za da 
poka`uvaat 0 ~asot? 

Re{enie. Prvo, golemata strelka }e ja vratime od polo`ba 25 minuti na polo`ba 
0 minuti. Toga{ taa }e opi{e agol + 150o, a potoa i malata strelka za da ja vratime od 
polo`ba 3 ~asot na polo`ba 0 ~asot, golemata strelka treba da napravi 3 polni rotacii 
vo pozitivna nasoka. Spored toa, kone~no, taa }e opi{e agol od  

+ 150o + 3 · 360o = 150o + 1080o = 1230o.   
 

Z A D A ^ I 
 
1. Koj agol e ramen?  

2. Vo koj interval e zatvoren merniot broj na: a) ostar agol, b) tap agol? 

3. Daden e pozitivniot agol AOB = 150o. Odredi ja goleminata na: 
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a) negativniot agol  BOA, b) pozitivniot agol  BOA, v) negativniot agol AOB. 
4. Koj obop{ten agol }e go opi{e: a) ~asovnata, b) minutnata, v) sekundnata 

strelka na ~asovnikot za edno denono}ie? 

5. Dadeni se dve to~ki O i T vo ramninata. Konstruiraj kru`nica k ),( OTO , a 

potoa odredi to~ka M, takva {to M k i  TOM = 45o. 

6. Koi od orientiranite agli na 
crte`ot 12 se pozitivni, a koi negativ-
ni? So pomo{ na aglomer odredi ja nivna-
ta golemina so to~nost do 1o. 

7. Orientiranite agli so golemi-
na:  = 285o,  = 305o,  = 198o30' izrazi 
gi preku orientirani agli, ~ii merni 
broevi da se od intervalot  (180o, 180o). 

8. Nacrtaj pravoagolen koordinaten sistem xOy. Konstruiraj agol, ~ij prv krak se 
sovpa|a so pozitivniot del na Ox-oskata i ima golemina: 1 = 60o, 2 = 60o, 3 = 60o  360o, 
4 = 60o360o , 5 = 60o + 2  360o. 

9. Na koi od aglite vo prethodnata zada~a, im se sovpa|aat i vtorite kraci? 

10. ^asovnikot vo momentot poka`uva to~no 3 ~asot. Kolku ~asot }e poka`uva 
~asovnikot, ako od toj moment minutnata strelka opi{e agol od 780o? 

11. Nacrtaj kru`nica k(O, r) i vo nea nacrtaj centralen agol AOB, {to mu odgovara 
na kru`niot lak ,AB  ~ija dol`ina e ednakva na dol`inata na radiusot na kru`nicata k. 

12. Na koj broj e ednakov odnosot od dol`inata na kru`nicata i dol`inata na 
nejziniot: a) dijametar, b) radius? 
 
 

II.2. MEREWE NA AGLI I LACI 
 

Za merewe na goleminata na aglite, potrebno e goleminata na odreden agol da se 
zeme za edinica merka, i so nea da se merat drugite agli. Za edinica merka mo`e da se 
zeme koj bilo agol. Vo praktikata, za edinica merka zemen e stepenot, koj e 

90
1  od praviot 

agol, odnosno 
360
1  od polniot agol. Sega }e se zapoznaeme i so druga poprirodna edinica 

merka za merewe na goleminata na aglite. 
Od geometrijata znae{ deka dol`inata l na kru`en lak od 

kru`nica so radius r, {to mu odgovara na centralen agol od  
stepeni, ja presmetuvame so formulata: 

180
rl  .    (1) 

Od nea, pak, za odnosot od dol`inata na lakot i radiusot na 
kru`nicata, ja dobivame formulata: 

 

180
 

r
l .      (2) 
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Od formulata (1) zabele`uvame deka, dol`inata l na lakot zavisi od radiusot r i 
centralniot agol  vo kru`nicata (crt. 13), a od formulata (2) zabele`uvame deka, 
odnosot 

r
l  od dol`inata na lakot i radiusot na kru`nicata ~ij del e toj lak, zavisi samo 

od goleminata na centralniot agol . 
Navistina, kaj dve koncentri~ni kru`nici za eden ist centralen agol (crt. 14), 

odnosot od dol`inata na lakot l i negoviot radius r ostanuva ist, t.e. va`i: 
2

2

1

1
r
l

r
l  . Toa 

sleduva od faktot, {to kru`nite ise~oci OA1B1 i OA2B2 (crt. 14) se sli~ni. Zna~i, 
odnosot 

r
l  ja karakterizira goleminata na centralniot agol , t.e. va`i: 

r
l =k·,     (2’) 

kade k e nekoj koeficient na proporcionalnost, koj zavisi samo 
od izborot na edinicata merka za merewe na aglite. Taka, na pri-
mer, ako aglite gi merime vo stepeni, toga{  k = .

180360
2    Pri 

druga merna edinica koeficientot k }e ima nova vrednost, itn. 
Najprirodno bi bilo da se izbere takva edinica merka za 

merewe na aglite, za koja bi dobile da e k = 1, t.e. da imame 
r
l = . 

Pritoa, }e dobieme  = 1, ako stavime l = r. Taka, izbranata 
edinica za merewe na aglite se vika radijan. Zna~i, ja usvojuvame slednava: 

 

Definicija 3. Radijan e centralen agol, {to odgovara na kru-
`en lak, ~ija dol`ina e ednakva na radiusot na kru`nicata (crt. 15).  

Za da odredime kolku radijani sodr`i proizvolen centralen 
agol, dovolno e dol`inata l na soodvetniot kru`en lak da se podeli 
so radiusot r na kru`nicata. Spored toa, merniot broj  na toj agol 
vo radijani e ednakov na ,rad

r
l t.e. va`i formulata: 

 = .rad
r
l     (3) 

Odnosot 
r
l  e neimenuvan (apstrakten) broj, pa zatoa pri izrazuvaweto na aglite vo 

radijani, obi~no, imenuvaweto na edinicata rad se izostava. Na primer, namesto  = 3 rad 
pi{uvame samo  = 3. Ako centralniot agol e meren vo radijani, toga{ poznatata 
formula (1) za dol`ina na kru`en lak dobiva mnogu ednostaven vid: 

l = r .      (3’) 

Da odredime sega, kakva vrska postoi me|u edinicite merki stepeni i radijani. 

So  i  da gi ozna~ime soodvetno mernite broevi vo stepeni i vo radijani na eden 
ist agol. Na centralen agol od 90o i 180o vo koja bilo kru`nica im odgovaraat kru`ni 
laci, {to soodvetno se ednakvi na 

4
1  i 

2
1  od kru`nicata. Spored toa, na centralen agol 

od 360o, odnosno na polniot agol 360o mu odgovara celata kru`nica, ~ija dol`ina l, e 
ednakva na l = 2r. Toga{ od formulata (1) nao|ame: 

Na polniot agol 360o mu odgovaraat 
r
l =  22 

r
r radijani. 
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Zna~i, na 1o odgovaraat ,
360
2 rad  a na  stepeni odgovaraat .

180360
2 rad    

Zatoa, baranata vrska me|u  i  e izrazena so formulata: 

180
  .     (4) 

So pomo{ na dobienata formula, lesno ja sostavuvame slednava tablica za izrazu-
vawe na nekoi agli od stepeni vo radijani:  

 

o 0o 30o 45o 60o 90o 120o 135o 150o 180o 270o 360o 

 rad 0 
6
  

4
  

3
  

2
  

3
2  

4
3  

6
5   

2
3  2 

 

Merniot broj na obop{teniot agol izrazen vo radijani }e bide: 

 + 2k,   kZ,      (5) 

kade  e merniot broj na elementarniot agol vo radijani. 
 

Primer 2. Daden e agolot  = 48o24’36". Da go izrazime vo 
radijani. 

Re{enie. Prvo minutite i sekundite na agolot  gi 
izrazuvame vo decimalen del od stepenot:  

           = 48o24’36" = 480+  o
60
24 +  o

3600
36 = 48o +  o

10
4 +  o

100
1   

 = 48o + 0,4o + 0,01o = 48,41o. 
Potoa, od formulata (4), dobivame  

845,0
180

41,48   radijani.  
 

Primer 3. Agolot, ~ij meren broj e 1 radijan da go izrazime vo stepeni (crt. 16). 

Re{enie. Od formulata (4) imame:  


 180 .     (6) 

Od formulata (6) za  = 1 rad, dobivame  180   57,296o  57o17'45".  

Primer 4. Radiusot na edna kru`nica e r = 5 (cm), a treba da se odredi dol`inata 
na kru`en lak od nea, {to mu odgovara na centralen agol od 

9
  radijani. 

Re{enie. Od formulata (3’) nao|ame: l =   · r = 
9
 · 5 = 

9
5  1,75 (cm). 

 
 

ZADA^I 
 

1. Izrazi ja edinicata merka 1o vo radijani. 

2. Aglite, zadadeni vo stepeni: 6o, 12o, 18o, 36o, 210o, izrazi gi vo radijani. 

3. Merniot broj  na agolot, vo radijani e: .,,
4

3
6

5
12

   Izrazi go negoviot meren 

broj vo stepeni. 
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4. Kolkav e merniot broj na agolot vo radijani, {to go opi{uva: 
a) ~asovnata, b) minutnata strelka na ~asovnikot za 10 dena? 

5.* Zap~esto trkalo so 18 zapci go dvi`i drugo trkalo so 108 zapci. Za kolkav agol 
treba da se zavrti maloto trkalo, za da napravi golemoto trkalo edno polno zavrtuvawe? 

6. Presmetaj, kolkava dol`ina ima kru`en lak, {to odgovara na centralen agol od 
3 radijani, vo kru`nica so radius 5 (cm). 

7. Trkalo, ~ij radius e 1,2 (m), pravi 300 zavrtuvawa vo minuta. Odredi ja negovata 

aglova brzina, koja se meri so edinica merka 
sekunda

radijan . 

8. Izrazi ja aglovata brzina na rotacijata na Zemjata okolu svojata oska vo sled-

nive edinici: 
as~

radijan , 
sekunda

radijan . 

9. Presmetaj go radiusot na kru`nicata, vo koja na centralen agol od 200o mu 
odgovara kru`en lak, dolg 5 (cm). 

10. Vo pravoagolen koordinaten sistem xOy konstruiraj agol  = 60o, ~ie teme da 
e vo koordinatniot po~etok, a prviot krak da mu se sovpa|a so pozitivniot del na 
apscisnata oska. 

 
 

II.3. TRIGONOMETRISKA KRU@NICA 
 

Vo ramninata neka e daden pravoagolen koordinaten sistem xOy (crt. 17). Pozi-
tivnata nasoka na apscisnata oska Ox (nadesno od koordinatniot po~etok O) i pozitiv-
nata nasoka na ordinatnata oska (nagore od po~etokot O), na crte`ot, ozna~eni se so 
strelka. 

Aglite vo koordinatnata ramnina se nanesuvaat taka, {to nivnite temiwa se vo 
koordinatniot po~etok O, a nivnite prvi kraci se sovpa|aat so pozitivniot del od Ox-
oskata. Za da se dobie vtoriot krak na daden agol , potrebno 
e prviot krak da se rotira (vo pozitivna ili negativna naso-
ka) za goleminata (izrazena vo stepeni ili radijani) na dade-
niot agol . 

Taka, dobieniot vtor krak na naneseniot agol , {to 
izleguva od koordinatniot po~etok e vtor krak na 
beskone~no mno`estvo agli, {to se naneseni od Ox-oskata. 
Site tie agli se razlikuvaat eden od drug za cel broj polni 
zavrtuvawa. Goleminata na proizvolen agol  od toa 
mno`estvo e izrazena so brojot 

 =  + 2k,  kZ. 

Taka, na primer, vtoriot krak OM na agolot  = 60o (crt. 16) e vtor krak na aglite 60o 
+ k · 360o, t.e. na agolot 60o (za k = 0), na 420o (za k = 1), na 780o (za k = 2), na 300o (za k = 1) itn. 

 

Da ja razgledame kru`nicata k(O, r = 1), ~ij centar e vo koordinatniot po~etok O 
na pravoagolniot koordinaten sistem xOy, i ima radius so dol`ina 1. Taa se vika 
edini~na trigonometriska kru`nica, ili kratko samo trigonometriska kru`nica. 
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Koordinatnite oski ja razdeluvaat ramninata, a zaedno so nea i trigonometriska-
ta kru`nica, na ~etiri ednakvi delovi, nare~eni kvadranti (crt. 17). 

Ako vtoriot (kraen) krak OS na agolot  se sodr`i, na primer, vo III kvadrant, 
toga{ zaradi kratkost na iska`uvaweto velime, deka toj agol e od III kvadrant. Vtoriot 
krak na koj bilo obop{ten agol  }e ja se~e edini~nata kru`nica vo nekoja to~ka, koja 
obi~o, }e ja ozna~uvame so R ili R (crt.17). 

Primer 5. Vo koj kvadrant e agolot:  a)  = 1 200o,   b)  = 
3

35 ? 

Re{enie. a)  = 1 200o =  120o  3 · 360o. 

Bidej}i 120o (180o, 90o), zatoa agolot   e vo III kvadrant. 
b) Merniot broj na  go transformirame: = 

3
35 = 

3
332 =  11

3
2  =  12

3
1  . 

Zna~i, =  12
3
1  . Bidej}i  ),0,(

23
   zatoa agolot   e vo IV kvadrant.  

So A i A1, a so B i B1 da gi ozna~ime soodvetno prese~nite to~ki na apscisnata i 
ordinatnata oska so trigonometriskata kru`nica. Prese~nata to~ka na vtoriot krak OS 
i kru`nicata k vo odredeni slu~ai mo`e da bide i edna od gornite ~etiri to~ki. Pritoa: 

a) P  A za obop{teniot agol 0 + 2k, odnosno 2k, 
b) P  A1 za obop{teniot agol  + 2k, odnosno (2k + 1) , 
v) P  B za obop{teniot agol  k2

2
 , 

g) P  B1 za obop{teniot agol   k2
2
 , odnosno .)12(

2
  k  

Ottuka zaklu~uvame: 
1o. To~kata P(x ,y) le`i na apscisnata oska, t.e. y = 0, ako  n  (kade nZ), i 

toa: ako n = 2k, toga{ P  A, a ako n = 2k + 1, toga{ P  A1. 
2o. To~kata P(x ,y) le`i na ordinatnata oska, t.e. x = 0, ako   n

2
 (kade n  

Z), i toa: ako n = 2k, toga{ P  B, a ako n = 2k – 1, toga{ P  B1. 

Primer 6. Vo koja to~ka vtoriot krak na agolot 
2

27  ja se~e trigonometriska-

ta kru`nica? 
Re{enie. Merniot broj na agolot   go pretstavuvame vo vidot .13

22
27     

Bidej}i 13 e neparen broj, toa e slu~ajot g). Zna~i P  B1.  
 

ZADA^I 
 

1. Nacrtaj pravoagolen koordinaten sistem i na koordinatnata ramnina nanesi gi 
aglite: 30o, 120o i 300o. 

2. Odredi vo koj kvadrant se nao|a agolot: a) 1500o, b) 854o, v)  .
5

36  

3. Vo koja to~ka vtoriot krak na agolot  ja se~e trigonometriskata kru`nica, 
ako merniot broj na  e: a) 17, b) ?

2
37   

4. Vo koj kvadrant se nao|a agolot, ~ij meren broj e: 

a) 800o, b) 1 000o, v) 3 450o? 
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5. Vo koj kvadrant se nao|a vtoriot krak na agolot: a) 
8
45 , b) 

6
25 , v) 

9
77 ? 

6. Vo koja to~ka (crt. 17) vtoriot krak na agolot: a) 
2
31 , b) 

2
15 , v) 

2
21  ja se~e 

trigonometriskata kru`nica? 

7. Vo koja to~ka (crt. 17) vtoriot krak na agolot: a) 28, b) 13 ja se~e trigono-
metriskata kru`nica? 

8. Daden e agolot .
6
   Odredi gi koordinatite na prese~nata to~ka P, na 

negoviot vtor krak, so trigonometriskata kru`nica.  
 
 

II.4.  TRIGONOMETRISKI FUNKCII OD PROIZVOLEN AGOL  

 
Neka e dadena trigonometriska kru`nica k(O, r = 1) vo koordinatnata ramnina xOy 

(crt. 18). Prviot krak na proizvolen agol , se sovpa|a so OA, a negoviot vtor krak OS 
sekoga{ ja se~e kru`nicata k vo to~no opredelena to~ka P so koordinati (x ,y), koja 
mo`e da le`i, zavisno od goleminata na , vo koj bilo od ~etirite kvadranti (crt. 18). 

Zna~i, na sekoj agol  mu odgovara (mo`e da mu se pridru`i) po edna edinstvena 
to~ka P k, a na sekoja to~ka P ñ odgovara (mo`e da ñ se pridru`i) po eden edinstven 
realen broj x - apscisata, i y  - nejzinata ordinata. 

Spored toa, na sekoj proizvolen agol  mu odgovara (mo`e da mu se pridru`i) po 
to~no eden realen broj x, odnosno y . A pri uslovi x  0 i y  0, na sekoj agol  mu 

odgovara i po eden edinstven realen broj 



y
x , odnosno .




x
y  

Soglasno zaklu~ocite 1o i 2o od prethodnata lekcija, imame: uslovot x  0 e 
ekvivalenten so   kk (

2
  Z), a uslovot y  0 e ekvivalenten so   k (kZ). 

Gornite razmisluvawa ni ovozmo`uvaat da vovedeme ~etiri novi funkcii od 
mno`estvoto na site agli na mno`estvoto realni broevi R. Niv gi definirame: 

Definicija 4. Funkcijata, pri koja na sekoj proizvolen agol  mu se pridru`uva 
ordinatata y, na to~kata P, vo koja vtoriot krak na  ja se~e trigonometriskata 
kru`nica, se vika sinus na agolot  (crt. 18), t.e. sin  = y kade y = 1PP  ili  y =  1PP . 

Definicija 5. Funkcijata, pri koja na sekoj agol  mu se pridru`uva apscisata x , 
na to~kata P , vo koja vtoriot krak na  ja se~e trigonometriskata kru`nica, se vika 
kosinus na agolot  (crt. 18), t.e. cos  = x kade x = 1OP  ili x =  1OP .  

Definicija 6. Funkcijata, pri koja na sekoj agol  )(,
2

Z kk  mu se pridru-

`uva odnosot 



x
y  od ordinatata i apscisata na to~kata P , vo koja vtoriot krak na agolot 

 ja se~e trigonometriskata kru`nica, se vika tangens na agolot , t.e. tg =



x
y , pri   

2
 + k  (k  Z).  
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Definicija 7. Funkcijata, pri koja na sekoj agol   k ,  (k  Z) mu se pridru`uva 

odnosot  



y
x  od apscisata i ordinatata na to~kata P vo koja vtoriot krak na agolot  ja 

se~e trigonometriskata kru`nica, se vika kotangens na agolot , t.e. ctg = ,



y
x  pri   

k  (k  Z). 
 

Funkciite, sinus, kosinus, tangens i kotangens, imaat zaedni~ko ime trigonome-
triski funkcii. Postojat u{te dve trigonometriski funkcii: sekans i kosekans koi se 
definiraat soodvetno kako  sec  = cos

1  i  cosec  = sin
1 , no na niv nema da se zadr`uva-

me, bidej}i retko se koristat.  
 

Bidej}i vtorite kraci na elementarniot agol  i obop{teniot agol +2k se 
sovpa|aat (crt. 19), toga{ i to~kite P i P + 2k  se sovpa|aat. Spored toa,  

 

sin ( + 2k) = sin , k  Z ,   (1) 
 

cos ( + 2k) = cos , k  Z ,   (2) 
 

tg ( + 2k ) = tg  , pri   
k

2
,   (3) 

 

ctg ( + 2k) = ctg , pri   k ,  (4) 
 

 

Primer 7. sin50o = sin (50o + k360o).  
 

Primer 8. tg
3
 = tg (

3
 +2) = tg (

3
 +4).  

 

 

Bidej}i apscisite i ordinatite na to~kite od trigonometriskata kru`nica ne 
mo`at da imaat vrednost pogolema od 1, nitu pomala od 1, zatoa za vrednostite na sin  i 
cos  }e va`at neravenstvata: 
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1  sin   1, odnosno sin  1,     (5) 

1  cos   1, odnosno cos  1.     (6) 
 

Zna~i, funkciite sinus i kosinus se ograni~eni funkcii, pa ne mo`at da dobijat 
koi bilo realni vrednosti. 

Me|utoa, funkciite tangens i kotangens ne se ograni~eni, bidej}i koli~nicite:  




x
y

 pri x  0 i 



y
x

 pri y  0  mo`at da dobijat koi bilo realni vrednosti, ako x i y se 

takvi, {to 122   yx .  

 

ZADA^I 
 

1. Ispitaj dali e to~no ravenstvoto: a) cos 800o = cos 80o; b) tg
4

7  = tg (
4
 ).  

2. Mo`e li da se najde agol , takov {to: 

a)   sin = ;
3
2  b) cos = ;

4
5  v) sin = 0;     g)   cos = 1; d) sin = 3?  

3. Mo`e li da se najde agol , takov {to: a) tg  =  ;3 b) ctg = ;
4
3  v) sin + cos = 

2; g)  tg  = 4? 

4. Na trigonometriskata kru`nica, odredi ja to~kata P , ako e: a)  = 60o;  b)  = 
45o;  v)  = 120o. 

5. Odredi gi koordinatite na to~kata P za vrednosti na agolot  od prethodnata 
zada~a. 

6. Na trigonometriskata kru`nica odredi ja to~kata P , ako e: a) sin  = ;
2
1  b) 

cos= 
5
3 . 

7.  Na trigonometriskata kru`nica odredi ja to~kata P , ako tg =1.     

8. Koi od slednive broevi se ednakvi:  

a) sin 700, sin(700), sin(700+2360o), sin(7003360o), sin(7004360o);   

b) cos(400), cos(400 2360o) , cos(400), cos(400 + 3360o) ?        

9. Dali se mo`ni ravenstvata: a)  2sin  = 1,65;  b) 1+cos  = 3,  v) sin   cos = 1,4;  
g) 3cos  = 2? 

10. Na koi broevi se ednakvi: a) ;cos
2
  b) );sin(

2
  v) sin 0; g) cos; d) cos 0? 

11. Koi od slednive broevi se pozitivni, a koi negativni: 

a) sin ;
6
      b) sin ;

3
2   v) sin200o;    g) cos150o; 

d)  cos );(
3

10    |) sin 420o;   e) tg120o;  `)  ctg210o? 
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II.5. ZNACI NA TRIGONOMETRISKITE FUNKCII  

           VO ODDELNI  KVADRANTI 

 

Znaci na trigonometriskite funkcii 
 

1o. Bidej}i sin i cos se soodvetno ordinatata i apscisata na to~kata P , vo koja 
vtoriot krak na agolot  ja se~e trigonometriskata kru`nica, zatoa nivnite znaci vo 
oddelnite kvadranti se ednakvi so znacite na koordinatite na to~kata P  vo tie 
kvadranti. 

Znae{ deka, pozitivni ordinati 
imaat to~kite vo gornata poluramnina 
(I i II kvadrant), a negativni ordinati 
imaat to~kite vo dolnata poluramnina 
(III i IV kvadrant). Spored toa, sinusot 
na aglite {to zavr{uvaat vo gornata 
poluramnina (I i II kvadrant) e poziti-
ven (crt. 20 a), a sinusot na aglite {to 
zavr{uvaat vo dolnata poluramnina (III 
i IV kvadrant) e negativen (crt. 20 b). 
Toa simboli~ki go zapi{uvame: 

  (0, )  sin  0, (, 0)  sin <0. 
Primer 9. Da go utvrdime znakot na broevite:   

a) sin 2500o,   b) sin .
4

17   

Re{enie. a) sin 2500o = sin (20o + 7·360o) = sin (20o) < 0; 

b) sin 
4

17 =sin 0sin)22sin()4sin(
4444

116    .  
 

2o. Poznato ti e deka, pozitivni apscisi imaat to~kite 
od desnata poluramnina (I i IV kvadrant), a negativni apscisi 
imaat to~kite od levata poluramnina (II i III kvadrant). 
Spored toa, kosinusot na aglite, ~ii vtori kraci se vo desnata 
poluramnina (I i IV kvadrant) e pozitiven (crt. 21 a), a 
kosinusot na aglite, ~ii vtori kraci zavr{uvaat vo levata 
poluramnina (II i III kvadrant) e negativen (crt. 21 b), t.e. 

),(
22
    cos  > 0,    ),(

2
3

2
    cos  < 0.       

Primer 10. Da go odredime znakot na brojot:  

a) cos 1000o;    b) .cos
5

12  

Re{enie. a) cos 1000o = cos (80o + 3360o) = cos (80o) > 0; 

b) 
5

12cos = 
5
102cos  = )2cos(

5
2  = 

5
2cos = cos 72o > 0.  

3o. Bidej}i tg i ctg po definicija se koli~nici od koordinatite na to~kata P , 
vo koja vtoriot krak na  ja se~e trigonometriskata kru`nica, toga{ vrednostite na tg  
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i ctg }e bidat pozitivni (odnosno negativni) vo onie kvadranti vo koi koordinatite na 
P imaat ist znak (odnosno sprotivni znaci). Spored toa, tangensot i kotangensot na 
aglite {to zavr{uvaat vo I ili III kvadrant se pozitivni, a tangensot i kotangensot na 
aglite {to zavr{uvaat vo II ili IV kvadrant se negativni, t.e. 

),(),0(
2

3
2

       tg  > 0    ctg  > 0, 

)0,(),(
22
       tg  < 0    ctg  < 0. 

Primer 11. Da go odredime znakot na brojot:  a) tg 500o;   b)  ctg .
3

4  

Re{enie. a) tg 500o= tg (140o + 360o) = tg 140o < 0,     b) ctg 
3

4 ctg 240o > 0.  
 
 

Vrednosti na trigonometriskite funkcii od aglite 0, 
2
 , , 

2
3 . 

Ako  = 0, toga{ i vtoriot krak na agolot  se sovpa|a so pozitivniot del na Ox-
oskata, pa to~kata P }e se sovpadne so to~kata A(1,0) (crt. 22 a). Ottuka nao|ame: 

sin0o = 0, cos0o = 1, tg0o = 
1
0  = 0, a ctg0o ne postoi. 

Ako, pak,  = 
2
  (t.e.  = 90o), toga{ vtoriot krak na agolot se sovpa|a so pozitiv-

niot del na Oy-oskata, pa to~kata P  }e se sovpadne so to~kata B(0,1) (crt. 22 b). Spored 
toa, imame:  1sin

2
 , ,0cos

2
  tg

2
  ne postoi, a ctg 

2
 =

1
0 =0. 

Neka  = , (odnosno  = 180o), toga{ to~kata P  se sovpa|a so to~kata A1, koja ima 
koordinati A1 (1,0) (crt. 22, v). Spored toa: sin =0,  cos = 1,  tg =

1
0 =0,  a ctg   ne postoi. 

Neka 
2

3  , (odnosno  = 270o) (crt. 22 g). Toga{ to~kata P  se sovpa|a so to~kata 

B1 (0, 1), pa ottuka nao|ame: 

sin
2

3  = sin 270o = sin (
2
 ) = 1,         cos

2
3  = cos (

2
 ) = 0,       

tg
2

3  = tg (
2
 ) = 

0
1  ne postoi,          ctg 

2
3  = ctg (

2
 ) = 0.       

 
 

Vrednosti na trigonometriskite funkcii od agolot 
4
 . 

 

Da go razgledame crte`ot 23, kade {to AOP = 
4
  (odnosno AOP = 45o). 
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Bidej}i triagolnikot OP1P e ramnokrak pravoagolen, zatoa 

1OP  = x = y = PP1 , pa so primena na Pitagorovata teorema imame: 

x
2 + y

2 = 1. A ottuka x =
2
2 . Zna~i, to~kata P ima koordinati 

(
2
2 ,

2
2 ). Spored toa:   

sin
4
 =

2
2 ,  cos

4
 =

2
2 ,  tg 

4
 =

2
2 :

2
2 =1  i   ctg 

4
  = 1. 

 

Vrednosti na trigonometriskite funkcii od aglite 
3
  i  

6
 . 

 

Da go razgledame triagolnikot AOP na crte`ot 24, kade 
AOP =

3
 (odnosno 60o). Toj e ramnostran triagolnik so strana OA  

= OP = AP = 1. Ottuka sleduva deka normalata 1PP =y, voedno e 

visina na ramnostraniot triagolnik AOP koja, pak, ja prepolovuva 
stranata OA =1. Spored toa, imame: 

y = 1PP = h = OA 
2
3 = 

2
3 ,   a   x = 

2
1 OA =

2
1 . 

Sledstveno: sin
3
 =

2
3 ,  cos

3
 =

2
1  ,  tg

3
 =

2
3 : 

2
1 = 3 ,  ctg

3
 = 

2
1 :

2
3 =

3
1 =

3
3 . 

Da go razgledame sega triagolnikot OP1P na crte`ot 25, kade {to P1OP= 

6
 (=30o). Toj pri osna simetrija so oska Ox-oskata se preslikuva na triagolnikot OP1P’. 

Unijata, pak, od triagolnicite OP1P i OP1P’ e ramnostraniot triagolnik OPP’ so stra-
na OP = 'OP = 'PP = 1. Vo nego e 1PP = y = 

2
1  'PP =

2
1 , a xOP 1  

e visina, pa zatoa  x = h = OP 
2
3 = 

2
3 . Sledstveno:  

sin
6
 =

2
1 , cos

6
 =

2
3 ,  tg

6
 = 




x
y

=
2
1 :

2
3  =

3
1 =

3
3 , 

ctg
6
 =




y
x

=
2
3 :

2
1 = 3 . 

Vo slednava tablica gi naveduvame site vrednosti na 
trigonometriskite funkcii, {to gi znaeme, koga [0,2].  

 

 0 
6
  

4
  

3
  

2
   

2
3  2 

sin  0 
2
1  

2
2  

2
3  

1 0 -1  0 

cos  1 
2
3  

2
2  2

1  0 -1 0 1 

tg  0 
3
3  

1 3  - 0 - 0 

ctg  - 3  1 
3
3  

0 - 0 - 
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ZADA^I 
 

1. Utvrdi go znakot na broevite: a) sin (500o);    b) sin .
5
23  

2. Utvrdi go znakot na broevite: a) cos 750o;    b) .cos
3

10  

3. Utvrdi go znakot na broevite: a)  tg 460o;    b)  ctg .
5

7  

4. Odredi go znakot na broevite:  

a) sin 70o, cos
6
 , tg

3
 ;   b) sin 135o, cos

3
2 , ctg

5
4 ;   v) tg

8
5 , ctg

4
 , cos

6
7 .  

5. Koi od slednive broevi se pozitivni, a koi negativni:  

a) sin 200o, cos
4

5 , tg
5

7 ,   b) cos 350o,  tg
5

9 , ctg
4

7 ? 

6. Kakov znak ima izrazot:  

a) cos100o+1;   b) 1sin100o;   v) sin200otg150o;   g) cos(30o)ctg(60o)? 

7. Vo koj kvadrant dropkata 


cos
sin  }e bide: a) pozitivna,   b) negativna? 

8. Vo koi kvadranti:  

a) sin i cos imaat razli~ni znaci;   b) cos i tg imaat isti znaci;  

v) sin  i ctg imaat razli~ni znaci;   g) cos i sin imaat isti znaci? 
9. Vrednostite na koi trigonometriski funkcii:  
a) od agolot 120o se negativni;   b) od agolot 200o se pozitivni? 

10. Postoi li agol , takov {to tg i ctg da imaat razli~ni znaci vo nekoj 
kvadrant? 

11. Presmetaj ja vrednosta na izrazot:  

a) sin0o + 2sin30o·cos60o;  b) cos45o·cos0o – sin45o·cos60o;  v) tg
6
  ctg

6
  +1. 

12. Presmetaj: a) 6sin
6
 +tg

4
 ;   b) tg

4
 cos2

4
 1. 

13. Presmetaj: a) 3tg
6
 +2ctg

3
 ;    b) 6tg

6
 +2cos

3
 1. 

14. Presmetaj: a) 2sin
4
 +3cos2;   b) 4tg22sin

2
 tg. 

15. Presmetaj: a) 
o

o

60sin1
60cos


+(ctg60o)-1;  b) 

oo

oo

60cos30cos
60cos30cos


 . 

16. Presmetaj: a) 
1cos2

60cos3

6


o
;    b) (2cos+tg

4
 ):(1+sin

2
 ). 

17. Presmetaj: a) o

o

tg601
90sin


 o

o

ctg301
60sin


;    b) o

otg

30sin21

45


. 

18. Presmetaj:   5sin90o + 2cos0o – 3sin270o + 5cos180o.  

19. Uprosti gi izrazite: a) a2cos
2

3 + b2sin0 +2abctg
2
 ;   b) asin

2
 cos0+2bcosctg

2
3 .  
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20. Uprosti: a2cos2  b2sin
2

3 + abcos  abcos0.  

21. Odredi ja brojnata vrednost na izrazot: 

a) 


cos1
2sin2

 ,  za =
6
 ;       b) 


cos1
ctgtg ,  za  =

3
 . 

22. Proveri dali se to~ni ravenstvata: 

a) sin2

3
 +cos2

3
 = 1;     b) sin230o+cos230o = 1;    v) tg

6
 ctg

6
  = 1. 

 
 

II.6. OSNOVNI ZAVISNOSTI ME\U TRIGONOMETRISKITE  

         FUNKCII OD EDEN IST AGOL 
 

Sega }e se potsetime od II godina na nekoi osnovni zavisnosti (vrski), {to 
postojat me|u trigonometriskite funkcii od eden ist agol. Edna od najva`nite od niv e 
iska`ana so slednava: 

Teorema 1. Zbirot od kvadratite na sinusot i kosinusot na eden ist agol e ednakov 
na edinica, t.e.  sin2+cos2=1. 

Dokaz. Neka  e proizvolen agol, ~ij vtor krak ja se~e trigonometriskata kru`ni-
ca vo to~kata P (x , y) (crt. 26). Od pravoagolniot triagolnik OP1P soglasno 
Pitagorovata teorema va`i x2+y2 = 1 , odnosno (x)2+( y)2 = 1. No, po definicija e x 
= cos i y = sin, pa zatoa va`i: (cos)2 + (sin)2 = 1. Poradi kratkost namesto (cos)2 i 
(sin)2 pi{uvame: cos2  i sin2. Taka, kone~no ja dobivame formulata: 

                sin2 + cos2 = 1.     (1) 
 

Od definicijata na tangensot i kotangensot neposredno 
sleduvaat i slednive va`ni formuli: 

tg  = 


cos
sin ,  pri    

2
 + k  (k  Z)    (2) 

ctg  = 


sin
cos ,  pri    k  (k  Z)    (3) 

tg   ctg  = 1,   pri    k
2
 (k  Z)   (4) 

 

Formulite (1), (2), (3) i (4) ni gi davaat osnovnite vrski 
na trigonometriskite funkcii od eden ist agol. Tie pretstavuvaat i osnovni trigono-
metriski identiteti. So nivna pomo{ se doka`uvaat i nekoi poslo`eni identiteti.  

 

Primer 12. Da gi doka`eme identitetite: 

    1 + tg2 = 
2cos

1 ,     (5) 

1 + ctg2 = 
2sin

1 .     (6) 

Re{enie.  Ako dvete strani na osnovniot identitet (1) gi podelime so cos2   0, a 
potoa so sin2  0, gi dobivame identitetite: 
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2

2

cos
sin +




2

2

cos
cos =

2cos
1  i 




2

2

sin
sin +




2

2

sin
cos =

2sin
1 , t.e. 1+tg2=

2cos
1   i  1+ctg2=

2sin
1 .  

Zabele{ka. Sekoj trigonometriski identitet e to~no ravenstvo za site vrednosti 
na argumentot , za koi i levata i desnata strana imaat smisla. Na primer, identitetot 
(5) va`i za site vrednosti na , za koi tg ima smisla i cos   0. Bidej}i uslovot cos  0 
e sodr`an vo uslovot 

2
 +k (kZ) (vidi definicija 6), zatoa ravenstvoto (5) va`i pri 

uslov 
2
 +k,  (kZ).   

 

Primer 13. Da go doka`eme identitetot:   
 2sin

2
cos1
1

cos1
1   . 

Re{enie. Ja transformirame levata strana sè dodeka ne go dobieme izrazot na 
desnata strana: 

 cos1
1

cos1
1

  = 
)cos1)(cos1(

cos1cos1




 =

2cos1
2


=

2sin
2 .  

 

So pomo{ na osnovnite identiteti, }e poka`eme deka, sekoja trigonometriska 
funkcija mo`e da se izrazi preku koja bilo druga od niv. 

 

1o. Izrazuvawe na trigonometriskite funkcii preku sinus. 
 

Od osnovniot identitet sin2 + cos2 = 1, odnosno od cos2 = 1  sin2, dobivame: 

 cos = 2sin1       cos =  2sin1 .   (7)    

Disjunkcijata (7) obi~no ja zapi{uvame vaka: 

     cos =  2sin1 .        (7’) 

Potoa, zamenuvaj}i go cos od (7) vo identitetite (2) i (3), dobivame: 

tg  = 



2sin1

sin


,   ctg  = 


sin

sin1 2 . 
 
 

2o. Izrazuvawe na trigonometriskite funkcii preku kosinus. 

Isto, od osnovniot identitet sin2+cos2=1, odnosno od sin2=1cos2, dobivame: 

sin  =  2cos1 . 

A od identitetite (2) i (3), zamenuvaj}i go sin nao|ame: 

tg  = 


cos
cos1 2 ;      ctg  = 




2cos1

cos


. 

 
 

3o. Izrazuvawe na trigonometriskite funkcii preku tangens, odnosno, kotangens. 
Identitetite (5) i (2) mo`eme da gi zapi{eme i kako  

cos2 = 
2tg1

1


, sin  = tg   cos . 

Od niv dobivame: cos = 
2tg1

1


 i sin = 




2tg1

tg


, a od identitetot (4) imame 

tg
1ctg  .  
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Analogno od identitetite (6), (3) i (4) dobivame: 

sin  = 
2ctg1

1


,  cos  = 




2ctg1

ctg


  i    

ctg
1tg  . 

So pomo{ na dobienite formuli mo`eme, ako e dadena vrednosta na edna od trigo-
nometriskite funkcii, da gi odredime vrednostite na drugite tri funkcii od istiot 
argument. 

Vo formulite {to sodr`at dva znaka + i , pri nivnoto koristewe go zemame 
edniot od niv, zavisno od toa, vo koj kvadrant zavr{uva agolot  i kakov znak ima 
baranata funkcija vo toj kvadrant. 

 

Primer 14. Dadeno e tg  =  2,  ),(
2
 . Da gi odredime vrednostite na drugite 

trigonometriski funkcii od agolot . 

Re{enie. Od uslovot, gledame deka agolot  zavr{uva vo II kvadrant, vo koj kosi-
nusot, tangensot i kotangensot se negativni, zatoa: 

sin  =



21 tg

tg


 = 

2)2(1

2


=

5
2 =

5
52 ,       cos  =

21

1

tg
 = 

5
1 =

5
5 ,   

tg
ctg 1 = 

2
1 .  

 

ZADA^I 
 

1. Odredi go uslovot za definiranost na identitetot (6). 

2. Doka`i go identitetot cos2  sin2 = 2cos2  1, so transformacija na desnata 
strana, dodeka se dobie levata. 

Doka`i gi identitetite: 

3. a) (tg2  sin2)ctg2 = sin2;  b) ctg2  cos2 = cos2ctg2.  

4. a) 
 cos1sin 

tg
tg ;  b)  

 cos1cos  tg
ctg

ctg . 

5. a) sin1
1

 + sin1
1

 =
2cos

2 ;  b) 



 2

2

22 1

1

cossin
1

ctg

ctg






 .  

6. a) 






2

2

1

1

tg

tg
ctg

ctg



  =1,  b) 
 cossin1

cossin
cossin 33


 . 

7*. a) 
1

12

cossin
cossin21

2

2

22 




 







tg

tgtg ,  b)  


ctg1
sin + 


tg1

cos =  cossin
1
 .   

8. a) (sin + cos)2+(sin  cos)2 = 2,  b) 1 + sin  + cos + tg = (1+cos)(1+tg). 

9*. a) (1 sin + cos)2 = 2(1  sin)(1 + cos);    b) (1+ sin + cos)2 = 2(1 + sin)(1 + cos). 

10. a) 



21

sin
ctg

+


21

cos
tg

=(sin + cos)(1 sincos);          b) 1  


ctg1
sin2

 


tg1
cos2

= sincos. 

11. Presmetaj ja vrednosta na funkciite: cos, tg i ctg, ako sin=
17
15  i  ),(

2
 .  

12. Presmetaj ja vrednosta na funkciite: sin, tg i ctg, ako cos=
41
40  i  ),(

2
3 .  
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13. Dadeno e tg=2 2 , kade   ),(
2

3 . Da se odredat vrednostite na sin, cos i ctg. 

14. Dadeno e ctg=
17
88 , kade  ),(

2
3 . Da se odredat vrednostite na tg, sin i cos. 

15. Presmetaj ja vrednosta na proizvodot sincos, ako tg=
3
1  i <<

2
3 . 

16*. Presmetaj ja razlikata tgctg, ako 
22

sin
ba

a


 . 

17. Dadeno e: a) 
ba
ba


cos ; b) tg=

a
1 . Odredi gi drugite trigonometriski funkcii 

na agolot . 

18. Dadeno e 
1

2sin 
n

n . Odredi gi cos, tg i ctg.  

19. Dadeno e tg=
60
413 . Presmetaj: sin i cos,  ),(

2
3 .  

20. Presmetaj ja vrednosta na izrazot 


cossin
cossin


 , ako e tg=3,   ),0(

2
 . 

21*. Transformiraj go izrazot sin4sin2+cos2, taka {to, toj da zavisi samo od cos.  

22. Odredi ja vrednosta na izrazot 


ctg
tg




1
1 , pri cos=

13
12  i  270o<<360o.  

 
 

II.7. SVEDUVAWE NA TRIGONOMETRISKITE FUNKCII  

        OD PROIZVOLEN AGOL NA TRIGONOMETRISKI  

        FUNKCII OD OSTAR AGOL 
 

Sveduvaweto na trigonometriskite funkcii od proizvolen agol na trigonome-
triski funkcii od ostar agol go vr{ime soglasno takanare~enite formuli za sveduvawe 
na ostar agol. Toa se formuli so ~ija pomo{ trigonometriskite funkcii od argumenti-
te:  

2
,   ,  

2
3 ,  2  gi izrazuvame so funkcii od argumentot , pri {to 

pretpostavuvame deka  e nekoj ostar agol.  
 

1. Trigonometriski funkcii od argument pogolem od 2 
 

Vo II.4. vidovme deka va`at formulite: 

sin ( + 2k) = sin ,       

cos ( + 2k) = cos,       

tg ( + 2k) = tg , pri   
2


 + k,  k Z          (1) 

ctg ( + 2k) = ctg, pri   k,   k Z.     
So nivna primena, koja bilo od trigonometriskite funkcii od pozitiven agol 

pogolem od 2 (odnosno 360o) se izrazuva preku istoimena funkcija od soodveten agol, 
{to e pomal od 2. 

Primer 15. Imame:   
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sin1266o = sin (186o + 3·360o) = sin186o,    

cos2800o = cos (280o + 7·360o) = cos280o,    

tg 
4
315 = tg )721(

4
3   = tg 

4
31 = tg 

4
7 .  

 

2. Trigonometriski funkcii od argument 2  
 

Bidej}i 0 <  < 
2
 , t.e. agolot  e vo I kvadrant, agolot 2 

  e vo IV kvadrant. Nivnite vtori kraci ja se~at trigonome-
triskata kru`nica vo to~kite P i P2– , koi, kako {to gleda{ 
od crte`ot 27, se simetri~ni vo odnos na Ox-oskata, pa ottuka, 
triagolnicite OP1P i OP1P2- se skladni. Od nivnata skladnost, od definiciite na 
funkciite sin i cos, a vodej}i smetka za nivnite znaci vo I i IV kvadrant, dobivame:       

sin(2) =   21PP = PP1 = sin ;   cos(2) = 1OP = cos ; 

tg(2) = 





cos
sin

)2cos(
)2sin( 


  = tg ;   ctg(2) = 





sin
cos

)2sin(
)2cos(


  = ctg . 

Spored toa, va`at ravenstvata: 

sin (2 – ) = sin;     cos (2 – ) = cos;     

tg (2 – ) = tg;  ctg (2 – ) = ctg.         (2) 
 

Primer 16. Imame  

sin310o = sin (360o – 50o) = sin50o, 
 

cos300o = cos (360o – 60o) = cos60o = ,
2
1  

ctg 
9

14  = ctg )2(
9
4  = ctg 

9
4 .  

 

3. Trigonometriski funkcii od argument .
2

3    

Na crte`ot 28, pretstaveni se eden ostar agol  i agolot 270o + , koj se nao|a vo 
IV kvadrant. Od skladnosta na triagolnicite OP1P i oPOP

2702  (zo{to?) i definicii-

te na funkciite sinus i kosinus, a vodej}i smetka i za nivnite znaci vo I i IV kvadrant, 
nao|ame: 

sin(270o +) = cos12  OPOP , 

cos(270o +) =  sin12702  PPPP o , 

tg(270o +) =
)270cos(

)270sin(






o

o

= 


sin
cos  = ctg ,  

ctg(270o +) =
)270sin(

)270cos(







o

o

= 


cos
sin
  = tg . 

Sledstveno, va`at ravenstvata: 

sin  cos)(
2

3  ;  cos  sin)(
2

3  ;    
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tg  )(
2

3  ctg;  ctg  )(
2

3  tg.             (3)  

Primer 17.  Imame:   
cos320o = cos (270o + 50o) = sin50o, 

tg 
4
7  = tg )(

4
1

2
3   = ctg

4
 = 1.   

 
 
 

4. Trigonometriski funkcii od argument  
2

3  

So pomo{ na crte`ot 29, poka`i deka va`at ravenstvata: 

sin )(
2

3   = cos;   cos )(
2

3   = sin;     

tg )(
2

3   = ctg;   ctg )(
2

3   = tg          (4) 

Primer 18. Imame:   

sin200o = sin (270o  70o) = cos70o, 

cos 
4
5 = cos )(

42
3   = sin

4
 = 

2
2 , 

ctg210o = ctg (270o – 60o) = tg60o = .3  
 
 
 

5. Trigonometriski funkcii od argument  +  
 

Na crte`ot 30, nacrtani se ostar agol , ~ij vtor krak ja se~e trigonometriskata 
kru`nica vo to~kata P i agol  + , ~ij vtor krak ja se~e trigonometriskata kru`nica 
vo to~kata P+ . To~kite P i P+ se centralno simetri~ni vo odnos na koordinatniot 
po~etok O, pa spored toa i triagolnicite OP1P i OP2P+ se centralno simetri~ni. Od 
nivnata skladnost sleduva: 

sin(+) =  sin12   PPPP , 

cos( +) = cos12  OPOP , 

tg( +) =
)cos(
)sin(




 = 


cos
sin


  = tg  ,  

ctg(+) =
)sin(
)cos(





 = 


sin
cos

  = ctg  . 

Zna~i, va`at ravenstvata: 

sin( +) = sin ;  cos( +) = cos ,       

tg( +) = tg ;  ctg(+) = ctg .            (5) 
 

Primer 19. Imame  

sin
4

5 = sin )(
4
  = sin

4
 =

2
2 ,  

cos255o = cos(180o+75o) = cos75o,  tg
6

7 = tg )(
6
  = tg

6
 =

3

3
.  
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6. Trigonometriski funkcii od argument  . 

Znae{ deka, aglite   i  se suplementni agli, t.e. nivniot zbir e ednakov na . 
Na crte`ot 31, to~kite P  i P , a isto i triagolnicite OP1P i OP2P se osno 
simetri~ni vo odnos na Oy-oskata. Od crte`ot 31, lesno se uveruvame deka va`at 
ravenstvata: 

sin (  ) = sin; cos (  ) =  cos; 

tg (  ) = tg; ctg (  ) =  ctg.  
 

Primer 20. 
6

5sin  = )sin(
6
  =

6
sin  =

2
1 , 

cos120o = cos (180o – 60o) =  cos60o =  ,
2
1  

tg150o = tg (180o – 30o) =  tg30o =  .
3
3   

 

7. Trigonometriski funkcii od argument .
2

   

Koristej}i se so crte`ot 32, poka`i deka va`at ravenst-
vata: 

sin(
2
 + ) = cos; cos (

2
 + ) =  sin;    

tg (
2
 + ) = ctg;          ctg (

2
 + ) =  tg.          (7) 

Primer 21. sin ,cos)sin(
88

1
28

5     

cos150o = cos (90o + 60o) = sin60o =  ,
2
3  

ctg
8
5  = ctg )(

8
1

2
  =  tg

8
 .  

 

8. Trigonometriski funkcii od komplementni agli  

Znae{ deka, aglite  i  
2

se komplementni. 

Neka  oOPP
902' =  P1OP =  (crt. 33). 

 

Toga{ OP1P    oPOP
902'  - kako simetri~ni vo odnos na 

simetralata na I kvadrant. Potoa  oPOP
902'   OPP o 290   - 

(Zo{to?). Zna~i,  OPP o 290   OP1P .  Od nivnata skladnost 

sleduva deka: 

sin(90o  ) =  cos' 12902  OPOPPP o , 

cos(90o ) =  sin' 19022   PPPPOP o .  

Ottuka dobivame: 

tg(90o ) =
)90cos(

)90sin(






o

o

= 


sin
cos  = ctg ,  
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ctg(90o ) =
)90sin(

)90cos(







o

o

= 


cos
sin  = tg . 

Spored toa, za trigonometriskite funkcii od komplementni agli va`at ravenstvata: 

sin  cos)(
2

 ;  cos  sin)(
2

 ;      

tg  )(
2

 ctg;  ctg  )(
2

 tg .                (8)  

Niv gi iska`uvame so slednava va`na: 
 

Teorema 2. Sinusot (odnosno tangensot) na eden od dva komplementni agli e 
ednakov na kosinusot (odnosno kotangensot) od drugiot agol, i obratno.  

 

Primer 22. sin40o = cos (90o – 40o) = cos50o, cos70o = sin20o, tg55o = ctg35o.  
 

9. Formulite za sveduvawe poka`uvaat deka za prakti~ni potrebi dovolno e da se 
znaat vrednostite na trigonometriskite funkcii samo na ostrite agli (pa duri i na 
nepogolemite od 45o). Postojat posebni tablici za vrednostite na trigonometriskite 
funkcii na ostrite agli, no so pojavata na digitroni tie ja nemaat ulogata {to porano ja 
imaa.  

Formulite za sveduvawe ne e potrebno da se pomnat napamet. Za nivno pripomnu-
vawe dovolno e da se rakovodi{ od slednovo prakti~no pravilo. 

 

P r a v i l o. Ako se koristat argumenti 2   ili   , toga{ funkcijata go 

zadr`uva svoeto ime; ako, pak, se koristat argumenti ,
2

   ili  
2

3 , toga{ 

funkcijata preminuva vo svojata konfunkcija (sinus vo kosinus, i obratno; a tangens 
vo kotangens, i obratno). 

Trigonometriskata funkcija na desnata strana od formulata go zema znakot + 
ili , {to go ima trigonometriskata funkcija na levata strana na formulata. 

 

Primer 23. Brojot cos1660o da se izrazi preku sin od ostar agol. 

Re{enie. Prvo od agolot 1660o go isklu~uvame celiot broj polni agli, pa dadeni-
ot broj go izrazuvame preku istoimena funkcija od agolot , {to e pomal od 360o (koj 
mo`e, no ne mora da e ostar). Taka dobivame: cos1660o = cos (4·360o + 220o) = cos220o. 

Potoa brojot cos220o za da go izrazime preku sinus od ostar agol, agolot 220o (koj e 
vo III kvadrant) treba da go pretstavime kako razlika 270o ‡ 50o, pa prodol`uvame: 

cos220o = cos (270o – 50o) = – sin50o. 

Znakot ” ‡ “ e zemen, bidej}i funkcijata cos za agli vo III kvadrant e negativna. 
Taka kone~no dobivame: 

cos1660o = cos (4360o
  + 220o) = cos220o = cos (270o – 50o) = – sin 50o.  

 
 

ZADA^I 
 

1. Brojot ctg1580o izrazi go preku istoimenata funkcija od argument pomal od 360o. 

2. Brojot tg 
9

15 izrazi go preku funkcija od argument pomal od .
2
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3. Brojot ctg
9

16  izrazi go preku funkcijata tangens od argument pomal od 
2
 .  

4. Brojot cos 
9
8 izrazi go preku funkcijata sinus od argument pomal od .

2
  

5. Brojot ctg 1,1 izrazi go preku: a) tg, b) ctg od argument pomal od .
2
  

6. Brojot  tg 
8
7  izrazi go preku tangens od argument pomal od 

2
 . 

7. Brojot tg 
15
8 izrazi go preku: a) tg, b) ctg od argument pomal od .

2
  

8. Broevite cos83o i tg72o izrazi gi preku soodvetni funkcii od argument pomal od 45o. 

9. Broevite: a) cos820o, b) sin560o, v) tg930o svedi gi na soodvetna trigonometriska 
funkcija od ostar agol, pomal od 45o. 

10. Koi od slednive broevi se ednakvi: cos(150o + 3·360o), cos(150o – 360o), sin60o, 

 ,
2
3 cos30o, cos510o? 

11*. Brojot sin( – 270o) izrazi go kako trigonometriska funkcija od agolot .  

12. Presmetaj: sin225o, cos240o, cos ,
6

5 tg210o, ctg330o. 

13. Presmetaj: a) 6sin120otg300octg225o; b) tg27otg63o. 

14. Presmetaj: sin2120o + cos2150o + tg2210o – ctg2225o. 

15. Broevite:  

a) sin145o;    b) tg315o;    v) cos
5

7   

izrazi gi preku soodvetna funkcija od ostar agol pomal od 45o. 

16. Presmetaj gi vrednostite na trigonometriskite funkcii od aglite:  

a) ,
3

4    b) ,
8

9    v) ,
12

17    g) .
2

19  

17*. Uprosti go koli~nikot cos( ).2cos(:)
2

3    

18. Poka`i na crte`, so dol`inata na koi otse~ki e izrazena vrednosta na sin60o i 
cos60o i pri koja edinica merka. 

 
 

II.8. GRAFI^KO OPREDELUVAWE NA VREDNOSTITE  

        NA TRIGONOMETRISKITE FUNKCII 
 

Vrednostite na trigonometriskite funkcii za daden agol mo`at da se opredelu-
vaat: numeri~ki (preku soodvetni presmetuvawa po dadeni formuli), tabli~ki (so ko-
ristewe na specijalno izgotveni tablici ili digitroni), ili grafi~ki (preku merewe 
na dol`inata na odredeni otse~ki na prethodno  izgotven crte`). 

 

Grafi~koto opredeluvawe na vrednostite na trigonometriskite funkcii na 
proizvolen agol go vr{ime na trigonometriskata kru`nica (crt. 34). 
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Prviot krak na koj bilo agol, sekoga{ zemame da se sovpa|a so pozitivniot del na 
Ox-oskata, a vtoriot krak na agolot  }e ja se~e trigonometriskata kru`nica vo nekoja 
to~no opredelena to~ka P(x ,y). Od definiciite na trigonometriskite funkcii na 
proizvolen agol, poznato e deka: 

sin = y ,    cos = x , tg = ,



x
y

    ctg = 



y
x

 

Spored toa, ordinatata y , odnosno, dol`inata na otse~-
kata ,1 PP zemena so znak + ili  zavisno od znakot na ordina-

tata y , ni ja dava vrednosta na sinusot na razgleduvaniot agol ; 

a apscisata x , odnosno, dol`inata na otse~kata ,1OP zemena so 
znak + ili  zavisno od znakot na apscisata x , ni ja odreduva 
vrednosta na kosinusot na toj agol. Mereweto na dvete otse~ki 

PP1 i 1OP  se vr{i so edinicata merka .1 rOA  

Dodeka sinusot i kosinusot na daden agol  se izrazeni so dol`inata na po edna 
otse~ka, so tangensot i kotangensot ne e takov slu~ajot.  

Neka   e proizvolen agol, ~ij vtor krak ne le`i 
na Oy-oskata (crt. 35). Ako M e proizvolna to~ka od 
vtoriot krak na agolot  (razli~na od O), toga{ sigurno, 

}e bide xm  0, pa spored toa, odnosot 
M

M
x
y  e celosno 

opredelen. 

Od sli~nosta na triagolnicite OP1P i OM1M, 
sleduva deka: 

1

1

OM

MM


=

1

1

OP

PP


 = tg . 

Zna~i, i odnosot 
M

M
x
y  nñ ja dava vrednosta na tg. Odnosot 

M

M
x
y  ne zavisi od izborot 

na to~kata M, dovolno e taa da le`i na vtoriot krak na agolot . 
Da konstruirame tangenta t na trigonometriskata kru`nica vo to~kata A(1, 0), vo 

koja pozitivniot del na Ox-oskata ja se~e kru`nicata (crt. 35). Taa tangenta }e ja vikame 
tangensna oska, koja e istonaso~ena so ordinatnata oska. Bidej}i vtoriot krak OS na 
agolot  ne le`i na ordinatnata oska, toj (ili negovoto prodol`enie), sigurno, }e ja 
prese~e oskata t vo nekoja to~ka T od nejziniot pozitiven ili negativen del. ]e ja 
doka`eme slednava: 

Teorema 3. Tangensot na proizvolen agol  e ednakov na ordinatata yT na to~kata 
T, vo koja vtoriot krak na  ili negovoto prodol`enie, ja se~e tangensnata oska t (crt. 
35), t.e. tg = yT , kade yT = AT  ili  yT =  AT . 

Dokaz. Da gi razgledame triagolnicite: OP1P i OAT. Tie se sli~ni (Zo{to?). Od 

nivnata sli~nost imame: 
1

1

OP

PP


 =

OA
AT . Po zamenuvaweto 1OA , dobivame 

1

1

OP

PP


 =

1
AT , od-

nosno tg =  AT .  
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Sli~no postapuvame i so funkcijata kotangens od proizvolen agol . Za taa cel da 
konstruirame tangenta c na trigonometriskata kru`nica vo to~kata B(0,1), vo koja 
pozitivniot del na Oy-oskata ja se~e kru`nicata (crt. 36). Taa tangenta }e ja vikame 
kotangensna oska, koja e istonaso~ena so Ox-oskata. 

Neka   e proizvolen agol, na koj vtoriot krak OS ne le`i na Ox-oskata. Vo takov 
slu~aj vtoriot krak na OS (ili negovoto prodol`enie) sigurno }e ja prese~e 
kotangensnata oska c vo nekoja to~ka C (od nejziniot pozitiven ili negativen del). ]e ja 
doka`eme slednata teorema.  

 

Teorema 4. Kotangensot na proizvolen agol  e 
ednakov na apscisata xc na to~kata C, vo koja vtoriot krak na 
, ili negovoto prodol`enie, ja se~e kotangensnata oska c 

(crt. 36), t.e. ctg = xc , kade xc = BC , ili xc = BC . 

Dokaz. Triagolnicite OP1P i CBO na crte`ot 36 se 
sli~ni (Zo{to?). Od nivnata sli~nost imame: 

PP
OP

1

1


 =

OB
BC = 

1
BC , odnosno  ctg = BC .   

 

ZADA^I 
 
1. Odredi gi grafi~ki vrednostite na sin72o i cos72o. 
 

2. Odredi ja grafi~ki vrednosta na: a) tg54o;  b) tg127o. 
 

3. Odredi ja grafi~ki vrednosta na: a) ctg52o;  b) ctg75o. 
 

4. Daden e agol ),0(
2
  . Pretstavi go negoviot tangens i kotangens na 

soodvetnite oski t i c. 
 

5. Daden e agol ),(
2
  . Pretstavi go grafi~ki negoviot tangens i kotangens na 

soodvetnite oski t i c. 
 

6. Odredi go grafi~ki tangensot i kotangensot na agolot ),(
2

3  . 
 

7. Odredi go grafi~ki tangensot i kotangensot na agolot )0,(
2
  . 

 

8. Na milimetarska hartija nacrtaj trigonometriska kru`nica i nanesi go so 
aglomer agolot 125o. Odredi ja grafi~ki vrednosta na ~etirite trigonometriski 
funkcii na agolot  = 125o, so to~nost do 0,1. 

 

9. Odredi ja grafi~ki vrednosta na trigonometriskite funkcii na agolot  = 
220o, so to~nost do 0,1. 
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II.9. PERIODI^NOST, PARNOST I NEPARNOST  

        NA TRIGONOMETRISKITE FUNKCII 

 

1. Periodi~nost na trigonometriskite funkcii. 
 

Od formulite (1) vo II.7. zabele`uvame, deka vrednostite na trigonometriskite 
funkcii se povtoruvaat po sekoja promena na agolot za 2, odnosno po sekoja polna 
rotacija na negoviot podvi`en krak, t.e. va`i: 

sin
3
  = sin(

3
 +2) = sin(

3
 +22) = … = sin(

3
 +k2) = 

2
3 , 

cos
3
  = cos(

3
 +2) = cos(

3
 +22) = … = cos(

3
 +k2) = 

2
1 . 

Zna~i, za trigonometriskite funkcii postoi nekoj broj (razli~en od nula), takov 
{to vrednosta na funkcijata ne se menuva koga toj broj se dodade (ili odzeme) na koja 
bilo vrednost na argumentot x. Funkciite {to go imaat toa svojstvo, gi vikame 
periodi~ni funkcii. Poimot periodi~na funkcija go voveduvame so slednava: 

 

Definicija 8. Funkcijata  (x) so definiciona oblast D e periodi~na, ako postoi 
realen broj  > 0, takov {to  (x + ) =  (), za sekoj xD. Sekoj broj  so ova svojstvo se 
vika period na funkcijata  (x). 

 

Za definicionata oblast D na periodi~nata funkcija, pretpostavuvame deka go 
ima slednovo svojstvo: ako x  D, toga{ e i (x + ) D, a isto taka e i (x)  D. 

 

Teorema 5. 1o. Trigonometriskite funkcii se periodi~ni so zaedni~ki period 2. 

2o. Osnoven (odnosno najmal pozitiven) period za funkciite sinus i kosinus e 2. 

3o. Osnoven (odnosno najmal pozitiven) period za funkciite tangens i kotangens e . 

Dokaz. Vo to~nosta na 1o se uverivme porano. 

Sega }e doka`eme za funkcijata sin brojot 2 e najmal pozitiven period. 
Navistina, da pretpostavime deka za funkcijata sin postoi drug pozitiven broj T pomal 
od 2, taka {to za sekoj  va`i  sin(+T)=sin. Vo specijalen slu~aj za 

2
   dobivame: 

sin(
2
 +T)=sin

2
 , odnosno  cosT=1. Me|utoa, ne postoi takov pozitiven broj T za koj cosT=1, 

navistina, 2 e najmaliot pozitiven period za sin. Analogno se doka`uva deka 2 e 
najmaliot pozitiven period i za cos.  

Sega }e poka`eme deka  e najmaliot pozitiven period za tg. Znaeme deka brojot  
e period za funkciite  tg  i  ctg, t.e. 

tg(+) = tg  za sekoe   k
2

;  i  ctg(+) = ctg  za sekoe  k . 

Da pretpostavime deka za funkcijata tg postoi drug pozitiven broj T pomal od , taka 
{to za sekoj  va`i  tg(+T)=tg. Vo specijalen slu~aj za =0 dobivame tgT=0. No ova 
ravenstvo ne e mo`no bidej}i 0<T<. Zna~i navistina,  e najmaliot pozitiven period za 
tg. Analogno se doka`uva deka  e najmaliot pozitiven period i za ctg.  
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Svojstvoto periodi~nost, kako {to }e vidime ponatamu, vo golema mera go 
uprostuva ispituvaweto na trigonometriskite funkcii, bidej}i dovolno e toa da se 
izvr{i vo koj bilo interval od definicionata oblast, ~ija dol`ina e ednakva na 
osnovniot period 2 (za funkciite sinus i kosinus), odnosno na osnovniot period  (za 
funkciite tangens i kotangens). 

 

2. Parnost i neparnost na trigonometriskite funkcii. 
 

Pred da se potsetime na poznatite poimi parnost i neparnost na funkcija, }e go 
vovedeme poimot simetri~na oblast na definiranost na funkcija, so slednava: 

Definicija 9. Funkcijata  (x) velime, ima sime-
tri~na definiciona oblast D, ako za sekoj x  D e i – x  D.  

 

Toa svojstvo go ima mno`estvoto R na realnite 
broevi, a isto i intervalite ( a, a) i ( b,  a)  (a, b) od 
nego, kade a, b  R+ i a < b. 

 

Definicija 10. Funkcijata  (x) so simetri~na de-
finiciona oblast D e parna na D, ako za sekoj x  D va`i    
 ( x) =  (x). 

 

Primer 24. Funkcijata  (x) = x2 na D = R e parna, 
bidej}i za sekoj x  R, va`i  

 ( x) = ( x)2 = x2 =  ( x) (crt. 37).  
 

Definicija 11. Funkcijata  (x) so simetri~na definiciona oblast D e neparna na 
D, ako za sekoj x  D va`i  ( x) =  (x). 

 

Primer 25. Funkcijata  (x) = x3 na D = R e neparna, bidej}i za sekoj x  R va`i 
(x) = ( x)3 = x3 =  (x) (crt. 38). 

 

Od definiciite na parna i neparna funkcija, neposredno, sleduvaat i nivnite 
va`ni svojstva: 

1o. Grafikot na sekoja parna funkcija e simetri~en vo 
odnos na ordinatnata oska (crt. 37). 

2o. Grafikot na sekoja neparna funkcija e centralno 
simetri~en vo odnos na koordinatniot po~etok (crt. 38). 

Parnosta i neparnosta e karakteristika samo na oddelni 
funkcii, {to zna~i, deka postojat mnogu funkcii koi ne se nitu 
parni, nitu neparni. Na primer, funkcijata  (x) = x2 + x ne e 
nitu parna, nitu neparna. Poka`i! 

Teorema 6. Trigonometriskata funkcija cos e parna, a tri-
gonometriskite funkcii sin, tg i ctg se neparni funkcii, t.e.  

sin() = sin ,   cos() = cos ,  tg() =  tg ,  ctg() = ctg.  (2) 

Dokaz. Na crte`ot 39 od pozitivniot del na Ox-oskata 
naneseni se aglite  i , ~ii vtori kraci ja se~at trigo-
nometriskata kru`nica vo to~kite P i P- . Zabele`uvame, deka 
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to~kite P i P-  se simetri~ni vo odnos na Ox-oskata. Zatoa: 

sin () = y- =  y = sin,          cos () = x- =  x = cos, 

a ottuka: 

tg () =
)cos(
)sin(




 = 


cos
sin = tg ,  ctg () =

)sin(
)cos(





 = 


sin

cos
 = ctg .  

 

Ravenstvata (2) mo`e da se doka`at i so primena na 
periodi~nosta i formulite za sveduvawe. Na primer: 

sin () = sin ( + 2) = sin (2 – ) = sin..   
 

Ravenstvata (2) gi vikame u{te i formuli na trigono-
metriskite funkcii od negativni agli, i se primenuvaat za 
tie da se svedat na trigonometriski funkcii od pozitivni agli. 

 

Primer 26. Brojot sin(3000o) da go izrazime preku soodvetna funkcija od poziti-
ven argument i pomal od .

2
  

Re{enie. Imame  

sin (3000o) = sin3000o = sin (8360o + 120o) = sin120o = sin (90o + 30o) = cos30o =  
2
3   

 
 

ZADA^I 
 

1. Poka`i, deka sin( + ) e periodi~na funkcija so osnoven period 2. 

2. Kakva e funkcijata (parna ili neparna): a) y = x, b) y = x? Doka`i.  

3. Brojot cos( )
3

5 izrazi go preku trigonometriska funkcija od pozitiven argu-

ment i pomal od 
4
  

4. Slednive trigonometriski funkcii izrazi gi preku funkcii od pozitivni 
agli, pomali od 90o: a) sin (211o); b) cos (50o); v) tg (418o); g) ctg (600o). 

5. Ako e sin < 0, a cos () > 0, to~no li e deka: 

a) sin () · cos () > 0;  b) tg () · cos () < 0;  v) ctg  sin ( ) > 0?  

6. Presmetaj:  

a) tg (45o);  b) sin (45o) · cos (30o);  v) ctg (60o)· tg (60o) + tg (30o) · ctg30o. 

7*. Uprosti gi izrazite: 

a) sin (90o) + cos ( – 180o);   b) ctg (  360o) – tg ( – 270o) + sin (  180o). 

8*. Uprosti: tg2 ( - ) · ctg ( - 2) + sin2 ( + ) + sin2  )(
2

3   

9. Proveri, dali e to~no ravenstvoto:  sin () + tg () – cos  )(
2

 tg. 

10. Odredi ja brojnata vrednost na izrazot:  

a) 

sin23

3sin
ctg

,  za =30o;       b) 


44
cos3sin2

ctgtg 
 , za =60o.   
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11. Na trigonometriskata kru`nica odredi gi to~kite: 

oP
30

, oP
45

, oP
60

 , oP
90

 , oP
120

 , oP
135

 , oP
180

 . 

Potoa povle~i gi nivnite ordinati. [to zabele`uva{? 
 
 

II.10. INTERVALI NA RASTEWE I OPA\AWE. MENUVAWE  

          NA TRIGONOMETRISKITE FUNKCII 
 

Tuka }e se zapoznaeme, kako se menuvaat oddelnite trigonometriski funkcii za-
visno od promenata na nivniot argument. Tie promeni na funkcijata ~esto se vikaat tek 
ili povedenie na funkcijata. Prethodno }e definirame koga edna funkcija monotono 
raste a koga monotono opa|a.  

Definicija 12. Funkcijata (x) na intervalot (a,b) od 
nejzinata definiciona oblast velime, deka monotono raste, 
ako za koi bilo dve razli~ni vrednosti x1 i x2 na argumentot od 
toj interval va`i implikacijata x1 < x2  (x1) < (x2). 

 

So drugi zborovi: funkcijata na nekoj interval (a, b) od 
definicionata oblast monotono raste, ako za koi bilo dve raz-
li~ni vrednosti na x od toj interval, na pogolemata vrednost na 
argumentot ñ odgovara i pogolema vrednost na funkcijata (crt. 40). 

 

Na primer, funkcijata (x) = 2x – 3 na celata definiciona oblast D = R monotono 
raste. Navistina: x1 < x2  2x1 < 2x2  2x1 – 3 < 2x2 – 3  (x1) < (x2). 

 

Definicija 13. Funkcijata f(x) na intervalot (a, b) od 
nejzinata definiciona oblast velime, deka monotono opa|a, ako 
za koi bilo dve razli~ni vrednosti x1 i  x2 na argumentot od toj 
interval, va`i implikacijata x1 < x2  (x1) > (x2). 

 

Ili so drugi zborovi: funkcijata na nekoj interval (a,b) od 
definicionata oblast monotono opa|a, ako za koi bilo dve 
razli~ni vrednosti na x od toj interval, na pogolemata vrednost na 
argumentot ñ odgovara pomala vrednost na funkcijata (crt. 41). 

Na primer, funkcijata (x) = 31 
x

na sekoj od intervalite (,0) i (0,) e monoto-

no opadnuva~ka. 

Dokaz. Neka x1, x2  R- ili x1, x2  R+ i neka x1 < x2. Bidej}i dvete strani na 
neravenstvoto x1 < x2 imaat ist znak, toga{ }e va`i:  

x1 < x2  
1

1
x

>
2

1
x

   
1

1
x

+3 >
2

1
x

+3    f (x1) > f (x2). 

Za trigonometriskite funkcii va`i slednava: 
 

Teorema 7. Na intervalot ),0(
2
 , funkciite sinus i tangens monotono rastat, a 

funkciite kosinus i kotangens monotono opa|aat, t.e.  
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.ctgctg

tgtg

coscos

sinsin

0

21

21

21

21

221






   

 

Vo vistinitosta na ovaa teorema }e se uveri{ podolu.  
 

Primer 27. Da se utvrdi koj od broevite e pogolem:  
a) sin 35o ili sin 52o;    b) cos 23o ili cos 48o. 
 

Re{enie. a) Bidej}i sinusot vo I kvadrant monotono raste, }e bide: sin35o < sin52o;  

b) a bidej}i kosinusot vo I kvadrant opa|a, }e bide: cos23o>cos48o.  
 

Kako se menuvaat trigonometriskite funkcii vo oddelnite kvadranti, }e 
utvrdime od crte`ite 42, 43, 44 i 45 za sekoja trigonometriska funkcija oddelno.  

 
 

Menuvawe na funkcijata sin . 
 

Da go razgledame crte`ot 42. Na nego e 
prika`ana rotacijata na vtoriot krak OS i soodvetnata 
to~ka P  na agolot , od negovata po~etna polo`ba OA 
vo pozitivna nasoka za 360o. 

Zabele`uvame deka, pri rotacijata na to~kata 
P vo pozitivna nasoka po desnata polukru`nica, 
nejzinata proekcija P2 na ordinatnata oska }e go opi{e 
vertikalniot dijametar B1B oddolu nagore; a so toa 
ordinatata na to~kata P, t.e. sin  raste od 1 do +1 
(crt. 42). Pri rotacijata, pak, na to~kata P po levata 
polukru`nica, nejzinata proekcija P }e go opi{e 
vertikalniot dijametar BB1 odgore nadolu, a pritoa 
ordinatata y  = sin opa|a od 1 do 1 (crt. 42). Ottuka 
zaklu~uvame: 

Funkcijata sin na intervalot ],[
22
  (t.e. vo IV i I kvadrant) raste od 1 do 1; a na 

intervalot ],[
2

3
2

   (vo II i III kvadrant) opa|a od 1 do 1. 

A bidej}i sin e periodi~na funkcija so period 2, va`i slednava: 
 

Teorema 8. Funkcijata sinus monotono raste od 1 do 1 na sekoj interval 
]2,2[

22
  kk  , a monotono opa|a od 1 do 1 na sekoj od interval ]2,2[

2
3

2
  kk  .  

Primer 28. Koj od broevite e pogolem:  

a) sin205o ili sin250o;    b) sin )(
6
  ili )sin(

4
 ? 

Re{enie. a) Sinusot vo III kvadrant opa|a, pa zatoa od 205o < 250o sleduva sin205o > 
sin250o; b) sinusot vo IV kvadrant raste, pa od 

6
 >

4
  sleduva sin )(

6
 > sin  )(

4
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Menuvawe na funkcijata cos 
 

Razgledaj go crte`ot 43. Na nego zabele`uva{ deka, pri dvi`ewe na to~kata P vo po-
zitivna nasoka po gornata polukru`nica, nejzinata proekcija P1  na apscisnata oska }e go 
opi{e horizontalniot dijametar AA1 oddesno nalevo, pa apscisata na to~kata P, t.e. cos, 
gleda{, opa|a od 1 do 1 (crt. 43). Pri dvi`ewe, pak, na to~kata P vo pozitivna nasoka po 
dolnata polukru`nica, nejzinata proekcija P1 }e go opi{e sega horizontalniot dijametar 
AA1 odlevo nadesno, a pritoa apscisata x = cos, gleda{, raste od 1 do 1 (crt. 43). 

 

Ottuka zaklu~uvame: Funkcijata cos na inter-
valot 0, (vo I i II kvadrant) opa|a od 1 do 1, a na in-
tervalot , 0 (vo III i IV kvadrant) raste od 1 do 1. 

Funkcijata cos e periodi~na funkcija so pe-
riod 2, pa va`i: 

 

Teorema 9. Funkcijata kosinus monotono opa|a od 
1 do -1 na sekoj interval 2k, (2k + 1)  , a monotono raste 
od 1 do 1 na sekoj od intervalite (2k 1) , 2k.  

 

Primer 29. Funkcijata cos na intervalot 7, 
8 raste, a na intervalot 6, 5 opa|a.  

 
 

Menuvawe na funkcijata tg 
 

Funkcijata tangens, znae{, e periodi~na so period . Zatoa, dovolno e da go 
ispitame menuvaweto na tangens na koj bilo interval so dol`ina , na primer, od 

2
  do 

2
  ili od 0 do . Funkcijata tg }e ja razgledame vo intervalot ),,(

22
  bidej}i na nego 

tg e definirana za sekoja vrednost na . Da go razgledame crte`ot 44. 
 

Na nego e poka`ana rotacijata na vtoriot krak OS okolu po~etokot O, a so toa i 
dvi`eweto na to~kata P vo pozitivna nasoka po desnata polukru`nica. Pritoa dvi`ewe 
na to~kata P , nejzinata centralna proekcija T od koordinatniot po~etok O vrz 
tangensnata oska, }e se dvi`i po tangensnata oska oddolu nagore, a nejzinata ordinata y = 
tg neprekinato i neograni~eno }e raste. 

Toa zna~i: koga   neprekinato gi minuva site negativni agli, koi se pogolemi od 

2
  pa sé do 0, tg neprekinato gi dobiva site negativni realni broevi i za  = 0, tg 

dobiva vrednost 0. A potoa, koga  neprekinato raste od 0 do ,
2
  to~kata T  }e se dvi`i 

po pozitivniot del na tangensnata oska nagore, a nejzinata ordinata yt = tg neprekinato 
}e raste, po~nuvaj}i od 0, i neograni~eno, taka {to pri vrednosti na argumentot , {to 
se dosta blisku kon ,

2
  no pomali od ,

2
  vrednosta na tg stanuva pogolema i od koj bilo 

pozitiven broj. 

Toa svojstvo na tangensot simboli~ki go zapi{uvame: tg  , koga   
2
  i  < 

2
 , a go ~itame: tg se stremi kon plus beskone~nost, koga  se stremi kon 

2
  odlevo. 
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Od pogore izlo`enoto i od crte`ot 44, zaklu~uvame: 
 

Funkcijata tg na intervalot ),,(
22
  monotono ras-

te od - (minus beskone~nost) do + (plus beskone~nost), a za 
=0 dobiva vrednost 0. 

 

Funkcijata tg ima period , pa zatoa va`i slednata:  
 
 

Teorema 10. Funkcijata tangens monotono raste od  
do + na sekoj interval ),,(

22
  kk   od koi i se sostoi 

negovata definiciona oblast.   
 
 

Primer 30. Koj broj e pogolem:  

a) tg125o ili tg204o;   b) tg (56o) ili tg (24o)? 

Re{enie. a) Bidej}i 125o, 204o ),(
2

3
2

  i 125o < 204o,  tg125o < tg204o;  

b) bidej}i 56o, 24o ),(
22
  i 56o < 24o,  tg (56o) < tg (24o).  

 
 

Menuvawe na funkcijata ctg.  
 

Razgledaj go crte`ot 45. [to mo`e{ da zaklu-
~i{ od nego? So analogna postapka na razgleduvawe 
na menuvaweto na ctg, mo`e da se dojde do sledniov 
zaklu~ok: 

Funkcijata ctg na osnovniot interval (0, ), 
na koj e definirana za sekoja vrednost na  od nego, 
monoto opa|a od +  do , a za  = 

2
  dobiva vrednost 

0. Nejziniot period e , pa va`i   
 

Teorema 11. Funkcijata kotangens monotono 
opa|a od +  do  na sekoj interval (k, (k + 1)), od koi se sostoi negovata 
definiciona oblast.  

 

Primer 31. Kakov znak ima razlikata: ctg54o – ctg135o? 
 

Re{enie. Bidej}i 54o, 135o  (0, ) i 54o < 135o, soglasno Teorema 11 imame ctg54o > 
ctg135o, odnosno ctg54o  ctg135o > 0.  

 
 

ZADA^I 

 

1. Koj broj e pogolem: a) tg33o ili tg18o;   b) ctg10o ili ctg57o? 

2. Sporedi gi po golemina broevite:  

a) sin120o i sin208o;      b) sin
4

3  i sin 
4

5  
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3. Koj broj e pogolem:  

a) 
4
315cos  ili 

2
115cos ;     b) )10cos(

2
1   ili )10cos(

4
1  ? 

4. Sporedi gi broevite: a) tg
4

5  i tg
8

9 ;    b) tg (130o) i  tg (160o). 

5. Koj broj e pogolem: a) sin54o ili sin235o;   b) cos145o ili sin285o? 

6. Koj broj e pogolem: a) tg88o ili tg153o;   b) tg123o ili ctg48o? 

7. Odredi go znakot na razlikata: a) sin84o ‡ cos20o;  b) cos124o ‡ sin152o. 

8. Kakov znak ima razlikata: 
a) tg75o ‡ tg100o;     b) ctg37o ‡ tg42o? 

9. Podredi gi broevite po golemina da rastat: 
a) sin28o, sin125o, cos14o, sin215o, cos324o,  b) tg19o, tg52o, ctg45o, tg256o, ctg152o. 

10. Odredi go znakot na koli~nikot: 

a) 
oo

oo

ctgtg 2558
65sin65cos


 ;      b)  


tg


1

sin1 ,  ),(
24
  . 

 
 

II.11. GRAFICI NA OSNOVNITE TRIGONOMETRISKI FUNKCII 

 

Trigonometriski funkcii od broen argument 
 

Dosega argumentite na trigonometriskite funkcii gi smetavme za naso~eni agli 
so proizvolna golemina. Me|utoa, postojat mnogu problemi vo razni nauki koi, isto taka, 
doveduvaat do trigonometriski funkcii, no ~ii argumenti se nekoi drugi veli~ini 
(dol`ina, vreme, temperatura i dr.). Zatoa  potrebno e trigonometriskite funkcii da gi 
definirame i kako funkcii od broen (realen) argument. 

Znae{, vo procesot na mereweto na goleminata na aglite, na sekoj agol mu pridru-
`uvame po eden edinstven realen broj ‡ negoviot meren broj pri izbranata edinica 
merka. I obratno: sekoj realen broj e pridru`en na edinstven agol, ~ij meren broj e 
dadeniot realen broj. Pritoa, poka`avme deka najprirodna i najpogodna edinica merka za 
merewe na goleminata na aglite e radijanot. 

 

Toa ni dava za pravo, argumentot na trigonometriskite funkcii da go smetame za 
realen broj. Na primer, ako x e nekoj realen broj, toga{ nemu mu odgovara agolot, ~ij 
meren broj e x (radijani), a na ovoj agol mu odgovara odredena vrednost na sinusot: sinx. 
Zna~i, na sekoj realen broj x mu odgovara drug to~no odreden realen broj (x) = sinx. 

 

Spored toa, za funkcijata sinus, mo`eme da ka`eme, deka toa e funkcijata  :RR 
pri koja x  y = sinx, odnosno za sekoj x R e (x) = sinx. 

Na primer, za x = 
6


 e sin 

6
  = 0,5 za x =

2
  e sin 

2
 = 1 itn. 

Sli~no imame i za drugite trigonometriski funkcii. 
Spored toa, ja usvojuvame slednava: 
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Definicija 14. Trigonometriski funkcii od apstrakten realen argument x se edno-
imenite trigonometriski funkcii, ~ij argument e obop{ten agol x izrazen vo radijani. 

 

Grafik i svojstva na funkcijata  y = sin x 
 

Na~inot na grafi~koto pretstavuvawe na funkciite poznat ti e od algebrata vo 
prethodnite godini. Pri crtaweto na grafikot na koja bilo funkcija, pa i na y = sinx, 
vrednostite na argumentot se pretstavuvaat so to~ki od apscisnata oska (a ne od trigono-
metriskata kru`nica). Zatoa, argumentot na trigonometriskite funkcii }e go ozna~uva-
me so x (namesto so ). 

Grafikot na funkcijata y = sinx mo`e da se konstruira na dva na~ina: so sostavuvawe 
i koristewe na tablica, ili so crtawe i koristewe na trigonometriskata kru`nica. 

Prviot na~in se sostoi vo slednovo: davame vrednosti na argumentot i gi nao|ame 
soodvetnite vrednosti na sinx. Taka, ja sostavuvame slednava tablica za vrednostite na 
sinx na intervalot 0  x 

2
 : 

 

x 

 

0 
26,0

12
  

(15o) 

52,0
6
  

(30o) 

78,0
4
  

(45o) 

05,1
3
  

(60o) 

35,0
12
5   

(75o) 

57,0
2
  

(90o) 

y=sin x 0 0,26 0,50 0,71 0,87 0,97 1 
 

Potoa, vo pravoagolen koordinaten sistem xOy gi kon-
struirame to~kite {to soodvetstvuvaat na najdenite parovi 

vrednosti (x, sinx) od tablicata (crt. 46). 
Drugiot na~in na crtawe na grafikot na funkcijata y=sinx e geometriski. Ja raz-

deluvame trigonometriskata kru`nica na proizvolen broj, na primer, na 12 ednakvi de-
lovi (crt. 47). Potoa, po apscisnata oska od po~etokot O ja nanesuvame dol`inata na tri-
gonometriskata kru`nica (l = 2  6,28) i dobienata otse~ka ja razdeluvame, isto taka, na 
12 ednakvi delovi. Potoa, niz razdelnite to~ki na trigonometriskata kru`nica povleku-
vame paralelni pravi so apscisnata oska, a niz razdelnite to~ki na Ox-oskata povlekuvame 
normali kon nea (crt. 47). 

Prese~nite to~ki na povle~enite paralelni i normalni pravi, potoa gi svrzuva-
me so glatka linija i go dobivame baraniot grafik na funkcijata y = sinx na intervalot 
0,2 (crt. 47). 

Dol`inata na intervalot 0,2 e ednakva na dol`inata na periodot na sinus. 
Zatoa, za da go dobieme celiot grafik na funkcijata y=sinx, dovolno e nacrtaniot del od 
grafikot na intervalot 0,2 edno po drugo da go preneseme i nalevo i nadesno na 
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rastojanie na po 2 (crt. 48). Od crte`ot se gleda deka grafikot na funkcijata y = sinx e 
branovidna kriva linija. Taa kriva po imeto na funkcijata se narekuva sinusoida. 

Od slikata na 
sinusoidata mo`e{ da 
uo~i{ mnogu ve}e poz-
nati svojstva na funk-
cijata sinus. Eve gi 
tie svojstva: 

1o. Definiciona oblast na funkcijata y = sinx e mno`estvoto na site realni broe-
vi, t.e. D = R..  

 

2o. Sinusoidata e smestena me|u paralelnite pravi y=1 i y= 1. Zatoa,    
1  sinx  1, odnosno sinx  1. 

Taa e ograni~ena funkcija so brojot 1, a mno`estvoto vrednosti na funkcijata e Vf = 1,1. 
3o. Grafikot e simetri~en vo odnos na koordinatniot po~etok 0, pa zatoa 

funkcijata sinus e neparna, t.e. sin (x) = sinx.  
4o. Sinus e periodi~na funkcija so osnoven period 2.  
5o. Sinusoidata ja se~e Ox-oskata vo to~kite 0, , , 2, 2,... Toa zna~i, nuli na 

funkcijata sinus se broevite x = k,  k  Z. 

6o. Funkcijata y = sinx na intervalot ],[
22
  monotono raste od svojata najmala 

vrednost 1 do svojata najgolema vrednost 1, a na intervalot ],[
2

3
2

 , taa monotono opa|a 

od svojata najgolema vrednost 1 do svojata najmala vrednost 1. 
 

Poradi periodi~nosta, voop{to, za sekoj cel broj k, funkcijata sinx  monotono raste 
na intervalot ]2,2[

22
  kk  , a monotono opa|a na intervalot ]2,2[

2
3

2
  kk  .  

7o. Funkcijata y = sinx vo to~kite 
2
 + 2k, kZ  dostignuva maksimum y = 1, a vo 

to~kite 
2
 +2k, kZ taa dobiva minimum y = 1. 

8o. Od crte`ot 48, gledame, funkcijata y = sinx na najbliskiot interval do koordi-
natniot po~etok (, 0) dobiva negativni vrednosti, a na intervalot (0,) taa dobiva po-
zitivni vrednosti. Ili, voop{to, za sekoj cel broj k na intervalot  ((2k  1), 2k), sinx 
dobiva negativni vrednosti, a na intervalot (2k, (2k + 1)) taa dobiva pozitivni vrednosti. 

Primer 32. Kakov znak ima brojot: a) sin7,7 ;    b) sin12,5 ?  

Re{enie. a) Bidej}i 7 < 7,7 < 8, zatoa soglasno svojstvoto 8o imame sin7,7 < 0;  

b) sli~no  sin12,5 > 0.  
 

Grafik i svojstva na funkcijata y = cosx. 

Formulata za sveduvawe  cosx = sin )(
2

x  poka`uva, deka ordinatata od grafikot 

na cosx vo to~kata xo e ednakva so ordinatata na obi~nata sinusoida vo to~kata so apscisa 

xo + 
2
 . Taka, na primer: za 

4
x , cos

4
 =sin )(

24
  = sin

4
3 =

2
2 . Ottuka zaklu~uvame deka, 

grafikot na funkcijata y = sinx se dobiva so translacija na sinusoidata dol` apscisnata 
oska nalevo za 

2
 (crt. 49). 
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Grafikot na funkcijata kosinus se vika kosinusoida. Toj mo`e da se dobie, osven 
so prenesuvawe na sinusoidata dol` apscisnata oska nalevo za 

2
 , u{te i na opi{anite 

dva na~ina, kako {to ja crtavme sinusoidata, so sostavuvawe na tablica ili so pomo{ na 
trigonometriskata kru`nica. Na crte`ot 50,  poka`ano e crtaweto na kosinusoidata so 
pomo{ na trigonometriskata kru`nica na intervalot ,. Zabele`uva{, deka na 
crte`ot 50, trigonometriskata kru`nica e svrtena za 90o, taka {to Ox-oskata e naso~ena 
vertikalno nagore, a Oy-oskata e horizontalno postavena. Toa e storeno poradi 
poednostavuvawe na crtaweto na grafikot. 

 

 
 

Od kosinusoidata i ona {to ni e poznato mo`eme da gi navedeme slednive svojstva 
na funkcijata y = cosx: 

1o. Definiciona oblast na funkcijata y = cosx e mno`estvoto na site realni 
broevi, t.e. D = R. 

2o. Funkcijata cosx e ograni~ena me|u 1 i 1:  

1  cosx  1, odnosno cosx  1. 

Mno`estvoto na vrednostite na funkcijata y = cosx e Vf =  1,1. 
3o. Kosinusot e parna funkcija, bidej}i cos (x) = cosx. Zatoa, nejziniot grafik e 

simetri~en vo odnos na Oy-oskata. 

4o. Kosinus e periodi~na funkcija so osnoven period 2. 

5o. Kosinusoidata ja se~e Ox-oskata vo to~kite 
2
 ,

2
 ,

2
3 ,

2
3 ,… 

Toa zna~i, nuli na funkcijata cosx se broevite  kx 
2

(kZ), t.e. za sekoj kZ 

va`i cos 0)(
2

  k . 

6o. Funkcijata cosx na intervalot 0, monotono opa|a od 1 do 1, a na intervalot 
, 0 taa monotono raste od 1 do 1. 

 

Ili voop{to: za sekoj kZ, funkcijata cosx monotono raste na intervalot (2k 
1), 2k, a monotono opa|a na intervalot 2k, (2k +1). 

7o. Funkcijata cosx vo to~kite x = 2k  (kZ) dostignuva maksimum y = 1, a vo 
to~kite x = (2k + 1),  kZ, taa dobiva minimum y = 1, t.e. va`i: 

cos2k = 1, cos (2k + 1) = 1 za k Z. 

8o. Za sekoj ),(
22
x  e cosx > 0, a za sekoj ),(

2
3

2
x  e cosx < 0. 
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Ili voop{to: za sekoj kZ na intervalot )2,2(
22

  kk  , funkcijata kosinus 

dobiva pozitivni vrednosti, a na intervalot )2,2(
2

3
2

  kk   taa dobiva negativni 

vrednosti. 

Primer 33. Kakov 
znak ima brojot:  

a) cos7;          b) cos (6)? 

Re{enie: a) Bidej}i  

  23723
2

3
2

 , 

soglasno svojstvoto 8o ima-
me cos7<0;  

b) Od   23623
22

  sleduva cos (6) > 0.  
 
 

Grafik i svojstva na funkcijata y = tgx. 
 

]e poka`eme kako go crtame grafikot na tgx so pomo{ na trigonometriskata 
kru`nica. Bidej}i tgx e periodi~na funkcija so osnoven period , zatoa dovolno e da go 
nacrtame nejziniot grafik samo za vrednosti na x od intervalot ).,(

22
  

Za taa cel, ja razdeluvame desnata polukru`nica, na primer, na 6 ednakvi delovi, a 
na isto tolku ednakvi delovi ja razdeluvame i otse~kata na Ox-oskata od 

2
  do 

2
  (crt. 

51). Potoa, to~kite na delewe oP
30

, oP
60

, oP
30 , oP

60  od polukru`nicata, centralno gi 

proektirame od centarot na polukru`nicata na tangensnata oska t. Taka gi dobivame 
to~kite oT

30
, oT

60
, oT

30 , oT
60  na tangensnata oska t. Niz niv povlekuvame paralelni 

pravi so apscisnata oska, a niz razdelnite to~ki na Ox-oskata povlekuvame normali kon 
nea. Prese~nite to~ki na povle~enite paralelni i normalni pravi potoa gi svrzuvame so 
glatka linija, pa dobienata linija }e ni go dade baraniot grafik na y = tgx na intervalot 

),(
22
  (crt. 51). 

Taa kriva pretstavuva samo edna granka 
‡ del od celiot grafik na funkcijata tgx. Za da 
go dobieme celiot grafik na tgx, potrebno e 
nacrtanata granka da se prenese i nadesno i 
nalevo na rastojanie , 2, 3,… (crt. 52). 

 

Grafikot na funkcijata se vika tan-
gensoida. Eve koi svojstva gi ima funkcijata y 
= tgx. 

1o. Definicionata oblast na funkcija-
ta y = tgx = 

x
x

cos
sin  ja dobivame koga od mno`est-

voto R  }e se izostavat nulite na cosx, t.e. se 
isklu~at broevite 

2
 + k, kZ. Zna~i, D(tg x) = 
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 k
2

{\R  kZ}. 

Broevite, odnosno to~kite 
2
 +k, kZ vo koi tgx ne e definirana, se vikaat preki-

ni na funkcijata.  
2o. Vo sekoj interval na definira-

nost, tgx gi dobiva site realni vrednosti od 
 do + , t.e.  < tgx < . 

Zna~i, funkcijata e neograni~ena i 
ima mno`estvo na vrednosti V(tgx) = R. 

3o. Pravite x = 
2
 + k (kZ), koi se 

povle~eni niz to~kite na prekin i se para-
lelni so Oy-oskata, se vikaat vertikalni 
asimptoti na tangensoidata. Za k = 0 i k = 

1 gi dobivame asimptotite x = 
2
  i x = 

2
 , 

{to se najblizu nalevo i nadesno od Oy-
oskata. Od crte`ot 51, zabele`uvame: koga argumentot x se pribli`uva od 0 kon 

2
 , 

grafikot na tgx postepeno se izdiga nagore i neograni~eno se pribli`uva kon asimptota-
ta x = 

2
 , no postojano ostanuva nalevo od nea, koga, pak x se namaluva od 0 kon 

2
 , 

grafikot na tgx postepeno se spu{ta nadolu i neograni~eno se pribli`uva kon asimpto-
tata x = 

2
 , no tuka postojano ostanuva nadesno od nea. 

4o. Funkcijata tgx e neparna. Gleda{, nejziniot grafik e simetri~en vo odnos na 
koordinatniot po~etok. 

5o. Funkcijata tangens e periodi~na funkcija so osnoven period . 

6o. Tangensoidata ja se~e Ox-oskata vo to~kite 0, , , 2, 2,… Zna~i, nuli na 
funkcijata tgx se broevite x = k,  kZ. 

7o. Funkcijata tgx na intervalot ),,(
22
  a isto i na sekoj interval 

),,(
22

  kk  kZ, monotono raste. 

8o. Za sekoj )0,(
2
x  e tgx<0, a za sekoj ),0(

2
x  e tgx>0. Ili voop{to, za sekoj kZ 

na intervalot ),(
2

 kk  funkcijata tangens dobiva negativni vrednosti, a na inter-

valot ),(
2

  kk  , taa dobiva pozitivni vrednosti. 
 

Primer 34. Odredi gi nulite i ravenkite na asimptotite na funkcijata y = tg ).(
3
x  

Re{enie. Vidovme deka tg )
3

(


x = 0, ako .
3

 kx  Ottuka nao|ame:  kx 
3

 

se nuli na dadenata funkcija. Asimptoti na funkcijata y = tgx se pravite ,
2

 kx   a na 
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dadenata funkcija tg )(
3
x  }e bidat pravite  kx 

23
 (kZ). Ottuka nao|ame deka 

,
32

 kx   odnosno  kx 
6

 se ravenkite na asimptotite na dadenata funkcija.  
 

Grafik i svojstva na funkcijata y = ctgx. 
 

Od formulata za sveduvawe tg )(
2

x =ctg x, na-

o|ame deka ctg x = tg ).(
2
x  Toa poka`uva, deka gra-

fikot na ctg x e ist so grafikot na funkcijata y = 

tg ),(
2
x  a ovoj grafik go dobivame koga grafikot na y 

= tg x go translatirame dol` apscisnata oska nalevo 
za 

2
 . 

Spored toa, za da go konstruirame grafikot na 
funkcijata y = ctgx, potrebno e, prvo, grafikot na tgx 
simetri~no da go preslikame vo odnos na Ox-oskata, a 
potoa, taka dobieniot grafik na tgx (crt. 53) paralelno da go preneseme po apscisnata 
oska nalevo za 

2
  (crt. 54). 

Grafikot na funkcijata y = ctgx se vika kotangensoida. 
Gledame deka i ovaa, kako i tangensoidata se 

sostoi od beskone~no mnogu granki, koi se skladni 
me|u sebe. 

 

Da vidime, sega, koi svojstva gi ima funkci-
jata y =  ctgx. 

 

1o. Definicionata oblast na y = ctgx = 
x
x

sin
cos  ja 

dobivame koga od mno`estvoto R }e se isklu~at 
nulite na sinx, a toa zna~i, D (ctgx) = R\ k k  Z. 

Broevite x = k  (k Z), vo koi ctgx ne e defi-
nirana, pretstavuvaat prekini na ctgx. 

 

2o. Pravite x = k  (kZ) koi se povle~eni niz 
prekinite i se paralelni so Oy-oskata, se vertikalni asimptoti na kotangensoidata. 

 

3o. Funkcijata y = ctg x e neograni~ena,  < ctg x < +  i ima mno`estvo na 
vrednosti V(ctg x)=R.  

4o. ctg (x) = ctgx, t.e. ctgx e neparna funkcija. 

5o. ctg (x+) = ctgx, t.e. funkcijata y = ctgx e periodi~na so osnoven period . 

6o. Kotangensoidata ja se~e Ox-oskata vo to~kite ,...,,,
2

3
2

3
22

   Zna~i, nuli na 

funkcijata y = ctgx se broevite  kx 
2

, kZ, t.e. za sekoj kZ va`i: ctg .0)(
2

  k  

7o. Funkcijata ctgx na intervalot (0,), a isto i na sekoj interval (k,(k+1)),  
monotono opa|a.  
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8o. Za sekoj x(0,
2
 ) e ctgx > 0, a za sekoj x  ),(

2
  e ctgx < 0. Ili voop{to: za sekoj 

kZ na intervalot ),,(
2

  kk   funkcijata kotangens dobiva pozitivni vrednosti, a na 

intervalot ))1(,(
2

  kk , taa dobiva negativni vrednosti. 

Primer 35. Da gi odredime nulite na funkcijata ctg ).5(
3
x  

Re{enie.  Od  kx 
23

5  nao|ame: x = )(
6

5
5
1  k , t.e.  ,

56
 kx   kZ.   

 

ZADA^I 

 

1. Na milimetarska hartija nacrtaj go grafikot na funkcijata y = sinx. 

2. Kakov znak ima brojot: a) sin(4,3);  b) sin6? 

3. Nacrtaj gi graficite na funkciite y = sinx i y = sin )(
3
x , na eden crte`. 

4. Na eden crte` nacrtaj gi graficite na funkciite y = cosx i y = cosx. 

5. Kakov znak ima brojot: a) cos )(
4

5 , b) cos (3)? 

6*. Koj broj e pogolem: a) tg )(
4

5  ili  tg(-1);  b) tg7 ili tg2? 

7. Na eden crte` nacrtaj gi graficite na funkciite y = tgx  i  y = tgx na interva-
lot ).,(

22
  

8. Odredi go znakot na brojot: a) ctg ;
3

10  b) ctg (7,5). 

9. Nacrtaj go grafikot na funkcijata:   a) y = sin );(
6
x    b) y = sin ).(

4
x  

10. Nacrtaj go grafikot na funkcijata:  a) y  = 1 + sinx;  b) y = sin (x – 2). 

11. Na eden crte` nacrtaj gi graficite na funkciite: y = sinx  i  y = sinx. 

 12. Nacrtaj gi graficite na funkciite: a) y = 1 + cosx; b) y = cos (x - ). 

13. Odredi gi vrednostite na x od intervalot (0,2) za koi e: 

a) sinx = 1, b) cosx = 1, v) sinx = ,
2
1  g) ctgx = 1. 

14*.  Odredi gi nulite na funkcijata:  a) y = cos );2(
3
x  b) y = tg ).3(

3
x  

 

II.12. GRAFIK I SVOJSTVA NA FUNKCIJATA y = a · sin (bx + c) 
 

Za polesno prou~uvawe i crtawe na grafikot na funkcijata y = a·sin (bx+c), 
prethodno po red }e gi razgledame funkciite: y = a sin x, y = sin (x+c) i y = sin bx. 

1. Grafik na funkcijata y = a · sin x. Zabele`uvame, deka koga funkcijata sin x }e 
se pomno`i so nekoja konstanta a toa, vsu{nost, zna~i ordinatite na to~kite od sin x da 
gi pomno`ime so toj broj. 
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Neka a > 0. Od 1   sin x  1 go dobivame neravenstvoto: 

a   a · sin x  a. 

 
Toa poka`uva deka grafikot na funkcijata y = a · sin x }e se nao|a me|u pravite y = a i y = 
a. Za da go nacrtame grafikot na funkcijata y = a·sin x,  a > 0, postapuvame isto kako i 
pri crtaweto na sinusoidata, samo {to namesto trigonometriska kru`nica zemame 
kru`nica so radius r = a  (crt. 55). 

Brojot a se vika amplituda na funkcijata y = a·sin x. Taa go poka`uva rastojanieto 
na najoddale~enata to~ka od grafikot od apscisnata oska. Ako  a > 1, toga{ grafikot na 
funkcijata y = a·sin x, vsu{nost se dobiva so rastegnuvawe na sinusoidata vo pravec na 
ordinatnata oska, a ako e 0 < a < 1, toga{ toj se dobiva so zbivawe na sinusoidata dol` 
Oy-oskata. 

Ako konstanta-
ta a vo funkcijata y = 
a·sin x e negativen 
broj, na primer, a = 1, 
a = 3, itn., toga{ pr-
vo go crtame grafikot 
na funkcijata y = 
a·sin x, a potoa istiot 
go preslikuvame sime-
tri~no vo odnos na apscisnata oska (crt. 56). 

 

2. Grafik na funkcijata y = sin (x + c). 
 

Bidej}i za sekoja vrednost na x va`i: 

sin (x + c) – c = sin x, 
jasno e deka grafikot na funkcijata y = sin (x + c) }e go dobieme so translacija na 
sinusoidata (y = sin x) dol` apscisnata oska nalevo za c edinici (ako c > 0), odnosno 
nadesno za c edinici (ako c < 0). 

Na crt. 57 nacrtani se graficite na y = sin )(
4
x  i y = sin )(

3
x  so pomo{ na 

grafikot na funkcijata y = sin x.  
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3. Grafik na funkcijata y = sin bx. 
 

]e poka`eme deka funkcijata y = sin bx e periodi~na so osnoven period 
b
2 . 

Navistina, ako b > 0, imame: 

)(sin 2
b

xb  = )sin()sin()(sin 22 bxbbxxb
bb

  . 

Ako b < 0, toga{: 

)(sin 2
b

xb  = )sin()sin()(sin 22 bxbbxxb
bb

  . 

Zna~i, celiot tek na funkcijata y = sin bx }e go znaeme, ako go nacrtame nejziniot 
grafik na intervalot ),0( 2

b
 . Del od grafikot na y = sin bx, {to odgovara na osnovniot 

period se vika bran, a brojot 
b
2  se vika branova dol`ina. Recipro~nata vrednost od 

branovata dol`ina, t.e. brojot 2

b
 {to poka`uva kolku branovi dol`ini ima na 

otse~kata so dol`ina edinica, se vika frekvencija (za~estenost) na funkcijata. 
Brojot, pak, b koj poka`uva kolku branovi dol`ini se sodr`at vo otse~kata so dol`ina 
2, se vika kru`na frekvencija na funkcijata y = sin bx.  

Ako e b < 1, toga{ periodot na funkcijata y = sin bx, 
b
2( >2) e pogolem od 

osnovniot period na sin x. Ako, pak, b > 1, toga{ periodot na y = sin bx e pomal od 
periodot na sin x. Vo prviot slu~aj koga b < 1, velime, deka vo odnos na sinusoidata, 
grafikot na y = sin bx e rastrgnat vo pravecot na Ox – oskata (crt. 58), a vo vtoriot slu~aj 
koga b > 1, velime, deka toj e zbien vo pravecot na Ox –oskata (crt. 59). 
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Grafikot na funkcijata y = sin bx go dobivame od grafikot na funkcijata y = sin x 
so delewe na apscisite na site negovi to~ki so brojot b. 

 

4. Grafik na funkcijata  y = a  sin (bx + c). 
 

Funkcijata 

  (x) = a · sin(bx + c)     (a > 0, b > 0)    (1) 

e periodi~na funkcija so osnoven period 
b
2 . 

Navistina,  

)( 2
b

xf  = ])(sin[ 2 cxba
b

  = ]2sin[ cbxa   = )sin( cbxa  = f (x) . 

Veli~inata bx + c se vika faza na funkcijata (1), a vrednosta na fazata za x = 0, 
t.e. brojot c se vika po~etna faza. 

Najgolemata mo`na vrednost na funkcijata (1) e ednakva na a. Brojot a se vika 
amplituda na funkcijata (1). Bidej}i za sekoja vrednost na x  R va`i: 

bxaxba
b
c

b
c sin)(sin  , 

jasno e deka grafikot na funkcijata (1), se dobiva so translacija na grafikot na 
funkcijata y = a·sin bx po dol`inata na apscisnata oska nalevo za 

b
c  (ako 

b
c >0), odnosno 

nadesno za 
b
c  (ako 0

b
c ).  Brojot 

b
c  se vika pomestuvawe na fazata. 

Od pogore ka`anoto mo`eme da zaklu~ime deka grafikot na funkcijata y = a·sin 

(bx + c) = a · sin b )(
b
cx  , so pomo{ na sinusoidata y = sin x go crtame koga prethodno gi 

nacrtame po red graficite na funkciite: y = sin x, y = sin bx, y = a·sinbx, a potoa grafikot 

na y = a·sin bx go translatirame dol` apscisnata oska nalevo ili nadesno za 
b
c . 

Primer 36. Da go nacrtame grafikot na funkcijata )sin(3
42

1  xy . 

Re{enie. Dadenata funkcija ima amplituda 3. Zna~i, nejziniot grafik se nao|a vo 
koordinatnata ramnina xOy me|u pravite y = 3 i y = 3. Po~etnata faza na funkcijata e 

4
 , a pomestuvaweto na fazata e  

22
1

4
:)(   . 

Osnoven period na funkcijata e  4:2
2
1  , {to zna~i, dovolno e da go znaeme 

grafikot na funkcijata koga x se menuva od 
2
  do 

2
9

2
4    . 

Nulite na funkcijata vo intervalot ),(
2

9
2

 , gi nao|ame od ravenkite: 

0
42

1  x ,   
42

1 x   i   2
42

1  x , 

a tie se: 
2
x , 

2
5x  i 

2
9x . 

Ekstremni vrednosti na funkcijata se: ymax = 3,  za 
242

1   x , odnosno za  x = 
2

3 ; 

ymin = 3,  za 
2

3
42

1   x , odnosno za  x = 
2

7 . 
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Grafikot na dadenata funkcija so pomo{ na sinusoidata (y = sin x), nacrtan e na 
crt. 60. 

Baraniot grafik lesno mo`e da se skicira i samo vrz osnova na gore odredenite 
karakteristi~ni to~ki.  

 
Zabele{ka. Znaej}i go grafikot na funkcijata y = asin (bx + c), lesno mo`e da se 

konstruira i grafikot na funkcijata y = asin (bx + c) +d. Toa se postignuva koga grafikot 
na funkcijata y = asin (bx + c) se pomesti za d edinici nagore (ako d > 0) ili nadolu (ako 
d < 0).   

5. Grafik na funkcijata y = a · cos (bx + c). 

Ako se ima predvid ravenstvoto: 

y = a · cos (bx + c) = a · sin )(
2
 cbx , 

toga{ jasno e deka crtaweto na grafikot na funkcijata y = a · cos (bx + c) se sveduva na 
crtawe na grafikot na funkcijata y = a · sin (bx + c1), kade  c1 = c

2
 . 

Primer 37. Da go nacrtame grafikot na funkcijata  

 y = 2 cos )(
64

3 x .       (2) 

Re{enie. Bidej}i e 2cos )(
64

3 x = )sin(2
264

3   x , funkcijata (2) i funkcijata 

y = 2 sin )(
34

3 x       (3) 

imaat ist grafik. 

Funkcijata (3) ima amplituda 2, po~etna faza 
3
 , a pomestuvawe na fazata e 

9
4

4
3

3
:   .  

Osnoven period na funkcijata (3) e 2:
3

8
4
3  . 

Zna~i, dovolno e da go znaeme grafikot na funkcijata (3), koga x se menuva od 
9

4  

do 
3

8
9

4   , t.e. vo intervalot ),(
9

20
9

4  .  

Nulite na funkcijata vo toj interval gi nao|ame od ravenkite: 
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0
34

3  x ,   
34

3 x   i   2
34

3  x , 

a ottuka nao|ame:  

9
4x , 

9
8x  i 

9
20x . 

Ekstremni vrednosti na funkcijata (3) se: 

ymax = 2,  za  x = 
9

2 ;  ymin = 2,  za  x = 
9

14 . 

Presek so Oy-oskata:  

32sin2)0(
2
3

3
 f . 

Koga }e gi zemame 
predvid dobienite podatoci, 
lesno go crtame grafikot na 
funkcijata (3), a toa e i ba-
raniot grafik na dadenata 
funkcija (2) vo intervalot 

),(
9

20
9

4  (crt. 61).   

Od seto ka`ano za funkciite: y = a sin (bx + c) i y = a cos (bx + c), jasno e deka na 
sli~en na~in se crtaat graficite i na funkciite: y = a tg (bx + c) i y = a ctg (bx + c). 
Graficite na ovie funkcii vo odnos na tangensoidata i kotangensoidata se zbieni ili 
rastegnati po dol`inata na koordinatnite oski.  
 

ZADA^I 

1. Nacrtaj gi graficite na funkciite: a) y = ;sin
3
1 x  b) y = 3 · sin x. 

2. Nacrtaj go grafikot na funkcijata y = sin ).(
2
1x  

3. Nacrtaj go grafikot na funkcijata y = sin )(
3
2 x . 

4. Nacrtaj go grafikot na funkcijata y = 2·sin )(
23

2 x . 

5. Nacrtaj go grafikot na funkcijata: )2cos(
32

1  xy . 

Nacrtaj go grafikot na slednive funkcii i ispitaj go tekot: 

6. a) y = 3 sin 2x ;  b) y = 2 sin ;
2
1 x    v) y = sin 3x 1 . 

7. a) y = 2sin x;  b) y = sin(x);   v) y = sin x. 

8. a) y = sin
2
1 (x);  b) y = 2cos(x);  v) y = tg (x). 

9. a) y = 2cos (3x);  b) y = tg x;   v) y = ctg (x). 

10. a) y = sin );(
4
x   b) y = cos (2x  )

3
 . 

11. a) y = tg )(
4
x ;  b) y = tg )(

6
x ;   v) y = tg )(

4
x . 
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12. a) y = ctg(x + );     b) y = ctg )(
6
x . 

13. a) )sin(2
33

4  xy ;   b) y = )12sin(
3
1 x . 

14*. a) )sin(
32

3
2
3  xy +1;    b) )2sin(

24
3  xy 2. 

15. a) )sin(2
33
 xy ;   b) )cos(

63
 xy . 

16. a) y = 2tg )2(
4
 x ;    b) y = 

2
1 ctg(3x+1). 

17*. Odredi ja definicionata oblast na sekoja od funkciite: 

a) y = xsin1 ;   b) y = x2cos ;    v) lg cos x. 

18. Odredi go najmaliot pozitiven period na funkciite:  

a) y = 3sin 2x;    b) y = tg
2
x ;     v) y = cos(4x +

2
 ). 

 
 

II.13. TRIGONOMETRISKI FUNKCII OD ZBIR I  

          RAZLIKA NA DVA AGLA (Adicioni teoremi) 

 
Sega }e se zapoznaeme so formulite za izrazuvawe na trigonometriskite funkcii 

od argumenti    preku trigonometriski funkcii, oddelno od argumentite  i . 
 

1. Kosinus od zbir i razlika na dva agla.  
 

Teorema 12. Za mernite broevi na koi bilo dva agla  i  va`at formulite: 

     cos (    ) = cos cos  + sin sin,   (1) 

     cos ( +   ) = cos cos   sin sin.   (2) 

Dokaz. Dokazot na formulata (1) }e go osnovame 
vrz faktot {to pri rotacija na koordinatniot sistem 
xOy okolu po~etokot O, rastojanijata me|u to~kite vo 
koordinatnata ramnina ne se menuvaat. Za izrazuvawe, 
pak, na rastojanieto me|u koi bilo dve razli~ni to~ki 
A(x1, y1) i B(x2, y2) }e ja koristime formulata   

2
12

2
12 )()( yyxxABd  ,  (3) 

so koja podetalno }e se zapoznaeme vo ~etvrtata tema. 

Neka se dadeni aglite  i  ( > ), ~ij prv krak im 
se sovpa|a so pozitivniot del na Ox-oskata, a nivnite 
vtori kraci ja se~at trigonometriskata kru`nica soodvetno vo to~kite M i N (crt. 62). 

Vo koordinatniot sistem xOy to~kite M i N gi imaat slednive koordinati: 

x1 = cos,   y1 =sin;   x2 = cos,   y2 = sin. 
Kvadratot od rastojanieto me|u to~kite M i N soglasno formulata (3) e  
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d2 = 
2

MN = (x2x1)
2 + (y2y1)

2 = (cos – cos)2 + (sin – sin)2  

    = (cos2 + cos2  2cos cos) + (sin2 + sin2  2sin sin)  

    = (sin2 + cos2) + (sin2 + cos2) – 2(cos cos + sin sin) = 22(cos cos + sin sin). 
 

Ako koordinatnite oski na sistemot xOy gi rotirame okolu po~etokot O za 
pozitiven agol , toga{ novata polo`ba na apscisnata oska Ox’ }e se sovpadne so vtoriot 
krak ON na agolot , a vtoriot krak OM na agolot  vo noviot koordinaten sistem x’Oy’ 
}e stane vtor krak na agolot    (crt. 62). 

Navistina, od XOX+XOM=XOM, odnosno  +XOM=, imame XOM =  
(crt. 62). 

To~kite M i N vo noviot sistem x’Oy’ }e imaat koordinati: 

x1 = cos(),  y1 = sin(),  x2 = 1,  y2 = 0. 

Da go odredime sega kvadratot na rastojanieto me|u to~kite M i N so pomo{ na 
nivnite koordinati vo sistemot x’Oy’:  

 

d2 = (x2  x1)2 + (y2  y1)2 =[1cos()]2 + [0sin()]2  

    = 1 + cos2() – 2cos() + sin2() = 2 – 2cos(). 

So priramnuvawe na dobienite izrazi za d2 vo sistemite xOy i x’Oy’ dobivame: 
22cos() = 22(coscos+sinsin), a ottuka i formulata (1), {td.  

Za doka`uvawe na formulata (2), zbirot  +  }e go pretstavime vo vid na razlika: 
 +  =   (), a potoa }e ja primenime doka`anata formula (1). Taka dobivame: 

cos(+) = cos[()] = coscos() + sinsin( ) = coscos  sinsin 

i so toa ja doka`avme i formulata (2).  
Primer 38. Da gi doka`eme formulite za sveduvawe na ostar agol:  

a)  sin)cos(
2

3    i     b) cos(+) = cos .  

Dokaz. So primena na formulite (1) i (2) dobivame: 

a) )cos(
2

3   =  coscos
2

3 +  sinsin
2

3 = 0cos + (1)sin = sin ; 

b) cos(+) = coscos  sinsin = (1)cos  0sin = cos .  
 

2. Sinus od zbir i razlika na dva agla.  

Teorema 13. Za mernite broevi na koi bilo dva agla, va`at formulite: 

sin ( + ) = sin  cos + cos  sin     (4) 

sin (  ) = sin  cos  cos  sin .    (5) 
Dokaz. Soglasno formulite za sinus i kosinus na komplementni agli (II7) i for-

mulata (1), dobivame: 

sin(+) = cos )]([
2

  = cos ])[(
2

  = cos  cos)(
2

 + sin  sin)(
2

  

       = sincos + cossin  

i so toa formulata (4) e doka`ana. Taa va`i za koi bilo agli  i  , pa }e va`i i za 
aglite  i (): 



 88 

sin() = sin[+()] = sincos() + cossin() = sincos  cossin . 

So toa ja doka`avme i formulata (5).  
 

3. Tangens od zbir i razlika na dva agla.  

Teorema 14. Ako  i  se merni broevi na koi bilo agli, takvi {to , , 

{
2
 +kkZ}, toga{ va`at formulite 

tg (+) = 


tgtg
tgtg



1

,      (5) 

tg () = 


tgtg
tgtg



1

.       (6) 

Dokaz. Od adicionite teoremi za sinus i kosinus, imame 

tg (+) = 
)cos(
)sin(





 = 


sinsincoscos
sincoscossin

 =













coscos
sinsin

coscos
coscos

coscos
sincos

coscos
cossin
















= 


tgtg1

tgtg


 .  

Ova izveduvawe e vr{eno pri pretpostavka deka cos0, cos0 i cos(+)0,  t.e. 
nitu eden od aglite ,  i + ne e od oblik  k

2
 za nekoj cel broj k. 

Formulta (6) mo`e da se dobie od formulata (5), ako namesto   stavime .  
 

Primer 39. Da gi odredime vrednostite na trigonometriskite funkcii na agolot 
od 105o, bez koristewe na tablici i digitron. 

Re{enie. Zabele`uvame deka 105o = 60o + 45o. Toga{ 

sin105o = sin (60o + 45o) = sin60o cos45o + cos60osin45o =
2
2

2
1

2
2

2
3  = )31(

4
2  ; 

cos105o = cos (60o + 45o) = cos60o cos45o  sin60osin45o =
2
2

2
3

2
2

2
1  = )31(

4
2  ; 

tg 105o = 
o

o

105cos
105sin =

)31(

)31(

4
2

4
2




= 

)31(

)31(


 

)31(

)31(


 =

31
)31( 2


 = (2+ 3 ); 

ctg 105o = otg105
1 =

)32(
1


=  (2  3 ).  
 

4. Kotangens od zbir i razlika na dva agla. 
 

Teorema 15. Ako  i  se merni broevi na koi bilo agli, takvi {to , ,  + , 
{k  kZ}, toga{ va`at formulite   

ctg (+) = 


ctgctg
ctgctg


 1 ,     (7)  

ctg () = 


ctgctg
ctgctg


 1 .     (8) 

Dokazot na formulite (7) do (8) sleduva od formulite (5) i (6) i predlagame da go 
izvedete sami za ve`ba.  

Formulite (1-8) se vikaat adicioni formuli (teoremi) na trigonometriskite 
funkcii. 
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Z A D A ^ I 

1. Doka`i gi formulite za sveduvawe na ostar agol: 

a)  cos)cos(  ;    b) cos() = cos . 

2. Doka`i gi formulite za sveduvawe: 

a)  cos)sin(
2

 ;     b)  sin)2sin(  . 

3. Odredi gi vrednostite na trigonometriskite funkcii na agolot od 75o bez ko-
ristewe na tablici ili digitron. 

4. Presmetaj gi vrednostite na trigonometriskite funkcii od agolot 15o. 

5. Presmetaj sin(+60o), ako cos=
5
2   (0o<<90o). 

6. Presmetaj: sin() i cos(+), ako sin=
5
2  (90o<<180o) i cos= 

3
1   (180o<<270o). 

7. Presmetaj  tg )(
4
  , ako tg =2,   ),0(

2
 . 

8*. Izvedi formuli za a) sin ( +  + ); b) cos ( +  + ). 

9. Presmetaj ja vrednosta na sin ( +  + ), ako sin =
2
1 , sin=

4
3  i sin=

5
2 , a 

,, ),0(
2
 .  

10*. Presmetaj ja vrednosta na cos( +   ), ako cos =
3
1 , cos=

4
1  i cos=

5
1 , a 

,, ),0(
2
 . 

11. Uprosti go izrazot cos2 + cos2 (  ) – 2cos · cos · cos (  ). 
12. Proveri ja to~nosta na ravenstvata: 

a) sin ( + ) · sin (  ) = sin2  sin2 ; b) cos ( + ) · cos (  ) = cos2  sin2. 

13. Doka`i gi ravenstvata: 

a) sin (250o + ) + cos (20o  ) = 0 ;   b) sin ( + ) · cos (  ) = sin · cos + sin cos. 

14. Doka`i gi identitetite: 

a) cos )(
4

  = sin )(
4

  ;  b) sin )(
4

  :sin )(
4

  = (1tg):(1+tg). 

15. Presmetaj ja vrednosta na tg, ako tg )(
4

  =3. 

16. Uprosti go izrazot: sin (30o+) + cos (60o+). 
17. Uprosti, a potoa presmetaj ja vrednosta na izrazot: 

a)  sin14ocos16o + cos14osin16o;   b) cos50ocos10o – sin50osin10o; 

v) oo

oo

20tg25tg1

20tg25tg


 ;     g) oo

oo

10tg70tg1

10tg70tg


 . 

18. Vo formulite za sin (+) i cos (+) agolot  zameni go so  i uprosti gi. 

19. Vo identitetot: a) sin2 + cos2 = 1; b) tg = 


cos
sin , agolot  zameni go so 

2
 . Dali 

va`at dobienite ravenstva? 
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II.14. TRIGONOMETRISKI FUNKCII NA UDVOEN  
          AGOL I NA POLOVINATA NA DADEN AGOL,  
          IZRAZENI PREKU FUNKCIJA NA TOJ AGOL  
 

1. Trigonometriski funkcii na udvoen agol.  

Ako vo formulite za trigonometriski funkcii na zbir od dva agla stavime  = , 
toga{ tie }e go dobijat vidot: 

sin 2 = 2sincos ,      (1) 

cos 2 = cos2  sin2 ,      (2) 

tg 2 = 


21

2

tg

tg


,       (3) 

ctg 2 = 


ctg
ctg
2

12  .       (4) 

Toa se formuli za trigonometriski funkcii na udvoeni agli. 

Primer 40. sin120o = sin2·60o = 2sin60o · cos60o = 
2
1

2
32  =

2
3 .  

Primer 41. Da go izrazime sin3 preku sin. 

Re{enie. Imame  

sin3 = sin (2 + ) = sin2 · cos + cos2 · sin = 2sin · cos · cos + (cos2  sin2) · sin  

= 2sin · cos2 + sin · cos2 – sin3 = 3sin · cos2  sin3  

= 3sin (1 – sin2) – sin3 = 3sin  4sin3..  

Formulite od (1) do (4) va`at i za 
2

2  =, 2·3 = 6, 2(), itn. Na primer, tie 

mo`at da se zapi{at i vaka: 

 
222

cossin22sinsin   ,     (1’) 

 
2

2
2

2
2

sincos2coscos   ,    (2’) 

 tg  = tg
2

2
2

1

2

2
2 




tg

tg


 ,      (3’) 

 ctg  = ctg
2

2
2

2

1

2
2 




tg

ctg




 .     (4’) 

Ovie formuli, iako po struktura se isti so formulite od (1) do (4), nosat u{te 
naziv trigonometriski funkcii na daden agol, izrazeni preku trigonometriskite 
funkcii na polovinata od toj agol. 

2. Trigonometriski funkcii od polovinata na daden agol. 

Ako vo osnovniot identitet 1 = cos2 + sin2 i vo formulata za kosinus na udvoen 
agol, agolot  go zamenime so 

2
 , gi dobivame ravenstvata:  

2
2

2
2 sincos1   , 

2
2

2
2 sincoscos   . 
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So odzemawe, a potoa so sobirawe na soodvetnite strani na ovie dve ravenstva, doa|ame 
do slednive dve va`ni ravenstva: 

2
2sin2cos1   ,      (5) 

2
2cos2cos1   .      (6) 

Po`elno e ovie dve ravenstva da se pomnat, bidej}i tie mnogu ~esto se koristat 
pri raznite transformacii na trigonometriski izrazi. Od niv proizleguvaat formuli-
te za 

2
sin   i 

2
cos  a od ovie i formulite za tg

2
  i ctg

2
 . 

2
cos1

2
sin   ,      (7) 

2
cos1

2
cos   ,      (8) 

tg 


cos1
cos1

2 
 ,       (9) 

ctg 


cos1
cos1

2 
 .                (10) 

Znakot pred korenot se izbira zavisno od toa vo koj kvadrant e vtoriot krak na 
agolot 

2
 , i kakov znak ima soodvetnata funkcija vo toj kvadrant.  

Formulite (7), (8), (9) i (10) se baranite formuli za izrazuvawe na trigonome-
triskite funkcii od polovina na daden agol preku funkcijata kosinus na toj agol. 

Primer 42. Da ja odredime vrednosta na tg15o. 

Re{enie. So primena na formulata (9), nao|ame: 

tg 15o = o

o

30cos1
30cos1


 =

2
3

2
3

1

1




=

32
32


 =

34
)32( 2


 = 32 .  

Ako vo formulite (5) i (6)  go zamenime so 2, gi dobivame formulite: 

2
2cos12sin    i 

2
2cos12cos   , koi isto, ~esto gi koristime. 

 

ZADA^I 

1. Formulite (7) i (10) zapi{i gi taka {to na levata strana da stojat trigonome-
triskite funkcii od daden agol  (a ne od 

2
 ). 

2. Presmetaj: sin 2 i cos 2, ako cos=
25
7  i  ),0(

2
 .  

3. Presmetaj ja vrednosta na izrazite: a) 2sin15o · cos15o;  b) cos2

8
  sin2

8
 . 

4. Skrati gi dropkite: a) 
o

o

50sin
25sin ;   b)  

o

o

84sin
42sin ;   v)  

o

o

36cos
27sin . 

5. Uprosti: o

x

xf
84sin

sin
2)(  ,  kade xk  (kZ).  
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6. Odredi gi sin2, cos2 i ctg2, ako tg = 1+ 3 . 

7*. Izrazi go cos3  preku cos. 

8. Za koi vrednosti na  ),0(   izrazot 2sin
1  ima najmala vrednost? 

9. Mo`e li da va`i neravenstvoto sin2 >2 · sin? 

10*. Uprosti go izrazot: cos2 · cos4 · cos6 · cos8, ako  = 10o. 

11. Uprosti gi izrazite:  

a) cos4  sin4;  b) cos2  4sin2

2
2

2
cos   ;  v) cos4  6cos2 · sin2 + sin4.  

12*. Doka`i: a) cos20o · cos40o · cos80o =
8
1 ;    b) sin 18ocos 36o=

4
1 .  

13. Doka`i deka va`i 2sin (45o+)·sin (45o) = cos2. 

14. Presmetaj: sin
2
 , cos

2
  i  tg

2
 , ako tg =

4
3  i ),(

2
  . 

15. Presmetaj: sin
2
 , cos

2
  i  tg

2
 , ako cos =

2
1  i ),(

2
3  . 

16. Presmetaj gi sin15o i cos15o. 

17*. Presmetaj ja vrednosta na izrazot: a) 
88

cossin   ;  b) cos415o – sin415o. 

18*. Presmetaj:  a) sin15o · cos75o;  b) cos36o· cos72o. 

19. Skrati ja dropkata: 


cossin
2cos
 . 

20. Skrati gi dropkite: a) 
o

o

40sin2
80cos1

2
 ;    b) 

4
2

2
2

sin

cos1




. 

21. Doka`i gi ravenstvata: a)  sin1)cos(sin 2
22

 ;     b)  sin1)cos(sin 2
22

 . 

22. Doka`i deka va`i ravenstvoto:  


sin
cos1 = tg

2
 .  

23. Doka`i gi identitetite:    a) ctg – tg = 2 · ctg2 ,           b) tg
2
 + ctg

2
 = sin

2 .  

24*. Doka`i gi identitetite:   a) 





2cos
2sin1

sincos
sincos 


  ;       b) 

 sin2
2cos1

3sinsin 
 . 

 
 

II. 15. TRANSFORMACIJA NA ALGEBARSKI ZBIR NA TRIGO- 

            NOMETRISKI FUNKCII VO PROIZVOD I OBRATNO 

 
1. Poa|aj}i od adicionite formuli za sinusot i kosinusot, poka`i deka va`at 

ravenstvata: 

sin (x + y) + sin (x – y) = 2 sinx cosy;    (1) 

sin (x + y) – sin (x – y) = 2 cosx siny;    (2) 

cos (x + y) + cos (x – y) = 2 cosx cosy;    (3) 
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cos (x + y) – cos (x – y) =  2 sinx siny.    (4) 

Ako vo ravenstvata (1 - 4) stavime x+y=, x–y=, od kade 
2
x , 

2
y , toga{ 

tie go dobivaat vidot:  

sin + sin = 2 sin
2
 cos

2
 ;     (5) 

sin  sin = 2 cos
2
 sin

2
  ;     (6) 

cos + cos = 2 cos
2
 cos

2
  ;    (7) 

cos  cos = 2 sin
2
 sin

2
  .    (8) 

Izrazite tg  tg i ctg  ctg gi transformirame neposredno: 

tg  tg = 





cos
sin

cos
sin  = 


coscos

sincoscossin


 = 


coscos
)sin(


 ;  , {

2
 +k kZ},   (9) 

ctg  ctg = 





sin
cos

sin
cos  = 


sinsin

cossinsincos


 = 


sinsin
)sin(


 ;  , {k kZ}.  (10) 

Primer 43. Izrazot cos
2
1   da go pretstavime vo oblik na proizvod. 

Re{enie. cos
2
1  =  coscos

3
 =

22
33 coscos2

  
 = 2 )cos(

26
  )cos(

26
  .  

2. Ravenstvata (5 – 10) ovozmo`uvaat algebarski zbir od dve istoimeni trigono-
metriski funkcii da se transformira vo proizvod (ili dropka) na trigonometriski 
funkcii od drugi argumenti. Od golemo zna~ewe e i obratnata transformacija, imeno, 
transformacijata na proizvod na trigonometriskite funkcii vo algebarski zbir. Taa 
transformacija ja vr{ime soglasno formulite: 

sinx cosy = 
2
1 sin (x + y) + sin (x  y),    (1’) 

cosx siny = 
2
1 sin (x + y)  sin (x  y),    (2’) 

cosx cosy = 
2
1 cos (x + y) + cos (x  y),    (3’) 

sinx siny = 
2
1 cos (x + y)  cos (x  y),    (4’) 

a toa se ravenstvata (1 – 4), samo zapi{ani vo drug oblik. 

Primer 44. Proizvodot (sin 2 – cos 3) · cos 5 da go transformirame vo oblik na 
algebarski zbir. 

Re{enie. Imame  

(sin 2 – cos 3) · cos 5 = cos 5 · sin 2 – cos 5 · cos 3 = 

   =
2
1 sin (5 + 2) – sin (5 – 2)]  

2
1 cos (5 + 3) + cos (5 – 3)]  

   =
2
1 (sin 7 – sin 3)  

2
1 (cos 8 + cos 2) =

2
1 sin 7 – sin 3 – cos 8 – cos 2. 
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ZADA^I  

 

1. Zbirot sin + cos, transformiraj go vo proizvod. 
2. Proizvodot cos 27o · cos 18o, transformiraj go vo algebarski zbir. 
3. Presmetaj: a) sin 75o + sin 15o; b) cos 75o · cos 15o. 

4*. Transformiraj gi izrazite vo vid na proizvod: a) 1 – sin; b) 1 + sin + cos. 

5. Pretstavi go izrazot vo oblik na proizvod: a) sin 36o + sin 18o; b) sin
8
 cos

5
 . 

6. Proveri dali va`at ravenstvata: 

a) sin )(
6

   + sin )(
6

  = cos;   b) cos )(
3

  + cos )(
6

  = cos. 

7. Uprosti go izrazot: 


cossin
sin1


 . 

8*. Zbirot sin + sin 2 + sin 3, transformiraj go vo proizvod. 

9. Proizvodot sin · cos · cos, transformiraj go vo zbir. 

10. Doka`i go ravenstvoto: tg + cos
1 = ctg )(

24
  .  

11. Poka`i deka va`i: cos 135o · cos 75o = )13(
4
1  . 

12. Presmetaj: tg 9o – tg 27o – tg 63o + tg 81o . 

 
 

II. 16. GRAFI^KO OPREDELUVAWE NA AGOLOT PO DADENA VRED- 

           NOST NA EDNA NEGOVA TRIGONOMETRISKA FUNKCIJA 
 

Pri grafi~koto opredeluvawe na 
agolot, zavisno od vrednosta na koja tri-
gonometriska funkcija e dadena, }e raz-
likuvame ~etiri slu~ai. 

1. Da go opredelime agolot x  , 
, ako sinx = a, kade a e realen broj od 
mno`estvoto 1, 1. 

Soglasno definicijata na funkci-
jata sinus, na trigonometriskata kru`ni-
ca k treba da se opredeli onaa to~ka P, vo 
koja vtoriot krak na baraniot agol x ja 
se~e kru`nicata, a ~ija ordinata e ednakva na dadeniot broj a. 

Za taa cel, na ordinatnata oska Oy ja nao|ame to~kata M so ordinata a i niz nea 
povlekuvame paralelna prava s so Ox – oskata (crt. 63a,b). Od crte`ot stanuva jasno deka 
pravata s za sekoja vrednost na a  1, 1 ja se~e kru`nicata vo dve to~ki Po i P1 so 
ordinata a, od koi Po le`i vo I ili IV kvadrant, a P1 – vo II ili III kvadrant. Koga e a = 1 
ili a = 1, toga{ tie se sovpa|aat vo edna to~ka, i toa vo to~kata B(0,1) (ako a= 1) ili vo 
to~kata B1(0, 1), (ako a = 1). 



 95

Spored toa, postojat dva agla x na segmentot  , ], ~ij sinus e ednakov na a, kade 
{to a < 1. Od tie dva agla, pomaliot po apsolutna vrednost se nao|a vo intervalot 

),(
22
  i se vika osnoven agol x0, a simboli~ki se ozna~uva so arcsina (~itaj: arkus sinus 

na brojot a). Toj e ostar – pozitiven, ako 0 < a < 1, ili ostar – negativen, ako – 1 < a < 0 
(crt. 63).  

Definicija 15. Osnovniot agol, arcsina, e agolot {to se sodr`i vo intervalot 
],[

22
  i ~ij sinus e ednakov na a, t.e. 

arcsina = xo       sinxo = a    xo  ],[
22
 . 

Na primer, arcsin
2
3 =

3
 , bidej}i 

2
3

3
sin   i 

3
  ],[

22
 , a od sin

2
2

4
)(    i 

],[
224
  , sleduva deka arcsin

42
2 )(  . 

Drugiot agol x1, poradi simetri~nosta na to~kite Po i P1 vo odnos na Oy-oskata, e 
ednakov na x1 =  – xo =   arcsina. 

Ako a = 1, toga{ x1 = xo = 
2
 , a ako a = 1, toga{ x1 = xo = 

2
 .  

Primer 45. Da go odredime osnovniot agol xo i agolot x1, ako: 

a) sinx = 0;  b) sinx =
2
1 . 

Re{enie. a) xo = arcsin0 = 0, bidej}i sin0 = 0 i 0 ],[
22
 , a x1 =  – 0 = . 

b) xo = arcsin
62

1  , bidej}i 
2
1

6
sin   i 

6
  ],[

22
 , a  x1 = 

6
5

6
  .  

2. Neka e daden realen broj a. Da go odredime agolot x  , , takov {to cosx = a. 
Soglasno definicijata na kosinus, na trigonometriskata kru`nica treba da se 

odredi to~ka R, ~ija apscisa e ednakva na dadeniot broj a. Za taa cel, na apscisnata oska 
Ox ja odreduvame to~kata M so apscisa a i niz nea povlekuvame paralelna prava s so Oy-
oskata (crt. 64). O~igledno e deka pravata sOy za sekoja vrednost na a (a < 1) }e ja se~e 
kru`nicata k vo dve to~ki Po i P1 so apscisa a, od koi Po le`i vo I ili II kvadrant, a P1 – 
vo III ili IV kvadrant. Ako e a = 1 ili a = 1, toga{ tie se sovpa|aat vo edna to~ka, i toa 
vo to~kata A (ako a = 1) ili vo to~kata A1 (ako a = 1). 

Spored toa, postojat dva agla na 
segmentot , , ~ij kosinus e ednakov na 
a, ako a< 1. Od tie dva agla, nenega-
tivniot e zaklu~en na segmentot 0,  i se 
vika osnoven agol xo, a se ozna~uva so 
arccosa (~itaj: arkus kosinus na brojot a). 
Toj e ostar, ako 0 < a < 1 ili tap, ako 1 < 
a < 0 (crt. 64). 

  Definicija 16. Osnoven agol 
arccosa e agolot {to se sodr`i vo 
segmentot [0,] i ~ij kosinus e ednakov na 
brojot a, t.e.  



 96 

arccosa = xo      cos xo = a    xo  0, . 

Na primer, zapisot arccos
32

1   e ekvivalenten so zapisot 
2
1

3
cos   i ],0[

3
  . Od 

cos 0
2
  i ],0[

2
  , sleduva deka arccos0 =

2
 .  

Drugiot agol x1, ~ij vtor krak ja se~e kru`nicata vo to~kata P1, zaradi 
simetri~nosta na to~kite  P1 i Po vo odnos na Ox-oskata e ednakov na x1 = xo (crt. 64). Ako  
a = 1, toga{ x1 = xo =  0, a ako a = 1, toga{ xo =  , x1 = . 

Primer 46. Da go odredime osnovniot agol xo i agolot x1 ako: 

a) cosx =
2
3 ;     b) cosx = 1. 

Re{enie. a) xo = arccos
62

3  , bidej}i cos
2
3

6
  i ],0[

6
  , a 

61
x . 

b) xo = arccos1 = 0, bidej}i cos0 = 1 i 0 ],0[  , a x1 = xo = 0.  

3. Neka e daden realen broj a. Da se odredi agolot x od intervalot ),(
22
 , takov 

{to tgx = a. Znaeme deka tangensot na koj bilo agol go izrazivme so algebarskata vrednost 

na vektorot AT , {to vtoriot krak na agolot (ili negovoto prodol`enie) go izdvojuva od 
tangensnata oska. 

Obratno od toa, za odreduvaweto, 
pak, na agolot x po dadena vrednost na 
tangensot od nego, prvo na tangensnata 
oska ja opredeluvame to~kata T so ordi-
nata  AT = a (crt. 65), a potoa povle-
kuvame prava OT. Taa prava }e ja se~e 
trigonometriskata kru`nica vo dve 
dijametralno sprotivni to~ki Po i P1, od 
koi ednata (Po) le`i vo I ili IV kvad-
rant, a drugata (P1) – vo II ili III kvad-
rant (crt. 65). 

To~kite Po i P1 opredeluvaat dva 
agla xo i x1, ~ij tangens e ednakov na dadeniot realen broj a. Agolot xo so pomala 
apsolutna vrednost se nao|a vo intervalot ),(

22
  i se vika osnoven agol, a simboli~ki 

se ozna~uva so arctg a. Toj e ostar – pozitiven, ako  a  > 0, ili ostar – negativen, ako  a < 0 
(crt. 65). 

Definicija 17. Osnoven agol - arctga, e agolot {to se sodr`i vo intervalot 
),(

22
  i ~ij tangens e ednakov na brojot a, t.e. 

arctg a = xo       tg xo = a      xo ),(
22
 . 

Na primer, od tg 3
3
  i 

3
  ),(

22
   sleduva deka arctg

3
3  ;  arctg 1 = 

4
 , 

bidej}i e tg
4
 =1 i 

4
  ),(

22
 . 
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Drugiot agol x1, poradi periodi~nosta na funkcijata tangens so osnoven period , 
}e bide ednakov na xo  , (ako a > 0) ili xo +  (ako a < 0). 

Primer 47. Da go odredime osnovniot agol xo  ),(
22
 , ako: 

a) tgx = 3 ;      b) tgx = 2.  

Re{enie. a)  xo = arctg )3( =
3
 , bidej}i tg )(

3
 = 3  i 

3
  ),(

22
 . 

b) osnovniot agol xo = arctg2, grafi~ki e opredelen na crt. 
66. So aglomer nao|ame deka xo = arctg2  63o.  

4. Neka e daden realen broj a. Da go odredime agolot x od 
intervalot (0, ), za koj e ctgx = a. Znaeme deka kotangensot na koj 
bilo agol go izrazuvame so algebarskata vrednost na vektorot 

,BC  {to vtoriot krak na agolot (ili negovoto prodol`enie) go 
izdvojuva vo kotangensnata oska. 

Obratno od toa, za odreduvawe, pak, na agolot x po dadena vrednost na kotangensot 
od nego, }e treba prvo na kotangensnata oska da ja odredime to~kata C so apscisa  BC  = a 
(crt. 67), a potoa da povle~eme prava OC, koja e opredelena so koordinatniot po~etok O i 
najdenata to~ka C. 

Pravata OC }e ja prese~e trigo-
nometriskata kru`nica k vo dve dijame-
tralno sprotivni to~ki Po i P1, od koi 
to~kata Po le`i vo I ili II kvadrant, a 
to~kata P1 - vo III ili IV kvadrant (crt. 
67). 

To~kite Po i P1 opredeluvaat dva 
agla xo i x1, ~ij kotangens e ednakov na 
dadeniot realen broj a. Nenegativniot 
agol , {to se nao|a vo intervalot (0, ), 

se vika osnoven agol i simboli~ki se ozna~uva so arcctga  (~itaj: arkus kotangens na brojot 
a). Toj e ostar (ako a > 0) ili tap (ako a < 0) (crt. 67). 

Definicija 18. Osnoven agol arcctga, e agolot {to se sodr`i vo intervalot (0, ) 
~ij kotangens e ednakov na brojot a, t.e. 

arcctga = xo      ctgxo = a       xo(0, ). 

Na primer, arcctg
6

3  , bidej}i ctg
6
 = 3  i  

6
 (0, ); arcctg1 =

4
 , bidej}i ctg

4
 = 1 

i 
4
 (0, ). 

Drugiot, pak, agol x1, poradi periodi~nosta na funkcijata kotangens so period , 
}e bide ednakov na xo  ili xo + . 

Primer 48. Da se konstruira osnovniot agol arcctga, ako: a) ctgx =
3
3 ;     b) ctgx = 3. 
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Re{enie. a) Od ctg
3
 =

3
3  i 

3
 (0, ), sleduva 

deka arcctg
3
3 =

3
 ; 

b) osnovniot agol xo, ~ij kotangens e ednakov na 
3, grafi~ki e opredelen na crt. 68. So aglomer izmeri 
ja negovata golemina vo stepeni.  
 

Z A D A ^ I 

1. Odredi go osnovniot agol xo i agolot x1, ako:  a) sinx =
2
2 ;  b) sinx = 1; v)  sinx = 1. 

2. Odredi go osnovniot agol xo i agolot x1, ako: a) cos x =
2
2 ;  b) cos x = 0,5. 

3. Konstruiraj go agolot xo  ),(
22
 , za koj e:  a) tgxo = 3;  b) tgxo = 1,75. 

4. Konstruiraj agol xo (0,), za koj e:  a) ctgxo = 3 ;   b) ctgxo = 1,5. 

5. Konstruiraj gi aglite xo  i x1 od intervalot , , ako e: 

a) sinx = 
5
2 ;   b) sinx =

5
3 . 

6. Konstruiraj gi aglite xo i x1 od intervalot , , ako e: 

a) cosx =
4
3 ;    b) cosx =

3
2 .  

7. Konstruiraj go agolot xo (0, ), ako e: a) ctgxo = 3
2   ; b) ctgxo = 2. 

8. Konstruiraj go agolot xo  ),(
22
 , ako e: a) tgxo = 4

3 ;  b) ctgxo = 3. 

9*. Konstruiraj agli x  (, ) za koi va`i: a) sinx = cosx; b) sinx = cosx. 

10*. Konstruiraj agli x  (, ) za koi va`i: a) tgx = ctgx; b) tgx = ctgx. 

11. Dadena e ravenkata: a) sinx =
2
1 ;  b) cosx =

2
2 . Odredi gi nejzinite re{enija na 

segmentot , . 

12. Dadena e ravenkata: a) tgx = 3 ; b) ctgx = 1. Koi re{enija gi ima taa ravenka na 

intervalot ),0(
2
 ? 

 

II.17. OSNOVNI TRIGONOMETRISKI RAVENKI 

 
1. Ravenkata, vo koja promenlivata se sodr`i samo vo argumentot na trigonome-

triskite funkcii, se vika trigonometriska ravenka. 

Na primer, ravenkite: 
5
2cos x , xx cos4sin2  , tg 2)(

3
 x tgx se trigonometriski 

ravenki. Me|utoa, ravenkata 3x + sinx = 1 ne e trigonometriska ravenka, bidej}i promen-
livata x se sodr`i i vo izrazot (3x), koj ne e argument na trigonometriska funkcija. 
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Re{enie (ili koren) na dadena trigonometriska ravenka se vika sekoja vrednost 
na promenlivata za koja ravenkata e zadovolena. Da se re{i edna trigonometriska 
ravenka zna~i, da se odredi mno`estvoto od site nejzini re{enija. Za ovie ravenki 
karakteristi~no e toa {to tie, ako ne se vovedeni nekoi ograni~uvawa, naj~esto imaat 
beskone~no mno`estvo re{enija. 

Na primer, trigonometriskata ravenka
2
1cos x  na segmentot ,  ima samo dve 

re{enija 
3
x  i 

3
x , no na celata definiciona oblast ima beskone~no mnogu re{enija. 

Ne postoi op{t metod za re{avawe na trigonometriskite ravenki. Se re{avaat 
samo nekoi specijalni vidovi, {to mo`at da se svedat na re{avawe na najprostite tri-
gonometriski ravenki: 

sinx = a,    cosx = a,     tgx = a   i   ctgx = a,    (1) 
kade a e daden realen broj. Ovie ravenki se vikaat i osnovni trigonometriski ravenki. 

Trigonometriskite, kako i algebarskite ravenki, mo`at da se re{avaat i 
grafi~ki. Vo prethodniot paragraf, go razgledavme grafi~koto re{avawe na sekoja od 
osnovnite ravenki (1). 

2. Re{avawe na ravenkata sinx = a. 

Bidej}i funkcijata sinx e ograni~ena, i toa 1  sinx  1, odnosno sinx  1, zatoa 
ravenkata 

sinx = a      (2) 

za a < 1 kako i za  a > 1 nema smisla, odnosno nema re{enie. 

Ako a  1, toga{ na segmentot , , ravenkata (2) vidovme, ima dve re{enija. So 
xo, odnosno arcsina, go ozna~ivme re{enieto od intervalot ],[

22
 .  

Drugoto re{enie x1, vidovme deka e ednakvo na x1=   xo =   arcsina. 

Spored toa, ravenkata (2) pri a  1 na segmentot , , koj po dol`ina e ednakov 
na osnovniot period (2) na funkcijata sinus, gi ima slednite dve re{enija: 

xo = arcsina  i  x1 =   arcsina. 

Mno`estvoto na site re{enija na ravenkata (2) (na intervalot (, )), }e go 
dobieme koga kon sekoe od ovie dve re{enija dodademe 2k (k pati periodot 2). Zna~i, 
mno`estvoto M od site re{enija na ravenkata sinx = a, (1  a  1), e unija od mno`estvata: 

M = arcsina + 2k k  Z    arcsina + 2k k  Z. 

Mno`estvoto M, obi~no go zapi{uvame na sledniot na~in: 

x = 









ka

ka

2arcsin

2arcsin
 = 









)12(arcsin

2arcsin

ka

ka
,  kZ   (3) 

i se vika op{to re{enie na ravenkata (2). 

Primer 49. Da ja re{ime ravenkata sinx = 
2
3 . 

Re{enie. Prvo nao|ame arcsin
2
3 =

3
 , bidej}i 

2
3

3
sin  . Zna~i, dadenata ravenka 

ima op{to re{enie:  



 100

x = 



















)12(

2

3

3

k

k
 ,  kZ. 

Vo praktikata ~esto pati se sretnuvame so slednite ravenki  

sinx = 0, sinx = 1 i sinx = 1: 

1o. Ravenkata sinx = 0 ima op{to re{enie x = 2k, (k  Z). 

2o. Ravenkata sinx = 1 ima op{to re{enie x =
2
 + 2k, (k  Z). 

3o. Ravenkata sinx = 1 ima op{to re{enie x =
2
 + 2k, (k  Z). 

Primer 50. Da ja re{ime ravenkata sin 2x = 1. 

Re{enie. Od 2x =
2
 +2k, dobivame x =

4
 + k, (k  Z).  

3. Re{avawe na ravenkata cos x =a. 

Pri a > 1 ravenkata cosx = a nema re{enie (Zo{to?). Pri a  1 na segmentot ,  
vidovme postojat dva agla:   

xo = arccosa  i  x1 =  arccosa, 

koi se simetri~ni vo odnos na apscisnata oska i ~ij kosinus e ednakov na dadeniot broj a. 

Bidej}i segmentot ,  ima dol`ina ednakva na dol`inata na osnovniot period 
2 na kosinus, op{toto re{enie (t.e. mno`estvoto od site re{enija) na ravenkata  cosx = 
a, (1  a  1) e: 

x = arccos a +2k  = 









ka

ka

2arccos

2arccos
 ,  kZ. 

Primer 51. Da ja re{ime ravenkata: a) 
2
2cos x ,  b) 

2
1cossin  xx . 

Re{enie. Bidej}i arccos
42

2  , dadenata ravenka ima op{to re{enie ,2
4

 kx   

(kZ).  

b) Ravenkata sinx · cosx =
2
1  e ekvivalentna so 2sinxcosx = 1, odnosno so sin2x = 1, a od 

poslednava ravenka go dobivame op{toto re{enie: 

2x =  k2
2
 , odnosno x =  k

4
,  (kZ).  

Op{tite re{enija na slednive ravenki po`elno e da se pomnat posebno: 

4o. cosx = 0 ima op{to re{enie 
2
x +k, (kZ). 

5o. cosx = 1 ima op{to re{enie x = 2k, (kZ). 

6o. cosx = 1 ima op{to re{enie x = (2k + 1), (kZ). 
Primer 52. Da ja re{ime ravenkata cos 4x = 1. 

Re{enie. Od 4x = 2k, imame 
2
kx  , (kZ).  



 101

Zabele{ka. Soglasno formulite cosx = sin )(
2

x  i cosx = sin )(
2

x , re{avaweto 

na ravenkata cosx = a, (1 < a < 1) mo`e da se svede na re{avawe na edna od ravenkite:  

sin )(
2

x = a  ili  sin )(
2

x = a. 

Primer 53. Da ja re{ime ravenkata cos
2
1

6
)2(  x . 

Re{enie. Dadenata ravenka e ekvivalentna so ravenkata sin
2
1

26
)2(  x . Od 

sin
2
1

6
  nao|ame deka xo = arcsin

62
1  . Potoa od  

 kx 22
626
  i   kx 22

626
  

dobivame:  kx 22
6

5   i  kx 22
2

3  , pa kone~no, op{toto re{enie na ravenkata e   





















k

k
x

4
3
12
5

  ,  kZ.  

 

4. Re{avawe na ravenkata tgx = a. 

Vidovme, za koja bilo vrednost na a  R, na intervalot ),(
22
 , ~ija dol`ina e  - 

ednakva na osnovniot period na tangens, postoi edinstven agol xo = arctga, ~ij tangens e 
ednakov na a. Zatoa, op{toto re{enie na ravenkata tgx=a, e:  

x = arctga + k,  (k  Z).    (5) 

Primer 54. Da ja re{ime ravenkata tgx =
3
1 . 

Re{enie. Op{toto re{enie e:  x =arctg k
3
1 = 0,32175+k,  kZ.  

Primer 55. Da ja re{ime ravenkata   
sin x = cos x.       (6) 

Re{enie. Gi delime dvete strani na ravenkata so cosx, pa dobivame tgx = 1. Op{to-
to re{enie na ovaa ravenka e x =

4
 +k, (k  Z). Se postavuva pra{aweto, dali e toa op{to 

re{enie i na dadenata ravenka (6). Pri preminot kon ravenkata tgx = 1, od definicionata 
oblast D = Z na ravenkata (6) gi isklu~uvame broevite 

2
 +k, bidej}i za tie broevi leva-

ta strana na ravenkata tgx = 1 nema smisla. Gledame, tie broevi 
2
 +k ne ja zadovoluvaat 

ravenkata (6), a toa zna~i, deka so prifa}aweto na op{toto re{enie na ravenkata tgx = 1 
i za nejzino op{to re{enie, taa nema da izgubi nitu eden koren. Spored toa, x =

4
 + k,  (k 

 Z) e op{to re{enie i na dadenata ravenka.  
 

5. Re{avawe na ravenkata ctgx = a. 

Poznato e deka, za koja bilo vrednost na a  R na intervalot (0, ) postoi edinst-
ven agol xo = arcctga, ~ij kotangens e ednakov na a. Zna~i, ravenkata ctgx = a ima op{to 
re{enie:  
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x = arcctga + k,   (kZ).    (7) 

Primer 56. Da ja re{ime ravenkata ctgx = 1. 

Re{enie. Bidej}i arcctg(1)=
4

3 , dobivame  x=
4

3 +k, (kZ) e op{toto re{enie na 

dadenata ravenka.  
Primer 57. Da ja re{ime ravenkata: ctg (x – 10o) = ctg 20o. 

Re{enie. Soglasno definicijata na arcctga imame: arcctg (ctg 20o) = 20o. Spored toa,  
x – 10o = 20o + k · 180o, x = 30o + k · 180o, odnosno x = 

6
 + k,   (k  Z).  

 

ZADA^I 
 

Re{i gi ravenkite (1 - 10): 

1. a) sinx = 
2
2 ; b) sinx = 

3
2 .   2. a) sin 3x = 0; b) sin (x) = 1. 

3. sinx · cosx = 0.    4. tg (x + 20o) = 1. 

5. a)  ctg (x + 10o) = tg 50o;  b) ctg 3)(
62

 x . 

6. a) 2·sin2x + 03  ;  b) 4·cosx – 3 = 0. 

7. a) 5·sinx = 3;   b) 2·cosx + 03  . 

8. a) 3·tgx = 3 ;  b) 3 ·ctgx – 1 = 0. 

9*. a) sin (x – 40o) = sin 20o; b) cos(x + 15o) = sin 40o. 

10*. a) tg (x –
6
 ) = tg 15o; b) ctg (x +

3
 ) = tg (15o). 

11. Poka`i deka mno`estvoto A na site re{enija na ravenkata sin x = 0 se sodr`i 
vo mno`estvoto B na site re{enija na ravenkata sin 2x = 0, t.e. A  B. 

12. Dali imaat re{enie ravenkite: a) sinx + cosx = 2; b) sinx + tgx = 3; v) sinx +
xcos

1 =5? 

Obrazlo`i! 

13. Dali imaat re{enie ravenkite: a) sinx·cosx = 1; b) sinx·ctgx = 2; v) sinx·tgx = 3? 
Obrazlo`i. 

14. Re{i ja ravenkata: 2·cos2x – 3·cosx + 1 = 0, so vnesuvawe na nova promenliva cosx = t. 
 

 

II.18. RE[AVAWE NA TRIGONOMETRISKI RAVENKI [TO 

          SODR@AT SAMO EDNA TRIGONOMETRISKA FUNKCIJA 

          OD VTOR STEPEN VO ODNOS NA ISTATA FUNKCIJA 
 

Eden od metodite na re{avawe na trigonometriskite ravenki se sostoi vo toa 
{to razli~nite trigonometriski funkcii, {to vleguvaat vo dadenata ravenka, da se 
izrazat preku edna od niv. Potoa, dobienata ravenka, vo odnos na funkcijata {to ja 
sodr`i, ja re{avame spored pravilata za re{avawe na algebarskite ravenki. 
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Tuka }e se zadr`ime na re{avawe na trigonometriski ravenki, koi se sveduvaat 
na ravenka {to sodr`i samo edna trigonometriska funkcija od prv ili vtor stepen, vo 
odnos na taa funkcija. 

Vo procesot na re{avaweto na trigonometriskite ravenki, treba da se izbegnuva-
at onie transformacii, {to doveduvaat do naru{uvawe na ekvivalentnosta na ravenkite. 
Ako, pak, takvite transformacii se neizbe`ni, toga{ potrebno e ispituvawe: koi 
koreni bi mo`elo da bidat izgubeni, a koi pridobieni. Pridobienite koreni lesno se 
otkrivaat so proverkata, dali dobienite koreni na poslednata ravenka se koreni i na 
dadenata ravenka ili ne. Me|utoa, problemot so izgubenite koreni e daleku poslo`en i 
pote`ok. 

Da go ilustrirame napred ka`anoto na nekolku primeri na re{avawe na trigono-
metriskite ravenki. 

Primer 58. Da ja re{ime ravenkata  x2cos
2
1 = sin2x. 

Re{enie. Dadenata ravenka sodr`i dve trigonometriski funkcii. 

Ako zamenime 
2

2cos12sin xx  , }e ja dobieme ravenkata: 
2

2cos1
2
1 2cos xx  . {to sodr-

`i samo edna trigonometriska funkcija cos2x i toa linearno po odnos na nea. Re{avaj}i 
ja ovaa ravenka po cos2x kako nepoznata, dobivame cos2x =

2
1 . Ottuka, e 2x = arccos

2
1 +2k 

=
3
 +2k pa dadenata ravenka ima op{to re{enie: x =

6
 +k, (k  Z).  

Primer 59. Da ja re{ime ravenkata 2·cos2x + cosx – 1 = 0. 

Re{enie. Ovaa ravenka so smenata cosx = y preminuva vo kvadratnata ravenka 2y2 + 

y – 1 = 0. Nejzinoto re{enie e  y1 = 2
1 ; y2 = 1. 

Zna~i, dadenata ravenka e ekvivalentna so vkupnosta od dve osnovni trigonomet-
riski ravenki: 











1cos

cos
2
1

x

x
   ~ie op{to re{enie e: 















)12(

2
3

kx

kx
.  

Primer 60. Da ja re{ime ravenkata sin2x – cos2x  3 sinx = 1. 

Re{enie. cos2x  go izrazuvame preku sinus, i posledovatelno dobivame: 

sin2x  (1  sin2x) – 3·sinx + 2 = 0,   2·sin2x  3·sinx + 1 = 0, 

od kade (sinx)1,2 = 4
13

4
893   , t.e. 1sin x  ili 

2
1sin x . Ottuka,  

 kx 2
2
   ili  





















k

k
x

2

2

6

6  , pa op{toto re{enie e 






























k

k

k

x

2

2

2

6
5

6

2

, kZ.  

Primer 61. Da ja re{ime ravenkata: sin2x  (1  3 ) sinx · cosx  3 · cos2x = 0. 

Re{enie. Gledame, dadenata ravenka e homogena po odnos na sinx i cosx. Ako nea ja 
podelime so cos2x  0, dobivame kvadratna ravenka po odnos na tgx: 
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tg2x  (1  3 ) · tgx  3  = 0. 

Ja re{avame dobienata ravenka: 

(tg x)1,2 =  )34)31(31( 2
2
1  = ))31(31( 2

2
1  = ))31(31(

2
1  . 

Zna~i, (tgx)1 = 1, (tgx)2 =  3 . Ottuka x =  k
4

 ili x =  k
3

. Dobienite re{enija 

go zadovoluvaat uslovot cos2x  0.  
 Da pretpostavime sega deka postoi i nekoe re{enie x za koe cosx = 0. Zamenuvaj}i 
go toa vo dadenata ravenka dobivame, deka i sinx = 0, a toa protivre~i na na{ata 
pretpostavka deka cosx = 0. Zna~i prethodno dobienite re{enija se edinstveni.     

Primer 62. Da ja re{ime ravenkata:   2cosx +
x
x

cos2
sin73


 =

xcos2
2

 . 

Re{enie. Bidej}i 2+cosx0, dadenata ravenka e ekvivalentna so ravenkata: 
2·cosx (2 + cosx) + 3 – 7·cosx = 2, odnosno so  2·cos2x – 3·cosx + 1 = 0. 

Kvadratnata ravenka ima re{enija (cosx)1 = 1, (cosx)2 = 2
1 . Spored toa, poslednata 

ravenka, a isto i dadenata ravenka imaat op{to re{enie: 













 k

k
x

2

2

3

  ,  k  Z.  

Vo prodol`enie }e ja razgledame trigonometriskata ravenka 

asinx + bcosx = c. 

Ako stavime smena  tg
2
x = t, toga{ znaeme deka 2

2
2
2

1
2

tg1

tg2
sin

t
t

x

x

x


 , 2

2

2
2

2
2

1
1

tg1

tg1
cos

t
t

x

x

x






 . Ako 

vo dadenata ravenka gi zamenime ovie vrednosti na sinx i cosx,  dobivame: 

cba
t
t

t
t 




 2

2

2 1
1

1
2 ,  t.e.  (b+c)t2 –2at + c – b = 0. 

Bidej}i diskriminantata e D = 4(a2+b2c2), gledame deka dobienata kvadratna ravenka ima 
realni re{enija samo ako a2+b2c2. Vo toj slu~aj i dadenata trigonometriska ravenka ima 
(realni) re{enija. Ako pak  a2+b2<c2, toga{ dadenata trigonometriska ravenka nema 
re{enie.  Do istata ovaa diskusija se doa|a i na sledniot na~in. Dadenata trigonome-

triska ravenka ja delime so 22 ba   i dobivame 
222222

cossin
ba

c

ba

b

ba

a xx


 . Pos-

toi edinstven agol , taka {to 
22

cos
ba

a


  i 

22
sin

ba

b


  (Zo{to?). Taka dobienata 

trigonometriska ravenka se zapi{uva kako  

cos  sinx + sin  cosx = 
22 ba

c


,  t.e. sin (x + ) = 

22 ba

c


. 

Od ovde neposredno sleduva deka dadenata trigonometriska ravenka ima re{enie, ako i 
samo ako 

22 ba

c


1, t.e. ako i samo ako a2+b2c2. Osven toa, transformiranata ravenka 

mo`e i lesno da se re{i, bidej}i se sveduva na ve}e poznata ravenka.  
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Primer 63. Da ja re{ime ravenkata: 5·sinx – cosx = 2. 

Re{enie. So smenata tg
2
x = t dadenata ravenka stanuva: t2 – 10t + 3 = 0. Od nea dobi-

vame: t1 = 5 + 69,922  , t2 = 5  31,022  , a od smenata tg
2
x = t19,69,  tg

2
x = t20,31 nao|ame: 









)31,0(2

)69,9(2




karctg

karctg
x  = 










k

k

2301,02

2468,12
 = 










k

k

2602,0

2936,2
 .  

 

ZADA^I 
 

Re{i gi ravenkite (1 – 14): 

1. a) 2·sin2x – 3·sinx + 1 = 0;   b) tg2x – 3·tgx + 2 = 0. 

2. a) 2·sin2x = 3·cosx;    b) 2·tgx + 3·ctgx = 5. 

3. a) cos2x + sinx  = 
4
1 ;    b) tgx + ctgx = 2. 

4. a) cos2x – 2 · sinx + 2  = 0;   b) tgx  ctgx = 1. 

5. a) sin2 )(
2

x  + sin (+ x) + 1 = 0;  b) 2 – 3·sinx = cos 2x.  

6. a) 2·cos2x + 7·sinx = 5;     b) cos )(
2

x  + cos2x =
4
1 .  

7. a) 1 + cosx = 2·(1 – sin2x);   b) cosx – cos
2
x  = 1.  

8. a) 6·cos2x + 5·sinx – 7 = 0;   b) sinx – 2·cos 2x = 1. 

9*. a) sin2 )(
2

3 x + 2·sinx = 1;   b) cos 2x = sinx.  

10. a) 3·sinx + 2·cosx = 2;   b)  3 ·sinx – cosx =
4
 . 

11. a) 4·sinx + cosx = 4;                 b) 15·sinx + 10·cosx = 12. 

12. a) 8·sinx  cosx = 4;    b) 3·sin 2x – cos2x = 1. 

13. a) 12·sinx  cosx = 9;   b) 2·cos 3x + 1 = 3·sin 3x. 

14. a) 2·sinx + 7·cosx = 6;      b) 3·sin )(
6
x  cos )(

6
x =2 3 .  

15. Re{i ja ravenkata sin2x – sinx = 0, koga nejzinata leva strana }e ja razlo`i{ na 
mno`iteli. 

 

 

II.19. RE[AVAWE NA TRIGONOMETRISKI RAVENKI  

           PO METODOT RAZLO@UVAWE NA MNO@ITELI 
 

Po prenesuvaweto na site ~lenovi na levata strana na ravenkata, ako uspeeme le-
vata strana da ja razlo`ime na dva ili pove}e mno`iteli, toga{ taa e ekvivalentna na 
vkupnosta (disjunkcijata) od dve ili pove}e ravenki, {to gi dobivame koga sekoj mno`i-
tel stavame da e ednakov na nula. 

Da go ilustrirame toa preku nekolku primeri. 
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Primer 64. Da ja re{ime ravenkata: 2 · sinx · cos 2x + sin 2x = 0. 

Re{enie. Ako sin 2x go zamenime so 2·sinx·cosx, potoa dobivame: 

2·sinx·cos 2x + 2·sinx·cosx = 0     2·sinx (cos 2x + cosx) = 0      2·sinx ·2·cos
2

3x cos
2
x  = 0, 

a poslednata ravenka e ekvivalentna na vkupnosta (disjunkcijata) od tri osnovni 
trigonometriski ravenki: 
















0cos

0cos

0sin

2

2
3

x

x

x

,  ~ie op{to re{enie e: x =


















)12(
3

12

k

k
k  .  

Primer 65. Da ja re{ime ravenkata sin3x + cos3x = 1.  

Re{enie. Dadenata ravenka mo`e da se zapi{e vo vidot: 
sin3x + cos3x = sin2x + cos2x, 

od kade  sin2x (1 – sinx) + cos2x (1 – cosx) = 0. Bidej}i zbirot na dva nenegativni sobiroka e 
ednakov na nula, ako i samo ako i dvata sobiroka se ednakvi na nula, toga{ dobienata 
ravenka e ekvivalentna so sistemot ravenki: 











0)cos1(cos

0)sin1(sin
2

2

xx

xx
.      (1) 

Ako vo prvata ravenka na sistemot (1) stavime da e sinx = 0, toga{ cosx  0, pa od 
vtorata ravenka treba da e 1  cosx = 0, odnosno cosx = 1. Taka go dobivame sistemot: 








1cos

0sin

x

x
.      (2) 

Ako, pak, vo prvata ravenka na sistemot (1) stavime: 1  sinx = 0, t.e. sinx = 1, toga{ cosx 
 1, pa za da bide vtorata ravenka zadovolena treba da e cosx = 0. Taka doa|ame do sistemot: 

 







0cos

1sin

x

x
.       (3) 

Zna~i, sistemot ravenki (1) }e bide ekvivalenten na vkupnosta od sistemite (2) i (3). 

Prvata ravenka sinx = 0 vo sistemot (2) ima op{to re{enie: x = k, k  Z, a vtorata 
ravenka cosx = 1 ima op{to re{enie x = 2k, k  Z. 

Za da go odredime op{toto re{enie na sistemot (2) treba da go odredime presekot 
k  k  Z  2k   k  Z, a toj e ednakov na mno`estvoto  2k  k  Z.  

Zna~i, sistemot (2) ima op{to re{enie: x = 2k, k  Z. 

Analogno, go nao|ame i op{toto re{enie na sistemot (3): x = 
2
 + 2k,  kZ. 

Spored toa, dadenata ravenka ima op{to re{enie: 














 kx

kx

2

2

2

 ,  (k  Z).  
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Primer 66. Da ja re{ime ravenkata: sin 4x – sin 2x = sinx. 

Re{enie. So koristewe na formulata za razlika na sinusi i drugi transforma-
cii, po red dobivame: 

2·cosx 3x ·sinx = sinx     sinx (2·cos 3x – 1) = 0   






013cos2

0sin

x

x
 . 

Prvata ravenka vo vkupnosta ima re{enie x = k,  kZ, a vtorata ravenka cos 3x =
2
1  

ima re{enie 
3

2
9

 kx  , k  Z. 

Zna~i, dadenata ravenka ima op{to re{enie: 











3
2

9



kx

kx
 ,   k  Z.  

Primer 67. Da ja re{ime ravenkata: cos (x – 30o) = cos (x + 30o). 

Re{enie. Dadenata ravenka posledovatelno e ekvivalentna na ravenkite: 

cos (x – 30o)  cos (x + 30o) = 0,   
2

3030sin2
oo xx  

2
3030sin

oo xx  = 0,  

2sinxcos(30o) = 0, sin x = 0. 

Poslednata ravenka ima op{to re{enie x = k·180o, kZ, a toa e i op{to re{enie na 
dadenata ravenka.  
 

Z A D A ^ I 
 

Re{i gi ravenkite (1 – 14): 

1. cos(x + ) · cos + sin(x + )·sin = 0. 

2. a) sin2x + cos )(
2
x = 0;           b) cos2x – sin2x = 1. 

3. a) cos 3x · cos(1 – x) = 0;    b) cos3x – cosx = 0. 

4. a) sin )2(
3
x sin )(

3
x  = 0;     b) sin3x + sinx = 0. 

           5. a)  3tg2x  3 tgx = 0;      b)  tg3x – tg2x + tgx = 1.   

           6. a) 2sin3x  3sinxcosx = 0;      b)  sin2xtgx = 1. 

           7. a) 2tgxcosx +1 = 2cosx + tgx;     b)  1 – 4sin2x = 0. 

           8.  a) cosx + cos3x = cos2x;      b)  tgx ctg2x = 0. 

           9*. sinxcosx – sin2x – cosx + sinx = 0.    10*.  1 – sinxcosx + sinx – cosx = 0.  

11. a) cos(2x+30o) = cos(x+15o);    b) sin2x = sinx.  

12. a) tg(3x+45o) = tg(2x45o);     b) cos2x – sin2x = cosx.  

13. a) cos(4x
2
 ) + sinx = 0;     b)  1  cosx = sinx.  

14. a) cosx + cos
2
x + 1 = 0;   b)  0

sincos
2cos  xx

x .  
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II.20. SINUSNA TEOREMA 
 

Poznato ti e u{te od osnovnoto u~ili{te deka za vnatre{nite agli, ,  i  na koj 
bilo triagolnik va`i ravenstvoto:  

 +  +  = 180o, odnosno  +  +  = .   (1) 

Sega }e se zapoznaeme so nekoi va`ni relacii me|u stranite i aglite na koj bilo 
triagolnik. Edna od niv e iska`ana so slednata takanare~ena: 

Teorema 16 (sinusna teorema). Vo sekoj triagolnik stranite se proporcionalni so 
sinusite na sprotivnite agli, t.e. 

    sinsinsin
cba  . (2) 

Dokaz. Okolu triagolni-
kot ABC da opi{eme 
kru`nica k(O,R). Neka 

cAB   i ACB =  (crt. 
69). Za vnatre{niot agol 
 mo`ni se tri slu~ai: 
toj da e ostar, tap ili 

prav. I vo trite slu~ai }e poka`eme deka va`i ravenstvoto: 

c = 2R · sin, odnosno   .2
sin

Rc      (3) 

Vo slu~aite koga  <
2
  i  > 

2
  (crt 69 a,b) niz temeto A da povle~eme dijametar 

AC1 na opi{anata kru`nica k. Triagolnikot ABC1 e pravoagolen, bidej}i agolot ABC1, 
kako periferni agol nad dijametarot AC1, e prav. 

Ako  < 
2
  (crt. 69 a), toga{ AC1B = ACB =  (kako periferni agli nad ist kru`en 

lak AB ). Od pomo{niot (pravoagolen) triagolnik ABC1 imame: sin
2


R
c , odnosno c=2R · sin. 

Ako, pak,  > 
2
  (crt. 69 b), toga{ aglite  i AC1B, kako sprotivni agli vo tetiven 

~etiriagolnik ACBC1, se suplementni, t.e. AC1B =   . Od pravoagolniot triagolnik 
ABC1 pak, sleduva deka 

R
c

2
= sin (  ) = sin , odnosno c = 2R · sin. 

Ako, pak,  =
2
 , toga{  c = 2R, a sin =  1, pa ravenstvoto (3) pak e zadovoleno: 2R = 2R · 1. 

So toa ravenstvoto (3) e doka`ano.  

Analogni ravenstva mo`at da se doka`at i za stranata a i agolot , kako i za 
stranata b i agolot : 

Ra 2
sin

       (4) 

.2
sin

Rb        (5) 

Spored toa, od (3), (4) i (5) dobivame:  Rcba 2
sinsinsin

  .  
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Od sinusnata teorema i nejziniot dokaz sleduva slednava: 

Posledica. Kaj sekoj triagolnik, odnosot na koja bilo strana i sinusot na spro-
tivniot agol e ednakov na dijametarot na opi{anata kru`nica okolu triagolnikot.  
 

  Sinusnata teorema va`i i za pravoagolnite triagolnici. Zabele`uvame deka za 

2
   od ravenstvoto (2) dobivame: 

1sinsin
cba   , bidej}i 1sin

2
 . Ottuka a =  c · sin  i  

b = c · sin. No, bidej}i 
2
  , odnosno   

2
, pa  cossin  , i toga{ gi dobivame 

formulite a =  c · sin, i b = c cos. 
Sinusnata teorema ovozmo`uva re{avawe na raznovidni zada~i vrzani za 

proizvolen triagolnik. 

Primer 68. Dva od aglite na triagolnikot se odnesuvaat kako 1 : 2, a nivnite 
sprotivni strani - kako 3:1 . Da gi odredime aglite na triagolnikot.   

Re{enie. Soglasno uslovot na zada~ata imame: :=1:2 i a:b= 3:1 , odnosno i  = 

2 i b = a 3 . Ako toa go vneseme vo ravenstvoto  sinsin
ba  , dobivame:  2sin

3
sin

aa  . A 

koga zamenime sin2 = 2 · sin · cos  nao|ame 
2
3cos  .  

Ottuka  = 30o, a  = 2 = 60o, pa aglite na triagolnikot se: 30o, 60o i 90o.  
 

ZADA^I 
 

1. Odredi go radiusot na opi{anata kru`nica okolu triagolnik ABC, ako e 
poznata edna negova strana b = 7,5 cm i nejziniot sprotiven agol  = 32o30’. 

2. So sinusnata teorema, doka`i deka radiusot na opi{anata kru`nica okolu koj 
bilo pravoagolen triagolnik e ednakov na polovina od negovata hipotenuza. 

3. So sinusnata teorema, doka`i ja teoremata za bisektrisata na vnatre{en agol 
na triagolnikot. 

4. Doka`i deka vo sekoj triagolnik stranata {to le`i sproti agol 30o, e ednakva 
na radiusot na opi{anata kru`nica okolu toj triagolnik. 

5*. Osnovata na eden ramnokrak triagolnik e a, a agolot pri osnovata e 2. Odredi 
ja dol`inata na bisektrisata na agolot pri osnovata na toj triagolnik. 

6. Vo eden triagolnik e a = 2b. To~no li e deka i  = 2? 
 
 

II.21. RE[AVAWE NA OSNOVNI ZADA^I ZA  

          TRIAGOLNIK SO SINUSNATA TEOREMA 

Sistemot ravenki 

 +  +  =       (1) 

          sinsinsin
cba       (2) 
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ovozmo`uva re{avawe na slednive dve osnovni zada~i za proizvolen triagolnik. 

Zada~a I. Da se re{i triagolnik spored dadeni dva agla i edna negova strana. 

Re{enie. Neka za triagolnikot ABC se dadeni aglite  i , i stranata c, a treba da 
se odredat agolot   i stranite a i b. 

Tretiot agol e  =   ( + ), a stranite a i b gi nao|ame od ravenstvata: 

 sinsin
ca   i  sinsin

cb  , od kade e: 
)sin(

sin
sin
sin







 cca  i 
)sin(

sin
sin
sin







 ccb .  

Primer 69. Neka  = 54o30’;   = 108o30’ i c = 7,5 (cm). Da se odredat: , a i b. 

Re{enie.  = 180o – ( + ) = 180o – (54o30’ + 108o30’) = 17o; 

a = 


sin
sinc = o

o

17sin

'3054sin5,7  
292,0

814,05,7   20,9 (cm)  i 

b = 


sin
sinc = o

o

17sin

'30108sin5,7  
292,0

948,05,7   24,4 (cm) .  

Zada~a II. Da se re{i triagolnik spored dadeni dve strani i agolot {to le`i 
sproti ednata od niv. 

Re{enie. Za triagolnikot ABC neka se dadeni stranite a i b, i agolot  ({to le`i 
sproti dadenata strana a), a treba da se odredat stranata c i aglite  i . 

Od  sinsin
ba  , dobivame 

a
b  sinsin   od kade go odreduvame agolot , potoa  = 

( + ). Na krajot od  sinsin
ac   ja odreduvame i stranata c: 


sin
sin ac .  

Da go prodiskutirame re{enieto na ovaa zada~a. Vidovme, agolot  go odreduvame 
od ravenkata  

  sinsin 
a
b .        (3) 

Od planimetrijata znae{ deka: 
1o. Ako se dadeni dve strani na triagolnikot i agolot {to le`i sproti pogolema-

ta od niv, toga{ zada~ata sekoga{ ima re{enie i toa samo edno. Velime, deka vo toj 
slu~aj triagolnikot e ednozna~no opredelen. 

Primer 70. Da se re{i triagolnik spored dadeni dve strani b = 4,8 (cm), c = 7,2 
(cm) i agolot  = 85o45’, {to le`i sproti pogolemata dadena strana c. 

Re{enie. Od  sinsin
cb   dobivame:  

sin  = 
c

b sin =
2,7

'4585sin8,4 o 
2,7
997,08,4   0,6648, 

t.e. sin  0,6648. Ottuka   41o40’ ili 1  180o –  = 138o20’, no 1 = 180o – ( + 1) = 180o – 
224o05’ < 0. Zatoa ostanuva samo   41o40’. Od  +  +  = 180o nao|ame,  = 180o – ( + ) = 

180o – 127o25’ = 52o35’, a od  sinsin
ca   nao|ame:  

a = 


sin
sinc =

'4585sin

'3552sin2,7
o

o 
997,0

792,02,7   5,7 (cm).  
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2o. Ako, pak, se dadeni dve strani na triagolnikot i ostriot agol {to le`i sproti 
pomalata strana od niv, toga{ postojat tri mo`nosti: 

a) zada~ata nema re{enie. Toa zna~i deka, ne postoi triagolnik so dadenite 
elementi; ili  

b) zada~ata ima edno re{enie (samo ako triagolnikot e pravoagolen), ili  
v) zada~ata ima dve razli~ni re{enija, poradi {to velime – zada~ata so dadenite 

elementi e neopredelena, ili poto~no – zada~ata e neednozna~no opredelena. 

Koj od navedenite slu~ai }e bide, te{ko mo`eme da utvrdime od dadenite elemen-
ti, sè dodeka ne ja opredelime vrednosta na sin od ravenkata (3). Potoa zaklu~uvame: 

Ako sin > 1, toga{ zada~ata nema re{enie; ako sin = 1, toga{ zada~ata ima edno 
re{enie, i pritoa, triagolnikot e pravoagolen ( = 90o); a ako sin < 1, toga{ zada~ata 
ima dve razli~ni re{enija. 

Primer 71. Da se re{i triagolnikot, ako se dadeni: dve strani a = 15, b = 10 i 
agolot sproti pomalata strana  = 75o. 

Re{enie. Bidej}i dadeniot agol  le`i sproti pomalata od dadenite dve strani, 
neizvesno e dali zada~ata }e ima ili }e nema re{enie. Za utvrduvawe na toa, potrebno e 

da ja odredime vrednosta na sin. Od  sinsin
ba   nao|ame 

b
a  sinsin  =

10
75sin15 o =1,50,9659 

 1,45. Bidej}i sin = 1,45 > 1, toa zna~i deka zada~ata nema re{enie.  

Primer 72. Da se re{i triagolnik, ako se dadeni: a = 167,9, c = 246,2 i  = 43o. 

Re{enie. Od  sinsin
ac   imame sin  =

a
c sin =

9,167
6820,02,246  1,000. Zna~i,   = 90o,  = 90o 

–  = 47o. Potoa dobivame b = c · cos = 246,2 · 0,7314 = 180,1. 

Triagolnikot e pravoagolen. Zada~ata ima samo edno re{enie.  

Primer 73. Za triagolnikot ABC dadeni se: a = 16, c = 9,53 i  = 23o30’. Da gi 
odredime elementite: b,  i . 

Re{enie: Od  sinsin
ca  , dobivame 

c
a  sinsin   6694,0

53,9
3987,016  . Ottuka 1  42o 

ili 2 = 180o – 42o = 138o. Zna~i, zada~ata ima dve re{enija. Prvoto e  

1 = 180o – (1 + ) = 180o – 65o30’ = 114o30’, b1 = 


sin
sin 1c

 = 
'3023sin

'30114sin53,9
o

o   75,21
3987,0

91,053,9   , 

a vtoroto e  

2 = 180o – (2 + ) = 180o – 161o30’ = 18o30’, b2 = 


sin
sin 2c

 = 
'3023sin

'3018sin53,9
o

o   58,7
3987,0

3173,053,9  .  

 

Z A D A ^ I 
 

Re{i go triagolnikot ABC, ako se dadeni (1 – 7): 

1.  b = 5,2,  = 37o,  = 84o.  2. a = 14,2,  = 63o,  = 58o. 

3. a) b = 8,8, c = 5,5 i  = 45o; b) a = 5,7,  c = 9,5 i  = 72o. 

4. a)  = 54o15’,  = 75o i b = 11,5;  b)  = 122o,  = 45o, c = 7,8. 
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5. a)  = 28o40’,  = 115o i a = 12; b)  = 42o45’,  = 58o, b = 15,8. 

6. a)  = 75o30’, a = 12 i b = 9,4;  b) b = 25,4, c = 15,8 i  = 74o. 

7. a) a = 14,5, b = 18 i  = 48o30’;  b) b = 8,4, c = 10,5 i  = 37o15’. 

8. Re{i go triagolnikot po dadeni dva agla  = 48o,  = 72o i radiusot na opi{anata 
kru`nica okolu nego R = 15. 

9. Dali e to~no tvrdeweto: Odnosot na koi bilo dve strani vo triagolnikot e 
ednakov na odnosot na sinusite na nivnite sprotivni agli? 

10. Re{i go ramnokrakiot triagolnik ABC, ako se dadeni: negovata osnova a = 7,8 i 
agolot pri osnovata  = 70o. 

 

 

II.22. KOSINUSNA TEOREMA 
 

Da ja doka`eme slednava teorema. 
Teorema 17 (kosinusna teorema). Kvadratot na koja bilo strana na triagolnikot e 

ednakov na zbirot od kvadratite na drugite dve strani minus udvoeniot proizvod na tie 
dve strani i kosinusot na agolot {to e zaklu~en me|u niv, t.e. 

a2 = b2 + c2 – 2bc · cos, 

b2 = c2 + a2 – 2ca · cos,                     (1) 

c2 = a2 + b2 – 2ab · cos,  
 

Dokaz. Slu~aj a) Agolot  e ostar. Neka CD =hc e visina na triagolnikot ABC 
spu{tena od temeto C kon stranata c. Visinata CD go deli triagolnikot ABC na dva 
pravoagolni triagolnika ACD i BDC (crt. 70). 

 
Od pravoagolniot triagolnik BDC, soglasno Pitagorovata teorema, imame: 

a2 = 22
cc ah  .      (2) 

Da gi odredime oddelno 2
ch  i 2

ca . Od pravoagolniot triagolnik ACD, nao|ame 
222

cc bbh  . Za odreduvawe, pak, na 2
ca  se javuvaat dva slu~aja: 

a) ac = c – bc (crt. 70 a);     b) ac = bc – c (crt. 70 b). 
Me|utoa, i vo dvata slu~aja dobivame: 

222 )()( cbbca ccc  = 22 2 cc bcbc  . 
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Ako najdenite izrazi za 2
ch  i 2

ca  gi vneseme vo ravenstvoto (2), dobivame: 

a2 = 22
cc ah   = 2222 2 ccc bcbcbb  = b2 + c2 – 2 cbc. 

Me|utoa, od triagolnikot ACD (crt. 70 a) imame bc = b · cos. 

Taka, kone~no, dobivame: a2 = b2 + c2 – 2bc  · cos . 

Slu~aj b). Agolot  e tap (crt. 70 v). Od pravoagolniot triagolnik BCD soglasno 
Pitagorovata teorema, nao|ame:  

a2 = 22
cc ah  .      (3) 

Da gi odredime oddelno 2
ch  i 2

ca . Od triagolnikot ACD imame: 222
cc bbh  , a za 2

ca  

dobivame:  2
ca = (bc + c)2 = 2

cb  + 2cbc + c2. So vnesuvaweto na najdenite izrazi za 2
ch  i 2

ca   
vo (2), dobivame: 

a2 = 22
cc ah   = 2222 2 ccbbbb ccc  = b2 +2 cbc +c2. 

No, od triagolnikot ACD nao|ame: bc = bcos (180o – ) = bcos. 

Taka i vo ovoj slu~aj dobivame: a2 = b2 + c2 + 2cbc = b2 + c2 – 2bc · cos . 

Kosinusnata teorema va`i i koga agolot  e prav, bidej}i vo toj slu~aj 
ravenstvoto (1) preminuva vo Pitagorovata teorema a2 = b2 + c2.  

Ottuka zaklu~uvame, deka kosinusnata teorema e generalizacija na Pitagorovata 
teorema za proizvolen triagolnik. 

Kosinusnata teorema, kako i sinusnata teorema, ovozmo`uva re{avawe na 
raznovidni zada~i vrzani za proizvolen triagolnik. 

Primer 74. Dadeni se dvete strani na paralelogramot ABCD, a = 6 i b = 4,5, kako i 
agolot  = 75o me|u niv. Da gi odredime negovite dijagonali BDd 1  i ACd 2 . 

Re{enie. Od triagolnicite ABD i ABC, soglasno kosinusnata teorema, nao|ame: 
22

1 BDd  = a2 + b2 – 2ab cos = 62 + 4,52 264,5cos75o = 

= 36 + 20,25 + 540,2588 = 56,25 – 13,9752 = 42,2748 

a ottuka  5,62748,421  BDd . Potoa,  

22
2 ACd  = a2 + b2 – 2abcos (180o – ) = 62 + 4,52 – 2ab (cos)  

        = 36 + 20,25 + 2·64,5 · 0,2588 = 56,25 + 13,9752 = 70,2252,  

a ottuka .4,82252,702  ACd  

Zna~i, baranite dijagonali na paralelogramot ABCD se: d1  6,5 i d2  8,4.  
 

ZADA^I 
 

1. Presmetaj ja dol`inata b na stranata AC na triagolnikot ABC, ako: a) a = 12, c = 

7 i 
3
  ; b) a = 9,2, c = 15 i  = 120o. 
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2. Doka`i deka – ako za eden triagolnik ABC va`i: 

a) a2 = b2 + c2 – bc, toga{  = 60o;  b) a2 = b2 + c2 + bc, toga{  = 120o. 
3. Presmetaj ja dol`inata na stranata AD na tetiven ~etiriagolnik ABCD, ako 

,3 BCAB  8CD  i BCD=60o.  

4. Doka`i, ako vo eden triagolnik va`i ravenstvoto cos21
a

ba , toga{ tria-

golnikot e ramnokrak. 

5. Od edna ista to~ka, istovremeno, zapo~nuvaat da se dvi`at dve tela ramnomerno 
pravoliniski, ednoto so brzina 9 m/s, a drugoto so brzina 15 m/s. Na kolkavo rastojanie 
}e bidat edno od drugo po 7 sekundi od trgnuvaweto, ako nivnite nasoki na dvi`ewe 
zafa}aat agol od 60o? 

6. Odredi go agolot  na triagolnikot ABC, ~ii strani se: a = 4, b = 7 i c = 9. 

7. Presmetaj go najgolemiot vnatre{en agol na triagolnikot ABC, ako se dadeni 
negovite strani: a) a = 6, b = 8, c = 12; b) a = 20, b = 7, c = 13. 
 

 

II.23. RE[AVAWE NA OSNOVNI ZADA^I  

ZA KOJ BILO TRIAGOLNIK 
 

So primena na kosinusnata teorema mnogu lesno se re{avaat slednive dve osnovni 
zada~i za re{avawe na proizvolen triagolnik: 

Zada~a III. Da se re{i triagolnik po dadeni dve strani i agolot me|u niv. 

Re{enie. Neka se dadeni stranite a, b i agolot  me|u niv. Prvo ja nao|ame tretata 
strana c. Od ravenstvoto  c2 = a2 + b2 – 2ab · cos,  imame  

cos222  abbac . 

Za presmetuvawe na aglite  i , isto, mo`e da se koristi kosinusnata teorema. 

Taka od a2  = b2 + c2 – 2bc  · cosa, nao|ame 
bc

acb
2

222
cos  , a   = 180o – ( + ). 

Me|utoa, za odreduvawe na agolot  mo`e da se koristi i sinusnata teorema, ime-

no od  sinsin
ca  , imame 

c
a  sinsin  .  

Primer 75. Za ABC dadeni se: b = 7, c = 12 i  = 110o. Da gi odredime elementite: 
a,   i . 

Re{enie. Od a2  = b2 + c2 – 2bc  · cos, dobivame 

cos222  bccba = o110cos127214449  = .8,15456,250   

Potoa od b2  = c2 + a2  – 2ca  · cos, odnosno od 

ac
bac

2

222
cos  = 9110,0

18,1524
49456,250144 

 , dobivame  = 24o21’. 

Toga{  = 180o – ( + ) = 180o – (110o + 24o21’) = 180o – 134o21’ = 45o39’.  
Zada~a IV. Da se re{i triagolnikot ABC, koga se dadeni trite negovi strani a, b i c.  
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Re{enie. Aglite  i  mo`e da se presmetaat od ravenstvata:  

a2  = b2 + c2 – 2bc  · cos, b2  = c2 + a2 – 2ca  · cos, 

odnosno od 
bc

acb
2

222
cos  ,  

ac
bac

2

222
cos  . Bidej}i ,   (0,), toga{ od niv gi 

dobivame  i , a tretiot agol  }e bide   = 180o – ( + ).  

Primer 76. Da go re{ime triagolnikot ABC, ~ii strani se: a = 38, b = 52, c = 74. 

Re{enie. Od ravenstvoto 
bc

acb
2

222
cos   dobivame: 8753,0cos

74522
387452 222

 
 , a 

od cos = 0,8753, nao|ame  = 28o55’. 

Analogno od 
ac

bac
2

222
cos  = 7496,0

38742
523874 222


 , dobivame  = 41o27’, a tretiot 

agol   }e bide:  = 180o – (28o55’ + 41o27’) = 180o – 70o22’ = 109o38’.  
 

ZADA^I 
 

1. Re{i go triagolnikot ABC spored dadenite:  

a) b = 8, c = 11 i  = 75o;    b) a = 15, c = 18 i  = 58o30’.  

2. Za triagolnikot ABC dadeno e: a = 105, b = 84 i  = 48o30’. Odredi ja tretata 
strana na triagolnikot ABC. 

3. Re{i go triagolnikot ABC po trite negovi strani: a = 40, b = 55, c = 70. 

4. Odredi gi aglite na triagolnikot, ako se poznati trite negovi strani:  
a = 24,5,  b = 18  i  c = 35,4. 

Re{i go triagolnikot ABC ako se dadeni slednive negovi elementi (5 – 8): 

5. a) a = 4,5, b = 7,  = 72o;  b) a = 14,5, c = 18,  = 54o. 

6. a) c = 0,48, b = 0,72,  = 35o;    b) a = 4,3, c = 3,   = 60o. 

7. a) a = 20, b = 9,5, c = 20,8;        b) a = 3, b = 5,  c = 3,8. 

8. a) a = 12, b = 8, c = 10;              b) a = 12, b = 5,  c = 13. 

9. Vo triagolnikot ABC dadeni se aglite  = 23o35’ i  = 53o08’. Kolku pati 
stranata b e pomala od stranata c? 

10. Vo triagolnikot ABC poznati se aglite  = 60o i  = 75o. Odredi go odnosot na 
stranata a kon stranata c. 

11. Vo triagolnikot ABC dadeni se stranite 3b , 32c  i agolot 
6
  . 

Odredi go agolot   na triagolnikot. 

12. Za triagolnikot ABC dadeno e:  = 30o,  = 45o i 210b . Odredi ja stranata a 
na triagolnikot. 

13. Vo ABC dadeno e:  = 30o, b = 75o i 18a . Odredi ja najgolemata strana na 
triagolnikot. 

14. Za ABC dadeno e:  = 100o,  = 45o i b = 8,2. Odredi ja najmalata strana na 
triagolnikot. 
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II.24. FORMULI ZA PLO[TINA NA TRIAGOLNIK  

(za onie {to sakaat da znaat pove}e) 

Od osnovnoto u~ili{te znae{ deka: plo{tinata na triagolnikot e ednakva na poluproiz-

vodot od koja bilo negova strana i soodvetnata visina, t.e. 
222

cba chbhah
P  . Sega }e izvedeme i 

drugi formuli za odreduvawe na plo{tinata na triagolnikot. 

Teorema 18. Plo{tinata na triagolnikot e ednakva na poluproizvodot od koi bilo dve 
negovi strani i sinusot na agolot me|u niv, t.e. 

 sinsinsin
2
1

2
1

2
1  abacbcP .    (1) 

Dokaz. Da go razgledame triagolnikot ABC, vo koj chCC 1  e visina spu{tena od temeto C 
kon stranata AB (crt. 71). 

 
Za agolot  postojat tri mo`nosti: 

1o. 
2
  . Od pravoagolniot triagolnik ACC1 (crt. 71 a) imame sin

b
hc  od kade hc = b · 

sin. Toga{  P =
2
1 chc= 

2
1 bcsin.  

2o. 
2
  . Toga{ P =

2
1 cb=

2
1 cbsin

2
 , bidej}i sin

2
 =1. Zna~i, va`i P = 

2
1 bcsin. 

3o. 
2
  . Od pravoagolniot triagolnik ACC1 (crt. 71 v) imame:  sin)sin( 

b
hc , od 

kade hc = bsin. Zna~i, i vo toj slu~aj P =
2
1 chc= 

2
1 bcsin. 

Analogno, va`at i formulite P=
2
1 absin i P=

2
1 acsin, i so toa teoremata e doka`ana.  

Od sinusnata teorema imame: 


sin
sin ab  i 


sin
sin ac . Ako ovie izrazi za b i c gi zamenime vo 

formulata (1), ja dobivame slednava nova formula za plo{tina na triagolnik: 




sin2
sinsin2  aP .      (2) 

Analogno, va`at i formulite: 


sin2
sinsin2  bP  i 


sin2

sinsin2  cP . 

Ovie formuli gi koristime, koga se dadeni edna strana i koi bilo dva agla na triagolnikot. 

Primer 77. Vo triagolnikot ABC, dadeni se stranite b = 26,4, c = 18,5 i agolot me|u niv  = 
115o30. Da ja presmetame negovata plo{tina. 

Re{enie: Od formulata (1), dobivame: 

P = 
2
1 bcsin = 

2
1 26,418,5sin115o30’  244,20,9026  220,4.  

Primer 78. Da ja presmetame plo{tinata na triagolnikot ABC, ako se dadeni: strana a = 
7,5 i aglite  = 65o i  = 82o. 
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Re{enie. Tretiot agol e  = 180o – (65o + 82o) = 33o. Od formulata (2) nao|ame: 




sin2
sinsin2  aP = o

oo

65sin2

33sin82sin5,7 2  .74,16
9063,02

5446,09903,025,56  
  

Sega }e se zapoznaeme kako ja odreduvame plo{tinata na triagolnik, koga se dadeni nego-
vite tri strani. 

Teorema 19. Ako a, b i c se dol`ini na stranite na triagolnikot, a s – poluperimetar na 
triagolnikot, toga{ va`i Heronovata formula za plo{tina na triagolnikot: 

))()(( csbsassP  .    (3) 

Dokaz. Od kosinusnata teorema a2 = b2 + c2 – 2bccos, imame 
bc

acb
2

222
cos  , a ottuka 

 2cos1sin  = 2

2222

)2(

)(1
bc

acb  = 22222
2
1 )()2( acbbc
bc

 = 

)](2)[2( 222222
2
1 acbbcacbbc
bc

 ])(][)[( 2222
2
1 cbaacb
bc

  

))()()((
2
1 cbacbaacbcba
bc

 . 

Ako zememe predvid deka: a + b + c = 2s, a + b – c = a + b + c – 2c = 2s – 2c = 2(s – c), a – b + c = 2(s – b), a 
+ b + c = 2(s – a), toga{ nao|ame: 

))()((sin
2
4 csbsass
bc

 . 

Ako sega izrazot za sin go zamenime vo formulata za plo{tina (1), toga{ od nea dobivame: 

sin
2
1  bcP = ))()((2

2
csbsass

bc
bc  = ))()(( csbsass  .  

Primer 79. Da ja presmetame plo{tinata na triagolnik, ~ii strani se: a = 18, b = 22, c = 32. 

Re{enie. Imame: 
2

cbas  = 36
2

322218  , pa e   

))()(( csbsassP  = 772)3236)(2236)(1836(36  . 

Teorema 20. Za plo{tinata na triagolnik va`at formulite: 

R
abcP
4

 ,      (4) 

P = sr,        (5) 

kade R e radiusot na opi{anata kru`nica, a r e radiusot na vpi{anata kru`nica. 

Dokaz. Koristej}i gi formulata (1) i sinusnata teorema, dobivame: 

sin
2
1 bcP  =

a
abc sin
2
 =

sin

1
2 a

abc  =
R

abc
R

abc
42

1
2

 . 

 Neka O e centarot na vpi{anata kru`nica. Toga{  

P = CAOBCOABO PPP   =
222
brarcr  = srsrrcba 

2
2

2
)( .  

 

Z A D A ^ I 

 

1. So zborovi iska`i ja formulata (2).  

2. Presmetaj ja plo{tinata na triagolnikot, spored negovite osnovni elementi:  a = 4,8  b 
= 8 i  = 52o. 
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3. Presmetaj ja plo{tinata na triagolnikot, spored negovite osnovni elementi:  = 25o, b 
= 59o i c = 28. 

4. Presmetaj ja plo{tinata na triagolnik, ~ii strani se: a = 25, b = 30, c = 43. 

5. Presmetaj ja plo{tinata na triagolnik, ako se dadeni aglite  = 48o,  = 75o i radiusot 
na vpi{anata kru`nica r = 5.  

Presmetaj ja plo{tinata na triagolnik, ako se dadeni: 

6. a) a = 9, b = 12 i  = 58o;    b) b = 4,5, c = 8 i  = 120o. 

7. a) a = 9,  = 54o i  = 75o;    b) b = 15,  = 34o30’ i  = 70o. 

8. a) a = 18, b = 14 i  c  = 25;    b) a = 9,5, b = 14,5 i c = 20. 

9. a) R = 12, b = 8 i    = 48o;   b) R = 7,5, c = 6 i  = 62o. 

10. Opredeli ja plo{tinata na paralelogram, spored dadeni dve strani a i b i agolot  
me|u niv. 

11. Doka`i deka plo{tinata na triagolnik so strani a i b i agol me|u niv 120o e ednakva 

na 
4

3ab . 

12. Uprosti ja Heronovata formula za slu~aj na ramnostran triagolnik. 
 

 

II.25. PRIMENA NA TRIGONOMETRIJATA 
 

Trigonometrijata nao|a {iroka primena vo re{avaweto na razni zada~i od 
geometrija, fizika, geodezija i prakti~niot `ivot. Preku konkretni primeri da se 
zapoznaeme so nekoi pova`ni primeni. 

Primena vo geometrijata. Pri odreduvaweto na elementite na geometriskite 
figuri, istite gi razdeluvame na triagolnici, preku ~ie posledovatelno re{avawe gi 
presmetuvame i baranite elementi na soodvetnata figura. 

Primer 80. Da se presmeta plo{tinata na ramnokrak trapez ABCD, {to e zadaden 
so dijagonalata d = 7,5 (cm), malata osnova b = 2,5 (cm) i ostriot agol  = 54o. 

Re{enie. Dijagonalata BD go razdeluva agolot  na dva dela  i , a trapezot na 
dva triagolnika ABD i BCD (crt. 72). Za presmetuvawe na plo{tinata potrebno e 
prethodno da gi odredime dolnata osnova a i krakot c na trapezot. 

Od triagolnikot BCD, soglasno sinusnata teorema 
)sin(sin   db , imame: 

d
b )sin(sin   = 2697,0

5,7
809,05,2  . 

Ottuka =15o39’. Potoa dobivame: 

 = =54o15o39’ = 38o21’,   = 180o ( +)=180o92o21’=87o39’. 

Sega od triagolnikot ABD, pak, od sinusnata teorema 
dobivame: 

 sinsin
da   i   sinsin

dc  . 

Od niv nao|ame: 
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a = )(3,9
8090,0

9992,05,7
sin
sin cmd  

 ,   c = )(8,5

8090,0
6203,05,7

sin
sin cmd  

 . 

Plo{tinata na trapezot e ednakva na zbirot na plo{tinite na triagolnicite 
ABD i BCD, odnosno 

P = PABD + PBCD = sin
2
1 ac + )sin(

2
1  bc = sin)(

2
1 cba    

 = ).(8,358090,05,7)5,23,9( 2
2
1 cm   

Primer 81. Vo kru`nicata k dadeni se dve tetivi AB = 8(cm) i AC =5 (cm), koi 
me|usebe zafa}aat agol 60o. Da go presmetame radiusot na kru`nicata. 

Re{enie. So primena na kosinusnata teorema ja odreduvame dol`inata na 
tetivata BC – treta strana na triagolnikot ABC, {to e vpi{an vo 
kru`nicata k (crt. 73). 

2
BC = 82+52  285cos602 = 64+25 80

2
1 = 49,  odnsono  BC =7 (cm). 

Triagolnikot ABC ima plo{tina: P =
2
1 85sin60o = 20

2
3 = 310 . 

Na krajot od formulata 
R

abcP
4

 , odnosno 
P

abcR
4

  dobivame: 

).(04,4
3

37
3104

758 cmR 


  

Zna~i, kru`nicata ima radius R  4 (cm).  

Primer 82. Deltoid so strani a = 3 i b = 5, i agol me|u niv 120o, rotira okolu 
svojata oska. Da go presmetame volumenot na rotacionoto telo. 

Re{enie. Rotacionoto telo e sostaveno od dva slepeni konusa so zaedni~ki radius 
OAr   i visini H1 = OB  i H2 = OD  (crt. 74). Spored toa: 

V = 1
2

3
1 Hr + 2

2
3
1 Hr = )( 21

2
3
1 HHr  . 

Zna~i, za odreduvawe na volumenot na dobienoto rotaciono telo, potrebno e da gi 
odredime dijagonalite AC  i 21 HHBD  . Od konusnata teorema za triagolnikot BCD, 
dobivame: 

2
BD  = 52 + 32 – 2  5  3cos120o = 24 + 9 + 30

2
1  = 49, t.e. BD =7. 

Plo{tinata na triagolnikot BCD mo`e da se odredi na dva 

na~ina OCBDP 
2
1  i oP 120sin35

2
1  =

4
315

2
3

2
15  . 

Ottuka 
4

315
2
1  OCBD , odnosno 

4
315

2
1 7  r , od kade 

14
315r .  

Na krajot za volumenot dobivame: 

)( 21
2

3
1 HHrV   = 235,257)( 2

14
315

3
1  .  

Primena vo fizikata. Trigonometrijata ima golema primena vo 
razni delovi od fizikata. 
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Primer 83. Metalna topka so te`ina P , postavena e na strmna ramnina AB, ~ij 

naklon e . So kakva sila F  (vo pravec na ramninata) mo`e da se zadr`i topkata na 
ramninata?  

Re{enie. Te`inata na topkata P  ja razlo`uvame na dve 

komponenti 1F  i 2F , od koi 1F  da ima pravec paralelen so 

strmnata ramnina, a 2F  pravec normalen na ramninata (crt. 75). 
Za da se zadr`i topkata na ramninata treba da se dejstvuva so sila 

F , koja }e ima ista golemina so silata 1F , no sprotivna nasoka od 
nejzinata. Od crte`ot 75 gledame OPF1 = BAC =  (kako agli so 
zaemno normalni kraci). 

Od pravoagolniot triagolnik OPF1 imame: 

sin
||
|| 1 

P
F , zna~i: || F = || 1F = sin|| P .  

Primer 84. Da ja odredime goleminata (intenzitetot) na 

rezultantata  F  na dve sili 1F  i 2F , ~ii nasoki gradat agol . 

Re{enie. Za da se odredi goleminata na rezultantata F , 
dovolno e da se presmeta dol`inata na stranata OC na 
triagolnikot OBC (crt. 76). Od kosinusnata teorema imame: 

)cos(2
222   BCOBBCOBOC , 

odnosno  
2

F =
2

1F +
2

2F +2 1F  2F cos.  

Primer 85. Vrteweto na kolenoto OA vo nakrsnata glava se prenesuva preku mo-
torniot lost lAB   na klipot B, koj se lizga (dvi`i) po pravata B1B2 (crt. 77). Da gi 
odredime:  

a) agolot , {to lostot AB go zafa}a so negovata horizontalna polo`ba, ako 
kolenoto rOA   se svrtelo za agol ,  

b) rastojanieto OB  pri toa svrtuvawe i  

v) oddale~enosta na klipot B od negovata mrtva 
to~ka B1. 

Re{enie. Od triagolnikot AOB imame: a) 

 sinsin
lr  , od kade  sinsin 

l
r . Vo mnogu mehanizmi e 

5
1

l
r . Toga{  sinsin

5
1  . 

b)   coscos'' lrBAOAOB  . 

v) )coscos(1111  lrlrOBBAOABB   = r (1 – cos) + l(1 – cos).  

Primena vo prakti~niot `ivot. So primena na trigonometrijata se re{avaat i 
mnogu zada~i od praktikata. 

Primer 86. Treba da se odredi rastojanieto od dostapnata to~ka A do nedostapnata 
to~ka B, no koja e vidliva od A, a i dvete to~ki le`at vo ista horizontalna ramnina (crt. 78). 
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Re{enie. Vo blizina na to~kata A izbirame dostapna 
to~ka C, od koja e vidliva to~kata B. Rastojanieto bAC   i ag-
lite   i  gi merime neposredno na terenot (crt. 78). 

Baranoto rastojanie cAB   go nao|ame, spored sinusnata 

teorema od triagolnikot ABC:  sinsin
bc   od kade  

)](sin[
sin



 bc =

)sin(
sin





b .  

Primer 87. Treba da se odredi rastojanieto me|u dve nedostapni to~ki A i B od 
punktovite C  i D, no, da se vidlivi od niv. Rasporedot na to~kite e daden na crte`ot 79. 

Re{enie. Na terenot, neposredno, go merime rastojanie-
to aCD   me|u dostapnite to~ki C i D, a gi merime i aglite: 
ACB = , ACD = , BDA =  i BDC =  (crt. 79). Od 
triagolnikot ACD go odreduvame rastojanieto AC , a od tria-

golnikot BCD go odreduvame rastojanieto BC , na na~in kako vo 
prethodniot primer: 

)sin(
)sin(



 aAC ,   

)sin(
sin





 aBC . 

Sega za triagolnikot ABC znaeme dve strani AC  i BC , i agolot 
me|u niv  (crt. 79). Vrz osnova na kosinusnata teorema ja presmetuvame tretata strana 

AB  – baranoto rastojanie me|u to~kite A i B:   cos2
22

 BCACBCACAB .   

Primer 88. Treba da se odredi visinata na fabri~-
ki oxak, ~ija osnova e nedostapna, a se nao|a na horizon-
talna ramnina. 

Re{enie. Vo horizontalna ramnina izbirame dve 
to~ki A i B, koi so vrvot na oxakot le`at vo edna verti-
kalna ramnina i od niv se gleda vrvot S (crt. 80). Go meri-
me rastojanieto AB , a isto i aglite  i  na triagolnikot 
SA1B1. Vrz osnova na sinusnata teorema od SA1B1, imame: 

)sin(:sin:1   aSA , od kade  
)sin(

sin
1 


 aSA . 

Ako h e visinata na merniot instrument za aglite – 
teodelitot, toga{ baranata visina na oxakot, }e bide: OS  = 1OO + SO1  = h + SA1 sin  = 

.
)sin(

sinsin




 ah  

 

ZADA^I 
 

1. Vo pravoagolnik ABCD dadena e dijagonalata d i agolot  me|u dijagonalite. 
Odredi gi plo{tinata i perimetarot na pravoagolnikot.  
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2. Agolot me|u bo~niot rab na pravilna ~etiriagolna piramida i ramninata na 
osnovata iznesuva 72o. Presmetaj ja plo{tinata i volumenot na piramidata, ako nejzinata 
visina e 12.  

3. Na edna `i~arnica so dol`ina 1500 m i visinska razlika 75 m se dvi`at 
vagonetki so te`ina 1800 N. Kolkava sila e potrebna za dvi`ewe – iska~uvawe na edna 
vagonetka, ako se zanemari trieweto? 

4. Edna lotka ja vle~at so dve ja`iwa, koi zafa}aat agol 50o so sili 15 N i 18 N. 
Odredi ja nivnata rezultanta. 

5. Odredi go rastojanieto me|u to~kite A i B na zemjinata povr{ina, ako me|u niv 
ima nekoj rid. 

6. Odredi ja visinata na edno drvo, {to se nao|a na horizontalna ramnina i 
podno`jeto mu e dostapno. 

7. Vo ~etiriagolnikot ABCD, dva od sprotivnite agla se pravi, a dijagonalata d = 
8, {to gi svrzuva drugite dva agla, go razdeluva edniot od niv na delovi 1 = 15o i 2 = 35o. 
Da se odredi drugata dijagonala i plo{tinata na ~etiriagolnikot. 

8*. Paralelogramot ABCD so perimetar 2s ima visini h1 i h2. Odredi gi negovite 
agli. 

9. Doka`i deka plo{tinata na ~etiriagolnikot e ednakva na poluproizvodot od 
dijagonalite i sinusot na agolot me|u niv. 

10*. Trapez so osnovi a i b i agli  i , {to le`at na golemata osnova, se vrti 
okolu golemata osnova. Odredi go volumenot na dobienoto rotaciono telo. 

11. Osnovata na edna triagolna piramida e pravoagolen triagolnik so ostar agol 
 = 40o. Sekoj od bo~nite rabovi na piramidata s = 7 (cm) so osnovata gradi agol  = 50o. 
Presmetaj go volumenot na piramidata. 

12*. Vo topka so radius R, vpi{ana e pravilna triagolna piramida, kaj koja agolot 
me|u dva bo~ni raba e . Odredi go bo~niot rab na piramidata. 

13. Vagon so te`ina 9,8107 N postaven e na `elezni~ka linija, koja ima naklon 3o. 
So kakva sila mo`e da se zadr`i vagonot vo miruvawe? 

14. Kakov agol na strmnina ima `elezni~ka linija, ~ij naklon e 2,5%?  

15. Dve sili F1 = 12 N  i F2 = 18 N dejstvuvaat na to~ka A pod agol me|u sebe  = 
24o30’. Odredi ja goleminata na nivnata rezultanta. 

16. Na edna strana od rekata obele`ani se dve to~ki A 
i B, ~ie rastojanie e AB = a = 120 m. Presmetaj go rastoja-
nieto me|u to~kite C i D, koi se nao|aat na sprotivnata 
strana na rekata, ako BAC =  = 82o30’, BAD =  = 38o20’, 
ABD =  = 34o40’ i ABC =  = 40o30’. 

17. Na rid so visina h se nao|a televiziska antena 
(crt. 81). Od to~kata M vo podno`jeto na ridot, osnovata na 
antenata A se gleda pod agol , a nejziniot vrv B – pod agol 
. Odredi ja visinata na antenata. 
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ZADA^I ZA POVTORUVAWE I UTVRDUVAWE 
 

1. Dve svrzani zap~esti trkala imaat soodvetno 40 i 96 zapci. Vrteweto na maloto 
trkalo se prenesuva na golemoto. Za koj agol treba da se zavrti maloto trkalo, za da 
napravi golemoto edno polno zavrtuvawe? 

2. Vo koj kvadrant proizvodot sin · cos  }e bide negativen? 

3. Odredi gi najgolemata i najmalata vrednost na funkcijata: a) 1 + sin; b) 1 – 
cos; v) cos – 3. 

4*. Uprosti go izrazot: a) sin2 + cos2 + ctg2 ; b) 2sin1  i odredi ja negovata 
definiciona oblast. 

5. Dadeno e tg = n, kade   <  < 
2

3 . Odredi gi sin  i cos . 

6. Uprosti go izrazot: (a sin + b·cos)2 + (a cos – b·sin)2. 

Doka`i gi identitetite (zad. 8-10): 

7. sin2 + sin2 – sin2 · sin2 + cos2  · cos2 = 1. 

8*. 



22 cossinsin1

coscossin2

 = ctg .    9. 


sin1
sin1


 + 


sin1
sin1


 = 2tg  . 

10. Presmetaj ja vrednosta na izrazot, bez upotreba na digitron: 
a) cos225o + cos235o + cos245o + cos255o + cos265o; 
b) tg42o · tg43o · tg44o · tg45o · tg46o · tg47o · tg48o . 

11. Dadeno e sin + tg = m, tg – sin = n. Doka`i deka cos =
nm
nm


 . 

12. Doka`i: ako cos =
5
3 , cos =

5
4 , toga{ va`i  +  = 90o. 

13. Uprosti go izrazot: a) 
)cos()cos(
)sin()sin(




 ;    b) 

)
3

sin()
3

sin(

)
6

cos()
6

cos(








.  

14*. Poka`i deka va`at ravenstvata: 

a) 


cossin1
cossin1


 = tg

2
 ,        b) tg )(

24
  = 


sin1
sin1


 . 

15. Ako sin = c i ),(
2
  , izrazi gi preku c izrazite: a) )sin(

24
  ; b) )cos(

24
  .  

16. Presmetaj: a) sin55o·cos10o – cos55o·sin10o; b) cos42o·cos12o + sin42o·sin12o. 

Nacrtaj gi graficite na funkciite (zad. 17-20): 

17. a) y = 2sin(2x + 
2
 ); b) y = sin(3x  ).  

18. a) y = cos(2x + 
2
 ); b) y = 1+ cos(x 

2
 ).   

           19. a) y = tg x; b) y = tg x.    20. a) y = ctg(
3
 x); b) y = ctg(x+1). 

21. Uprosti go izrazot: 


sin1
sincos


 .  

 Re{i gi ravenkite (zad. 22-29): 
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22. a) sin(
6
 +x) + sin(

6
 x) = 

2
1 ,    b) tg xcos 3x = 0.  

           23. a) cos x – sin x = cos 2x,     b) (cos x + sin x)2 = cos2x. 

           24. a) tg x + tg(
4
 x) = 1,     b) 1cos x = tg x – sin x. 

           25. a) cos(x +
4
 )cos(x 

4
 ) =

2
1 ,    b) sin 2x + sin x = 0. 

           26*. a) sin4x + cos4x = sin 2x,      b) 3sin 2x = 2cos x. 

           27. a) sin(x + 70o) – cos(x – 70o) = 0,     b) cos 3x + cos x = 0. 

           28. a) sin2 )(
24
x = 1 – sin x,     b) cos2

2
x = sin xtg

2
x . 

           29*. a) sin4x  cos4x = 
2
1 ,      b) sin 3x = sin 2x – sin x.   

30*. Odredi gi aglite na pravoagolen triagolnik, za koj va`i c2 = 4ab. 

31. Stranata na pravilen petagolnik e dolga a = 9 cm. Odredi go radiusot R na 
opi{anata kru`nica okolu nego. 

32. Odredi gi dijagonalite na rombot ABCD, ako se dadeni stranata a i agolot . 

33. Vo vnatre{nosta na pravoagolen triagolnik ABC (so prav agol vo temeto C) 
zemena e to~ka T, taka {to CAT = ABT = BCT = . Doka`i deka tg  = sin · cos. 

34*. Bisektrisata na vnatre{en agol na triagolnikot ja deli sprotivnata strana 
na delovi, {to se proporcionalni na drugite dve strani na triagolnikot. Doka`i. 

35. Triagolnikot ABC ima strani a = 23 , b = 22  i c = 3+ 3 . Odredi go agolot  
na triagolnikot. 

36. Presmetaj go radiusot R na opi{anata kru`nica i plo{tinata na 
triagolnikot, spored dadenite strani: a = 12, b = 15 i c = 19. 

37. Presmetaj gi radiusite na vpi{anata i opi{anata kru`nica na triagolnik, 
ako se dadeni negovite strani: a = 8, b = 12, c = 15. 

38. Presmetaj ja plo{tinata na romb, ako se dadeni: negovata strana a = 8,5 i 
ostriot agol  = 28o30’. 

39. Od nabquduva~ka kula visoka 50 m, koja se nao|a na morskiot breg, vo ista 
vertikalna ramnina se gledaat dva broda pod agli na depresija  = 22o30’ i  = 4o. Kolkavo 
e rastojanieto me|u tie brodovi? 

40. Odredi gi stranite na eden paralelogram, ako se poznati dvete negovi visini 
ha i hb i ostriot agol . 

41. Dva voza trgnuvaat istovremeno od ista `elezni~ka stanica po dva koloseka, 
koi{to obrazuvaat agol od 53o i se dvi`at so brzina od 35 km na ~as. Po kolku minuti od 
trgnuvaweto, tie }e bidat na rastojanie 10 km eden od drug? 
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ZADA^I ZA SAMOKONTROLA 
             

1. Zap~esto trkalo ima 72 zapca. Izrazi go vo stepeni agolot, {to }e go obrazuva 
trkaloto, ako toa se zavrti za a) 1 zabec, b) 20 zapci, v) 30 zapci. 

            2. Vo koi kvadranti dropkata: a) 


tg
sin ;    b) 


cos
ctg  e negativna? 

            3. Doka`i go identitetot: sin4 + cos2 + sin2 cos2 = 1. 

            4. Doka`i: ako tg =
2
1 , tg =

3
1  i ),0(,

2
  , toga{ 

4
  . 

            5. Nacrtaj go grafikot na funkcijata y = 2sin(2x + 
2
 )+1. 

            6. Re{i gi ravenkite: a) cos x – cos 3x = sin 2x,   b) tg 2x = 3tg x.    

            7. Za koi vrednosti na parametarot , ravenkata  2sin x + cos x = , ima re{enie?  
            8. Presmetaj go radiusot na opi{anata kru`nica okolu triagolnikot ABC, ako se 
dadeni edna negova strana b = 4,8 i agolot sproti nea  = 45o. 
            9. Spored aglite, odredi od kakov vid e triagolnikot ABC, ako: 

a) a = 14, b = 16, c = 24; b) a = 4, b = 5, c = 6;  v) a = 6,5, b = 7, c = 7,5. 

           10. Presmetaj ja plo{tinata na paralelogramot ABCD, ako se dadeni: dijagonalite 
d1 = 14,2, d2 = 21,5 i agolot me|u niv  = 52o30’. 
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GLAVA III 
 
ELEMENTI OD KOMBINATORIKA 
I VEROJATNOST  
 

SODR@INA NA TEMATA 
 
1. Matemati~ka indukcija  
2. Varijacii  
3. Permutacii i kombinacii  

bez povtoruvawe  
4. Permutacii i kombinacii  

so povtoruvawe  
5. Binomna formula  
6. Eksperiment i nastan. Statisti~ka  

verojatnost  
7. Elementarni nastani. Operacii  

so nastani  
8. Klasi~na definicija na verojatnost  
9. Osnovni svojstva na verojatnosta  
10. Geometriska verojatnost  
 
 

 
 
 
 

POTREBNI PREDZNAEWA 
 
Za uspe{no sovladuvawe na sodr`inite koi  
}e gi usvojuva{ vo ovaa tema, potrebno e da 
se potseti{ na:  
 
- formulite za skrateno mno`ewe,  
- stepenite i operaciite so stepenite,  
- poimot mno`estvo i operaciite  

so mno`estvata.  
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 

NOVI ZNAEWA I UMEEWA 
 
Uspe{noto sovladuvawe na sodr`inite koi se  
razraboteni vo ovaa tema ima za cel:  
  
- da go usvoi{ principot na matemati~ka  

indukcija,  
- da se osposobi{ da go primenuva{ principot   

na matemati~ka indukcija pri doka`uvawe na  
elementarni ravenstva i neravenstva,  
re{avawe zada~i so delivost,  

- da gi usvoi{ poimite permutacija, varijacija  
i kombinacija bez povtoruvawe,  

- da gi usvoi{ poimite permutacija, varijacija   
i kombinacija so povtoruvawe,  

- da gi usvoi{ formulite za presmetuvawe  
na brojot na permutaciite, varijaciite  
i kombinaciite bez povtoruvawe,  

- da gi usvoi{ formulite za presmetuvawe  
na brojot na permutaciite, varijaciite  
i kombinaciite so povtoruvawe,  

- da ja usvoi{ binomnata formula,  
- da se osposobi{ da ja primenuva{ binomnata  

formula pri re{avawe na elementarni zada~i,  
- da gi usvoi{ poimite determiniran  

i nedeterminiran eksperiment,  
- da go usvoi{ poimot statisti~ka  

definicija na verojatnost,  
- koristej}i ja statisti~kata definicija  

na verojatnost da gi izveduva{ osnovnite  
svojstva na verojatnosta,  

- da gi usvoi{ poimite elementaren nastan,  
siguren nastan i nevozmo`en nastan,  

- da ja usvoi{ klasi~nata definicija  
na verojatnost, i  

- da se osposobi{ da ja primenuva{ klasi~nata  
defincija na verojatnost pri re{avawe  
na ednostavni zada~i.  
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Vo prva godina se zapozna so primenata na logi~kite zakoni pri doka`uvawe na 
teoremite. Ovde }e go razgledame principot na matemati~ka indukcija, koj e eden od os-
novnite matemati~ki principi i koj ima {iroka primena pri doka`uvawe na matema-
ti~kite tvrdewa koi se povrzani so mno`estvoto prirodni broevi.  

 

^esto pati, vo praktikata, za dadeno mno`estvo A  treba da go opredelime brojot na 

nekoi podmno`estva na mno`estvoto NkAk , . Vakvite i sli~ni na niv zada~i se predmet 
na prou~uvawe na kombinatorikata so ~ii osnovi }e se zapoznaeme vo ovoj del.  

 

Pri krajot na XIX vek i po~etokot na XX vek, razvojot na prirodnite nauki, posebno na 
biologijata i fizikata, ovozmo`il da se osoznae deka deka pri nabquduvawe na prirodnite 
pojavi i procesi se javuvaat sli~ni zada~i na onie koi gi sre}avame kaj igrite na sre}a. Ova 
soznanie, kako i prethodnite sogleduvawa za ekonomskite pojavi i procesi dovelo do zabrzan 
razvoj na Teorijata na verojatnosta, so ~ii osnovi }e se zapoznaeme na krajot od ovoj del.  

 
 
III.1. MATEMATI^KA INDUKCIJA  
 
Vo prva godina se zapozna so mno`estvoto prirodni broevi ,...},...,4,3,2,1{ nN , 

operaciite sobirawe, odzemawe, mno`ewe i delewe vo N  i podreduvaweto na elementite 
na N . Me|utoa, voveduvaweto na prirodnite broevi go usvoi intuitivno, t.e. ne gi raz-
gleduva{e Peanovite aksiomi so koi mno`estvoto prirodni broevi N  se definira kako 
{to sleduva: mno`estvoto N  e neprazno i va`i:  

 

1. N1 . 

2. Za sekoj priroden broj k , postoi edinstven priroden broj k , koj go nareku-
vame sledbenik na k .  

3. Ako   nk , toga{ nk  .  

4.  k1 , za sekoj Nk .  

5. Ako SS  1,N  i od Sk  sleduva deka Sk  , toga{ NS .  
 

Na zna~eweto na Peanovite aksiomi nema posebno da se zadr`uvame, me|utoa da zabele-
`ime deka so prvata i ~etvrtata aksioma se obezbeduva brojot 1  da pripa|a na mno`est-
voto prirodni broevi i toj vsu{nost da e "prviot" priroden broj. Ponatamu, so vtorata 

aksioma se zadavaat broevite 12 ,  23  itn., a nivnata edinstvenost ja ovozmo`uvaat 
tretata i ~etvrtata aksioma. Za na{ite razgleduvawa, od posebno zna~ewe e pettata 
aksioma, koja u{te e poznata kako aksioma za indukcija i koja vsu{nost obezbeduva 
edinstvenost na mno`estvoto prirodni broevi. Vsu{nost, edinstvenosta na mno`estvoto 
prirodni broevi le`i vo osnovata na principot na matemati~ka indukcija (PMI), koj 
e eden od osnovnite metodi za doka`uvawe na matemati~ki tvrdewa i koj glasi:  

 

Ako treba da ja doka`eme to~nosta na nekoe matemati~ko tvrdewe T , koe zavisi 
od prirodniot broj n , i ako za T  znaeme deka:  

 

i) T  e to~no za prirodniot broj 1;  
ii) od pretpostavkata deka T e to~no za nekoj priroden broj 1k , sleduva deka T  

e to~no i za 1k ;  
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toga{ ova tvrdewe T  e to~no za sekoj priroden broj n .  
 

Dokaz (za onie {to sakaat da znaat pove}e). Neposredno sleduva od pettata Peanova 
aksioma za indukcija Navistina, ako so S  go ozna~ime mno`estvoto prirodni broevi za koi e 
to~no tvrdeweto T , toga{ od i) sleduva deka S1 . No, od ii) dobivame deka od Sk  sleduva 

Sk 1 , {to spored aksiomata za indukcija sleduva deka NS  t.e. tvrdeweto T  e to~no za sekoj 
priroden broj n .  

 

PMI simboli~ki mo`e da se iska`e so formulata  
 

)]()[()]1()()[()1( nTnkTkTkT NN   sekojza  sekoj za . 
 

Da razgledame eden primer.  
 

Primer 1. Doka`i deka zbirot na prvite n  prirodni broevi e ednakov na  

2
)1( nn . 

Re{enie. Da ozna~ime nSSS n  ...21,...;21;1 21  t.e. nS  e zbirot na prvite 
n  prirodni broevi. Treba da doka`eme deka  

2
)1(  nn

nS .      (1) 

Prv ~ekor. Da proverime deka ovaa formula e to~na za brojot 1. Navistina 11 S , a 

od (1) dobivame deka 1
2

)11(1
1  S .  

Vtor ~ekor. Da pretpostavime deka za nekoj priroden broj 1k  formulata (1) e 

to~na, t.e. za zbirot na prvite k  prirodni broevi znaeme deka 
2

)1(  kk
kS .  

]e doka`eme deka formulata (1) va`i i za sledniot priroden broj 1k , t.e. deka 

2
)2)(1(

2
]1)1)[(1(

1


  kkkk
kS . Imame:  

 

)1()1()...21(1  kSkkS k

S

k

k

 . 

Sega od pretpostavkata vo vtoriot ~ekor sleduva  
 

2
)2)(1(

2
2

22
)1(

1 )1(]1)[1()1()1( 
  kkkkkk

kk kkkkSS . 
 

Spored toa, vo prviot ~ekor doka`avme deka uslovot i) od PMI e ispolnet, a vo 
vtoriot ~ekor deka uslovot ii) od PMI e isto taka ispolnet. Sledstveno, soglasno so 
PMI formulata (1) va`i za sekoj priroden broj 1n .   

 

Zabele{ka 1. ^esto pati proverkata vo prviot ~ekor se narekuva baza na induk-
cijata (BI), a pretpostavkata vo vtoriot ~ekor  induktivna pretpostavka (IP).  

 

Zabele{ka 2 (za onie {to sakaat da znaat pove}e). Za da bideme sigurni deka pri primena-
ta na PMI dobivame to~ni rezultati, morame posledovatelno da gi realizirame dvata ~ekora vo 
dokazot. Imeno, BI i IP se podednakvo va`ni etapi pri primenata na PMI. Ako ne pojdeme od 
BI, toga{ mo`eme da dobieme pogre{en rezultat, kako {to mo`e da se vidi od sledniot “primer”.  

 

Da se doka`e deka sekoj priroden broj e ednakov na svojot sledbenik, t.e.  
1 nn       (*) 

za sekoj priroden broj n .  
 

 “Dokaz”. Da pretpostavime deka ravenstvoto (*) e to~no za nekoj priroden broj k , t.e. 
1 kk . Ako vo poslednoto ravenstvo, na dvete strani dodademe po 1 dobivame ,21  kk  {to 



 130

zna~i deka ravenstvoto (*) e to~no i za prirodniot broj 1k , taka {to od PMI treba da sleduva 
deka ravenstvoto (*) e to~no za sekoj priroden broj kn  .  

Znaeme deka prethodnoto tvrdewe ne e to~no. Kade e gre{kata? Dali PMI ne e dobar? Prob-
lemot e vo toa {to nie se obidovme da rasprostranime edno tvrdewe na site prirodni broevi, bez da 
doka`eme deka toa e to~no za eden priroden broj. Imeno, preskoknuvaweto na BI e pri~inata za "do-
kazot" na edno apsurdno tvrdewe, a na prv pogled ni izgleda deka ovoj dokaz e korekten.  

 

Primer 2. Doka`i, deka za sekoj priroden broj n , brojot 4532 2   nA nn
n  se 

deli so 25.  
Re{enie. Prv ~ekor. BI: ]e proverime dali brojot 1A  se deli so 25. Imame 

25453241532 13121
1  A  {to zna~i deka 1|25 A .  

 

Vtor ~ekor. IP: Da pretpostavime deka za nekoj priroden broj k  va`i 

4532|25 2   kA kk
k .  

]e doka`eme deka 4)1(532|25 12)1(
1  
 kA kk

k . Od svojstvata na stepenite 
dobivame  

).164(5)132(54532

45533224)1(532

22

213
1









k
k

kkkk

kkkk
k

Ak

kkA
 

 

Za sekoj priroden broj k  brojot k64   zavr{uva na cifrata 4, pa zatoa za sekoj 

priroden broj k  brojot 164  k  zavr{uva na cifrata 5, pa toj e deliv so 5. Spored toa, za 

sekoj priroden broj k  va`i )]16(5[|25 k  i bidej}i spored IP va`i kA|25  dobivame deka  
 

1)]16(5[|25  k
k

k AA .  
 

Spored toa, vo prviot ~ekor doka`avme deka uslovot i) od PMI e ispolnet, a vo 
vtoriot ~ekor deka uslovot ii) od PMI e isto taka ispolnet. Sledstveno, soglasno so 
PMI tvrdeweto va`i za sekoj priroden broj 1n .   

 

Zabele{ka 3 (za onie {to sakaat da znaat pove}e). So pomo{ na aksiomata za indukcija 
mo`e da se doka`e i vtoriot princip na matemati~ka indukcija, koj glasi:  

 

Ako treba da ja doka`eme to~nosta na nekoe matemati~ko tvrdewe T , koe zavisi od pri-
rodniot broj n , i ako za T  znaeme deka:  

 

iii) T  e to~no za nekoj konkreten priroden broj m ;  
iv) od pretpostavkata deka T  e to~no za nekoj priroden broj mk  , sleduva deka T  e to~no 

i za 1k ;  
toga{ ova tvrdewe e to~no za sekoj priroden broj mn  .   

 

Primer 3. Za sekoj priroden broj m  ozna~uvame mm  ...21!  i po definicija stavame 

1!0  . Doka`i deka 22 )!(2)!2( nn n , za 1n .  

Re{enie. ^ekor 1. BI: Za 2n  imame 222 )!2(26424!4)!22(  , t.e. neravenstvoto va`i.  

^ekor 2. IP: Neka pretpostavime deka za nekoj priroden broj 2k  va`i 22 )!(2)!2( kk k . 

Od IP za 1k  imame  

)1(2)12()!(2)22)(12()!2()]!1(2[ 22  kkkkkkk k   21212 ])!1[(2)1(2!)1(!2   kkkkk kk , 
t.e. neravenstvoto va`i i za 1k , {to zna~i va`i za sekoj 1n .  
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Zabele{ka 4 (za onie {to sakaat da znaat pove}e). Pri doka`uvaweto na nekoi tvrdewa se 
koristi i takanare~enata indukcija so dvojna osnova, koja simboli~ki e iska`ana so formulata  

)]()[,()]2()1()()[,()]1()([ nTmnnkTkTkTmkkmTmT    sekoj za  sekoj za .  
 

Primer 4. Broevite ,...3,2,1,0, nan  se zadadeni so formulite 
2
5

10 ,2  aa  i  

212
5

  nnn aaa , za 1n .     (2) 

Doka`i deka za sekoj ,...3,2,1,0n va`i  
nn

na  22 .                (3) 

Re{enie. ^ekor 1. BI: Za 0n  i 1n  imame  
00

0 22112 a  i 11
2
1

2
5

1 222 a  

{to zna~i deka formulata (3) va`i za 0n  i 1n .  
^ekor 2. IP: Neka pretpostavime deka formulata (3) va`i za kn   i 1 kn , t.e. deka 

va`i kk
ka  22  i )1(1

1 22 
  kk

ka . Ako ja iskoristime relacijata (2) i induktivnata pret-

postavka, toga{ za 2 kn  dobovame 

,22

2222222222224224

222525)22()22(

)2(2

)2(222)2(222

2)1(1
2
5

12
5

22122
5

2














kk

kkkkkkkkkkkk

kkkkkkkk
kkkkk aaaaa

 

t.e. formulata (3) va`i za 2 kn , pa od zabele{ka 4 sleduva deka formulata (3) va`i za sekoj 
,...3,2,1,0n .  

 
 
ZADA^I  
 
1. Doka`i, deka za sekoj Nn  se to~ni ravenstvata:  

a) 2)12()32(...31 nnn  ,  b) 
6

)12)(1(222 ...21  nnnn ,  

v) 2
2

)1(333 ][...21  nnn ,   g) 
3

)1( 2

)1(...3221  nnnn ,  

d) 
12)12()12(

1
53

1
31

1 ...



n
n

nn
,  |) 

22
2

)1(
1

9
1

4
1 )1(...)1)(1( 2 





n
n

n
.  

2. Doka`i deka za sekoj Nn  va`i:  

a) brojot )132( 2  nnn  se deli so brojot 6 ,  

b) brojot 1122 336   nnn  se deli so brojot 11 ,  

v) brojot 121 1211   nn  se deli so brojot 133 ,  

g) brojot 1323 325   nn  se deli so brojot 19 .  

3. Doka`i deka 12
cos22...222  n

n


  

koreni  

, za sekoj Nn .  

4. Doka`i deka 1...
13

1
2

1
1

1   nnn
, za sekoj Nn .  

5. Doka`i deka za sekoj 1n  se ispolneti neravenstvata:  

a) 
13

1
2

12
6
5

4
3

2
1 ...


 

nn
n ,   b) nn

n 
12

1
3
1

2
1

2
...1 .  
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6. Doka`i deka za sekoj priroden broj 3n  va`i nn 2! .  
7. Broevite ,...3,2,1, nan  se zadadeni so 1,1 21  aa  i 21   nnn aaa , za 2n . 

Doka`i deka  ])()[(
2

51
2

51
5

1 nn
na   , za sekoj ,...3,2,1n . 

 
 

III.2. VARIJACII  
 

Na eden teniski turnir u~estvuvaat ~etiri teniseri CBA ,,  i D , a se dodeluva 
samo prva i vtora nagrada. Prirodno e da se zapra{ame: na kolku razli~ni na~ini mo`at 
da se podelat nagradite? Odgovorot na postavenoto pra{awe mo`eme da go pobarame ako 
gi ispi{eme site mo`nosti i potoa gi izbroime. Pritoa dobivame:  
 

prva nagrada A  A  A B B B C C C D  D  D
vtora nagrada B  C  D A C D A B D A  B  C

 

Jasno, osven ispi{anite 12  mo`nosti dadeni vo gornata tabela, drugi ne postojat. Ime-
no, ako teniserot A  ja osvoi prvata nagrada, toga{ vtorata nagrada mo`e da ja osvoi eden 
od teniserite CB,  ili D , a ist e slu~ajot koga prvata nagrada ja osvojuva eden od tenise-
rite CB,  ili D . Spored toa, prvata i vtorata nagrada mo`at da se podelat na 12  na~ini.  
 

Da ozna~ime },,,{ DCBAM   i da gi zapi{eme podatocite od tabelata kako podre-
deni parovi, pri {to prvata komponenta vo podredeniot par }e ni ozna~uva osvojuvawe 
na prvata nagrada, a vtorata komponenta osvojuvawe na vtorata nagrada. Pritoa go dobi-
vame mno`estvoto  
 

},|),{()},(),,(),,(),,(),,(),,(),,(),,(),,(),,(),,(),,{( yxMyxyxCDBDADDCBCACDBCBABDACABAN  i , 
 

{to zna~i deka za da odgovorime na postavenoto pra{awe, treba da najdeme kolku elemen-

ti ima mno`estvoto N  koe e podmno`estvoto 2M  i za koi va`i Nyx ),(  ako i samo ako 
yx  . O~igledno, za x  imame 4  mo`nosti i za sekoja od ovie mo`nosti za y  imame 3  

mo`nosti, pa bez da go ispi{uvame mno`estvoto N  mo`eme da zaklu~ime deka toa ima 
1234   elementi, {to zna~i deka prvata i vtorata nagrada mo`at da se podelat na 12  

na~ini.  
 

Vo prethodnite razgleduvawa vsu{nost se zapoznavme so varijaciite bez povtoru-

vawe od 4  elementi od klasa 2  i presmetavme deka nivniot broj, koj go ozna~uvame so 2
4V , 

e 12342
4 V . Vo op{t slu~aj, ako imame mno`estvo od n  elementi, toga{ za sekoj 

},...,2,1{ nk  mo`eme da opredelime varijacii bez povtoruvawe od n  elementi od klasa k . 
Taka, ja imame slednava definicija.  
 

Definicija 1. Neka e dadeno kone~noto mno`estvo od n  elementi },...,{ 1 naaA   i 
neka },...,2,1{ nk . Sekoja podredena k torka od oblik  

),...,,(
21 kiii aaa , kade {to ,

tp ii aa   za tp   i Aa
pi
 , za kp ,...,2,1  

ja narekuvame varijacija bez povtoruvawe od n  elementi od klasa k .  
 

Spored toa, varijacija bez povtoruvawe od n  elementi od klasa k  e podredena k  
torka sostavena od elementi od mno`estvoto },...,{ 1 naaA   vo koja site elementi se razli~ni.  
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Pri razgleduvaweto na problemot na podelbata na nagradite si postavivme pra-
{awe da se najde brojot na razli~nite na~ini na koi mo`at da se podelat prvata i vto-
rata nagrada. Vo praktikata, skoro site problemi povrzani so varijaciite bez povtoru-
vawe se sveduvaat na opredeluvawe na nivniot broj, pa zatoa vo slednata teorema }e ja do-
ka`eme formulata za opredeluvawe na brojot na varijaciite bez povtoruvawe od n  

elementi od klasa k , koj go ozna~uvame so nknV k
n ,...,2,1,...;2,1,  .  

 

Teorema 1. a) Ako nk  , toga{  
 

k
n

k
n VknV )(1  .      (1) 

b) Ako Nn , toga{  

)1)...(1(  knnnV k
n , za nk ,...,2,1 .    (2) 

 

Dokaz (za onie {to sakaat da znaat pove}e). a) Od sekoja varijacija bez povtoruvawe od n  
elementi od klasa k , t.e. od sekoja podredena k ka od oblik ),...,,(

21 kiii aaa , so dodavewe na u{te 

eden element ,
1 pk ii aa 


 za kpkp ,...,2,1,1  , koi vkupno gi ima kn  , mo`e da se dobijat kn   

varijacii bez povtoruvawe od n  elementi od klasa 1k  od oblik ),,...,,(
121 kk iiii aaaa . Pritoa se 

dobivaat site varijacii od n  elementi od klasa 1k  i sekoja od novodobienite varijaciii se 
dobiva samo po edna{, pa zatoa va`i formulata (1).  

 

b) O~igledno e deka nVn 1 . Neka za nik   va`i formulata (2), t.e.  

)1)...(1(  innnV i
n .  

Sega, od (1) i od pretpostavkata dobivame  

))(1)...(1()(1 ininnnVinV i
n

i
n  , 

t.e. formulata va`i i za 1 ik . Kone~no, od principot na matemati~ka indukcija sleduva deka 
formulata (2) va`i za nk ,...,2,1 .  

 

Primer 5. Kolku tricifreni broevi, kaj koi cifrite ne se povtoruvaat, mo`at da 
se sostavat od cifrite 5,4,3,2,1  i 7 ?  

 

Re{enie. O~igledno, bidej}i site cifri se razli~ni od cifrata 0 , za da go opre-
delime brojot na tricifrenite broevi, kaj koi cifrite ne se povtoruvaat i koi mo`at 
da se sostavat od cifrite 5,4,3,2,1  i 7 , treba da go najdeme brojot na varijaciite bez pov-
toruvawe od 6  elementi od klasa 3  (zo{to?). Ako ja iskoristime formulata (2), za bara-
niot broj dobivame  

1204563
6 V . 

 

Primer 6. Re{i ja ravenkata  

a) 3802 nV ,     b) 3:2: 4
4

3
42  nn VV  

Re{enie. a) Od formulata (2) sleduva deka dadenata ravenka e ekvivalentna na 
ravenkata  

380)1( nn , Nn . 
Re{enija na kvadratnata ravenka  

03802  nn  
se 201 n  i 192 n . No, Nn , pa zatoa re{enie na dadenata ravenka e samo 201 n .  
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b) Od formulata (2) sleduva deka dadenata ravenka e ekvivalentna na ravenkata  
 

3:2)1)(2)(3)(4(:)22)(32)(42(  nnnnnnn , Nn  
t.e. na ravenkata  

0652  nn , Nn . 
 

Re{enija na kvadratnata ravenka 0652  nn  se 61 n  i 12 n . No, Nn , pa zatoa 

re{enie na dadenata ravenka e samo 61 n .  
 

Vo primer 1 go opredelivme brojot na site tricifreni broevi sostaveni od cif-
rite 5,4,3,2,1  i 7 , kaj koi cifrite ne se povtoruvaat. Prirodno se nametnuva pra{aweto, 
kolkav e brojot na site tricifreni broevi koi mo`at da se sostavat od navedenite 
cifri. O~igledno, bidej}i site cifri se razli~ni od cifrata 0 , sekoja od niv mo`e da 
bide i cifra na ednicite, i cifra na desetkite i cifra na stotkite. Pritoa, za mestoto 
na cifrata na edinicite imame mo`nosti kolku {to imame cifri, t.e. 6  mo`nosti, a 
isto tolku i za cifrata na desetkite i za cifrata na stotkite. Spored toa, brojot na 

site tricifreni broevi zapi{ani so cifrite 5,4,3,2,1  i 7  e ednakov na 2166666 3  .  
 

Vo slu~ajov stanuva zbor za varijacii so povtoruvawe od 6  elementi od klasa 3  i 

presmetavme deka nivniot broj, koj go ozna~uvame so 
3
6V , e 216633

6 V . Vo op{t slu~aj, 
ako imame mno`estvo od n  elementi, toga{ za sekoj },...,2,1{ nk  mo`eme da opredelime 
varijacii so povtoruvawe od n  elementi od klasa k . Taka, ja imame slednava definicija.  

 

Definicija 2. Neka e dadeno kone~noto mno`estvo od n  elementi },...,{ 1 naaA   i 
neka Nk . Sekoja podredena k ka od oblik  

),...,,(
21 kiii aaa , kade {to Aa

pi
 , za kp ,...,2,1  

ja narekuvame varijacija so povtoruvawe od n  elementi od klasa k .  
 

Spored toa, varijacija so povtoruvawe od n  elementi od klasa k  e podredena k  
ka sostavena od elementi od mno`estvoto },...,{ 1 naaA  .  
 

Vo praktikata, skoro site problemi povrzani so varijaciite so povtoruvawe se 
sveduvaat na opredeluvawe na nivniot broj, pa zatoa vo slednata teorema }e ja doka`eme 
formulata za opredeluvawe na brojot na varijaciite so povtoruvawe od n  elementi od 

klasa k , koj go ozna~uvame so NknV
k
n ,, .  

 

Teorema 2. Ako Nkn, , toga{  

kk
n nV  .      (3) 

 

Dokaz (za onie {to sakaat da znaat pove}e). Neka e dadeno mno`estvoto },...,{ 1 naaA   i 

neka ),...,,(
21 kiii aaa  e proizvolna varijacija so povtoruvawe od klasa k  od negovite elementi. 

Toga{, na mestoto na prvata koordinata mo`e da se zapi{e sekoj od elementite na mno`estvoto 
A , t.e. imame n  mo`nosti. Za sekoja od ovie mo`nosti za mestoto na vtorata koordinata imame n  

mo`nosti, pa zatoa za prvite dve koordinati imame 2nnn   mo`nosti. Prodol`uvaj}i ja 
postapkata so sekoja nova koordinata brojot na mo`nostite se zgolemuva n  pati i kako imame k  

koordinati dobivame deka kk
n nV  , t.e. to~na e formulata (3).  
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Primer 7. Kolku Morzeovi znaci mo`e da se formiraat od dvata elementarni 
znaka     i    ako eden znak se sostoi od najmnogu ~etiri elementarni znaci?  

 

Re{enie. Imame mno`estvo },{ A  od dva elementi i mo`eme da formirame 
Morzeovi znaci od 3,2,1  i 4  elementarni znaci. Spored toa, elementarnite znaci }e bi-
dat varijacii so povtoruvawe od 2  elementa od klasa 3,2,1  i 4 , soodvetno. Zna~i, brojot 
na Morzeovite znaci koi vo slu~ajot mo`eme da gi formirame e:  

 

302222 43214
2

3
2

2
2

1
2  VVVV .  

 

Primer 8. Re{i ja ravenkata  
33 59 nn VV  . 

Re{enie. Ako gi iskoristime formulite (2) i (3) dobivame deka dadenata ravenka 
e ekvivalentna na ravenkata  

,5)2)(1(9 3nnnn  Nn  
t.e. na ravenkata  

018274 2  nn , Nn .  
 

Re{enijata na ravenkata 018274 2  nn  se 61 n  i 
4
3

2 n  i kako Nn  dobivame deka 

re{enie na po~etnata ravenka e 61 n .   
 
 
ZADA^I  
 
1. Brojot na elementite sprema brojot na varijaciite od klasa 3  se odnesuva kako 

20:1 . Najdi go brojot na elmentite!  
2. Najdi go brojot na elementite, ako brojot na varijaciite od ~etvrta klasa bez 

povtoruvawe e 1680 . 
3. Re{i ja ravenkata  

a) 722 nV ,   b) nVn 562  ,    v) 3:1: 5
1

4 nn VV .  

4. Kolku elementi ima osnovnoto mno`estvo, ako brojot na elementite od ~etvrta 
klasa so povtoruvawe e 50625 ?  

5. Pri potpolnuvawe na talonot za sportska prognoza za ozna~uvawe na ner{en 
rezultat, pobeda na doma}inot i pobeda na gostinot se koristat znacite 1,0  i 2 , 
soodvetno. Na talonot se nao|aat 12  natprevari.  

a) Kolku razli~no popolneti koloni treba da imame za da so sigurnost dobieme 
12  pogodoci?  

b) Kolku koloni treba da se popolnat, ako se "znae" rezultatot na 3  natprevari?  
v) Kolku koloni treba da se popolnat, ako se "znae" deka 7  natprevari }e zavr{at 

nere{eno?  
6. Kolku petcifreni broevi mo`e da se formiraat od cifrite 7,5,3,1,0  i 9  takvi, 

{to cifrata 0  da ne se nao|a nitu na prvoto nitu na poslednoto mesto i cifrite da ne se 
povtoruvaat?  
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III.3. PERMUTACII I KOMBINACII BEZ POVTORUVAWE  
 

Neka e dadeno kone~noto mno`estvo od n  elementi },...,{ 1 naaA  . Kako {to znae-
me, sekoja podredena n torka od oblik  

 

),...,,(
21 niii aaa , kade {to ,

tp ii aa   za tp   i Aa
pi
 , za np ,...,2,1  

 

ja narekuvame varijacija bez povtoruvawe od n  elementi od klasa n . Varijaciite bez pov-
toruvawe od n  elementi od klasa n  imaat posebno zna~ewe kako vo matematikata taka i 
vo nejzinata primena, pa zatoa za istite }e koristime posebno ime i }e gi nare~eme per-
mutacii bez povtoruvawe od n  elementi. Taka ja imame slednava definicija.  

 

Definicija 3. Neka e dadeno kone~noto mno`estvo od n  elementi },...,{ 1 naaA  . 
Sekoja varijacija bez povtoruvawe od n  elementi od klasa n  ja narekuvame permutacija 
bez povtoruvawe od n  elementi.  

 

Spored toa, permutacija bez povtoruvawe od n  elementi na mno`estvoto 
},...,{ 1 naaA   e podredena n torka vo koja site elementi se razli~ni me|u sebe. Ponata-

mu, brojot na permutaciite bez povtoruvawe od n  elementi go ozna~uvame so nP . Od 
teorema 1 b) dobivame  

 

!1...)2)(1()1(...)2)(1( nnnnnnnnnVP n
nn   

 

t.e. to~na e slednava teorema.  
 

Teorema 3. Brojot na permutaciite bez povtoruvawe od n  elementi e  
 

!nPn  .       (1) 
 

Primer 9. Kolku petcifreni broevi mo`at da se formiraat od cifrite 7,5,3,1  i 9?  
 

Re{enie. Bidej}i sekoja od cifrite 7,5,3,1  i 9  e razli~na od 0 , brojot na petci-
frenite broevi e ednakov na brojot na permutaciite od 5  elementi, t.e. toj e ednakov na  

 

12012345!5  .  
 

Primer 10. Na kolku na~ini mo`at da se rasporedat broevite nn 2,12...,,3,2,1  , 
taka {to sekoj paren broj se nao|a na neparno mesto?  

 

Re{enie. Me|u dadenite broevi ima n  parni i n  neparni broevi. Spored toa, tre-
ba da rasporedime n  parni broevi na n  neparni mesta, pa zatoa sekoe vakvo rasporedu-
vawe e permutacija bez povtoruvawe od n  elementi i nivniot broj !nPn  . Ponatamu, pri 
sekoe rasporeduvawe na parnite broevi na neparnite mesta ni ostanuvaat prazni parnite 
mesta, koi gi ima n  i na niv treba da rasporedime n  neparni broevi, pa zatoa sekoe vakvo 
rasporeduvawe e permutacija bez povtoruvawe od n  elementi i nivniot broj !nPn  . Ko-
ne~no, bidej}i rasporeduvaweto na parnite i rasporeduvaweto na neparnite broevi ne 
zavisi edno od drugo dobivame deka vkupniot broj na rasporeduvawa na broevite  

 

nn 2,12...,,3,2,1  , 

taka {to sekoj paren broj se nao|a na neparno mesto e ednakov na 2)!(!! nnnPP nn  .  
 

Primer 11. Kolku permutacii bez povtoruvawe od elementite 7,6,5,4,3,2,1  i 8  
po~nuvaat so:  
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a) 5 ,    b) 123 ,   v) 8642 .  
Re{enie. a) Bidej}i permutaciite treba da po~nuvaat so cifrata 5 , sekoja od 

baranite permutacii mo`e da se dobie ako ostanatite sedum cifri proizvolno se 
rasporedat na ostanatite sedum mesta. Spored toa, brojot na baranite permutacii e 
ednakov na brojot na permutaciite od 7  elementi, t.e. toj e ednakov na 5040!77 P .  

 

Na potpolno ist na~in nao|ame:  b) 120!55 P  i   v) 24!44 P .  
 

Pri razgleduvaweto na varijaciite bez povtoruvawe od n  elementi od klasa k , 
nk   od posebna va`nost be{e rasporedot na elementite. No, ako podredenata k ka ja 

razgleduvame kako mno`estvo, t.e. ako ne ni e va`en redosledot po koj se zapi{ani 
elementite, toga{ imame potpolno nova situacija, t.e. stanuva zbor za nov poim vo 
kombinatorikata. Taka ja imame slednava definicija.  

 

Definicija 4. Neka e dadeno mno`estvoto },...,{ 1 naaA  . Sekoe podmno`estvo od 
k  elementi, nk   na mno`estvoto A  go narekuvame kombinacija bez povtoruvawe od n  
elementi od klasa k .  

 

Brojot na kombinaciite bez povtoruvawe od n  elementi od klasa k  go ozna~uvame 

so nknC k
n ,...,2,1,...,4,3,2,1,  .  

 

Zabele{ka. Od definicijata sleduva deka dve kombinacii bez povtoruvawe od n  
elementi od ista klasa se smetaat za razli~ni koga postoi barem eden element od ednata 
kombinacija koj ne e element na drugata kombinacija. Taka, na primer, za mno`estvoto 

},,,,,,,{ hgfedcba  kombinaciite },,,{ dcba  i },,,{ ecba  se od 4 ta klasa i tie se razli~ni 
bidej}i },,,{ dcbae , odnosno },,,{ ecbad  .  

 

Vo vrska so brojot na kombinaciite bez povtoruvawe od n  elementi od klasa k  
to~na e slednava teorema.  

 

Teorema 4. Za brojot na kombinaciite bez povtoruvawe od n  elementi od klasa k  
to~na e formulata  

k

k
n

P
Vk

nC  ,       (2) 
 

kade {to nkn ,...,2,1,...,4,3,2,1  , t.e. formulata  
 

!
)1)...(2)(1(

k
knnnnk

nC  .     (3) 

Dokaz (za onie {to sakaat da znaat pove}e). Neka },...,,{ 21 kaaa  e edna kombinacija bez pov-

toruvawe od n  elementi od klasa k . Ako ovaa kombinacija ja permutirame, }e dobieme !kPk   

permutacii, koi voedno se i site varijacii bez povtoruvawe od n  elementi od klasa k  koi se 
sostaveni od elemenitite kaaa ,...,, 21 . Ponatamu, od site varijacii bez povtoruvawe na n  elemen-

ti od klasa k  koi se sostaveni od elemenitite kaaa ,...,, 21  so zanemaruvawe na redosledot na ele-

mentite se dobiva edinstvenata kombinacija bez povtoruvawe },...,,{ 21 kaaa  od n  elementi od kla-

sa k . Spored toa, brojot na varijaciite bez povtoruvawe k
nV  od n  elementi od klasa k  e !kPk   

pati pogolem od brojot k
nC  na kombinaciite bez povtoruvawe na n  elementi od klasa k , pa zatoa 

va`i formulata k
k
n

k
n PCV  , koja e ekvivalentna na formulata (2).  
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To~nosta na formulata (3) neposredno sleduva od formulite (1) i (2) i faktot deka  
 

)1)...(2)(1(  knnnnV k
n .  

 

Zabele{ka. Ako broitelot i imenitelot na desnata strana vo formulata (3) go 
pomno`ime so )!( kn  , ja dobivame formulata  

 

)!(!
!

12...)1)((!
12...)1)(()1)...(2)(1(

knk
n

knknk
knknknnnnk

nC 
  .    (4) 

 

Ponatamu, za sekoj nk ,...,2,1,0  od formulata (4) imame  
 

k
nkkn

n
knnkn

n
knnkn

nkn
n CC  


!)!(
!

)!()!(
!

)]!([)!(
! ,    (5) 

 

{to zna~i deka za sekoj nk ,...,2,1,0  brojot na kombinaciite bez povtoruvawe od n  ele-
menti od klasa k  e ednakov na brojot na kombinaciite bez povtoruvawe od n  elementi od 
klasa kn  .  

 

Primer 12. Vo edna paralelka ima 35  u~enici. Na kolku na~ini mo`e da se izbere 
nejzinoto rakovodstvo koe broi 3  ~lena?  
 

Re{enie. Jasno, sekoe rakovodstvo na paralelkata e podmno`estvo od mno`estvo-
to u~enici, pa zatoa vkupniot broj na na~ini na izbori na rakovodstvoto na paralelkata 
e ednakov na brojot na kombinaciite bez povtoruvawe od 35  elementi od klasa 3 , t.e. toj 
e ednakov na  

6545
123
3334353

35  
C .  

 

Primer 13. Vo eden sad se nao|aat 7  top~iwa ozna~eni so broevite od 1  do 7 . Na 
kolku na~ini mo`at da se izvle~at 5  top~iwa, ako top~iwata se vle~at odedna{ i bez 
gledawe?  
 

Re{enie. Imame 7  top~iwa i odedna{ bez gledawe vle~eme 5 . O~igledno stanuva 
zbor za kombinacii bez povtoruvawe od 7  elementi od klasa 5 , pa zatoa toa mo`e da se 

napravi na 21
12345
345675

7  
C  na~ini.  

 

Primer 14. a) Doka`i deka N2)!(

)!2(

n

n , za sekoj Nn .  

b) Presmetaj gi n  i k  ako 4k
nC  i 24k

nV .  
 

Re{enie. a) Neka Nn  i da razgledame proizvolno mno`estvoto A  so n2  elemen-
ti. Jasno, brojot na site n elementni podmno`estva na mno`estvoto A  e priroden broj 

i ako ja iskoristime formulata (4) dobivame N 
n
nnnn

n

n

n C2)!2(!
)!2(

)!(

)!2(
2 .  

 

b) Od formulata (2) nao|ame  

6
4
24  k

n

k
n

C

V
kP , 

 

{to zna~i !6 kPk   i kako 6321   dobivame deka 3k . Ponatamu,  
 

)2)(1(24 3  nnnVn  
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i kako brojot 24  kako proizvod na tri posledovatelni prirodni broja mo`e da se zapi{e 
na edinstven na~in i toa 23424  , dobivame deka 4n .  

 
 
ZADA^I  
 
1. Na kolku razli~ni na~ini mo`at da sednat 12  osobi na masa, okolu koja se 

rasporedeni 12  stolici taka, {to na sekoja stolica sedi po edna osoba?  
 

2. Kolku permutacii po~nuvaat so cifrata 5  me|u site permutacii koi mo`at da 
se formiraat od elementite 5,4,3  i 6 ?  
 

3. Vo kolku permutacii na elementite 4,3,2,1  i 5  cifrite 4  i 5  se nao|aat na 
prvoto i poslednoto mesto?  
 

4. Brojot na permutaciite bez povtoruvawe od n  elementi sprema brojot na per-
mutaciite bez povtoruvawe od 2n  elementa se odnesuva kako 30:1 . Najdi go brojot n .  
 

5. Brojot na permutaciite bez povtoruvawe od 2n  elementa e 56  pati pogolem 
od brojot na permutaciite bez povtoruvawe od n  elementi. Najdi go brojot n .  
 

6. Vo kolku permutacii bez povtoruvawe na elementite 7,6,5,4,3,2,1  i 8 , elemen-
tite 5,4,2  i 6  stojat eden do drug i toa:  

a) vo dadeniot redosled,  
b) vo proizvolen redosled?  

 

7. Re{i gi ravenkite  

a) nCn 152  ,   b) 426 nn CC  ,    v) 3
2

230  nn CC .  
 

8. Ako 128
nn CC  , presmetaj 17

nC .   
 

9. Najdi gi n  i k , ako 3:5:5:: 1
11

1
1 





k
n

k
n

k
n CCC .  

 

10. Na kru`nica ),( rOk  proizvolno se izbrani n  to~ki. Kolku otse~ki postojat 
~ii krajni to~ki se izbranite n  to~ki?  
 

11. Najdi go brojot na razli~nite triagolnici koi mo`at da se dobijat so povrzu-
vawe na temiwa na konveksen {estagolnik!  
 

12. Koi klasi davaat ednakov broj kombinacii bez povtoruvawe od 12 elementi? Za 
sekoja klasa najdi go brojot na kombinaciite.  
 

13. Vo daden pravoagolnik se povle~eni m  otse~ki koi se paralelni na edniot par 
strani i n  otse~ki koi se paralelni na drugiot par strani. Kolku pravoagolnici se 
dobieni so povlekuvaweto na otse~kite?  
 

14. Vo ramninata se dadeni 11  to~ki od koi 5  se nao|aat na ista kru`nica i osven 
niv niedni drugi ~etiri to~ki ne le`at na edna kru`nica. Kolku kru`nici mo`at da se 
povle~at niz dadenite to~ki taka, {to sekoja kru`nica da minuva barem niz 3  od 
dadenite to~ki?  
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III.4. PERMUTACII I KOMBINACII SO POVTORUVAWE   
 
Vo prethodnite razgleduvawa se zapoznavme so varijaciite bez povtoruvawe, vari-

jaciite so povtoruvawe, permutaciite bez povtoruvawe i kombinaciite bez povtoruvawe. 
Od osnovnite kombinatorni poimi }e se zapoznaeme u{te so permutaciite so povtoru-
vawe i kombinaciite so povtoruvawe.   

 

Definicija 5. Neka e dadeno mno`estvoto },...,{ 1 maaA  , Nik , za mi ,...,2,1 i 

mkkkn  ...21 . Podredenata n torka elementi na mno`estvoto A  vo koja za sekoj 

},...,2,1{ mi  elementot ia  se javuva to~no ik  pati, ja narekuvame permutacija od n  

elementi od tip ),...,,( 21 mkkk  ili permutacija so povtoruvawe.  
 

Za brojot na permutaciite od n  elementi od tip ),...,,( 21 mkkk , koj go ozna~uvame 

so mkkk
nP ,...,, 21  to~na e slednava teorema.  

 

Teorema 5. Ako Nik , za mi ,...,2,1  i mkkkn  ...21 , toga{  
 

.
!!...!

!,...,,

21

21

m

m
kkk

nkkk
nP        (1) 

 

Dokaz (za onie {to sakaat da znaat pove}e). Od n te mesta vo podredenata n torka izbi-
rame 1k  mesta, {to mo`e da se napravi na  
 

)!(!
!

11

1
knk

nk
nC   

 

na~ini i na niv go stavame elementot 1a , potoa od preostanatite 1kn   mesta izbirame 2k  mesta, 
{to mo`e da se napravi na  
 

)!(!
)!(

212

12

1 kknk
knk

knC 


   
 

na~ini i na niv go stavame elementot 2a  itn., vo  )1(m ot ~ekor od preostanatite 

221 ...  mkkkn  mesta izbirame 1mk , {to mo`e da se napravi na  
 

!!
)!...(

)!...(!
)!...(

... 1

221

12211

2211

221 mm

m

mmm

mm

m kk
kkkn

kkkknk
kkknk

kkknC














   

 

na~ini i na niv go stavame elementot 1ma , za da na krajot na preostanatite mk  mesta go stavime 

elementot ma . Od dosega iznesenoto sleduva deka  
 

,...

...

!!...!
!

!!
)!...(

)!(!
)!(

)!(!
)!(

)!(!
!

...
,...,,

211

221

3213

21

212

1

11

1

221

3

21

2

1

121

mmm

m

m

m

m

kkk
n

kk
kkkn

kkknk
kkn

kknk
kn

knk
n

k
kkkn

k
kkn

k
kn

k
n

kkk
n CCCCP























 

 

t.e. to~na e formulata (1).  
 

Primer 15. Na kolku na~ini mo`e da se razmestat 8  gosti vo tri hotelski sobi: 
ednokrevetna, trikrevetna i ~etirikrevetna.  

 

Re{enie. Smestuvaweto vo ednokrevetnata soba da go ozna~ime so a , vo trikre-
vetnata so b  i vo ~etirikrevetnata so c . Spored toa, sekoe smestuvawe opredeluva po-
dredena 8 torka vo koja a  se javuva edna{, b  se javuva tripati i c  se javuva ~etiri pati, 
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na primer so ),,,,,,,( ccccbbba  i obratno. Zna~i stanuva zbor za permutacii od 8  elementi 
od tip )4,3,1( , pa od teorema 5 sleduva deka brojot na smestuvawata e ednakov na  

280
!4!3!1

!84,3,1
8 P .  

 

Primer 16. Kolku razli~ni nizi od bukvi mo`e da se napravat so razmestuvawe na  
bukvite na zborot "matematika"? (Niziti ne mora da imaat zna~ewe.) 

 

Re{enie. Vo zborot matematika vkupno ima 10 , pri {to bukvata m se povtoruva 
dvapati i 21 k , bukvata a se povtoruva tripati i 32 k , bukvata t se povtoruva dvapati 

i 23 k  pati, bukvata e se povtoruva edna{ i 14 k , bukvata i se povtoruva edna{ i 15 k  

i bukvata k se povtoruva edna{ i 16 k . Zatoa brojot na nizite od bukvi koi mo`at da se 

napravat od zborot "matematika" e ednakov na  151200
!1!1!1!2!2!3

!101,1,1,2,2,3
10 P .  

 

Primer 17. Kolku permutacii od elementite 4,4,4,3,3,3,3,2,2,2,1  po~nuvaat so:  
a) 22 ,     b) 313 ,    v) 1234 ?  
 

Re{enie. a) Imame permutacii od 11  elementi od tip )3,4,3,1(  i kako elementite 
2  i 2  se fiksirani na prvite dve mesta, za da go opredelime baraniot broj na permuta-
cii potrebno e da go opredelime brojot na permutaciite od 9  elementi od tip )3,4,1,1(  i 

toj e ednakov na 2520
!3!4!1!1

!93,4,1,1
9 P .  

 

Analogno na re{enieto pod a) nao|ame:  
 

b) 560
!3!2!3

!83,2,3
8 P  i    v) 210

!2!3!2
!72,3,2

7 P .  
 

Primer 18. Na kolku razli~ni na~ini, bez da se koristat zagradi, mo`e da se zapi-

{e 323 cba  kako proizvod od 8  mno`iteli?  
Re{enie. O~igledno stanuva zbor za permutacii od 8  elementi od tip )3,2,3( , pa 

zatoa baraniot broj na zapi{uvawa e 560
!3!2!3

!83,2,3
8 P .  

 

Neka e dadeno mno`estvoto },,{ cbaA  . Toga{ mno`estvoto  
 

)},(),,(),,(),,(),,(),,{( cccbbbcabaaa   
go narekuvame mno`estvo kombinacii kombinacii so povtoruvawe od 3  elementi od 
klasa 2 . Vo praktikata ~esto pati zapisot na kombinaciite so povtoruvawe mo`e da se 
sretne vo skraten oblik, pri {to kombinaciite so povtoruvawe vo primerot se zapi{u-
vaat vo oblik ccbcbbacabaa ,,,,, . Da zabele`ime deka vo dadeniot slu~aj za elementite na 
mno`estvoto A  treba da znaeme koj e prv, koj e vtor itn. i toa go ozna~uvame  so cba  . 
Vo op{t slu~aj ja imame slednava definicija.  

 

Definicija 6. Neka e dadeno mno`estvoto },...,{ 1 naaA   i neka za negovite ele-

menti znaeme koj e prv, koj e vtor itn., t.e. neka naaa  ...21 . Za podredenata k torka 

),...,,( 21 kbbb , Abi   }e velime deka e kombinacija so povtoruvawe od n  elementi od 

klasa k  ako ji bb  , za ji  . Brojot na kombinaciite so povtoruvawe od n  elementi od 

klasa k  }e go ozna~uvame so 
k
nC .  
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Teorema 6. Brojot na kombinaciite so povtoruvawe od n  elementi od klasa k  e  
 

k
kn

k
n CC 1 .       (2) 

 

Dokaz (za onie {to sakaat da znaat pove}e). Da zememe edna kombinacija so povtoruvawe od 
n  elementi od klasa k  i na istata da i ja pridru`ime nizata od nuli i edinici formirana so 
slednata postapka: zapi{uvame onolku edinici kolku {to vo kombinacijata se javuva elementot 

1a , potoa zapi{uvame edna 0 , pa zapi{uvame onolku edinici kolku {to vo kombinacijata se 

javuva elementot 2a , pa zapi{uvame edna 0  itn., za na krajot da zapi{eme onolku edinici kolku 

{to vo kombinacijata se javuva elementot na , a vo slu~aj koga vo kombinacijata ne se javuva nekoj 

element ia  namesto edinici zapi{uvame edna nula. Na ovoj na~in na sekoja kombinacija }e i 

soodvetstvuva edinstvena niza sostavena od k  edinici i 1n  nula i obratno, na sekoja vakva niza 
}e i soodvestvuva edinstvena kombinacija so povtoruvawe od n  elementi od klasa k .  

 

Sekoja od konstruiranite nizi e so dol`ina 1 kn  i istata e opredelena so rasporedot 
na 1n  nula na 1 kn  mesto, odnosno so rasporedot na k edinici na 1 kn  mesto. Spored toa, 

brojot na site nizi od razgleduvaniot vid e ednakov na k
kn

n
kn CC 1
1

1 

   i kako toj e ednakov na bro-

jot na kombinaciite so povtoruvawe od n  elementi od klasa k , dobivame deka va`i formulata (2).  
 

Primer 19. Na kolku na~ini mo`e da se izberat tri od dvanaesette bukvi  
 

cccgggtttaaa ,,,,,,,,,,, ?  
 

Re{enie. Vo slu~ajov imame mno`estvo },,,{ cgtaA   so ~etiri elementi. Spored us-
lovot na zada~ata, sekoj element na mno`estvoto A  mo`e da bide izbran najmnogu tri pati, 
pa zatoa brojot na na~inite na izbor na tri od navedenite dvanaeset bulvi e ednakov na 
brojot na kombinaciite so povtoruvawe od 4  elementi od klasa 3 , t.e. e ednakov na  

20
!3!3

!63
6

3
134

3
4   CCC .   

 

Primer 20. Kolku elementi se potrebni za da se dobijat 276  kombinacii od vtora 
klasa so povtoruvawe?  

 

Re{enie. Od uslovot na zada~ata ja dobivame ravenkata 276
2
nC , koja e ekviva-

lentna na ravenkata 2762
12 nC  t.e. na ravenkata N nnn ,276

2
)1( . Re{enijata na raven-

kata 276
2

)1( nn  se 231 n  i 242 n  i kako Nn  dobivame deka za da se dobijat 276  

kombinacii od vtora klasa so povtoruvawe se potrebni 23  elementi.  
 
 
ZADA^I  
 
1. Na kolku na~ini mo`e da se razmestat 9  gosti vo tri hotelski sobi: dvo-

krevetna, trikrevetna i ~etirikrevetna.  
 

2. Kolku razli~ni nizi od bukvi mo`e da se napravat so razmestuvawe na bukvite 
na zborot "statistika"? (Niziti ne mora da imaat zna~ewe.)  

 

3. Kolku permutacii od elementite cbbbaaaaa ,,,,,,,,  po~nuvaat so bukvata:  
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a) a ,    b) b ,    v) c ? 
 

4. Na kolku razli~ni na~ini, bez da se koristat zagradi mo`e da se zapi{e 35ba  
kako proizvod od 8   mno`iteli?  

 

5. Najdi go brojot na sedumcifrenite broevi zapi{ani so cifrite 3,2,1,0,0,0,0  ne 
zemaj}i gi vo predvid broevite koi po~nuvaat so cifrata 0 .  

 

6. Na kolku na~ini mo`at da se izberat ~etiri od slednive dvanaeset bukvi  
ccccbbbbaaaa ,,,,,,,,,,, ?  

 

7. Kolku elementi se potrebni za da se dobijat 2600  kombinacii od treta klasa so 
povtoruvawe?  

 

8. Kolku re{enija vo mno`estvoto celi nenegativni broevi ima ravenkata  
kxxx n  ...21 ?  

 
 
III.5. BINOMNA FORMULA    
 
Neka Rba,  i da gi razgledame stepenite na binomot ba  . Vo prethodnite 

u~ebni godini nau~i deka   

1)( 0  ba , 

baba  1)( , 
222 2)( bababa   i  

32233 33)( babbaaba  .  
 

Ako gi presmetame ~etvrtiot i pettiot stepen na ba   }e dobieme  
 

4322344 464)( babbabaaba   i  
543223455 510105)( babbababaaba  .  

 

Koeficientite na prvite {est stepeni na binomot ba   }e gi zapi{eme vo slednava 
{ema  

1  
11  

121  

1331  

14641  

15101051  
 

koja vo literaturata e poznata kako Paskalov triagolnik. Zabele`uvame deka site redo-
vi vo Paskaloviot triagolnik zapo~nuvaat i zavr{uvaat so brojot 1 , no ostanatite broe-
vi se razli~ni i nekako nepovrzani. Me|utoa, ako dobro pogledneme }e zabele`ime deka, 
na primer, za broevite vo ~etvrtiot i pettiot red va`i 134,336,314  , a za 
broevite vo pettiot i {estiot red va`i 145,4610,6410,415  . Logi~no 
e da se zapra{ame dali na ist na~in od broevite vo {estiot red mo`eme da gi dobieme 
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broevite vo sedmiot red. Ako poslednoto e to~no, toga{ broevite vo sedmiot red na 
Paskaloviot triagolnik treba da bidat  

 

615,15510,201010,15105,651,1   i 1 , 
 

pa zatoa treba da va`i formulata  
 

65423324566 61520156)( babbabababaaba  ,  
 

vo ~ija to~nost mo`eme da se ubedime so neposredna proverka.  
 

Prethodno iznesenoto ni dava za pravo da pretpostavime deka za presmetuvawe na 
stepenite na binomot ba   postoi formula koja treba da ja najdeme. Za taa cel prvo }e se 
potsetime na kombinaciite bez povtoruvawe. Imeno, za kombinaciite bez povtoruvawe 
od 2  elementa od klasa 1,0  i 2  soodvetno imame:  
 

,1
!2!0

!20
2 C  2

!1!1
!21

2 C  i 1
!0!2

!22
2 C , 

a za kombinaciite bez povtoruvawe od 3  elementi od klasa 2,1,0  i 3  soodvetno imame:  
 

,1
!3!0

!30
3 C  3

!2!1
!31

3 C , 3
!1!2

!32
3 C  i 1

!0!3
!33

3 C , 

pa zatoa ako ja vovedeme oznakata )(n
k

k
nC  , toga{ za vtoriot i tretiot stepen na binomot 

ba   imame   
 

22
2

2
1

22
0

2 )()()()( bababa   i  
33

3
23

2
23

1
33

0
3 )()()()()( babbaaba  .  

Sledej}i ja ovaa ideja, logi~no e da pretpostavime deka formulata za nao|awe na n ot 
stepen na binomot ba   e  
 

nn
n

nn
n

kknn
k

nnnnnnn babbababaaba )()(...)(...)()()()( 1
1

22
2

1
10  


 .        (1) 

Pred da premineme na dokazot na ovaa formula povtorno da se navratime na koeficien-

tite vo Paskaloviot triagolnik. Od prethodno iznesenoto za koeficientot 2
3C  imame  

 

2
2

1
2

2
3 123 CCC   t.e. )()()( 2

2
2
1

3
2  . 

]e doka`eme deka za del od koeficientite vo Paskaloviot triagolnik va`i formula 

analogna na formulata najdena za 2
3C , t.e. }e ja doka`eme slednava teorema.  

 

Teorema 7. Za sekoj 2k  i za sekoj },...,3,2{ ki  va`i  
 

)()()( 1
1


  k

i
k
i

k
i .      (2) 

Dokaz. Neka 1k . Toga{, za sekoj },...,3,2,1{ ki  imame  
 

)(][)()( 1
)!1(!

)!1(
)1(
1

)!()!1(
!1

1
1

)!()!1(
!

)!(!
!

)!1()!1(
!

1








  k
iiki

k
iki

iki
iki

k
iikiki

k
iki

k
iki

kk
i

k
i .  

 

Sega koristej}i ja prethodnata teorema, principot na matemati~ka indukcija i 

faktot deka za sekoj Nk  va`i )()(1)()( 1
1

1
00




  k
k

k
k

kk , (proveri!), }e ja doka`eme for-

mulata (1), t.e }e ja doka`eme slednava teorema.  
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Teorema 8. Za sekoi Rba,  i sekoj Nn  to~na e formulata (1).  
 

Dokaz. Za 1n  imame bababa )()()( 1
1

1
0

1  , t.e. formulata (1) e to~na.  
 

Neka pretpostavime deka formulata (1) e to~na za kn  , t.e. deka va`i  
 

kk
k

kk
k

iikk
i

kkkkkkk babbababaaba )()(...)(...)()()()( 1
1

22
2

1
10  


 .  (3) 

 

Toga{, od induktivnata pretpostavka i od ravenstvoto (2) za 1 kn  imame  
 

11
1

111211
2

1
1

11
0

1
1

1
1

21
10

121
21

1

1
1

22
2

1
10

1

)()(...)(...)()()(

)(...)(...)()(

)(...)(...)()(

)]()()(...)(...)()()[(

)()()(

































kk
k

kk
k

iikk
i

kkkkkk

kkk
k

iikk
i

kkkk

kk
k

iikk
i

kkkkk

kk
k

kk
k

iikk
i

kkkkkk

kk

babbababaa

babbababa

abbababaa

bababbababaa

bababa

 

t.e. formulata (1) va`i i za 1 kn .  
 

Kone~no, od principot na matemati~ka indukcija sleduva deka binomnata for-
mula e to~na za sekoi Rba,  i sekoj Nn .   

 

Zabele{ka. Formulata (1) vo literaturata e poznata kako binomna formula ili 

Wutnova binomna formula, a koeficientite nkn
k ,...,2,1,0),(   kako binomni koeficien-

ti.  
 

Primer 21. Doka`i deka za sekoj Nn  va`i:  
 

a) )()(...)()(2 110
n
n

n
n

nnn   ,  b) )()1()()1(...)()(0 1
1

10
n
n

nn
n

nnn  
 .  

 

Re{enie. a) Ravenstvoto neposredno sleduva od binomnata formula pri 1 ba .  
 

b) Neposredno sleduva od binomnata formula pri 1,1  ba .  
 

Primer 22. a) Stepenuvaj go binomot 4)52( x .  

b) Koristej}i ja binomnata formula presmetaj 1003,1  so to~nost do ~etvrtoto 
decimalno mesto.  

 

Re{enie. a) Imame  
 

.625100060016016

5)(5)2)((5)2)((5)2)(()2)(()52(

234

44
4

34
3

224
2

34
1

44
0

4





xxxx

xxxxx
 

b) Imame  
 

3439162236,1...0000061236,00001701,000324,00405,03,01

...03,0)(03,0)(03,0)(03,0)(03,0)(03,0)(1)03,01(03,1 610
6

510
5

410
4

310
3

210
2

10
1

1010




 

 

t.e. so to~nost do ~etiri decimalni mesta va`i 3439,103,1 10  . Obidi se da objasni{ 
zo{to e dovolno da se soberat samo prvite {est ~lenovi vo razvojot.  
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Primer 23. Opredeli go ~lenot koj ne go sodr`i x  vo razvojot na stepenot  
 

912 )(
x

x  . 
 

Re{enie. Imame  
 

kk
k

kkk
k

k
x

k
kk xxxxT 318921891929

1 )1()()1()()())(( 
   

 

pa za da ne se sodr`i x  potrebno e 0318  k . Spored toa, 6k  i zna~i sedmiot ~len ne 

go sodr`i x  i 84)1()( 69
616 T .  

 

Primer 24. Najdi go sredniot ~len vo razvojot na binomot n
a

aaa )( 52 2
  ako 

koeficientot na pettiot ~len sprema koeficientot na tretiot ~len se odnesuva kako 
3:14 .  

 

Re{enie. Bidej}i binomot na sodr`i konstanti dobivame deka koeficientot na 

pettiot ~len e 
24

)3)(2)(1(
4 )(  nnnnn  a koeficientot na tretiot ~len e 

2
)1(

2 )(  nnn . Od us-

lovot na zada~ata ja dobivame ravenkata 3:14)(:)( 24 nn , koja e ekvivalentna na ravenkata  
 

,3:14:
2

)1(
24

)3)(2)(1(  nnnnnn  Nn , 

t.e. na ravenkata  

,05052  nn  Nn . 
 

Re{enijata na ravenkata 05052  nn  se 51 n  i 102 n  i kako Nn  dobivame deka 
stepenot na binomot e 10n . Spored toa, razvojot sodr`i 11  ~lena i treba da go oprede-
lime {estiot. Zna~i, baraniot ~len e  

 

10555210
515 252)())((

2 
 


aaaT

a
a .  

 
 
ZADA^I  
 
1. Razvij gi binomite  

a) 42/32 )( ba  ,    b) 51 )(
x

x  .  
 

2. Koristej}i ja binomnata formula, presmetaj so to~nost do pettoto decimalno 
mesto:  

a) 698,0 ,     b) 61,2 ,    v) 6005,1 .  
 

3. Najdi go trinaesettiot ~len vo razvojot na binomot n
x

x )9(
3
1 , ako binomniot 

koeficient na negoviot tret ~len e ednakov na 105 .  
 

4. Vo razvojot na binomot 12
3
23 2

4
3 )( aa   opredeli go ~lenot koj sodr`i 7a .  
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5. Na `elezni~ka stanica treba od ist pravec da stignat n  osobi. Na kolku mo`ni 
na~ini, spored vremeto na doa|awe, mo`at da stignat na stanicata?  

 

6. Presmetaj go zbirot  
22

3
2

1
2

0 )(...)()()( n
n

nnn  . 
 

7. Kolku racionalni ~lenovi ima vo razvojot na binomot 1003 )42(  ?   
 
 

III.6. EKSPERIMENT I NASTAN. STATISTI^KA VEROJATNOST  
  

^esto pati vo prirodata pojavite i nastanite se slu~uvaat po to~no opredeleni 
zakoni i sekoga{ koga e ispolneto opredeleno mno`estvo uslovi. Zakonite od vakov tip 
gi narekuvame deterministi~ki. Lu|eto so vekovi gi nabquduvale i analizirale pojavi-
te i nastanite, a potoa vrz osnova na nau~nite soznanija gi formulirale zakonite. 
Tipi~ni primeri za deterministi~ki zakoni se Wutnovite zakoni vo mehanikata i Wut-
noviot zakon za gravitacija. Vrz osnova na ovie zakoni mo`at da se objasnat nastani od 
minatoto i da se predviduvaat idni nastani. Na primer, mo`e da se predvidi koga vo id-
nina }e imame pomra~uvawe na Mese~inata ili Sonceto, kako i da se presmeta koga vo 
minatoto takvi pomra~uvawa se slu~ile.  

 

Me|utoa, pokraj pojavite i nastanite koi se realiziraat po deterministi~ki 
zakoni vo prirodata i op{testvoto ima pojavi i nastani za koi ne va`at zakonite od ovoj 
tip. Poto~no, postojat pojavi i nastani, koi pri odredeni uslovi nekoga{ se realizi-
raat, a nekoga{ ne se realiziraat. Da razgledame eden primer.  

 

Primer 25. Pravilna i homogena moneta pove}e pati ja frlame na ramna povr{i-
na, pri {to monetata rotira okolu svojata oska koja ne e normalna na ramninata. Vo 
sekoe posebno frlawe mo`e da "padne" edna od dvete strani na monetata: pismo P ili grb 
G. Eden od mo`nite na~ini na pojavuvawe na pismo i grb vo 12  frlawa e sledniov:  
 

P P G P G G P P P G P G.  
 

Vo prethodniot primer zadadovme mno`estvo uslovi S  i toa:  
- monetata e pravilna i homogena,  
- monetata se frla na ramna povr{ina i  
- pri frlaweto monetata rotira okolu svojata oska koja ne e normalna na povr-

{inata,  
 

i istite gi realiziravme 12  pati. Vo vrska so prethodno iznesenoto ja imame slednava 
definicija.  

 

Definicija 7. Neka e dadeno mno`estvo uslovi S . Sekoja realizacija na ova mno-
`estvo uslovi ja narekuvame opit ili eksperiment S . Sekoj rezultat na eksperimentot 
S  go narekuvame nastan {to e vo vrska so eksperimentot S .  

Nastanite gi ozna~uvame so bukvite ,...,,,,, FEDCBA .  
 

Spored opredelenosta na nastanite so uslovite S  razlikuvame dva tipa na ekspe-
rimenti. Edni, kaj koi {to mno`estvoto uslovi ednozna~no opredeluva nastan i ovie 
eksperimenti gi narekuvame determinirani, i drugi, kaj koi ishodot ne e ednozna~no 
opredelen, t.e. postojat pove}e razli~ni ishodi i ovie eksperimenti gi narekuvame 
nedeterminirani.  
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Kako {to mo`eme da vidime, pri realiziraweto na eksperimentot od primer 25 
mo`ni se dva razli~ni ishoda: pismo ili grb, {to zna~i deka stanuva zbor za nedermini-
ran eksperiment. Pritoa pojavata na pismo ili grb vo nizata 12  frlawa e isklu~itelno 
nepravilna, t.e. taa e slu~ajna i ne mo`e odnapred da se predvidi. Na prv pogled izgleda 
deka ne postoi nikakva zakonitost koja mo`eme da ja dovedeme vo vrska so rezultatite 
dobieni vo nizata na frlawa na monetata. Me|utoa, izveduvaweto na golem broj frlawa 
na monetata i razgleduvaweto na dobienite rezultati ni ovozmo`uvaat podobro da ja 
opi{eme slu~ajnosta na pojavuvawe na pismo ili grb. Za taa cel }e gi iskoristime 
rezultatite na eksperimentite vo vrska so pa|aweto na pismo ili grb realizirani od  
nau~nicite Bifon, Pirson, de Morgan, Feler i Romanovski i koi se dadeni vo slednata 
tabela:  
 

nau~nik broj na frlawa broj na pa|awa na grb 
Bifon 4040 2048
de Morgan 4092 2048
Romanovski 80640 39699
Pirson 24000 12012
Feler  10000 4979

 

Ako gi analizirame prezentiranite podatoci, }e zabele`ime deka vo site pet serii pri 
frlaweto na monetata pribli`no polovina od vkupniot broj frlawa pa|a grb. Popre-
cizno, ako so A  go ozna~ime nastanot "padnal grb", so n  go ozna~ime vkupniot broj na 
frlawa na monetata i so )(An  brojot na realizacii na nastanot A , toga{ za koli~nikot 

n
An )(  dobivame: Bifon: 50693,0)( 

n
An , de Morgan: 50048875,0)(

n
An , Romanovski: 

492299,0)( 
n
An , Pirson: 5005,0)( 

n
An  i Feler: 4979,0)( 

n
An . So drugi zborovi koli~nikot 

n
An )(  na nastanot A  "mnogu ne se razlikuva" od brojot 

2
15,0  . Spored toa, pri edno 

frlawe ne mo`e da se predvidi {to }e se slu~i, no za golem broj eksperimenti postoi 
zakonitost vo pojavuvaweto na nastanot A   i brojot 5,0 , za koj mo`e da se ka`e deka e 
objektivna merka na mo`nosta za pojavuvawe na nastanot A . Zakonitost od ovoj tip 
postoi za golem broj eksperimenti i nastani vo vrska so niv. Vo smisol na prethodno 
iznesenoto, ja imame slednava definicija.  
 

Definicija 8. Neka pri n  povtoruvawa na eksperimentot S  go razgleduvame 
nastanot A . Brojot na realizacii na nastanot A  go narekuvame frekfencija (~estota) 

na nastanot A  i go ozna~uvame so )(An . Koli~nikot 
n
An )(  go narekuvame relativna 

frekfencija (~estota) na nastanot A  vo n  eksperimenti.  
 

Vo prethodnite razgleduvawa poimot nastan go vovedovme kako rezultat na ekspe-
rimentot S . Me|utoa, za na{ite razgleduvawa od posebna va`nost se slu~ajnite nastani, 
t.e. nastanite koi zadovoluvaat opredeleni uslovi. Poimot slu~aen nastan e vo neposred-
na vrska so poimot relativna ~estota i istiot se definira na sledniov na~in.  
 

Definicija 9. Nastanot A  vo vrska so eksperimentot S , koj mo`e da se povtori 
proizvolen broj pati, go narekuvame slu~aen nastan, ako relativnite ~estoti na nasta-
not A , na sekoja od pove}e realizirani serii na eksperimentot S , se broevi koi se prib-
li`no ednakvi me|u sebe.  
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Od definicija 9 sleduva deka nastanot "padnal grb" e slu~aen nastan. Ponatamu, 
relativnite frekfrencii vo seriite eksperimenti na Bifon, de Morgan, Romanovksi, 
Pirson i Feler se natrupuvaat vo okolina na brojot 5,0 . Vakvoto svojstvo na relativ-
nite ~estoti na slu~ajnite nastani go narekuvame stabilnost na relativnite ~estoti. 
Stabilnosta na relativnite ~estoti e objektivno svojstvo na masovnite slu~ajni pojavi i 
e osnovna pri~ina za postanokot i razvojot na teorijata na verojatnosta. Vo vrska so sta-
bilnosta na relativnite ~estoti na slu~ajniot nastan A  ja imame slednava definicija.  
 

Definicija 10. Realniot broj okolu koj se natrupuvaat relativnite ~estoti na slu-
~ajniot nastan A  i koj go ozna~uvame so )(AP  go narekuvame verojatnost na nastanot A .  
 

Ovaa definicija za verojatnost na slu~aen nastan vo literaturata e poznata kako 
statisti~ka definicija na verojatnosta, a verojatnosta opredelena na ovoj na~in ja 
narekuvame statisti~ka verojatnost.  
 

Primer 26. Homogena kocka za igrawe pove}e pati ja frlame na ramna povr{ina, 
pri {to kockata rotira okolu nekoja oska. Vo sekoe posebno frlawe mo`e da "padnat" 

5,4,3,2,1  ili 6  to~ki. Eden od mo`nite na~ini na pojavuvawe na brojot na to~kite 1  do 
6  vo 60  frlawa e sledniov:  

.2,1,2,2,5,3,1,6,2,2,1,3,2,5,5,6,3,3,6,5,5,3,5,1,1,2,4,6,1,3

,2,5,6,2,1,5,4,5,4,2,2,3,1,2,2,1,5,3,4,3,4,2,3,3,4,6,5,1,3,5
 

Spored toa, imame mno`estvo uslovi S  i toa:  
- kockata za igrawe e homogena,  
- kockata se frla na ramna povr{ina i  
- pri frlaweto kockata rotira okolu nekoja oska.  

 

a) Jasno, stanuva zbor za nederminiran eksperiment vo koj za sekoj 6,5,4,3,2,1i  
mo`eme da go razgleduvame nastanot iA : padnale i  to~ki. H. [toler napravil ~etiri 
serii na eksperimentot S  i gi dobil podatocite dadeni vo slednava tabela:  
 

 
Broj na frlawa na kockata  

Broj na pa|awa na broj to~ki  
1                    2                    3                 4                    5                   6 

600 82 130 106 92 106 84
6 000 953 1 053 1 027 1 028 982 957
60 000 9 880 9 989 9 888 10 206 10 190 9 847

120 000 19 759 20 065 19 795 20 232 20 213 19 936
Tabela 1

 

Od podatocite vo gornata tabela ja sostavuvame slednava tabela na relativnite ~estoti 
na nastanite iA , 6,5,4,3,2,1i .  
 

 
Broj na frlawa na kockata  

Broj na pa|awa na brojot 
1                    2                    3                 4                    5                   6 

600 0,1366667 0,2166667 0,1766667 0,1533333 0,1766667 0,14
6 000 0,1588333 0,1755 0,1711667 0,1713333 0,1636667 0,1595
60 000 0,1646667 0,1664833 0,1648 0,1701 0,1698333 0,164117

120 000 0,1646583 0,1672083 0,1649583 0,1686 0,1684417 0,166133
Tabela 2

 

Kako {to mo`eme da vidime relativnite ~estoti na sekoj od nastanite iA , 6,5,4,3,2,1i  
pri razli~nite serii od 60000,6000  i 120000  povtoruvawa na eksperimentot se prib-
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li`no isti broevi, pa zatoa za sekoj 6,5,4,3,2,1i  nastanot iA  e slu~aen. Ponatamu, rela-

tivnite ~estoti na sekoj od nastanite iA , 6,5,4,3,2,1i  se natrupuvaat okolu eden ist broj 

i toa 166,0
6
1  , od {to soglasno statisti~kata definicija na verojatnosta mo`eme da 

zaklu~ime deka 
6
1)( iAP , za 6,5,4,3,2,1i .  

b) Ako gi iskoristime podatocite od tabela 1, za nastanot :B  padnatiot broj 
to~ki e pomal od 3 , pri serii od 60000,6000,600  i 120000  povtoruvawa na eksperimen-

tot, negovata ~estota ja dobivame ako gi sobereme ~estotite na nastanite 1A  i 2A  (zo{t-
o?). Vo slednata tabela se dadeni ~estotite i relativnite ~estoti na nastanot B , za 
navedenite serii od 60000,6000,600  i 120000  povtoruvawa na eksperimentot.  
 

Broj na frlawa na kockata ^estota na nastanot B Relativna ~estota na nastanot B
600 212 0,3533333 

6 000 2 006 0,3343333 
60 000 19 769 0,3294833 

120 000 39 824 0,3318667 
Tabela 3

 

Od podatocite vo tabela 3 zaklu~uvame deka nastanot B  e slu~aen i deka soglasno defi-
nicija 9 statisti~kata verojatnost e 

3
1)( BP  (zo{to?).  

v) Vo vrska so razgleduvaniot eksperiment da go razgledame nastanite :C  padna-
tiot broj to~ki e pomal od 1  i :D  padnatiot broj to~ki e pomal ili ednakov na 6 .  
 

Lesno se voo~uva, deka nastanot C  ne se slu~uva pri nitu edna realizacija na ekspe-
rimentot S , a nastanot D  se slu~uva pri sekoja realizacija na eksperimentot S  (zo{to?).  
 

Vo vrska so nastanite C  i D  od primer 26 ja imame slednava definicija.  
 

Definicija 11. Siguren nastan za eksperimentot S  e nastanot {to se pojavuva 
pri sekoja realizacija na S . Nevozmo`en nastan za eksperimentot S  e nastanot {to ne 
se pojavuva pri realizacija na S .  
 

Neka se izvedeni n  eksperimenti S . Od definicijata na sigurniot nastan sleduva 
deka toj }e se pojavi n  pati, a od definicijata na nevozmo`niot nastan sleduva deka toj 
nema da se pojavi nitu edna{, t.e. }e se pojavi 0  pati. Spored toa, relativnata ~estota na 

sigurniot nastan e 1
n
n , a relativnata ~estota na nevozmo`niot nastan e 00 

n
 i 

poslednoto va`i za serija so proizvolen broj eksperimenti S . Sega od definicija 9 
sleduva deka sigurniot i nevozmo`niot nastan se slu~ajni nastani, a od definicija 10 
sleduva deka nivnite statisti~ki verojatnosti se 1  i 0 , soodvetno.  

 
 

ZADA^I  
 

1. Spored podatocite od tabela 2, relativnite ~estoti na nastanite iA , ,3,2,1i  
6,5,4 , vo slu~aj koga imame serija od 600  frlawa na kockata zna~itelno otstapuvaat od 

relativnite ~estoti vo slu~aj koga imame serija od 60000,6000 ili 120000  frlawa na 
kockata. Zo{to e toa taka?  
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2. Koristej}i gi podatocite od tabela 1 najdi gi ~estotite na nastanite  
a) A : padnatiot broj to~ki e paren,  
b) B : padnatiot broj to~ki e pogolem od 3 .  
Dali nastanite A  i B  se slu~ajni? Vo slu~aj na potvrden odgovor najdi )(AP  i 

)(BP !  
 

3. Za eksperimentot od primer 25 iska`i gi so zborovi sigurniot i nevozmo`niot 
nastan.  

 
 

III.7. ELEMENTARNI NASTANI. OPERACII SO NASTANI  
  

a) ELEMENTARNI NASTANI  
 
Vo primerot 26 pri eksperimentot vo koj homogena kocka frlame na ramna povr-

{ina vidovme deka vo sekoe posebno frlawe, t.e. pri sekoja realizacija na eksperimen-
tot mo`e da "padnat" 5,4,3,2,1  ili 6  to~ki. Jasno, pri sekoe izveduvawe na ovoj eksperi-
ment se pojavuva eden i samo eden od nastanite "brojot na padnatite to~ki e i ", kade 

6,5,4,3,2,1i . Sli~na e sostojbata so eksperimentot vo primer 25, kade pri sekoja realiza-
cija na eksperimentot se pojavuva eden i samo eden od nastanite pa|a grb ili pa|a pismo.  
 

Prethodno iznesenoto mo`e da se napravi za sekoj eksperiment, t.e. za sekoj ekspe-
riment, {to mo`eme da go zamislime ili realizirame, postoi edno mno`estvo   na po-
edine~ni nastani, so osobinata pri sekoja realizacija na eksperimentot se pojavuva eden 
i samo eden od tie nastani. Mno`estvoto   go narekuvame prostor (mno`estvo) elemen-
tarni nastani, a negovite elementi gi narekuvame elementarni nastani. Vo natamo{-
nite razgleduvawa za elementaren nastan }e ja koristime oznakata  .  
 

Primer 27. a) Vo eksperimentot na frlawe moneta prostorot elementarni nasta-
ni e },{ GP .  
 

b) Vo eksperimentot na frlawe kocka za igrawe prostorot elementarni nastani e 
}6,5,4,3,2,1{ .  

 

Primer 28. Moneta se frla dva pati. Za elementarni nastani mo`eme da gi zememe 
slednive rezultati na eksperimentot:  

1 - vo dvete frlawa padnalo pismo,  

2 - vo dvete frlawa padnal grb,  

3 - padnalo edno pismo i eden grb.  
Zabele`uvame deka vaka izbranite elementarni nastani ne se pojavuvaat na "simetri-
~en" na~in. Imeno, elementarniot nastan 1  ozna~uva deka i vo prvoto i vo vtoroto fr-
lawe padnalo pismo, t.e. ednozna~no e opredelen rezulatot i na prvoto i na vtoroto fr-
lawe. Sli~no, elementarniot nastan 2  ednozna~no go opredeluva rezulatot i na prvoto 

i na vtoroto frlawe. Nasproti toa, elementarniot nastan 3  dopu{ta dve mo`nosti: vo 
prvoto frlawe padnalo pismo a vo drugoto grb ili, vo prvoto frlawe padnal grb a vo 
vtoroto pismo. Zaradi ovaa "nesimetrija" koja postoi vo navedenite elementarni nasta-
ni podobro e vo ovoj slu~aj za mno`estvo (prostor) elementarni nastani da se zeme mno-
`estvoto  
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},,,{ GGGPPGPP . 
Jasno, pri vakov izbor na mno`estvoto   so sekoj elementaren nastan ednozna~no e op-
redelen rezultatot i vo prvoto i vo vtoroto frlawe na monetata, t.e. me|u elementar-
nite nastani "postoi simetrija".  

 

Primer 29. Moneta se frla n  pati. Prostorot na elementarni nastani e mno-
`estvoto od site varijacii so povtoruvawe od elementite P  i G  od klasa n , t.e.  
 

},...,2,1,|),...,,({ 21 nkGcPcccc kkn    ili   . 
 

Spored toa, brojot na elementite na   e n2||  .  
 

Primer 30. a) Kocka za igrawe se frla dva pati. Prostorot elementarni nastani e 
mno`estvoto   koe se sostoi od slednite 36  ishodi:  
 

11, 12, 13, 14, 15, 16,  
21, 22, 23, 24, 25, 26,  
31, 32, 33, 34, 35, 36,  
41, 42, 43, 44, 45, 46,  
51, 52, 53, 54, 55, 56,  
61, 62, 63, 64, 65, 66.  

 

Zapi{anite elementarni nastani vsu{nost se varijaciite so povtoruvawe od elementite 
1, 2, 3, 4, 5 i 6 od klasa 2.  
 

b) Kocka za igrawe se frla dva pati. Ako ne interesira samo zbirot na padnatite 
broevi to~ki, toga{ na ovoj eksperiment mo`eme da mu go pridru`ime sledniov prostor 
elementarni nastani:  

}12,11,10,9,8,7,6,5,4,3,2{ .  
 

Vo primerite 30 a) i 30 b) na eden ist eksperiment mu pridru`ivme razli~ni 
prostori elementarni nastani. Me|utoa, na eksperimentot koj se sostoi od dve frlawa 
na kocka za igrawe obi~no mu se pridru`uva prostorot elementrani nastani koj e daden 
vo primer 30 a), so sli~no obrazlo`enie na ona od primer 28. Me|u elementarnite nasta-
ni od primer 30 a) postoi simetrija vo smisol {to so sekoj od niv ednozna~no e oprede-
len rezultatot vo prvoto i vo vtoroto frlawe na kockata. Kaj elementarnite nastani vo 
primer 30 b) takva simetrija nema: so elementarnite nastani 2 i 12 ednozna~no e oprede-
len rezultatot vo sekoe od dvete frlawa, no toa ne e slu~aj so ostanatite elementarni 
nastani.  
 

Primer 31. Se frlaat moneta i kocka za igrawe. Mno`estvoto elementarni 
nastani e  

}6,5,4,3,2,1,6,5,4,3,2,1{ GGGGGGPPPPPP .  
 

Primer 32. Kocka za igrawe prvo se frla edna{, pa ako padnatiot broj to~ki e po-
mal od 3, toga{ kockata se frla u{te edna{. Prostorot elementarni nastani e odreden 
so slednite ishodi: 3, 4, 5, 6, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 21, 22, 23, 24, 25 i 26, pri {to zapi{anite 
ishodi gi smetame za varijacii na cifrite.  
 

Primer 33. Kocka za igrawe se frla se dodeka zbirot na registriranite broevi 
to~ki ne stane pogolem od 2. Prostorot elementarni nastani e odreden so slednive isho-
di:  
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3, 4, 5, 6, 12, 13, 14, 15, 16, 21, 22, 23, 24, 25, 26, 111, 112, 113, 114, 115, 116.  
 

Vo prethodnite primeri prostorot elementarni nastani se sostoe{e od kone~no 
mnogu elementi. Sledniov primer poka`uva deka istiot ne mora da bide kone~en.  
 

Primer 34. Moneta se frla se do prvoto pojavuvawe na grb. Prostorot elementar-
ni nastani e mno`estvoto  

}{...},,,,,{ 0 PPPPGPPPGPPGPGP  

kade ......0 PPPP  e logi~ki mo`niot rezultat deka grb nema nikoga{ da padne. Jasno 
ova mno`estvo e beskone~no, t.e. mno`estvoto   sodr`i beskone~no mnogu elementarni 
nastani.  
 

Iako }e razgleduvame samo eksperimenti so kone~no mnogu ishodi, sepak }e navede-
me eden primer na eksperiment kaj koj mno`estvoto ishodi e beskone~no i ne e prebroivo.  
 

Primer 35. Da pretpostavime deka dvajca lu|e nezavisno i ednakvo mo`no doa|aat 
na mestoto na dogovoreniot sostanok vo vremenski interval ]1,0[ . Ako so x  go ozna~ime 
momentot na doa|awe na edniot, a so y  momentot na doa|awe na sostanokot na drugiot 
~ovek, toga{ mno`estvoto elementarni nastani e edine~niot kvadrat   

}10,10|),{(  yxyx .  
 
b) OPERACII SO NASTANI  
 
Vo prethodno razgledanite primeri, a i za sekoj drug eksperiment {to mo`e da se 

zamisli ili izvede, voo~uvame deka, sekoj nastan {to e vo vrska so eksperimentot e opre-
delen so nekoe podmno`estvo na mno`estvoto elementarni nastani  . Zatoa, slu~ajnite 
nastani gi identifikuvame so podmno`estva na mno`estvoto (prostorot) elementarni 
nastani  . Pritoa }e velime deka se realiziral nastanot A , ako se pojavil nekoj od 
elementarnite nastani so koi toj e opredelen, t.e. ako se realiziral elementaren nastan 
  za koj va`i A  i pritoa za ishodot   }e velime deka e povolen za nastanot A .  

 

Bidej}i pri sekoe izveduvawe na eden eksperiment se pojavuva eden od elementar-
nite nastani, a site se elementi na  , logi~no e sigurniot nastan da go ozna~ime so  . 
Sli~no, ne postoi elementaren nastan koj e povolen za nevozmo`niot nastan, pa zatoa 
ovoj nastan }e go ozna~uvame so  .  

 

Bidej}i nastanite gi identifikuvavme so podmno`estva na prostorot elementar-
ni nastani, na niv mo`eme da gi primenuvame operaciite so mno`estvata i da gi razgle-
duvame relaciite me|u mno`estvata. Pritoa }e ja koristime slednava terminologija:  

 

Ako BA , toga{ }e velime deka nastanot A  go povlekuva nastanot B .  
Ako BA  , toga{ }e velime deka nastanite A  i B  se ekvivalentni.  
Za nastanot  

}|{\ AAA    

}e velime deka e sprotiven (komplementaren) na nastanot A . Jasno, nastanot A  se 
realizira, ako ne se realizira nastanot A , t.e. ako eksperimentot zavr{i so ishod   za 
koj va`i A .  

Nastanot  
}|{ BABA    ili  
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go narekuvame unija na nastanite A  i B . Jasno, nastanot BA  se realizira ako se 
realizira barem eden od nastanite A  i B .  

 

Nastanot  
}|{ BABA    i  

go narekuvame presek na nastanite A  i B . Jasno, nastanot BA  se realizira ako isto-
vremeno se realiziraat i dvata nastani A  i B . Vo natamo{nite razgleduvawa namesto 

BA  }e pi{uvame AB .  
 

Za nastanite A  i B  }e velime deka se disjunktni (zaemno se isklu~uvaat) ako 
AB .  

 

Primer 36. Moneta se frla tri pati. Prostorot na elementarni nastani e  
 

},,,,,,,{ GGGGGPGPGPGGGPPPGPPPGPPP . 
 

So A  da go ozna~ime nastanot deka }e padnat barem dve pisma, a so B  nastanot deka }e 
padne samo edna strana. Imame },,,{ GPPPGPPPGPPPA   i },{ GGGPPPB  . Ponatamu do-

bivame },,,{ GGGGGPGPGPGGA   i toa e nastanot deka vo trite frlawa }e padne naj-
mnogu edno pismo,  

 

},,,,{ GGGGPPPGPPPGPPPBA   
i toa e nastanot deka vo trite frlawa brojot na padnatite pisma }e bide 0, 2 ili 3, a 

}{PPPAB   i toa e nastanot deka vo sekoe od trite frlawa }e padne pismo.  
 
 
ZADA^I  
 
1. Se frlaat dve moneti i edna kocka. Najdi go prostorot elementarni nastani.  
 

2. Kocka za igrawe se frla n  pati. Najdi go prostorot elementarni nastani  . 
Kolku elementi ima  ?  

 

3. Od mno`estvoto },...,2,1{ n  se izbiraat k  broevi. Najdi go prostorot elemen-
tarni nastani i brojot na elementarnite nastani,  

a) ako izborot na broevite se vr{i so vra}awe, t.e. edna{ izvle~eniot broj mo`e 
povtorno da se izbere, a redosledot na izbiraweto e va`en,  

b) ako izborot na broevite se vr{i bez vra}awe, redosledot na izbiraweto na 
broevite e va`en i nk  ,  

v) ako se vr{i izbor bez vra}awe, va`i nk  , a redosledot na izbiraweto ne e 
va`en, i  

g) ako se vr{i izbor so vra}awe, a redosledot na izbiraweto ne e va`en.  
 

4. Kocka za igrawe se frla dva pati. Opredeli gi nastanite:  
a) vo dvete frlawa padnal broj pogolem od ~etiri,  
b) padnala barem edna {estka,  
v) i zbirot na padnatite broevi e pogolem od pet.  
 

5. Moneta se frla dva pati. Ako i dvata pati padne ista strana, toga{ monetata se 
frlat i tret pat, a ako padnale razli~ni strani, toga{ edna{ se frla kocka za igrawe. 
Opredeli go prostorot elementarni nastani i nastanot A  deka vo tretoto frlawe ne e 
registriran broj.  
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6. Moneta se frla se dodeka dva pati posledovatelno ne padne ista strana. Odredi 
go prostorot elementarni nastani i nastanot deka eksperimentot }e zavr{i posle 
{estoto frlawe.  

 

7. Doka`i deka za nastanite BA,  i C  se ispolneti ravenstvata:  
a) BCACCBA  )( ,    b) ))(()( CBCACAB  ,  

v) BABA  ,     g) BAAB  .  
 
 

III.8. KLASI^NA DEFINICIJA NA VEROJATNOST   
  

Da razgledame eksperiment koj pod isti uslovi mo`e da se povtoruva neograni~en 
broj pati. Neka  

},...,,{ 21 n  
 

e prostorot elementarni nastani koj soodvetstvuva na eksperimentot. Da pretpostavime 
deka eksperimentot e povtoren N  pati i deka pri toa elementarnite nastani ,, 21   

n...,  se realizirale nNNN ,...,, 21  pati. Toga{ o~igledno va`i NNNN n  ...21 , t.e.  
 

1...21 
N
N

N
N

N
N n . 

 

Spored toa, zbirot na relativnite ~estoti na elementarnite nastani n ,...,, 21  vo N  
izvedeni eksperimenti e ednakov na 1 . Prethodnite razgleduvawa se neposreden povod za 
slednava definicija.  

 

Definicija 12. Neka },...,,{ 21 n  e prostor od elementarni nastani na nekoj 

eksperiment. Za sekoj },...,2,1{ nj  na nastanot j , mu pridru`uvame broj jj pp )(  taka 

da se ispolneti slednive uslovi:  
 

1) nenegativnost: 0jp , za sekoj },...,2,1{ nj  i  

2) normiranost: 1...21  nppp .  

Brojot jp  go narekuvame verojatnost na elementarniot nastan j . Neka  
 

},...,,{
21 kiiiA  , kade niii k  ...1 21 . 

Brojot 
kiii pppAP  ...)(

21
 go narekuvame verojatnost na nastanot A .  

 

Spored definicija 12 verojatnosta na nastanot A  e ednakva na zbirot na verojat-
nostite koi se povolni za nastanot A . Ponatamu, ako so A  go ozna~ime partitivnoto 
mno`estvo na prostorot elementarni nastani  , toga{ so definicija 12 e opredelena 
funkcija RA:P  koja na sekoe podmno`estvo A  od   mu ja pridru`uva negovata 
verojatnost )(AP . Podredenata trojka ),,( PA  ja narekuvame prostor na verojatnost 
ili verojatnosen model na eksperiment so (vo ovoj slu~aj) kone~no mnogu ishodi.  

 

Za na{ite razgleduvawa od poseben interes e slu~ajot koga na site elementarni 
nastani (ishodi) n ,...,, 21  im e pridru`ena ednakva verojatnost, t.e. koga va`i 

nppp  ...21 . Pritoa, so zamena vo 1...21  nppp  dobivame 
nnppp 1

21 ...  . 
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Vo ovoj slu~aj }e velime deka elementarnite nastani se ednakvo verojatni i toga{ vero-
jatnosta na nastanot },...,,{

21 kiiiA   e dadena so  
 

n
kAP )( .       (1) 

 

Spored toa, vo slu~aj na ednakvoverojatni elementarni nastani verojatnosta na pro-
izvolen nastan A  e ednakva na koli~nikot na brojot na elementarnite nastani po-
volni za nastanot A  i vkupniot broj elementarni nastani. Vakvoto opredeluvawe na 
verojatnosta na nastanite vo slu~aj na eksperiment so ednakvo verojatni ishodi go 
narekuvame klasi~na defincija na verojatnosta.  

 

Prirodno e da se zapra{ame koga elementarnite nastani mo`eme da gi smetame 
ednakvo verojatni? Osnovnata ideja e slednava: Ako sakame realno da opi{eme eksperi-
ment (koj pod pribli`no ednakvi uslovi mo`e da se povtori pove}e pati), toga{ na 
ishodite na toj eksperiment treba kako verojatnosti da im se pridru`at onie broevi od 
koi mnogu ne otstapuvaat relativnite ~estoti na pojavuvawe na tie ishodi. Vo mnogu 
prakti~ni situacii, a od pri~ini na simetrija, nemame osnov da pretpostavime deka 
nekoj ishod ima pogolemi {ansi da se realizira od drugite ishodi. Isto taka, vo mnogu 
situacii iskustvoto ne ni dava povod da smetame deka nekoj ishod e privilegiran vo 
odnos na drugite ishodi, vo smisla da postoi pogolema mo`nost toj ishod da se realizira. 
Vo vakvi situacii izgleda razumno na site mo`ni elementarni nastani da im 
pridru`ime ednakva verojatnost.  

 

Ponatamu, od (1) sleduva: ako prostorot elementarni nastani   e kone~en i ako 
elementarnite nastani se ednakvo verojatni, toga{ presmetuvaweto na verojatnosta na 
nastanot A  se sveduva na opredeluvawe na brojot na elementite na mno`estvata A  i 
 , t.e. na opredeluvawe na brojot na ishodite povolni za nastanot A  i na brojot na site 
mo`ni ishodi. Da razgledame nekolku primeri.  

 

Primer 37. ^etiri karti koi se numerirani so broevite 4,3,2,1  slu~ajno se nare-
deni edna po druga. Jasno prostorot elementarni nastani e mno`estvoto   od site per-
mutacii na broevite 4,3,2,1  i niv gi ima vkupno 24!4  , t.e. vo formulata (1) imame 

24||  n . Da go razgledame nastanot A : na prvoto i vtoroto mesto stojat neparni bro-
evi, t.e.  

 

}3142,3124,1342,1324{A . 
 

Spored toa, vo formulata (1) imame 4||  Ak , pa zatoa 
6
1

24
4)( 

n
kAP .  

 

Primer 38. Dadeni se 10  top~iwa numerirani so broevite 10...,,2,1 . Slu~ajno, bez 
gledawe odedna{ se izbiraat tri top~iwa. Kolkava e verojatnosta na nastanot A  deka 
to~no edno od izbranite top~iwa e ozna~eno so paren broj?  

 

Bidej}i od 10  top~iwa izbirame 3 , brojot na mo`nite izbori e 120
!7!3
!103

10 Cn , 

{to zna~i prostorot na elementarni nastani ima 120n  elementi.  
 

Ponatamu, 5  od top~iwa se ozna~eni so paren broj i kako edno od trite izbrani 

top~iwa treba da bide ozna~eno so paren broj toa mo`e da se napravi na 51
5 C  na~ini. 

Ostanatite dve izvle~eni top~iwa treba da bidat ozna~eni so neparen broj i kako imame 
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5  top~iwa ozna~eni so neparen broj nivniot izbor mo`e da se napravi na 102
5 C  na~i-

ni. Bidej}i na sekoj izbor na edno top~e ozna~eno so paren broj soodvetstvuva eden izbor 
na dve top~iwa ozna~eni so neparen broj dobivame deka brojot na elementarnite nastani 

povolni za nastanot A  e 501052
5

1
5  CCk .  

 

Kone~no, od (1) za verojatnosta na nastanot A  dobivame  
 

12
5

120
50

3
10

2
5

1
5)( 
C

CC
n
kAP . 

 

Primer 39. Kocka za igrawe se frla tri pati i vo sekoe frlawe se bele`i padna-
tiot broj to~ki. Koja verojatnost e pogolema: zbirot na padnatite broevi da e ednakov na 
11  ili zbirot na padnatite broevi da e ednakov na 12 ?  

 

Bidej}i kockata se frla tri pati i vo sekoe frlawe se bele`i padnatiot broj 
to~ki dobivame deka brojot na site elementarni nastani e ednakov na brojot na varijaci-
ite so povtoruvawe od treta klasa od elementite 6,5,4,3,2,1 , {to zna~i toj e ednakov na 

216633
6 V .  

 

Brojot 11  mo`e da se zapi{e kako zbir na tri sobirci, od koi sekoj pripa|a na 
mno`estvoto }56,4,3,2,1{  i pritoa redot na sobircite ne e va`en, na slednive {est na~ini 

 

34433524515523614611  . 
 

Zbirovite 236,146   i 245   mo`at da se dobijat na 6!3   na~ini, a sekoj od os-
tanatite tri zbira mo`e da se dobie na tri na~ini. Zatoa verojatnosta na zbirot 11  e 
dadena so  

216
27

216
336366)11(  P . 

 

Analogno dobivame,  
 

44434525533624615612  , 
 

i verojatnosta na zbirot e  

216
25

216
163366)12(  P .  

 

Spored toa, ako kockata za igrawe se frla tri pati, toga{ verojatnosta zbirot na re-
gistriranite broevi da e ednakov na 11  e pogolema od verojatnosta zbirot na registrira-
nite broevi da e ednakov na 12 .  

 

Primer 40. Nepismeno dete sostavuva zborovi od slednive bukvi: a, a, a, e, i, k, m, 
m, t, t. Kolkava e verojatnosta da se sostavi zborot matematika? 

 

Sekoj elementaren nastan e permutacija so povtoruvawe od 10  elementi od tip 

)1,1,1,2,2,3( , pa zatoa nivniot broj e 151200
!2!2!3

!10 n . Brojot na povolni slu~ai e 1k , pa 

zatoa verojatnosta na nastanot A : se pojavil zborot matematika e  
 

151200
1)( AP .   
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ZADA^I  
 
1. Se frla kocka za igrawe. Kolkava e verojatnosta deka:  

a) padnatiot broj to~ki }e bide deliv so 3 ,  
b) padnatiot broj to~ki }e bide deliv so 2 ?  

 

2. Kocka za igrawe se frla dva pati i pri sekoe frlawe se bele`i padnatiot broj 
to~ki. Kolkava e verojatnosta deka zbirot na padnatite broevi }e bide ednakov na 8 ?  

 

3. Vo sad se nao|aat 3  beli, 7  crveni i 8  bezbojni po forma ednakvi top~iwa. 
Odedna{, bez gledawe izvlekuvame dve top~iwa. Kolkava e verojatnosta deka top~iwata 
}e bidat 1  belo i 1  crveno?  

 

4. Bez gledawe vo eden red stavame 5  beli, 4  crveni i 3  crni top~iwa. Kolkava e 
verojatnosta deka na prvite tri mesta }e imame beli top~iwa?  

 

5. Od a  beli i b  crni po forma ednakvi top~iwa odedna{ i bez gledawe izbirame 
m  top~iwa. Kolkava e verojatnosta deka me|u izbranite top~iwa imame p  beli i q  
crni?  

 

6. Od {pil koj sodr`i 32  karti (po 8  karti od sekoja boja) slu~ajno i oddedna{ se 
izbiraat 10  karti. Kolkava e verojatnosta me|u izbranite karti da ima 2  pika, 4  trefa, 
3  karo i 1  srce?  

 

7. Vo edna klas ima 34  u~enici i nitu eden od niv ne e roden na .29 fevruari. 
Presmetaj ja verojatnosta na nastanot A : barem dva u~enika se rodeni vo ist den.  

 

8. Sekretarkata adresirala n  koverti, pri {to site adresi se razli~ni. Potoa n  
razli~ni pisma (od koi sekoe treba da stigne na to~no edna od navedenite adresi) na 
slu~aen na~in gi rasporedila vo plikata, vo sekoe pliko po edno pismo. Kolkava e 
verojatnosta deka nitu edno pismo nema da stigne na vistinskata adresa?  
 
 

III.9. OSNOVNI SVOJSTVA NA VEROJATNOSTA   
  

So A  go ozna~ime partitivnoto mno`estvo na prostorot elementarni nastani  .  
Vidovme deka so definicija 12 e opredelena funkcija RA:P  koja na sekoe podmno-
`estvo A  od   mu ja pridru`uva negovata verojatnost )(AP . Vo slednava teorema }e gi 
formulirame i doka`eme osnovnite svojstva na funkcijata P .  

 

Teorema 9. a) Za sekoj nastan A  va`i 1)(0  AP .  
 

b) verojatnosta na sigurniot nastan e 1)( P .  
 

v) Ako AB , toga{ )()()( BPAPBAP  .  
 

g) Za sekoj nastan A , to~no e ravenstvoto )(1)( APAP  .  
 

d) Verojatnosta na nevozmo`niot nastan   e 0)( P .  
 

|) Ako BA , toga{ )()( BPAP  .  
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Dokaz. Svojstvata a) i b) neposredno elduvaat od faktot deka verojatnosta na 
nastanot A  e opredelena kako zbir na verojatnostite na povolnite ishodi za nastanot A  
i uslovot deka zbirot na verojatnostite na site elementarni nastani e ednakov na 1 .  

 

v) Neka },...,,{ 21 kA   i },...,,{ 21 mB   se proizvolni disjunktni nastani, 

t.e. takvi {to AB . Toga{, ji    za sekoi },...,2,1{ ki  i },...,2,1{ mj , pa zatoa  
 

},...,,,,...,,{ 2121 mkBA  .  
 

Ako so )(p  ja ozna~ime verojatnosta na elementarniot nastan  , toga{ od defincija 12 
imame  

 

)()()(...)()()(...)()()( 2121 BPAPppppppBAP mk   . 
 

g) Od definicijata na sprotivniot nastan A  sleduva deka nastanite A  i A  se 
disjunktni i pritoa va`i  AA . Sega od svojstvata b) i v) sleduva  

 

)()()(1 APAPP  , 
 

pa zatoa )(1)( APAP  .  
 

d) Od defincija na nevozmo`niot nastan sleduva  , od {to koristej}i go 

svojstvoto g) dobivame 011)(1)()(  PPP .  
 

|) Ako BA , toga{ BAAB  , pri {to nastanite A  i BA  se disjunktni. Sega, 
koristej}i gi svojstvata a) i v) dobivame )()()()( APBAPAPBP  .  

 

Primer 41. Kocka za igrawe se frla ~etiri pati. Kolkava e verojatnosta deka 
me|u padnatite broevi to~ki ima barem dva razli~ni broja?  

 

Prostorot na elementarni nastani e sostaven od site varijacii so povtoruvawe od 

elementite 6,5,4,3,2,1  od klasa 4 , pa zatoa 46n  i jasno site elementarni nastani se ed-
nakvoverojatni, t.e. mo`eme da ja primenime klasi~nata defincija na verojatnost. So A  
da go ozna~ime nastanot: site padnati broevi se ednakvi. Brojot na povolni ishodi za A  e 
ednakov na 6  (zo{to?). Spored toa, 34 6

1
6
6)( AP .  

Sprotivniot nastan na A  e nastanot :A  me|u padnatite broevi to~ki ima barem 

dva razli~ni broja. Sega od teorema 9 g) dobivame 
216
215

6
1
31)(1)(  APAP .  

 

Primer 42. Presmetaj )(AP  ako 15,0)( ABP  i 25,0)( BAP .  
 

Ako go iskoristime ravenstvoto BAABBBAAA  )( , toga{ koristej}i 

deka nastanite AB  i BA  se disjunktni, od teorema 9 v) dobivame  
 

40,025,015,0)()()()(  BAPABPBAABPAP .  
 

Svojstvoto v) od prethodnata teorema mo`eme da go obop{time na pove}e nastani. 
Za taa cel prvo }e go vovedeme poimot po parovi disjunktni nastani.  
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Definicija 13. Za nastanite kAAA ,...,, 21 , koi se podmno`estva od ist prostor  , 

}e velime deka se po parovi disjunktni, ako ji AA , za ji  , },...,2,1{, kji  .  
 

Primer 43. Kocka se frla dva pati i se bele`i padnatiot broj to~ki. Za sekoj 
}12,...,3,2{k  so kA  da go ozna~ime nastanot zbirot na padnatiot broj to~ki e ednakov na 

k . Jasno, nastanite 12,...,3,2, kAk  se po parovi disjunktni.  
 

Posledica 1. Ako 2k  i ako nastanite kAAA ,...,, 21  se po parovi disjunktni, t.e 

ako va`i ji AA , za ji  , toga{  

)(...)()()...( 2121 kk APAPAPAAAP  . 
 

Dokaz (za onie {to sakaat da znaat pove}e). Tvrdeweto }e go doka`eme so indukcija po 
brojot na nastanite k .  

 

Za 2k  tvrdeweto e doka`ano vo teorema 9 v).  
 

Neka pretpostavime deka tvrdeweto va`i za 1 mk , t.e. deka ako nastanite ,1A  

12 ,..., mAA  se po parovi disjunktni, toga{ va`i  
 

)(...)()()...( 121121   mm APAPAPAAAP .   (2) 
 

Ponatamu, ako nastanite mAAA ,...,, 21  se disjunktni po parovi, toga{ od mi AA , za 1,...,1  mi  
sleduva  

  mm AAAA )...( 121 , 
 

pa od teorema 9 v) i ravenstvoto (2) imame  
 

)()(...)()()...()...( 11121121 mmmmmm APAPAPAPAAAPAAAAP    
 

t.e. ravenstvoto (1) va`i za mk  . Kone~no, od principot na matemati~ka indukcija sleduva deka 
ravenstvoto (1) va`i za sekoj 2k .  
 

Primer 44. Od eden {pil od 52  karti proizvolno odedna{ se izvlekuvaat tri 
karti. Presmetaj ja verojatnosta na nastanot :B  vo izvle~enite tri karti ima barem eden 
as.  

 

Da gi razgledame nastanite:  
 

1A - vo izvle~enite tri karti ima to~no eden as,  
 

2A - vo izvle~enite tri karti ima to~no dva asa, i  
 

3A - vo izvle~enite tri karti ima to~no tri asa,  
 

Prostorot elementarni nastani se sostoi od mno`estvoto kombinacii bez povtoruvawe 

od 52  elementi od klasa 3 , pa zatoa 3
52Cn   i site elementarni nastani se ednakvovero-

jatni. Za slu~ajniot nastan 1A , bidej}i od 4  asa treba da imame eden as, a drugite karti 
mo`at da bidat bilo koi dve od ostanatite 48  karti, brojot na povolnite ishodi e 

2
48

1
41 CCk  . Analogno, za slu~ajniot nastan 2A  brojot na povolnite ishodi e 1

48
2
42 CCk   i 

za slu~ajniot nastan 3A  brojot na povolnite ishodi e 0
48

3
43 CCk  . Bidej}i nastanite 1A , 

2A  i 3A  se nezavisni i 321 AAAB   od posledica 1 sleduva  
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3
52

0
48

3
4

1
48

2
4

2
48

1
4321321)()()()()( 321321 C

CCCCCC
n

kkk
n
k

n
k

n
k

APAPAPAAAPBP
  .  

 

Da zabele`ime deka vo dadeniot slu~aj nastanot B  ozna~uva deka me|u izbranite 

karti nema nitu eden as i negovata verojatnost e 3
52

3
48

0
4)(
C

CC
BP  , pa zatoa  verojatnosta na 

nastanot B  mo`e da se presmeta i koristej}i ja teorema 9 g), pri {to dobivame  
 

3
52

3
48

0
41)(1)(
C

CC
BPBP  .  

 

So pomo{ na tvrdeweto od teorema 9 v) mo`eme da presmetame verojatnost na zbir 
na dva disjunktni nastani. No, dali toa mo`e da se napravi za proizvolni nastani A  i 
B ? Odgovor na ova pra{awe dava sledniov primer.  

 

Primer 45. Doka`i deka, za sekoi nastani A  i B  va`i ravenstvoto  
 

)()()()( ABPBPAPBAP  .     (3) 
 

Re{enie. Za nastanite A  i B  va`i BAABA   i BAABB  . Pritoa nastanite 
AB , BA  i BA  se po parovi disjunktni (zo{to?). Spored toa,  

 

BABAABABBABAABBA  )()(  

kade nastanite AB , BA  i BA  se po parovi disjunktni. Kone~no, od posledica 1 sleduva   
 

)()()()()()()()(

)()()()()(

ABPBPAPABPABPBAPBAPABP

BAPBAPABPBABAABPBAP




 

 

{to i treba{e da se doka`e.  
 

Primer 46. Kocka za igrawe se frla n  pati i se bele`at padnatite broevi to~ki. 
Presmetaj ja verojatnosta deka me|u padnatite broevi 

 

a) nema edinica,  
b) nema edinica i nema dvojka,  
v) nema edinici ili nema dvojka.  
 

Neka A  e nastanot deka me|u padnatite broevi nema edinica, a B  e nastanot deka 
me|u padnatite broevi nema dvojka. Treba da gi opredelime verojatnostite na nastanite 
A , AB  i BA . Prostorot elementarni nastani se sostoi od site varijacii so 

povtoruvawe od elementite 6,5,4,3,2,1  od klasa n , pa zatoa istiot ima n6  elementi. Bro-

jot na povolnite ishodi za sekoj od nastanite A  i B  e n5 , a brojot na povolnite ishodi 

na nastanot AB  e n4 . Zatoa  

n

n
BPAP

6
5)()(   i n

n
ABP

6
4)(  . 

Kone~no, od ravenstvoto (3) dobivame  

n

nn
ABPBPAPBAP

6
452)()()()(  .  
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ZADA^I  
 

1. Presmetaj )(BP  ako 26,0)( ABP  i 33,0)( ABP .  
 

2. Od 30  u~enici vo eden klas, me|u koi ima 12  mom~iwa, na slu~aen na~in se 
izbira ekipa od 6  u~enici. Presmetaj ja verojatnosta na nastanite, ekipata ima: A - 
to~no tri u~enici, B - najmalku 5  u~enici, C - samo u~eni~ki.  

 

3. Vo edna kutija ima top~iwa na koi{to se zapi{ani broevite 5,4,3,2,1  i 6 . Na 
slu~aen na~in se izvlekuva edno top~e, se zabele`uva brojot i potoa se vra}a vo kutijata. 

Zabele`ano e deka brojot k , 6,5,4,3,2k  se javuva 12 k  pati po~esto od brojot 1 . 
Presmetaj ja verojatnosta na nastanite:  

 

a) izvle~eno e top~e so neparen broj;  
 

b) brojot zapi{an na izvle~enoto top~e e deliv so 3 .  
 
 

4. [est semejstva sostaveni od tatko, majka i tri deca se na{le na isto mesto. 
Proizvolno se izbrani: eden tatko, edna majka i edno dete. Kolkava e verojatnosta site da 
pripa|aat na isto semejstvo?  

 

5. Lotarija se sostoi od 250  lozovi i se dobivaat vkupno 10  nagradi. Kiro kupil 
10  loza. Kolkava e verojatnosta na nastanite:  

 

a) :A  Kiro dobil 2  nagradi,  
 

b) :B  Kiro dobil najmalku 4  nagradi,  
 

v) :C  Kiro ne dobil nitu edna nagrada.  
 
 

6. Vo eden sad se nao|aat 9  beli, 8  crveni i 7  `olti top~iwa. Izvlekuvame dve 
top~iwa odedna{. Kolkava e verojatnosta deka izvle~eni to~iwa nema da bidat i dvete 
`olti.   

 

7. Dvajca strelci ga|aat ista cel. Prviot strelec celta ja poga|a so verojatnost 
7,0 , a vtoriot so verojatnost 5,0 . Kolkava e verojatnosta deka celta }e bide pogodena ako 

strelcite kon nea strelaat istovremeno?  
 
 

III.10. GEOMETRISKA VEROJATNOST    
  

Vo primer 35 vidovme deka postojat eksperimenti, ~ii{to prostori od elemen-
tarni nastani mo`at da se pretstavat so ramninski figuri. Vo takov slu~aj slu~ajnite 
nastani se opredeleni kako podmno`estva na prostorot elementarni nastani  . Me|u-
toa, nivnite verojatnosti ne mo`at da se opredelat preku verojatnostite na elementar-
nite nastani, bidej}i istite gi ima neprebroivo mnogu. Vo ovoj del }e poka`eme kako 
mo`e da se presmetuvaat verojatnostite na nekoi ednostavni primeri od ovoj tip.  

 

Neka site elementarni, spored uslovite na eksperimentot, se ednakvo mo`ni i 
neka prostorot   mo`e da se pretstavi so figura od ramninata ili prostorot, koja ima 
kone~na dol`ina, plo{tina odnosno volumen. Toga{ sekoj slu~aen nastan A  se 
pretstavuva so figura koja{to isto taka ima kone~na dol`ina, plo{tina odnosno volu-
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men. Ako so )(m  ja ozna~ime merata (dol`ina, plo{tina ili volumen) na figurata za 
prostorot  , a so )(Am  merkata na figurata za nastanot A , toga{ verojatnosta na 
nastanot A  mo`eme da ja presmetame spored formulata  

 

)(
)()( 

m
AmAP .       (1) 

 

Formulata (1) ja dava takanare~enata geometriska verojatnost.  
 

Primer 47. Pristignuvaweto na nekoj brod vo pristani{teto e ednakvo mo`no vo 

vreme 11  do 13  ~asot. Presmetaj ja verojatnosta brodot da pristigne do 3012 ~asot!  
 

Prostorot elementarni nastani e opredelen 
so intervalot od 11  do 13  ~asot, {to izrazeno vo 
minuti e intervalot ]120,0[  i mu soodvetstvuva 

otse~ka MN  takva, {to 120MN . Bidej}i mno`estvoto elementarni nastani e so 
kone~na dol`ina, mo`eme da ja koristime formulata (1), ako i na nastanot A : brodot 

pristignuva do 3012 ~asot mu soodvestvuva otse~ka so kone~na dol`ina. Me|utoa, bidej}i 

od 11  do 3012  ~asot imame 90  minuti dobivame deka na nastanot A  mu soodvestvuva otse~-

ka MK  takva, {to 90MK . Kone~no od formulata (1) imame  
 

4
3

120
90

)(
)()(  m

AmAP . 
 

Primer 48. Dvajca prijateli M  i K  se dogovorile da 
se sretnat na odredeno mesto od 11  do 12 ~asot. 
Pristignuvaweto na prijatelite e nezavisno i ednakvo 
mo`no vo tekot na dogovorenoto vreme.  

 

a) Najdi ja verojatnosta deka M  }e stigne pred K !  
 

b) Kolku iznesuva verojatnosta deka prijatelite }e se 
sretnat, ako se dogovorile onoj {to }e stigne prv da go ~eka 
drugiot najmnogu 20  minuti?  

 

Ako so x  i y  go ozna~ime vremeto na pristignuvawe 
na M  i K  soodvetno, toga{ sekoj elemntaren nastan e 
pretstaven so podreden par ),( yx , kade 60,0  yx , t.e.  

 

]}60,0[,|),{(  yxyx ,  
 

pa zatoa 360060)( 2 m .  
 

a) Ako so A  go ozna~ime nastanot M  stignuva 
pred K , toga{  
 

},),(|),{( yxyxyxA  , 
 

(crte` gore), pa zatoa 1800)(
2
6060  Am . Kone~no, od 

(1) dobivame  

2
1

3600
1800

)(
)()(  m

AmAP . 
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b) Nastanot B  }e se realizira ako 20||  yx , t.e. toj e opredelen so  
}20||,),(|),{(  yxyxyxB . 

 

Za nastanot B  imame  
 

2000)(2)(
2

40
2

60 22
Bm , 

pa zatoa  

9
5

3600
2000

)(
)()(  m

BmBP .  

 
 

ZADA^I  
 

1. Na otse~ka cmAB 12  slu~ajno se frla to~ka M . Da se najde verojatnosta deka 

plo{tinata na kvadratot so strana AM  e me|u 236cm  i 291cm .  
 

2. Na otse~ka lAB   slu~ajno se frla to~ka M . Da se najde verojatnosta deka 
raspojanieto od M  do srednita na otse~kata AB  ne e pogolemo od a .  

 

3. Otse~ka lAB   se deli na tri dela. Da se najde verojatnosta deka od trite 
dobieni otse~ki mo`e da se konstruira triagolnik.  

 

4. Vo krug so radius R  slu~ajno e frlena to~ka. Da se najde verojatnosta deka taa 
to~ka padnala vo ramnostraniot triagolnik vpi{an vo krugot.  

 
 
 
ZADA^I ZA POVTORUVAWE I UTVRDUVAWE  
 
1. Doka`i gi ravenstvata  
 

a) 
2

)3)(2)(1()2)(1(...543432321  nnnnnnn ,  
 

b) 
12)12()12(

1
53

1
31

1 ...  
n
n

nn
,  

 

v) 
6

)72)(1()2(...534231  nnnnn ,  
 

g) nn
nn
34

32
4
3

33
3

3
2

3
1 ...32 

 ,  
 

d) 
)12(2

)1(
)12()12(75

3
53

2
31

1 2222
... 


 

n
nn

nn
n .  

 
 

2. Doka`i deka za sekoj priroden broj n  brojot  
 

a) 1312 253   nn  e deliv so 17 ,  
 

b) 2392 212  nnn  e deliv so 54 ,  
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v) 122 87   nn  e deliv so 57 ,  
 

g) 1723  nn  e deliv so 64 ,  
 

d) 4282 23  nn  e deliv so 196 .  
 

3. Doka`i deka za sekoj priroden broj 5n  va`i 22 nn  .  
 

4. Doka`i deka za sekoi 0, qp  i za sekoj priroden broj 2n  to~no e neravenstvo-

to nnn qpqp )(  .  
 

5. Ako 3,2 10  aa  i 11 23   nnn aaa , za sekoj Nn  doka`i deka 12  k
ka , za 

sekoj Nk .  
 

6. Ako 1,0 10  aa  i 11 23   nnn aaa , za sekoj Nn  doka`i deka 12  k
ka , za 

sekoj Nk .  
 

7. Vo kolku permutacii bez povtoruvawe od n  elementi stojat ednopodrugo m  
fiksirani elementi i toa:  

 

a) vo nekoj daden redosled;  
 

b) vo proizvolen redosled.  
 
 

8. Po pet razli~no numerirani beli, sini, crveni i crni top~iwa treba da se 
naredat edno do drugo taka {to sekoi ~etiri posledovatelni top~iwa imaat razli~na 
boja. Na kolku na~ini toa mo`e da se napravi?  

 

9. Kolku petcifreni broevi mo`at da se formiraat od cifrite 6,4,2,0  i 8 ?  
 

10. Kolku razli~ni nizi od znaci mo`at da se formiraat od zborot "paralelopi-
ped"?  

 

11. Re{i ja ravenkata 3
1

3 67  nn VV .  
 

12. Brojot na varijaciite od vtora klasa bez povtoruvawe sprema brojot na vari-
jaciite od treta klasa bez povtoruvawe kako 20:1 . Kolku elementi ima mno`estvoto?  

 

13. Kolku tricifreni broevi mo`e da se formiraat od cifrite 7,6,5,4,3 ?  
 

14. Re{i ja ravenkata 1362 nC .  
 

15. Opredeli gi m  i n , ako 1:1:6,0:: 2
2

1
22 





m
n

m
n

m
n CCC .  

 

16. Brojot na varijaciite bez povtoruvawe od n  elementi od klasa k  sprema bro-
jot na varijaciite bez povtoruvawe od n  elementi od klasa 1k  se odnesuva kako 1:10 , a 
brojot na kombinaciite bez povtoruvawe od n  elementi od klasa k  sprema brojot na 
kombinaciite od n  elementi od klasa 1k  se odnesuva kako 3:5 . Najdi gi n  i k !  

 

17. Na eden {ahovski turnir u~estvuvaat dvanaeset {ahisti. Sekoj treba da odigra 
po edna partija so sekogo. Kolku vkupno partii }e se odigraat?  
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18. Kolku triagolnici }e se dobijat so povlekuvaweto na site dijagonali vo pra-
vilen dvanesetagolnik, ako temiwata na triagolnicite se poklopuvaat so temiwata na 
{estagolnikot?  

 

19. Najdi go zbirot na koeficientite vo razvieniot oblik na binomot:  
 

a) 10)1( x ,      b) 10)1( x .  
 

20. Najdi go sredniot ~len vo razvieniot oblik na stepenot 16)( x
x
a  .  

 

21. Vo razvieniot oblik na stepenot n
x
ax )( 2   koeficientite na ~etvrtiot i 

trinaesettiot ~len se ednakvi. Najdi go ~lenot {to ne go sodr`i x !  
 

22. Najdi gi racionalnite sobirci vo razvieniot oblik na stepenot 1034 3 )( xx  .  
 

23. Opredeli gi ~lenovite koi ne sodr`at iracionalni broevi vo razvojot na 

stepenot 2475 )23(  .  
 

24. Vo edna lotarija se prodadeni 10000  tiketi, a se delat 150  stokovi i 50  pari~-
ni nagradi. Kolkava e verojatnosta eden tiket da dobie nagrada (bez razlika dali stokova 
ili pari~na)?  

 

25. Vo eden sad imame 5  beli i 7  crveni top~iwa. Odedna{ i bez gledawe izvle-
kuvame 8  top~iwa. Kolkava e verojatnosta deka }e izvle~eme 2  beli i 6  crveni top-
~iwa?  

 

26. Homogena kocka za igrawe se frla dva pati.  
a) Kolkava e verojatnosta deka zbirot na padnatite broevi }e bide pomal od 4 ?  
b) Kolkava e verojatnosta deka zbirot na padnatite broevi }e bide pogolem  ili 

ednakov na 5 , no pomal ili ednakov na 8 ?  
 

27. Pravilna homogena moneta se frla 50  pati. Kolkava e verojatnosta deka }e 
padnat to~no 25  pisma?  

 

28. Cifrite 9,8,7,6,5,4,3,2,1,0  se naredeni vo niza. Kolkava e verojatnosta deka 
cifrite 0  i 1  ne se sosedni?  

 

29. ^etiri u~enici i osum u~eni~ki slu~ajno se podeleni vo ~etiri ekipi od po tri 
~lena. Presmetaj ja verojatnosta deka barem dva u~enika se vo ista ekipa?  

 

30. Presmetaj )(AP , ako 72,0)( ABP  i 08,0)( BAP .  
 

31. Kolkava e verojatnosta deka od 32  karti (od {pilot se isfrleni kartite od so 
brojki 6,5,4,3,2 ) }e izvle~ime tri asa, ako:  

 

a) vle~ime po edna karta i potoa ja vra}ame vo {pilot,  
 

b) izvle~enata karta ne ja vra}ame vo {pilot.  
 
 

32. Vo krug so radius R  slu~ajno e frlena to~ka. Da se najde verojatnosta deka taa 
to~ka padnala vo kvadratot vpi{an vo krugot.  

 

33. Na otse~ka lAB   slu~ajno se frlaat dve to~ki M  i N . Da se najde verojat-
nosta to~kata M  da e poblisku do to~kata A  otkolku do to~kata N .  
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34. Na otse~ka lAB   slu~ajno se frlaat dve to~ki M  i N . Da se najde verojat-
nosta to~kata M  da e poblisku do to~kata N , otkolku A  do N . 

 

35. Od intervalot ]1,0[  slu~ajno i nezavisno eden od drug se izbrani broevite yx,  
i z . Kolkava e verojatnosta deka za vaka izbranite broevi va`i neravenstvoto 

1222  zyx ?  
 
 

 
ZADA^I ZA SAMOKONTROLA 

             

1. Doka`ete go ravenstvoto  
 

13)13()23(
1

74
1

41
1 ...  

n
n

nn
. 

 

2. Vo kolku permutacii bez povtoruvawe na cifrite 1,2,3,4,5,...,9 cifrite 2,4 i 6 
stojat edna do druga i toa:  

 

a) vo dadeniot redosled,    
 

b) vo proizvolen redosled.  
 
 

3. Na tiket za sportska prognoza se nao|aat 12 natprevari. Ako za pobeda na 
doma}inot se stava znak 1, za pobeda na gostinot zank 2, a za nere{en rezultat znak 0, da 
se najde:  

a) Kolku razli~no popolneti koloni obezbuduvaat 12 to~ni pogodoci?  
b) Kolku koloni treba da se poplnat ako se "znaat" rezultatite na pet sredbi?  
v) Kolku koloni treba da se popolnat ako se "znae" deka 7 sredbi }e zavr{at 

nere{eno?  
 

4. a) Doka`i deka  
 

m
n

m
n

m
n

m
n CCCC  





1
2

2
22 2 . 

 

b) Presmetaj gi m  i n  ako  
 

5:5:3:)2(: 11
2

2
22

1  





 m
n

m
n

m
n

m
n

m
n CCCCC . 

 

5. Opredeli go onoj ~len vo razvojot na binomot  
 

123 )( 3 a
b

b
a   

 

 vo koj a  i b  imaat ednakvi stepenovi pokazateli.  
 

6. Vo kutija se nao|aat 12 beli, 23 crveni i 27 crni po golemina ednakvi top~iwa. 
Kolkava e verojatnosta deka }e izvle~eme crveno top~e?  

 
 

7. Frlame dve kockiza igrawe. Presmetaj ja verojatnosta na nastanot:  
 

a) zbir na padnatite broevi e ednakov na 7,  
 

b) zbirot na padnatite broevi e ednakov na 9.  
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8. Vo eden sad imame 12 beli i 9 crveni top~iwa. Odedna{ i bez gledawe izvle-
kuvame 9 top~iwa. Kolkava e verojatnosta deka }e izvle~eme 4 beli i 5 crveni top~iwa?  

 

9. Kolkava e verojatnosta deka od 32  karti (od {pilot se isfrleni kartite od so 
brojki 6,5,4,3,2 ) }e izvle~ime dva asa, ako:  

 

a) vle~ime po edna karta i potoa ja vra}ame vo {pilot,  
 

b) izvle~enata karta ne ja vra}ame vo {pilot.  
 
 

10. Vo krug so radius R  slu~ajno e frlena to~ka. Da se najde verojatnosta deka taa 
to~ka padnala vo pravilniot {estagolnik vpi{an vo krugot.  
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GLAVA IV 
 

ANALITI^KA GEOMETRIJA  
VO RAMNINA   
 

SODR@INA NA TEMATA 
 

1. Pravoagolen koordinaten sistem  
2. Koordinati na to~ki i na vektori  
3. Rastojanie me|u dve to~ki  
4. Delewe na otse~ka vo daden odnos  
5. Razli~ni vidovi ravenka na prava  

5.1. Op{t vid ravenka na prava  
5.2. Ekspliciten vid ravenka na prava  
5.3. Ravenka na prava {to minuva  

niz edna ili dve to~ki  
5.4. Segmenten vid ravenka na prava  
5.5. Normalen vid ravenka na prava  

6. Agol me|u dve pravi. Uslovi za  
paralelnost i normalnost na dve pravi  

7. Zaemna polo`ba na dve pravi  
8. Rastojanie od to~ka do prava  
9. Kru`nica, ravenka na kru`nica  
10. Zaemna pol`ba na prava i kru`nica 
11. Ravenka na tangenta na kru`nica  
12. Elipsa, centralna ravenka na elipsa  
13. Ispituvawe forma na elipsa.  

Ekscentritet na elipsa 
14. Zaemna pol`ba na prava i elipsa  
15. Ravenka na tangenta na elipsa  
16. Hiperbola, centralna ravenka  

na hiperbola 
17. Ispituvawe forma na hiperbola.  

Ekscentritet na hiperbola 
18. Asimptoti na hiperbola  
19. Zaemna polo`ba na prava i hiperbola  
20. Ravenka na tangenta na hiperbola  
21. Parabola, ravenka na parabolata  
22. Zaemna pol`ba na prava i parabola  
23. Ravenka na tangenta na parabolata  

 
POTREBNI PREDZNAEWA 

 

Za uspe{no sovladuvawe na sodr`inite koi  
}e gi usvojuva{ vo ovaa tema, potrebno e da 
se potseti{ na:  
 

- linearnata funkcija i nejziniot grafik,  
- kvadratnata funkcija i nejziniot  

grafik, i  
- re{avaweto na linearnite i  

kvadratnite ravenki.  

 
 
 
 
 

NOVI ZNAEWA I UMEEWA 
 
Uspe{noto sovladuvawe na sodr`inite koi se  
razraboteni vo ovaa tema ima za cel:  
  
- da go usvoi{ pretstavuvuweto na vektorite  

vo ramnina so pomo{ na koordinati,  
- da ja usvoi{ formulata za rastojanie me|u  

dve to~ki i nejzinata primena,  
- da ja usvoi{ formulata za opredeluvawe na  

koordinati na to~ka, koja dadena otse~ka  
deli vo daden odnos i nejzinata primena,  

- da gi usvoi{ razli~nite vidovi ravenka na  
prava i da nau~i{ da transformira{  
eden vid vo drug,  

- da ja usvoi{ formulata za presmetuvawe  
agol me|u dve pravi, kako i uslovite za  
paralelnost i normalnost na dve pravi, i  
da nau~i{ da gi prtimenuva pri  
re{avawe na prakti~ni zada~i,  

- da ja usvoi{ formulata za presmetuvawe 
rastojanie me|u to~ka i prava i istata  
da ja primenuva{ pri re{avawe na  
prakti~ni zada~i,  

- da gi usvoi{ definiciite na kru`nica,  
elipsa, hiperbola i parabola i  
nivnite ravenki vo pravoagolen  
koordinaten sistem,  

- da gi nau~i{ da elementite na kru`nicata,  
elipsata, hiperbolata i parabolata i da  
mo`e{ da gi sostavuva{ nivite ravenki  
pri dadeni uslovi,  

- da nau~i{ da ja ispituva{ zaemnata  
polo`ba na prava so sekoja od krivite:  
kru`nica, elipsa, hiperbola i parabola, i  

- da nau~i{ da sostavuva{ ravenka na  
tangenta na sekoja od krivite: kru`nica,  
elipsa, hiperbola i parabola, pri dadeni  
uslovi na zada~ata.  
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Predmet na analiti~kata geometrija e prou~uvawe na geometriskite objekti 
(to~ki, linii, ramnini i dr.) i nivnite zaemni polo`bi vo ramninata so pomo{ na 
metodite na algebrata. 

Prv najva`en ~ekor na analiti~kata geometrija e napraven so voveduvaweto na 
koordinatniot sistem i opredeluvaweto na polo`bata na koja bilo to~ka vo ramninata 
(i prostorot) so pomo{ na broevi – nare~eni koordinati na taa to~ka. 

Toa otvora mo`nost za izrazuvawe so pomo{ na broevi i brojni soodnosi i na 
poslo`enite geometriski objekti, kako {to se liniite (pravi i krivi), ramninite, 
povr{inite i dr. Toa go postignuvame preku metodot na analiti~kata geometrija – 
nare~en metod na koordinati. 

Negovoto ogromno zna~ewe e vo toa {to sekoja linija (prava ili kriva), koja 
pretstavuva odredeno mno`estvo od to~ki, koi ispolnuvaat eden ist geometriski uslov, 
mo`e da se izrazi analiti~ki preku nekoja to~no odredena ravenka so dve promenlivi. 

Ravenka na edna linija, se vika zavisnosta me|u dadenite veli~ini i koordinatite 
na edna koja bilo to~ka od taa linija, a koja e zadovolena od koordinatite na sekoja 
nejzina to~ka. Tie koordinati se vikaat promenlivi ili tekovni koordinati i se 
ozna~uvaat so x i y. 

Osnoven princip na analiti~kata geometrija e {to: koga edna dadena to~ka (so 
poznati koordinati) le`i na edna linija, nejzinite koordinati ja zadovoluvaat 
ravenkata na linijata, i obratno, ako koordinatite na dadena to~ka ja zadovoluvaat 
ravenkata na edna linija, toga{ taa to~ka le`i na linijata. 

Na primer, to~kata M(3,1) le`i na linijata, ~ija ravenka e x – 2y = 5, bidej}i 
nejzinite koordinati ja zadovoluvaat ravenkata. 

Analiti~kata geometrija ima dve osnovni zada~i, toa se: 
1o. Da ja odredi ravenkata na dadena linija (mno`estvo od to~ki) vo ramninata ili 

prostorot, {to e opredelena so svoite geometriski svojstva, i 
2o. Da gi prou~i i sistematizira site geometriski svojstva na edna linija, {to e 

zadadena so svojata ravenka. 
]e vidime deka sostavuvaweto na ravenkata na dadena linija, opredelena so 

nejzinite geometriski svojstva ne e ednostavna zada~a. Da go istakneme i toa, deka 
ravenkata na dadena linija ne zavisi samo od nejzinite svojstva, tuku zavisi u{te i od 
izborot na koordinatniot sistem i polo`bata na linijata vo odnos na nego. 
 
 

IV.1. PRAVOAGOLEN KOORDINATEN SISTEM 
 

Pod proizvod na skalar k i vektor a  (simboli~ki ak ), podrazbirame vektor, {to 

e kolinearen so a  i ima dol`ina k·a , a istonaso~en e ili sprotivnonaso~en so a  
zavisno od toa dali e k > 0 ili k < 0. 

Vektor koj ima dol`ina (modul) 1, se vika edini~en vektor, i obi~no se obele`u-

va so e . Ako edini~niot vektor e  e istonaso~en so vektorot a , toga{ vrz osnova na 
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definicijata na proizvod na vektor so skalar, imame a  =  a  · e , a ako e  e 

sprotivnonaso~en so a , toga{ e  a  =  a  · e . 

Spored toa, sekoj vektor mo`e da se izrazi kako proizvod od negovata dol`ina i 
edini~niot vektor, koj e kolinearen so nego, i so znak + ili ‡,  zavisno od toa dali 
zemeniot edini~en vektor ima ista ili sprotivna nasoka so nego. 

Edini~niot vektor e , koj e istonaso~en so vektorot a , se vika ort na vektorot a . 

Ako edini~nite vektori 1e  i 2e  se normalni eden na drug, odnosno nivnite pravci 

se normalni, toga{ voobi~aeno e niv da gi ozna~uvame so i  i j . 

Vo ramninata neka se dadeni dve proizvolni to~ki O i M. Ako edna od tie to~ki, 

na primer O, e fiksna vo smisla na po~etna, toga{ vektorotOM , kako {to e poznato, go 
vikame radius-vektor na to~kata M vo odnos na to~kata O. 

Poimot pravoagolen koordinaten sistem vo ramninata, koj se u~i u{te vo 

osnovnoto u~ili{te, sega }e go vovedeme so pomo{ na edini~nite vektori ii j vaka: 

Definicija 1. Podredenata trojka: od edna proizvolna to~ka O i dva zaemno 

normalni edini~ni vektora i  i j , simboli~ki (O, i , j ), se vika pravoagolen koordinaten 
sistem vo ramninata P. 

To~kata O se vika negov koordinaten po~etok, a pravite opredeleni so 

vektorite i i = OE x, i j = yOE , se vikaat koordinatni oski (crt. 1). Pravata OEx ili Ox 
se vika apscisna oska, a pravata OEy ili Oy – ordinatna oska na pravoagolniot 

koordinaten sistem (O, i , j ).  

Da uo~ime edna proizvolna to~ka M vo ramninata P, vo koja e zadaden pravoagolen 

koordinaten sistem (O, i , j ). Potoa, radius-vektorot OM  da go proektirame na 

koordinatnite oski xOE i yOE . Taka gi dobivame negovite proekcii – vektorite xOM i 

yOM , ~ii dol`ini da gi ozna~ime so  xOM = xOM  = xo i  yOM = yOM = yo (crt. 1). 

Bidej}i OM  = xOM  + yOM  i xOM  = xOM · i = xo i , 

yOM = yOM · j = yo j , toga{ radius-vektorot OM  na to~kata 

M, mo`eme da go zapi{eme vaka: 

OM  = xo i + yo j ,    (1) 

Vo toj slu~aj velime deka radius-vektorot OM  e razlo-

`en po edini~nite vektori (ortovite) i  i j  vo pravoagolni-
ot koordinaten sistem. 

Mo`e da se poka`e deka takvoto razlo`uvawe na radius-vektorot OM ,  sekoga{ e 
mo`no i edinstveno. Za realnite broevi xo, yo velime, deka se koordinati na radius-

vektorot OM  i pi{uvame: 
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OM = (xo, yo).      (2) 

No, tie se vo isto vreme i koordinati na to~kata M, {to simboli~ki go 
zapi{uvame kako M(xo,yo). Prvata koordinata xo na to~kata M, odnosno na radius- 

vektorot OM , se vika apscisa, a vtorata koordinata yo – ordinata na to~kata M. 

So zapisot (2) velime deka radius-vektorot OM  e zadaden ili izrazen so svoite 
koordinati (xo,yo). 

Koga znaeme deka koordinatnite oski se 
realni pravi, odnosno geometriski reprezenti na 
mno`estvoto R na realnite broevi, toga{ stanuva 
o~igledno deka: So pravoagolniot koordinaten 

sistem (O, i , j ) i relacijata (1) e vospostavena 
biekcija: 

M    (xo,yo)   (3) 
od ramninata P (kako mno`estvo to~ki) na mno`est-
voto R  R na site podredeni parovi realni broevi. 

Na primer, na to~kata A i soodvetstvuva 
podreden par realni broevi (3,2), a na to~kata C – 
podreden par broevi (4, 1) (crt. 2). Podredeniot, pak, par realni broevi (3, 4) pri taa 
biekcija e slika na edinstvenata to~ka B, a podredeniot par broevi (2, 3) e slika na 
to~kata D (crt. 2). 

Imaj}i ja predvid biekcijata (3), ~esto to~kata M ja identifikuvame so nejziniot 
pridru`en podreden par realni broevi (xo,yo), a ramninata P so mno`estvoto RR na site 
podredeni parovi realni broevi (x,y). Zatoa, ramninata P na koja e zadaden pravoagolen 

koordinaten sistem (O, i , j ) ja vikame u{te koordinatna ramnina. 

Primer 1. Vo pravoagolniot koordinaten sistem (O, i , j ) dadeni se to~kite: A (2, 

5), B(1, 3) i C(0,4). Da gi izrazime radius-vektorite OA , OB  i OC  so nivnite koordina-
ti, a potoa da gi razlo`ime po koordinatnite oski (ortovite). 

Re{enie. Toa go pravime vaka:  

OA = (2, 5) = 2 i + 5 j , OB = (1,3) = i 3 j  i  

OC = (1,4) = 0 i + 4 j = 4 j .  

Primer 2. Ortovite imaat koordinati: 

i =(1,0), j = (0,1).  
 

ZADA^I 
1. Odredi gi koordinatite na radius-vekto-

rite: OA , OB , OC , OD , OE , OF i OM {to se 
dadeni na crt. 3. 
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2. Vektorite na crt. 3 razlo`i gi po koordinatnite oski, odnosno izrazi gi so 

ortovite ii j . 

3. Dadeni se radius-vektorite so nivnite koordinati: OA  = (1,3); OB  = (0,3); 

OC  = (4,2) i OD = (2,5). Nanesi gi na koordinatnata ramnina. 

4. Vektorite: OM  = (4, 1); ON  = (0,3) i OR = (3,2) razlo`i gi po koordi-
natnite oski. 

5. Dadeni se radius-vektorite: OA  = 2 i 3 j ;  OB  = 2 i + j  i OC  = 4 i 4 j . Odredi 
gi koordinatite na nivnite krajni to~ki. 

6. Odredi gi realnite broevi x i y od relaciite: 

a) 3 i + 2 j  = (x + 1) i + y j ;     b) x i + 5 j  = 3 i + (y – 2) j . 

7*. Odredi gi realnite broevi x i y od relaciite: 

a) (2 – x) i + (x + y – 4) j  = 0;     b) (x – y) i  + (2x + y –1) j  = 5 i + 2 j . 

8. Radius-vektorot OM , zadaden e so negovite koordinati: 

a) OM  = (3,0);     b) OM  = (0,4).  Odredi ja negovata dol`ina. 
 
 

IV.2. KOORDINATI NA TO^KI I NA VEKTORI 
 

Vo pravoagolniot koordinaten sistem (O, i , j )  

neka e zadaden vektorot a  = AB  ~ii krajni to~ki 
imaat koordinati: A (x1, y1) i B (x2, y2) (crt. 4). 

Koordinatite na vektorot a  = AB , da gi 
ozna~ime so (ax, ay). Toga{  

a  = AB = ax i  +ay j .   (1) 

Sega }e vidime kako gi odreduvame koordina-

tite na dadeniot vektor a  = AB . 

Gledame, dadeniot vektor AB  ne e radius-vektor. No, soglasno definicijata za 
razlika na dva vektora, toj mo`e da se pretstavi kako razlika od dva radius-vektora, t.e. 

AB  = OB   OA . 

Bidej}i koordinatite na ovie dva radius-vektora gi znaeme OB  = (x2,y2) i OA = 

(x1,y1), za vektorot AB  dobivame: 

AB = OB   OA  = (x2 i + y2 j )  (x1 i + y1 j ) = (x2  x1) i  + (y2  y1) j . 

Ottuka:     

ax = x2  x1,  ay = y2  y1,     (2) 
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t.e. a = AB = (x2  x1; y2  y1).  
 

Spored toa, za da gi odredime koordinatite na nekoj vektor, dovolno e od koordi-
natite na negovata krajna to~ka da gi odzememe koordinatite na negovata po~etna to~ka. 

Primer 3. Da gi odredime koordinatite na vektorot 21MM , ako negoviot po~etok M1 

i krajot M2 imaat koordinati M1(2, 3) i M2 (1, 5) i da go razlo`ime po ortovite i  i j . 

Re{enie. Spored (2) imame: ax = x2  x1 = 1  2 = 3, ay = y2  y 1 = 5 – ( 3) = 8. 

Zna~i, 21MM = (3,8), odnosno 21MM = 3 i + 8 j .  

Primer 4. Vektorot a = 2 i 3 j  ima po~etok vo to~kata A(1,4). Da gi odredime 
koordinatite na negoviot kraj B. 

Re{enie. Spored (1) imame: ax = 2, ay = 3. Ottuka i od (2) dobivame 2=x2 – (1) i –3 
= y2 – 4, a od niv x2 = 1, y2 = 1. Spored toa, B (1, 1).  

 

Vo prvi klas se zapozna so operaciite: sobirawe na dva (ili pove}e) vektora, od-
zemawe na vektori i mno`ewe na vektor so broj (skalar). Tie operacii toga{ gi izve-
duvavme geometriski, bidej}i i samite vektori bea zadavani geometriski (kako otse~ki). 

Poznato e, isto taka, deka sobiraweto na vektori e komutativna i asocijativna 
operacija, t.e. va`at ravenstvata: 

a + b = b + a , ( a + b ) + c = a + ( b + c ). 

A za mno`eweto na vektor so broj, poznato e deka va`at: asocijativniot zakon 

(k · m) · a  = k · (m · a ), 

i distributivnite zakoni na mno`eweto vo odnos na sobiraweto (na broevi, odnosno na 
vektori) 

(k + m) · a  = k · a  + m · a ),   k  ( a  + b ) = k · a  + k · b . 

Ako vektorite se zadadeni so svoite koordinati vo pravoagolniot koordinaten 

sistem (O, i , j ), toga{ operaciite so niv, kako {to }e sleduva, znatno se poednostavuvaat 
i se izvr{uvaat soglasno slednive pravila: 

1o. Pri sobiraweto na dva (ili pove}e) vektora, se sobiraat nivnite soodvetni 
koordinati, t.e. 

a + b + c = (ax, ay) + (bx, by) + (cx, cy) = (ax + bx + cx , ay + by + cy).   (3) 

Dokaz. Navistina  

a + b + c = (ax, ay) + (bx, by) + (cx, cy) = (ax i +ay j ) + (bx i + by j ) + (cx i +cy j )  

   = (ax + bx + cx) i + (ay + by + cy) j = (ax + bx + cx, ay + by + cy).  

2o. Pri odzemawe na vektori, gi odzemame nivnite soodvetni koordinati, t.e. 

a   b = (ax, ay)  (bx, by) = (x  bx , ay  by). 

Dokaz. Navistina:  
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a b = (ax, ay) – (bx, by) = (x i +ay j )  (bx i + by j ) = (ax  bx) i  + (ay – by) j  = (ax  bx , ay – by).  

Primer 5. Dadeni se vektorite a =(2,1) i b = (3,4). Da gi odredime nivniot zbir i 
razlika. 

Re{enie. Soglasno (3) i (4) imame:  

a + b = (2,1) + (3,4) = (2 + 3, 1 + 4) = (1,5),       a b = (2,1)  (3,4) = (2  3, 1  4) = (5, 3).  

3o. Pri mno`eweto na vektor so broj (skalar), sekoja koordinata na vektorot se 

mno`i so toj broj, t.e.   · a =  · (ax, ay) = ( · ax,  · ay).  

Dokaz. Navistina:  · a =  · (ax, ay) =  (ax i + ay j ) = (ax) i + (ay) j .  

Primer 6. Dadeni se vektorite: a = (3,2) i b = (2, 6). Treba da gi odredime 

vektorite:  a) 4· a ;    b) 3· a   .
2
1 b  

Re{enie. b) 3· a   b
2
1 = 3 (3, 2) 

2
1 (2, 6) = (9, 6)  (1, 3) = (9 + 1, 6 + 3) = (10, 

3) = 10 i  3 j .  
 

ZADA^I 

1. Vektorot a  ima po~etok vo to~kata M1 (2,  1) i kraj vo to~kata M2 (3,5). 

Odredi gi koordinatite na vektorot a  i razlo`i go po vektorite i  i j . 

2. Odredi gi koordinatite na vektorot CD , ako C (2, 4), D (1,3). 

3. Odredi go zbirot na vektorite:  

a) a = (4, 1), b = (3,0) i c = (2, 4);    b) a = (3,2) i c = (4, 3).  

4. Najdi ja razlikata na vektorite:  

a) a =(5, 1)  i b =(0, 3);      b)  b =(4, 1) i c =(2,2).  

5. Dadeni se vektorite:  a =(1,5)  i b =(
2
1 ,2). Odredi gi vektorite:   

a) 3 a +2 b ;     b)   a +4 b ;     v)  
2
1 a 6 b .  

6. Odredi gi koordinatite na vektorot a , ako negoviot po~etok ima koordinati 

A1 )4,(
2
3 , a negoviot kraj A2 )3,(

2
1  .   

7. Daden e vektorot: jia 43  . Negoviot po~etok ima koordinati A1(1,2). Odredi 
gi koordinatite na krajot A2.  

8. Vektorot  jib 2
4
3   ima kraj vo to~kata B2(1,3). Odredi gi koordinatite na 

negoviot po~etok B1.   

9. Dadeni se vektorite: jia
2
12  ;  jib

4
33   i jic

4
14  . Odredi gi koordina-

tite na vektorite: a) a + b  + c ;  b) a b ;   v) a + b   c ;             g) b  ( a + c ). 
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10. Dadeni se vektorite: a =
2
1 i  j  i b =3 i +

2
1 j . 

Odredi gi vektorite:  

a)  a b ;    b) b 
4
3 a ;    v) 3 a  2 b . 

11. Odredi gi koordinatite na vektorite, {to se da-
deni na crt. 5. 

12. Daden e vektor a , ~ij po~etok A i krajot B imaat 
koordinati A (0,2) i B(4,5). Nanesi go vo koordinatnata 
ramnina i odredi ja negovata dol`ina. 
 
 

IV.3. RASTOJANIE ME\U DVE TO^KI 

 
Neka se dadeni to~kite A (x1, y1) i B (x2, y2) vo ramninata P, a se bara da se odredi 

rastojanieto me|u niv, koe simboli~ki go ozna~uvame so d (A, B), odnosno dol`inata na 
otse~kata AB, koja pak, ja ozna~uvame so AB . 

Prvo }e go razgledame slu~ajot koga to~kite A i 
B le`at na prava paralelna so apscisnata oska (ili na 
samata Ox-oska), t.e. koga y1 = y2. 

Na crte`ot 6, pretstaven e slu~aj koga to~kata 
A ima negativna apscisa x1, a to~kata B ima pozitivna 
apscisa x2. Od crte`ot 6, imame: 

AB = 11BA = OA1  + 1OB . 

Bidej}i: x1 < 0, toga{ x1 > 0. Zna~i, OA1  = x1, a 

1OB = x2. 

Spored toa, AB = x1 + x2 = x2  x1. 
Ako to~kite A i B si gi smenat mestata, toga{ apscisata x2 stanuva negativna, a 

apscisata x1 ‡ pozitivna, dodeka razlikata x2  x1 - negativna (no so ista apsolutna 
vrednost). Spored toa, nezavisno od toa, dali razlikata 
x2  x1 e pozitiven ili negativen broj, imame: 

d (A,B) = AB = x2  x1.  (1) 

Ako to~kite A i B le`at na prava paralelna so 
ordinatnata oska (ili na samata Oy-oska), t.e., ako x1 = 
x2, na ist na~in nao|ame deka: 

d (A,B) = AB = y2  y1.  (2) 

Sega da pretpostavime deka pravata AB, {to 
minuva niz to~kite A i B ne e paralelna nitu so Ox-oskata, nitu so Oy-oskata, t.e. deka e x1 
 x2 i y2  y1. Niz to~kite A i B povlekuvame pravi paralelni, soodvetno, so oskite Ox i Oy 
(crt. 7). Od crt. 7 gledame deka, presek na tie pravi e to~kata C (x2, y1). 
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Od pravoagolniot triagolnik ABC, soglasno Pitagorovata teorema imame: 
2

AB = 
2

AC + 
2

BC . 

No, bidej}i: AC = x2  x1 i BC = y2  y1, dobivame: 
2

AB = x2  x12 + y2  y12 = (x2  x1)
2 + (y2  y1)

2. 
Spored toa, va`i slednava formula za rastojanie me|u dve to~ki: 

d (A,B) = AB = .)()( 2
12

2
12 yyxx     (3) 

Taa e izvedena pri uslov da e  x1x2 i y1y2, bidej}i vo sprotivno crt. 7 ne bi bil primen-
liv. Me|utoa, lesno se uveruvame deka taa va`i i vo slu~aite koga x1=x2 i y1=y2 i toa: ako 
x1=x2, toga{ taa preminuva vo formulata (2), a ako y1=y2, taa preminuva vo formulata (1).     

Primer 7. Da se odredi ratojanieto me|u to~kite M(3,1) i S(4,2). 

 Re{enie. Od formulata (3) nao|ame:  d(M,S) = MS = 22 )12()34(  = 50 = 25 .  

So formulata (3), vsu{nost, daden e analiti~ki oblik na Pitagorovata teorema. 
Ottuka nejzinoto golemo zna~ewe i primena. Taa ovozmo`uva da se presmeta i dol`inata 
na koj bilo vektor:  

     jaiaa yx  ,      (4) 

ako toj e izrazen so negovite koordinati.  

Da se potsetime deka dol`inata na vektorot a , simboli~ki a , ja opredeluvame 

kako dol`ina na otse~kata 21MM , odnosno kako rastojanie d(M1,M2) me|u to~kite M1 i 

M2, za koi e:  21MMa  .  

Bidej}i:  d(M1,M2) = 2
12

2
12 )()( yyxx  , a koordinatite na vektorot 21MMa  , 

koga toj e zadaden so negoviot po~etok M1(x1, y1) i kraj M2(x2, y2), se ednakvi na 
ax = x2 – x1,   ay = y2 – y1.    (5) 

Toga{ od (3) i (5) dobivame: a = d (M1,M2) = .)()( 22
yx aa   Zna~i so:   

a  = 22
yx aa  ,     (6) 

izrazena e dol`inata na vektorot (4) so pomo{ na negovite koordinati vo pravoagolen 

koordinaten sistem (O, i , j ). 

Primer 8. Da ja odredime dol`inata na vektorot a = ( 3 ,1).  

Re{enie. Od (6) dobivame: a .213)1()3( 22   

Primer 9. Da ja odredime dol`inata na vektorot AB , ako A (2, 3), B (1, 5). 

Re{enie. Od (3) imame: AB = d (A, B) = .1349)35()21( 22   
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ZADA^I 
 

1. Odredi go rastojanieto me|u to~kite: P = ( 2,
2
3  ) i T = ( 3,

2
1 ).  

2. Triagolnikot ABC zadaden e so koordinatite na negovite temiwa:  A(0,4), 
B(3,1), C(2,2). Odredi go negoviot perimetar.  

3. Odredi ja dol`inata na vektorot b = 3 i  4 j . 

4. Odredi go rastojanieto me|u to~kite:  

a) A(1,1), B(1,1);   b) C(2,6), D(4,3);   v) M(a,b), N(b,a). 

5. Odredi go perimetarot na triagolnikot ABC, ako: 

a) A(2,1), B(0,3) i C(4, 1);  b) A(1,1), B(2,1) i C(4,0). 

6*. Odredi to~ka od Ox - oskata, koja e na ednakvo rastojanie od to~kite: A(0,5) i 
B(4,2). 

7. Odredi to~ka, koja e ednakvo oddale~ena od to~kite: O(0,0), A(3,0) i B(0,4). 

8. Doka`i deka triagolnikot ABC so temiwa: A(1,1), B(1,3) i C( )32,3  e 
ramnostran. 

9*. Doka`i deka triagolnikot ABC so temiwa: A(1,2), B(1,4) i C(3,4) e pravoagolen. 

10. Odredi ja dol`inata na vektorot a = (2,1), b = (4, 3). 

11. Odredi ja dol`inata na vektorot AB , ako: a) A(0,2), B(1,4);    b) A(
2
3 ,1),  B(

5
4

2
3 , ). 

12*. Dadeni se dva vektora: a = 3 i –2 j  i b = i +3 j . Odredi gi koordinatite na 

vektorot: a) c = a + b , b) d = a  b , a potoa i negovata dol`ina. 
 

 

IV.4. DELEWE NA OTSE^KI VO DADEN ODNOS 
 

Pod ovoj naslov ja podrazbirame slednava zada~a: Dadeni se koordinatite na 
krajnite to~ki A(x1, y1) i B(x2, y2) na otse~kata AB. Treba da se odredi tretata to~ka M(x,y), 

~ii koordinati se nepoznati i treba da se najdat, taka {to odnosot 
MB
AM da e ednakov na 

daden broj . 

O~igledno e deka to~kata M  AB }e ja razdeli otse~-
kata AB vo daden odnos  = 

n
m , t.e. 

MB
AM = ,  ako i samo ako  AM = · MB .  (1) 

Ako to~kite A, B i M se zadadeni so svoite radius-

vektori OA , OB  i OM  (crt. 8), toga{ AM = OM  OA i MB = 

OB  OM , pa od (1) dobivame: OM  OA =  )( OMOB  , odnosno 
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(1 + ) · OM = OA  +  · OB . Taka ja dobivame formulata: 






1
OBOAOM      (2) 

so koja radius-vektorot na baranata to~ka M e izrazen preku radius-vektorite na 
dadenite to~ki A i B i brojot . 

Ravenstvoto (2) za apscisite i ordinatite na to~kite A, B i M go dobiva vidot: 

                                         




1
21 xx

x ; 




1
21 yy

y     (3) 

Toa se koordinatite na baranata to~ka M. 

Vo specijalen slu~aj, ako to~kata M e sredina na otse~kata AB, toga{ AM : MB  = 1 
: 1 = 1, t.e.  = 1, pa formulite (3) go dobivaat vidot: 

2
21 xx

x
 ;   

2
21 yy

y
      (4) 

Primer 10. Da ja odredime to~kata M(x,y), koja ja deli otse~kata AB : A (5,2), B 

(1,5) vo odnos  = 1 : 4 = .
4

1
 

Re{enie. Od ravenstvoto (3) gi nao|ame koordinatite na M: 

5
19

4

1
1

1
4

1
5






x

5
43 ,   

5
3

4

1
1

5
4

1
2

2



y . 

Zna~i, baranata to~ka e M )2,3(
5
3

5
4 . 

Primer 11. Da se doka`e deka pravata {to minuva niz sredinite na dve strani na 
triagolnikot e paralelna so tretata strana. 

Dokaz. Proizvolen triagolnik ABC da go postavime vo pravoagolniot koordina-
ten sistem kako na crt. 9. Toga{ temiwata na triagolnikot }e imaat koordinati: A(0,0), 
B(x1,0) i C(x2,y2). 

Neka M i N se sredini soodsvetno na stranite AC i AB. Treba da doka`eme deka MN 
 AB, odnosno MN  Ox. Za da go doka`eme toa, dovolno e da doka`eme deka to~kite M i N  
imaat ednakvi ordinati. Od (4) dobivame: 

22
0 22 yy

My   ,   
22

0 22 yy
Ny   . 

Spored toa, yM = yN . Zna~i, MN  Ox.  
 

ZADA^I 
 

1. Dadeni se to~kite: A (4, 3) i B (0,7). 

Najdi to~ka M  AB, koja ja deli otse~kata AB vo odnos na = 3 : 5. 

2. Dadeni se temiwata na triagolnikot ABC: A(2,4), B(2,5) i C(4,7). Odredi gi 
sredinite na negovite strani. 
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3. Otse~ka, so krajni to~ki A(1,3) i B(4,3), so to~kite M i S razdelena e na tri 
ednakvi delovi. Odredi gi koordinatite na to~kite M i S. 

4. Sredina na otse~kata AB e to~kata S(2,3). Odredi gi koordinatite na to~kata 
A, ako B(2,0). 

5. To~kata T(1,1) e sredina na otse~kata zaklu~ena me|u to~kite: A(x,5) i B(2,y). 
Odredi gi koordinatite na to~kite A i B. 

6. Odredi ja to~kata S, koja otse~kata so krajni to~ki: C (3, 1) i D (1, 5) ja deli vo 
odnos 3 : 2. 

7*. Dadeni se dve sosedni temiwa na paralelogramot: A(6,10) i B(2,14) i presekot 
na negovite dijagonali S(2,2). Odredi gi koordinatite na drugite dve temiwa na 
paralelogramot. 

8*. Poznato e deka rastojanieto od te`i{teto T na triagolnikot do sekoe negovo 
teme e ednakvo na 

3
2  od soodvetnata te`i{na linija. Odredi gi koordinatite na 

te`i{teto T na triagolnikot ABC, ako: A(x1, y1), B(x2, y2), C(x3,y3). 

9. Odredi go te`i{teto na triagolnikot ABC, ako: A(3,4), B(1,2) i C(5,5). 

10. Dadeni se temiwata na triagolnikot ABC: A(1,2), B(5,6) i C(3,2). Odredi gi 
dol`inite na negovite te`i{ni linii i koordinatite na te`i{teto. 

11. Odredi gi koordinatite na krajnite to~ki na otse~kata AB, ako taa so to~kite: 
M(2,2) i S(1,5) e razdelena na tri ednakvi delovi. 

12. Poznato e deka b = k · a  i a = (3,7). 

Odredi ja ordinatata na vektorot b , ako negovata apscisa e 
bx = 6. 

13*. Vo ramnina dadeni se to~kite: A(1,7), B(5,6) i C(5,0). 

Izrazi gi preku ortovite i  i j  slednive vektori: OA , OC , AB , 

BA . 

14. Neka e: a = ax i  + ay j  i  broj. Odredi gi koordinatite 

na vektorot · a . 

15. Na crte`ot 10 nacrtan e pravilen {estagolnik. Razlo`i gi po ortovite i  i j  

site pretstaveni vektori na crte`ot, ako OA  = 4. 

 
 

IV.5. RAZLI^NI VIDOVI NA RAVENKA NA PRAVA 
 

IV.5.1. Op{t vid na ravenkata na prava 
  

Od geometrijata e poznato deka, site to~ki vo ramninata, {to se ednakvo 
oddale~eni od to~kite A i B od taa ramnina, le`at na pravata p, koja e normalna na 
otse~kata AB i minuva niz nejzinata sredina S.  
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Velime u{te, deka pravata p e mno`estvo na site to~ki 
(ili geometrisko mesto na to~ki) vo ramninata, {to se 
ednakvo oddale~eni od to~kite A i B (A  B) od taa ramnina. 

Da ja sostavime ravenkata na pravata p, koja e mno`est-
vo na to~ki vo ramninata {to se ednakvo oddale~eni od to~-
kite so koordinati: A(x1, y1) i B(x2, y2) (crt. 11). 

  Da zememe edna proizvolna to~ka so tekovni koordi-
nati M(x,y) na pravata p. Uslovot, edna to~ka M (x, y) da le`i 
na pravata p go izrazuvame so ravenstvoto: 

.MBAM     (1) 

Primenuvaj}i ja formulata za rastojanie me|u dve 
to~ki, za da gi izbegneme korenite vo nea, ravenstvoto (1) go zamenuvame so ravenstvoto: 

.
22

MBAM        (2) 

Toa e dozvoleno, bidej}i i dvete strani na ravenstvoto (1) se pozitivni broevi. 
Od (2) soglasno formulata za rastojanie me|u dve to~ki, dobivame: 

2
1)( xx  + 2

1)( yy  = 2
2)( xx  + 2

2)( yy  , 

koe po uprostuvaweto go dobiva vidot: 
2(x2 – x1)x + 2(y2 – y1)y  = x2

2 – x1
2 + y2

2 – y1
2.    (3) 

Ako, poradi kratkost zamenime: 

2(x2 – x1) = A,   2(y2 – y1) = B,   i  x2
2 – x1

2 + y2
2 – y1

2 = C 

kone~no ja dobivame ravenkata: Ax + By = C, odnosno  
    Ax + By + C = 0.      (4) 

Taa go izrazuva uslovot, deka to~kata M(x,y) le`i na pravata p. Zna~i, koordina-
tite na sekoja to~ka M(x, y) {to le`i na pravata p, }e ja zadovoluvaat ravenkata (4), a 
koordinatite na niedna to~ka {to ne le`i na pravata p, nema da ja zadovoluvaat 
dobienata ravenka (4). Zatoa, taa ravenka e ravenka na pravata p. 

Ravenkata (4), gledame, e od prv stepen po odnos na koordinatite x i y na to~kite 
od pravata p. Bidej}i sekoja prava mo`e da se razgleduva kako mno`estvo na to~ki vo 
ramninata, {to se ednakvo oddale~eni od nekoi dve to~ki, zatoa so odreduvaweto na 
ravenkata (4) na pravata p, zaklu~uvame deka va`i slednava: 

Teorema 1. Sekoja prava vo koordinatnata ramnina mo`e da se izrazi so ravenka 
od prv stepen, po odnos na koordinatite x i y, na proizvolna to~ka od pravata.  

Ravenkata (4) se vika op{t vid na ravenkata na prava. 
Primer 12. Dadeni se koordinatite na temiwata na triagolnikot ABC: A(2,4), B(6, 

2) i C(10,5). Da ja odredime ravenkata na simetralata na stranata AB i da poka`eme deka 
toj e ramnokrak triagolnik so vrv vo temeto C (crt. 12). 

Re{enie. Poznato e deka, simetrala na stranata AB - toa e pravata s, ~ii to~ki se 
ednakvo oddale~eni od temiwata A i B. Zna~i, za proizvolna to~ka M(x,y) od simetralata 
s treba da va`i: 

MBMA  , odnosno  .
22

MBMA   
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Ottuka soglasno formulata za rastojanie 
me|u dve to~ki dobivame: 

(x – 2)2 + (y – 4)2 = (x – 6)2 + (y + 2)2 . 

Po kvadriraweto na binomite i 
sreduvaweto, ja dobivame ravenkata: 

2x – 3y – 5 = 0.   (5) 

Toa e baranata ravenka na simetralata s 
na stranata AB na triagolnikot ABC. 

Dali dadeniot triagolnik ABC e ramno-
krak so vrv C(10,5) ili ne zavisi od toa dali 
temeto C le`i na simetralata s, ili ne. 

Bidej}i 
koordinatite na C(10,5), ja zadovoluvaat ravenkata (5): 

2·10 – 35 – 5 = 0,  zatoa  AC = BC . 

Zna~i, triagolnikot ABC e ramnokrak.  
 

Da razgledame kako e postavena pravata vo koordinatniot 
sistem  zavisno od vrednostite na A, B i C vo op{tiot vid na 
ravenkata na pravata: 

Ax + By + C = 0. 

1o. Neka A = 0, B  0. Toga{ 
ravenkata (4) mo`e da se zapi{e vo vidot By + C = 0 odnosno y 

=
B
C . Toa zna~i, deka site to~ki na pravata (4) imaat ista 

ordinata 
B
C . Spored toa, taa e paralelna so Ox-oskata (crt. 13). 

2o. Neka B = O, A  0. Toga{ ravenkata (4) go dobiva vidot 
Ax + C = 0, odnosno  x =

A
C . Toa zna~i, deka site to~ki na pravata 

(4) imaat ista apscisa 
A
C . Spored toa, vo toj slu~aj, pravata e 

paralelna so Oy-oskata (crt. 14). 
3o. Neka C = 0. Toga{ ravenkata (4) go dobiva vidot Ax + By 

= 0. 
Bidej}i koordinatite na po~etokot O(0,0) ja zadovoluvaat 

ravenkata, zatoa pravata opredelena so ovaa ravenka minuva niz 
koordinatniot po~etok (crt. 15). 

4o. Neka A = 0 i C = 0. Toga{ ravenkata mo`e da se zapi{e 
By = 0, odnosno y = 0. Bidej}i A = 0, pravata e paralelna so Ox-
oskata, a bidej}i C = 0, zatoa taa minuva i niz koordinatniot 
po~etok. Spored toa, pravata se sovpa|a so Ox-oskata. 

5o. Neka B = 0 i C = 0. Toga{ ravenkata na pravata go dobiva 
vidot Ax = 0, odnosno x = 0. Bidej}i B = 0, zatoa pravata e paralelna so Oy-oskata, a 
bidej}i i C = 0, taa treba da minuva i niz koordinatniot po~etok. Spored toa, pravata se 
sovpa|a so ordinatnata oska. 
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6o. Ako A  0, B  0 i C  0, toga{ pravata ne e paralelna so apscisnata, nitu so 
ordinatnata oska, a i ne minuva niz koordinatniot po~etok. Toga{ pravata, ~ija ravenka 
e (4) gi se~e koordinatnite oski, i toa: apscisnata oska vo to~kata (

A
C ,0), a ordinatnata 

oska vo to~kata (0, 
B
C ). 

Primer 13. Kako se postaveni vo koordinatnata ramnina pravite, ~ii ravenki se:  
a) 2x + 4 = 0;  b) 3y – 1 = 0;  v) x – 2y = 0? 

Re{enie: a) Pravata e paralelna so Oy-oskata, a Ox – ja se~e vo to~kata so apscisa 
–2; 

b) Pravata e paralelna so Ox-oskata, a Oy-oskata ja se~e vo to~kata so ordinata 

3
1y ; 

v) Bidej}i ravenkata na pravata ne go sodr`i slobodniot ~len, zatoa pravata 
minuva niz koordinatniot po~etok.  

 

ZADA^I 
 

1. Odredi gi ravenkite na simetralite na kracite AC i BC na triagolnikot ABC vo 
primerot 1. 

2. Proveri koi od to~kite: A(2,3), B(0,3), C(1,5), D(3,2) le`at na pravata ~ija 
ravenka e 2x – y + 3 = 0. 

3. Dali pravata 3x – 2y + 5 = 0 minuva niz to~kata: 

a) A(2, 1);    b) B(1,1);    v) C(0,4);    g) D(3,2)? 

4. Dadeni se to~kite: a) A(4,2),  B(3,4);    b) A(5,1),  B(5,7). 

Odredi ja ravenkata na simetralata na otse~kata AB. 

5*. Daden e triagolnik so temiwa: A(5, 5), B(1,7) i C(5, 1). 
Sostavi gi ravenkite na simetralite na negovite strani. 

6. Daden e pravoagolen triagolnik so temiwa: A(4,0), B(0,8), C(0,0). Odredi gi 
ravenkite na simetralite na negovite strani. 

7. Daden e op{tiot vid na ravenkata na pravata: 3x – 2y + 6 = 0. Odredi vo koi 
to~ki pravata gi se~e koordinatnite oski. 

 

 

IV.5.2. Ekspliciten vid na ravenka na prava 
 

Polo`bata na pravata vo koordinatnata ramnina mo`e da bide opredelena, 
odnosno zadadena, na pove}e na~ini so pomo{ na razni elementi, od {to zavisi, kako {to 
}e vidime, i vidot na soodvetnata ravenka. 

Neka p e proizvolna prava vo pravoagolniot koordinaten sistem, koja ja se~e Ox-
oskata vo to~kata A(m,0), a ordinatnata oska vo to~kata B(0,n). Agolot (0,), {to go 
gradi pravata p so pozitivnata nasoka na Ox-oskata, se vika paden (naklonet) agol na 
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pravata p sprema Ox-oskata. Ako pravata p e paralelna so Ox-oskata, smetame deka 
nejziniiot paden agol kon Ox-oskata e ednakov na nula. 

Prvo da go razgledame slu~ajot koga 
2
  . Toga{ pravata p e ednozna~no oprede-

lena na ramninata, ako se poznati: nejziniot paden agol  sprema Ox-oskata i ordinatata 
n na nejzinata prese~na to~ka B(0,n) so Oy-oskata (crt. 16). 

Neka M(x,y) e proizvolna to~ka na pravata p. Toga{ pri 
2
   od pravoagolniot 

triagolnik BMN (crt. 16), imame: 

tg
x

ny   (1) 

Ottuka                                        

y = tg · x + n  (1’) 

Zamenuvaj}i                                   

tg = k,   (2) 
ravenkata (1) ja zapi{uvame vo vidot:  

y = kx + n  (3) 
Zna~i, koordinatite na edna proizvolno izbrana to~ka M od pravata p ja zadovo-

luvaat ravenkata (3). 
Ako to~kata M ne le`i na pravata p, toga{ jasno e deka relacijata (1) ne va`i, pa 

zatoa i ravenkata (3) nema da bide zadovolena. Spored toa, ravenkata (3) e ravenka na 
pravata p, {to e opredelena so elementite,  i n (crt. 16). 

Elementite k i n, odnosno  i n, za ista prava se konstantni, a se vikaat para-
metri na ravenkata na prava. 

Brojot k = tg, poto~no tangensot na padniot agol na pravata p sprema Ox-oskata, 
se vika koeficient na pravecot na pravata p, ili aglov koeficient na pravata p. 

Ravenkata na pravata od vidot y = kx + n se vika ekspliciten vid na ravenkata na 
prava. 

Primer 14. Pravata p e nakloneta kon Ox-oskata pod agol  = 60o, a Oy-oskata ja 
se~e vo to~kata B(0, 3). Da se odredi nejzinata ravenka. 

Re{enie.  Za  = 60o e k = tg60o = 3 . Od (3) za k = 3  i n = 3, dobivame y = 3 x – 3. 
Toa e baranata ravenka na pravata p  vo ekspliciten vid.  

Sega da go razgledame slu~ajot koga 
2
  , odnosno koga pravata p e normalna na 

apscisnata oska, ili paralelna so Oy-oskata. 

Bidej}i k = tg za  =
2
  e neopredelen, toa zna~i, deka pravata {to e paralelna so 

Oy-oskata ne mo`e da bide zadadena so ravenka vo ekspliciten vid. 
Me|utoa, znae{, site to~ki na pravata {to e paralelna so Oy-oskata, imaat ista 

apscisa, koja e ednakva na apscisata na prese~nata to~ka A na taa prava so Ox-oskata. 
Zatoa ravenkata na pravata p vo toj slu~aj }e glasi: 

x = m.      (4) 
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Ako e m = 0, toga{ pravata se sovpa|a so Oy-oskata, pa i na ovoj na~in soglasno (4) 
nao|ame deka ravenkata na ordinatnata oska e  

x = 0.      (4’) 
Od ravenkata (3) neposredno se izveduvaat i ravenkite na pravite, koi imaat 

drugi specijalni polo`bi vo koordinatnata ramnina: 
a) Ako dadenata prava minuva niz koordinatniot po~etok, toga{ e n = 0, pa od (3) 

sleduva deka ravenkata na takva prava }e glasi: 

y = kx.     (5) 

Primer 15. Od (5) za  = 45o, odnosno za k = tg45o = 1 ja dobivame ravenkata na 
bisektrisata na I i III kvadrant y = x, a za  = 135o, odnosno za k = tg135o = 1, ja dobivame 
ravenkata, pak, na bisektrisata na II i IV kvadrant y = x.  

b) Ako dadenata prava e paralelna so Ox-oskata, toga{ e  = 0, a isto taka i k = tg0 
= 0, pa nejzinata ravenka }e glasi: 

y = 0x + n ,    odnosno    y = n.     (6) 
Ravenkata (6) ne ja sodr`i promenlivata x, no zabele`uva{, taa go iska`uva fak-

tot deka za sekoja vrednost na x, promenlivata y dobiva konstantna ista vrednost n. Toa 
so drugi zborovi zna~i: site to~ki na pravata, {to e paralelna so Ox-oskata, imaat ista 
ordinata, koja e ednakva na ordinatata n na prese~nata to~ka B na taa prava so Oy-oskata. 

Ako e n = 0, toga{ pravata se sovpa|a so Ox-oskata, pa 
soglasno (6) imame deka ravenkata na apscisnata oska e 

y = 0.     (6’) 

Primer 16. Da ja konstruirame pravata ~ija ravenka vo 
ekspliciten vid e  

xy 
4
3 . 

Re{enie. Soglasno (5) pravata, {to treba da ja 
konstruirame, minuva niz koordinatniot po~etok O(0,0). Zna~i, 

za nejzinata konstrukcija dovolno e da najdeme u{te edna nejzina to~ka. Taka, za x = 4, od 
dadenata ravenka nao|ame: 34

4
3 y . Zna~i, T(4, 3) e druga to~ka na baranata prava 

OT (crt. 17).   
So teoremata 1 utvrdivme deka sekoja prava vo koordinatnata ramnina mo`e da se 

opredeli (zadade) so ravenkata od prv stepen po odnos na tekovnite koordinati x i y na 
proizvolna to~ka od nea. 

Na primer, pravata, koja so pozitivnata nasoka na Ox-oskata gradi agol  = 30o i 
Oy-oskata ja se~e vo to~kata B(0,2), celosno e opredelena so ravenkata od prv stepen 

2
3
3  xy . 

Sega }e poka`eme deka va`i i obratnata teorema. 

Teorema 2. Sekoja ravenka od prv stepen so dve promenlivi 

Ax + By + C = 0,  pri  A2 + B2  0    (7) 
vo koordinatnata ramnina opredeluva prava, i toa edinstvena. 
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Dokaz. Uslovot A2 + B2  0 ozna~uva deka barem eden od koeficientite A ili B e 
razli~en od 0. Toj sekoga{ e ispolnet, bidej}i ako A = B = 0, toga{ ravenstvoto (7) ne bi 
bilo ravenka. 

Ako B  0, toga{ ravenkata (7) mo`e da se zapi{e kako  

B
C

B
A xy  .      (8) 

Ako stavime 
B
Ak   i 

B
Cn  , toga{ taa preminuva vo ravenkata (3).  

Spored toa, ravenkata (7) pri uslov B  0, pretstavuva prava so koeficient na 
pravecot 

B
Ak  , a Oy-oskata ja se~e vo to~kata ),0(

B
CB   i taa prava e edinstvena. 

Ako B = 0, toga{ A  0, pa ravenkata (7) e ekvivalentna na 
B
Cx  . 

Zna~i, i vo toj slu~aj ravenkata (7) opredeluva prava – paralelna so Oy-oskata, i 
toa edinstvena. So toa teoremata e doka`ana.  

Primer 17. So ravenkata x – y + 4 = 0, odnosno y = x + 4 e opredelena (zadadena) 
prava, koja so pozitivnata nasoka na Ox-oskata gradi agol  = 45o (k = tg45o = 1) i Oy-oskata 
ja se~e vo to~kata (0,4). 

 

ZADA^I 
 

1. Sostavi ja ravenkata na prava, koja e nakloneta kon Ox-oskata pod agol 30o, a Oy-
oskata ja se~e vo to~kata B(0, 5).  

2. Odredi ja ravenkata na prava, koja so pozitivnata nasoka na Ox-oskata zafa}a 
agol  = 60o, a Oy-oskata ja se~e vo to~kata: a) E(0, 3),  b) F(0,4). 

3. Konstruiraj ja pravata: a) y = x – 2; b) y = 5
2
3  x . 

4. Odredi go koeficientot na pravecot na pravata 2x – 5y + 3 = 0 i konstruiraj ja.   

5. Ravenkata na pravata od op{t vid 2x – 3y + 6 = 0, dovedi ja vo ekspliciten vid.  

6. Dadena e ravenkata na pravata 3x – 2y + 6 = 0. Odredi vo koi to~ki pravata gi 
se~e koordinatnite oski.  

 
 

IV.5.3. Ravenka na prava {to minuva niz edna ili dve to~ki 
 

1. Ravenka na prava {to minuva niz dve dadeni to~ki. 

Znae{, niz dve dadeni razli~ni to~ki A(x1,y1) i B(x2,y2) minuva edna edinstvena 
prava AB (po aksioma). 

Da izbereme koja bilo to~ka M(x,y) od taa prava, i od to~kite A, B i M da spu{time 
normali na Ox-oskata, ~ii podno`ja da gi ozna~ime soodvetno so A’, B’ i M’ (crt. 18). 

Ako niz to~kata A povle~eme prava paralelna so Ox-oskata, toga{ taa so 
povle~enite normali i dadenata prava AB, }e obrazuva dva pravoagolni triagolnika AMN 
i ABC. Tie se sli~ni, bidej}i imaat eden zaedni~ki ostar agol . Od nivnata sli~nost 
imame 
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NC
AN =

BC
MN    (1) 

odnosno                                            

12

1
xx

xx

 =

12

1
yy

yy

 .   (2) 

Toa e baranata ravenka na pravata {to 
minuva niz dve to~ki. 

Ravenkata (2) nema smisla, samo ako x2 – x1 = 0 
ili y2 – y1 = 0. Ako x2 – x1 = 0, toga{ pravata e 
paralelna so Oy-oskata, pa nejzinata ravenka }e bide x 
= x1 (crt. 19). Ako, pak, y2 – y1 = 0, toga{ pravata e 
paralelna so Ox-oskata, pa vo toj slu~aj nejzinata ravenka }e glasi y = y1 (crt. 19). 

Ravenkata (2) voobi~aeno e da se zapi{uva vo vidot: 

)( 11
12

12 xxyy
xx
yy  

     (3) 

Primer 18. Da ja sostavime ravenkata na prava {to minuva 
niz to~kite A(2, 3) i B(4,1). 

Re{enie. Gi zamenuvame koordinatite na to~kite A i B vo 
ravenkata (3), pa dobivame: 

y – (3) = 
24

)3(1

 (x2) 

y + 3 = 2(x – 2),  odnosno  2x – y – 7 = 0. 

2. Ravenka na prava {to minuva niz edna dadena to~ka i ima koeficient na prave-
cot k. 

Koeficientot na pravecot na edna prava mo`e da se odredi, ako se dadeni koordi-
natite na koi bilo dve to~ki od nea. Na primer, neka se dadeni dve proizvolni razli~ni 
to~ki M1(x1,y1) i M2(x2,y2) od pravata p. Toga{ od pravoagolniot triagolnik M1NM2 (crt. 
20), imame: 

k tg
12

12
xx
yy


   (4) 

Formulata (4) nema smisla, ako x2 – x1 = 0. 
No, toa zna~i, deka pravata e normalna na Ox-
oskata. 

Primer 19. Da go odredime koeficientot 
na pravecot na pravata AB, ako A(5,2) i B(3,1).  

Re{enie. So zamena na koordinatite na 
to~kite A i B vo formulata (4), dobivame: 

.
5
4

32
51

12

12  





xx
yy

k  

Pravata p neka minuva niz to~kata A(x1, y1) i neka ima koeficient na pravec k. Na 
pravata p da zememe edna proizvolna to~ka M so koordinati x i y. Izbranata to~ka M 
mo`eme da ja smetame kako vtora to~ka od pravata p. Toga{ soglasno formulata (4), }e 
va`i: 
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.
1

1 k
xx
yy 

       (5) 

Ako to~kata M ne le`i na pravata, toga{ jasno e deka i ravenstvoto (5) nema da 
va`i. Spored toa, ravenstvoto (5) e ravenka na pravata {to minuva niz to~kata A(x1,y1) 
i ima koeficient na pravec k.  

Voobi~aeno e ravenkata (5) da ja zapi{eme vo vidot: 
y – y1 = k (x – x1)      (6) 

Primer 20. Da ja sostavime ravenkata na pravata {to minuva niz to~kata T(1,3) i 
ima koeficient na pravecot 

3
2k . 

Re{enie. So zamena na dadenite elementi vo (6), dobivame: 

)1(3
3
2  xy  odnsono,  2x – 3y + 11 = 0.  

Poznato e deka, niz edna to~ka vo ramninata minuvaat beskone~no mnogu razli~ni 
pravi. Mno`estvoto od site pravi vo ramninata, koi minuvaat niz edna to~ka, se vika 
pramen pravi, a zaedni~kata to~ka na site pravi se vika centar na pramenot. 

O~igledno e deka ravenkata (6), vo koja koeficientot na pravecot k ima 
proizvolna vrednost, gi pretstavuva site pravi {to minuvaat niz to~kata A(x1,y1), a toa 
zna~i, deka ravenkata (6) e i ravenka na pramenot pravi so centar vo A(x1,y1). 

Primer 21. Da ja sostavime ravenkata na prava, {to minuva niz to~kata S(2,2), a 
so pozitivnata nasoka na Ox-oskata zafa}a agol  = 30o. 

Re{enie.  k tg 30o =
3
3 , pa od (6) dobivame: )2(2

3
3  xy , odnosno   

.0)326(33  yx  
 

ZADA^I 
 

1.  Daden e triagolnik, ~ii temiwa se: A(0,4), B(2,1) i C(4,6). Sostavi gi 
ravenkite na negovite strani.     

2. Odredi go koeficientot na pravecot na prava, koja minuva niz koordinatniot 
po~etok O i niz to~kata T (2,3). 

3. Odredi ja ravenkata na prava, {to minuva niz to~kata T(4,1) i so pozitivna 
nasoka na Ox-oskata gradi agol od 135o. 

4. Odredi ja ravenkata na prava, {to minuva niz to~kite: 

a) A(1,4) i B(0,5);      b) A(2,1) i B(2,3). 

5. Sostavi ja ravenkata na prava, {to minuva niz koordinatniot po~etok i niz 
to~kata T(3, 2). 

6. Poka`i deka pravata {to minuva niz to~kite A(3,6) i B(2,4), minuva i niz 
koordinatniot po~etok. 

7. Sostavi ja ravenkata na prava {to minuva niz to~kata M(1,3) i so pozitivnata 
nasoka na Ox-oskata gradi agol od 45o.  
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8. Sostavi ja ravenkata na prava, {to minuva niz to~kata S(2, 3) i so Ox-oskata 
gradi ist agol kako i pravata  4x – 3y + 5 = 0 so Ox-oskata.   

9*. Dadena e otse~ka AB. Sostavi ravenka na prava {to minuva niz to~kata B i e 
normalna na otse~kata AB, ako A(4,5) i B(2, 1). 
 

 

IV.5.4. Segmenten vid na ravenkata na prava 
 

Neka se dadeni dve to~ki, po edna na apscisnata i 
ordinatnata oska A(m,0) i B(0,n) (crt. 21). 

Ravenkata na pravata {to minuva niz to~kata A i B, }e 
glasi: 

)(0
0

0 mxy
m

n  
 , 

koja po sreduvaweto ja doveduvame vo vidot: 

1
n
y

m
x     (1) 

Ovaa ravenka se vika segmenten vid na ravenkata na prava, bidej}i broevite m i n 
poka`uvaat koi segmenti (delovi) gi otsekuva pravata od koordinatnite oski. Ovoj vid 
ravenka ni ovozmo`uva i brza konstrukcija na pravata. 

Primer 22. Da ja konstruirame pravata 2x – 3y + 6 = 0. 

Re{enie. Prvo, ravenkata na pravata ja doveduvame od 
op{t vo segmenten vid. Toa go pravime vaka: 

2x – 3y = 6 /: (6),       1
6

3
6

2  



yx ,      1

23


yx . 

Potoa na koordinatnite oski gi nao|ame to~kite A(3,0) i 
B(0,2), pa niz niv povlekuvame prava. Toa e baranata prava (crt. 
22). 

O~igledno e deka segmentniot vid na ravenkata na prava ne-
ma smisla, samo koga pravata minuva niz koordinatniot po~etok, t.e. koga e m = 0 ili n = 
0.  

 

ZADA^I 
 

1. Sostavi ja ravenkata na pravata, koja koordinatnite oski gi se~e vo to~kite: a) 
A(2,0)  i  B(0,3),  b) A(4,0)  i  B(0,3). 

2. Sostavi ja ravenkata na prava, {to ja se~e Ox-oskata vo to~kata (3,0), a Oy-
oskata – vo to~kata (0, 3). 

3. Odredi gi to~kite vo koi pravata 3x – 4y – 12 = 0 gi se~e koordinatnite oski, a 
potoa konstruiraj ja pravata. 

4. Dadeni se ravenkite na pravite vo op{t vid: a) 3x + 2y – 6 = 0 b) 4x + 3y – 12 = 0, v) 
4x – 3y + 8 = 0. Izrazi gi nivnite ravenki vo segmenten vid. 
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5. Dijagonalite na eden romb, {to se ednakvi na 12 (cm) i 8 (cm) zemeni se za 
koordinatni oski. Odredi gi ravenkite na stranite na toj romb. 

6. Odredi ja plo{tinata na triagolnikot obrazuvan od koordinatnite oski i 
pravata 4x + 3y – 12 = 0. 

 

 

IV.5.5. Normalen vid na ravenkata na prava 
 

Neka e dadena pravata a vo segmenten vid 

1
n
y

m
x ,   (1) 

koja gi se~e koordinatnite oski vo to~kite A(m, 0) i 
B(0, n) (crt. 23). 

Od koordinatniot po~etok da povle~eme nor-
mala kon pravata a, ~ie podno`je neka e to~kata Ma. 
So p da go ozna~ime rastojanieto od koordinatniot 
po~etok do dadenata prava a, t.e. OMp  , a so  da go ozna~ime agolot AOM (crt. 23). 

Toga{ od pravoagolniot triagolnik AOM imame: cos  =
m
p , sin  = 

n
p , odnosno cos

pm  , 

sin
pn  , pa ravenkata (1) go dobiva vidot: 

x · cos + y · sin  p = 0.     (2) 
Toa e normalen ili Hesov vid na ravenkata na prava. 
Da zabele`ime, deka ovoj vid na prava gi sodr`i i specijalnite slu~ai koga 

dadenata prava e paralelna so edna od koordinatnite oski. Taka, ako  = 0 ili  = , 
toga{ imame cos = 1, sin = 0, pa ja dobivame ravenkata x =  p na prava paralelna so Oy-
oskata. Ako pak, 

2
   ili 

2
3  , toga{ imame cos = 0, sin = 1, pa dobivame y = p, 

koja pretstavuva prava paralelna so Ox-oskata. 
Koeficientite pred promenlivite x i y vo ravenkata (2) se karakteriziraat so 

toa {to zbirot od nivnite kvadrati e ednakov na edinica:  cos2 + sin2 = 1. 
Op{tiot vid na ravenkata na prava: 

Ax + By + C = 0,        (A2 + B2  0)    (3) 

vo isto vreme bi bil i normalen vid na ravenkata na prava dokolku koeficientite A, B i 
C bi gi ispolnuvale uslovite: 

A2 + B2 = 1  i  C < 0.     (4) 

No, ako koeficientite A i B ne gi ispolnuvaat uslovite (4), toga{ za da go dove-
deme vo normalen vid op{tiot vid na ravenkata na prava, potrebno e levata strana na 
ravenkata (3) da ja pomno`ime so taka izbraniot broj :  Ax + By + C = 0, pri {to da 
va`i,                

(A)2 + (B)2 = 1     C < 0.    (4') 

Od ravenstvoto (4') lesno nao|ame deka za  treba da se izbere brojot 
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22

1

BA 
 ,  

a za da bide ispolneto i neravenstvoto vo (4), brojot  treba da se zeme so znak, {to e 
sprotiven od znakot na koeficientot C.  

Zna~i, normalniot vid na ravenkata na prava, {to e zadadena vo op{t vid (3), e:  

0
22






BA

CByAx ,      (5) 

kade {to pred korenot se zema znak, {to e sprotiven na znakot na koeficientot C. 

Primer 23. Da ja sostavime vo ravenkata na prava vo normalen vid, ako se dadeni: 
agolot  = 30o i rastojanieto p = 3. 

Re{enie.  So zamena na  i p vo (2) dobivame:  
x · cos30o + y · sin30o – 3 = 0, 

odnosno 03
2
1

2
3  yx , ili vo op{t vid: x 3 + y – 6 = 0.  

Primer 24. Op{tiot vid na ravenkata na prava 4x – 3y + 5 = 0 da go privedeme vo 
normalen vid i da go odredime rastojanieto p od koordinatniot po~etok do nea. 

Re{enie. Ravenkata vo op{tiot vid 4x – 3y + 5 = 0 ja mno`ime so brojot  

 = 
22 )3(4

1


 =

25
1 =

5
1 , 

pa dobivame 01
5
3

5
4  yx , od kade p = 1.  

 

ZADA^I 
 

1. Sostavi ja ravenkata na prava {to e opredelena so elementite: 

a)  = 45o  i  p = 
4
3 ,    

b)  = 60o  i  p = 5. 
2. Transformiraj go op{tiot vid na ravenkata na prava: x – 2y + 3 = 0, vo normalen 

vid i odredi gi elementite   i  p.  

3. Ispitaj, koi od slednive ravenki na prava se vo normalen vid: 

a) 03
5
3

5
4  yx ,     b) 04

3
2

2
1  yx ,     v) x – 5 = 0, 

g) – y – 2 = 0,   d) 2x – y + 3 = 0. 

4. Dadena e pravata 1
23
 

yx . Odredi go nejzinoto rastojanie od koordinatniot 

po~etok. 
5. Dve pravi vo koordinatnata ramnina se paralelni. Kakvi koeficienti na 

pravec imaat tie? Obrazlo`i. 
 
 



 192

IV.6. AGOL ME\U DVE PRAVI. USLOVI ZA PARALELNOST 

         I NORMALNOST NA DVE PRAVI 
 

1. Agol me|u dve pravi. Vo analiti~kata geometrija ~esto se sre}avaat zada~i za 
odreduvawe agli me|u pravite. 

Neka se dadeni dve pravi p1 i p2  {to se se~at i niedna od niv ne e paralelna so Oy-
oskata (crt. 24). Nivnite ravenki vo ekspliciten vid neka se soodvetno  y = k1x + n1  i  y = 
k2x + n2. 

Pod agol me|u pravata p2 i pravata p1 }e go podrazbirame agolot za koj treba da se 
zavrti pravata p1 okolu prese~nata to~ka S, vo pozitivna nasoka, do nejzinoto 
sovpa|awe so pravata p2. 

Na crte`ot 24 toj agol e . Analogno se definira i agolot me|u pravata p1 i 
pravata p2. Vo na{iot slu~aj toj agol e   . 

Ako so 1 i 2 gi ozna~ime soodvetno padnite agli na pravite p1 i p2 sprema Ox-
oskata, toga{ od triagolnikot A1A2S na crte` 24 imame: 2 =  + 1, odnosno  = 2 1. 
Spored toa,           

 tg = tg (2  1) = 
21

21
1 


tgtg

tgtg


 . (1) 

No, bidej}i tg1 = k1, a tg2 = k2, zatoa 
ravenstvoto (1) mo`e da se zapi{e i vaka: 

tg   =
21

12
1 kk

kk

 .    (2) 

Toa e formulata za presmetuvawe na agolot 
me|u dve pravi. 

Zavisno od znakot na tg , }e go dobieme ostriot 
ili tapiot agol me|u pravite p1 i p2.  

Primer 25. Da go odredime agolot me|u pravite, ~ii ravenki se  

x + 7y + 3 = 0 i 3x – 4y + 12 = 0. 

Re{enie.  Ravenkite na pravite gi izrazuvame od op{t vo ekspliciten vid: 

y =
7
3

7
1  x  i 3

4
3  xy . 

Ottuka k1 = 7
1 , a  k2 = 

4
3 . Potoa od formulata (2) imame: 

tg  = 
















7

1

4

3
1

7

1

4

3

= 

28

3
1

7

1

4

3




=

28)328(
28)421(

 = 1. 

Spored toa, agolot me|u pravite e  = 45o.  

2. Uslovi za paralelnost i normalnost na dve pravi. 

Ako pravite p1 i p2 se paralelni, toga{  1 = 2 (crt. 25) (kako soglasni), a isto 
taka }e bide i  tg 1 = tg 2. Bidej}i tg 2 = k2 i   tg 1 = k1, uslovot za paralelnost na dve 
pravi }e glasi: 
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k2 = k1.   (3) 

Obratno, ako e k2 = k1, toga{ e tg 2 = tg 1, 
odnosno  2 = 1, a ottuka sleduva deka pravite  p1 i 
p2 se paralelni. 

Zna~i, dve pravi se paralelni, ako i samo 
ako tie imaat ednakvi koeficienti na pravec. 

Ako pak, pravite p1 i p2 se zaemno normalni 
(crt. 26), toga{ e  2 = 90o + 1, a    tg 2 = tg(90o + 1) 

= ctg 1 = 
1

1
tg

. 

Bidej}i e tg 2 = k2  i  tg 1 = k1, zatoa uslovot za 
normalnost na dve pravi }e glasi 

k2 =
1

1
k

 .     (4) 

Obratno, ako e  k2 =
1

1
k

 , toga{ }e va`i: 

tg 2 =
1

1
tg

 = ctg1 = tg (90o + 1). 

a ottuka 2 = 90o + 1, t.e. pravite p1 i p2 se zaemno 
normalni. 

Zna~i, dve pravi se zaemno normalni, ako i samo ako koeficientite na pravcite 
im se recipro~ni so sprotiven znak. 

Zabele{ka. Uslovite za paralelnost i normalnost na dve pravi mo`at da se 
dobijat i direktno od formulata (2). Poka`i go toa. 

Primer 26. Dadeni se ravenkite na pet pravi:  p1 : 2x – y – 3 = 0;  p2 : 3x + 2y – 1 = 0;  p3 

: 4x  2y + 5 = 0;  p4 : x + 2y – 3 = 0;  p5 : 2x  3y + 4 = 0. Da se ispita, koi me|u niv se 
paralelni, a koi normalni. 

Re{enie. Dadenite pravi imaat soodvetno koeficient na pravec: k1 = 2;  k2 = 2
3 ; 

;23 k
2
1

4 k ;  
3
2

5 k . Od niv zaklu~uvame: p1p3;  p1 p4;  p3 p4 i p2 p5..  

Primer 27. Da sostavime ravenka na prava, koja minuva niz to~kata T(2,1) i 
paralelna so pravata: x – 3y + 5 = 0.  

Re{enie. Dadenata prava ima koeficient na pravec 
3
1k . Toj }e bide koeficient 

na pravec i na pravata, ~ija ravenka treba da se sostavi. Zatoa, ravenkata na pravata {to 
minuva niz to~kata T(2,1) i ima koeficient na pravec 

3
1k  }e glasi: 

y – 1 = 
3
1 (x+2),   odnosno   x – 3y + 5 = 0.  

 

Z A D A ^ I 
 

1. Odredi go agolot me|u pravite: 

a) 2x + y + 1 = 0  i  3x + 2y  5 = 0;     b) 3x  y  3 = 0  i  2x  3y + 6 = 0. 
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2. Sostavi ja ravenkata na prava, koja minuva niz to~kata A(5,1) i e normalna na 
pravata 2x – 7y + 5 = 0. 

3. Odredi go ostriot agol me|u pravite: x – y + 5 = 0 i 3x – y + 3 = 0. 

4. Odredi pod koj agol se se~at pravite: 2x – y = 4 = 0 i 2x + y + 1 = 0. 

5*. Odredi go agolot me|u pravata: 2x – 3y + 5 = 0 i pravata {to minuva niz to~kite 
A(4, 5) i B(3,2).  

6. Odredi ja ravenkata na prava {to minuva niz to~kata A(3,2), a so Ox-oskata 
gradi agol 0o. 

7. Ravenkite na stranite na triagolnikot se: AB: x + 2y – 3 = 0; BC: 2x + y – 8 = 0; AC: 
x – 2y + 6 = 0. Poka`i deka toj e pravoagolen triagolnik. 

8*. Odredi go agolot me|u pravite: 1
n
y

m
x  i 1

m
y

n
x . 

9. Dadeni se tri to~ki: A(3,4), B(3,5), C(1,7). Odredi ja ravenkata na pravata {to 
minuva niz to~kata C i e paralelna so pravata AB.  

10. Sostavi ja ravenkata na prava {to minuva niz to~kite M(2,3) i e normalna na 
pravata 3x – 2y + 4 = 0. 

11. Odredi ja ravenkata na prava {to minuva niz koordinatniot po~etok i e 
normalna na pravata 3x + 4y  3 = 0. 

12. Odredi ja ravenkata na simetralata na otse~kata AB, ako: A(5, 1) i B(3,4). 

13. Odredi ja ravenkata na prava {to minuva niz to~kata M(4,3), a so pravata 3x + 
4y = 0 gradi agol od 45o. 

14. Dadena e pravata p so ravenkata 3x  4y + 5 = 0. Niz koordinatniot po~etok O 
povle~i normala na pravata p i odredi ja nejzinata ravenka. 

15. Odredi gi koordinatite na prese~nite to~ki na pravata 3x  4y  12 = 0 so 
koordinatnite oski. 

 

 

IV.7. ZAEMNA POLO@BA NA DVE PRAVI 
 

Neka se dadeni dve pravi ~ii ravenki se: 
A1x + B1x + C1 = 0,     (1) 

A2x + B2x + C2 = 0,     (2) 

Ako pravite se se~at, toga{ postoi to~ka, koja e zaedni~ka za dvete pravi, t.e. 
to~ka {to le`i na ednata i na drugata prava. Taa to~ka se vika presek (ili prese~na 
to~ka) na dvete pravi. Jasno e deka koordinatite na presekot }e ja zadovoluvaat sekoja od 
ravenkite (1) i (2). 

Spored toa, za nao|awe na koordinatite na presekot na dve pravi potrebno e da se 
re{i sistemot od ravenkite (1) i (2). 

Me|utoa, pri re{avaweto na sistem linearni ravenki so dve promenlivi, se znae, 
deka vozmo`ni se tri slu~ai: 
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1o. Sistemot ima edno re{enie (xo ,yo). Vo toj slu~aj pravite (1) i (2) se se~at vo 
to~ka S(xo,yo).    

2o. Sistemot nema nitu edno re{enie. Vo toj slu~aj pravite (1) i (2) se paralelni i 
razli~ni. 

3o. Sistemot e neopredelen, t.e. ima beskone~no mno`estvo re{enija. Zna~i, 
pravite (1) i (2) imaat beskone~no mno`estvo zaedni~ki to~ki, t.e. tie se paralelni i se 
sovpa|aat. 

Za da vidime pri koi uslovi nastanuva sekoj od gornite tri slu~ai, ravenkite na 
pravite (1) i (2) }e gi transformirame vo nivniot ekspliciten vid: 

1

1

1

1
B
C

B
A

xy  ,      (1’) 

2

2

2

2
B
C

B
A

xy   .     (2’) 

Dali pravite (1) i (2) se se~at, ili se paralelni i razli~ni, ili se paralelni i se 
sovpa|aat, toa zavisi od nivnite koeficienti na pravecot i otse~kite {to tie gi 
otse~uvaat od ordinatnata oska. Toa go utvrduva slednava: 

Teorema 3. Pravite (1) i (2) odnosno (1’) i (2’): 

1o. se se~at, ako i samo ako 
2

1

1

1
B
B

B
A  ; 

2o. se paralelni i razli~ni, ako i samo ako 
2

1

2

1

2

1
C
C

B
B

A
A  ;  

3o. se paralelni i se sovpa|aat, ako i samo ako 
2

1

2

1

2

1
C
C

B
B

A
A  . 

Dokaz. Od uslovot za paralelnost na dve pravi sleduva deka pravite (1) i (2) se 
paralelni, ako i samo ako imaat ednakvi koeficienti na pravecot k2 = k1: 

2

2

1

1
B
A

B
A  ,  odnosno   

2

2

1

1
B
A

B
A  . 

A dali paralelnite pravi se razli~ni ili se sovpa|aat, zavisi od toa dali tie Oy-

oskata ja se~at vo razli~ni to~ki )(
2

2

1

1
B
C

B
C   ili vo ista to~ka )(

2

2

1

1
B
C

B
C  . Vsu{nost, 

toa e utvrdeno so tvrdewata 2o i 3o od teoremata. 

Ako, pak, pravite (1’) i (2’) ne se paralelni, t.e. ako: 
2

1

2

1
B
B

A
A  , toga{ tie se se~at 

(tvrdewe 1o).  
Primer 28. Da go odredime presekot na pravite: 3x – 2y = 5  i  5x + y – 17 = 0. 

Re{enie. Go re{avame sistemot od ravenkite na pravi po koj bilo metod i 
nao|ame: x = 3, y = 2. Zna~i, pravite se se~at vo to~kata so koordinati (3,2).  
 

ZADA^I 
 

1. Odredi gi koordinatite na presekot na pravite: 4x – y – 7 = 0  i  2x + 3y + 4 = 0. 

2. Najdi go presekot na pravite: 2x + 5y – 29 = 0 i 5x + 2y – 20 = 0. 
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3. Odredi go presekot na pravite:  

a) 3x + 2y – 13 = 0 i 5x  3y  9 = 0;   b) x + y – 5 = 0 i 2x + 3y  13 = 0. 

4. Poka`i deka presekot na pravite: 7x – 9y + 15 = 0 i 13x + 12y  20 = 0 le`i na Oy-
oskata. 

5. Dadeni se temiwata na ~etiriagolnikot: A(5,2), B(5,6), C(8,3) i D(1,4). Odredi 
go presekot na negovite dijagonali. 

6. Dadeni se ravenkite na stranite na triagolnikot ABC: AB: x – y + 4 = 0; BC: 5x + 
6y + 9 = 0; AC: 4x + 2y  20 = 0. Odredi gi koordinatite na negovite temiwa. 

7. Niz presekot na pravite: x – y + 4 = 0 i 4x – 2y  20 = 0, povle~ena e prava 
paralelna so pravata 2x–3y 1 = 0. Odredi ja nejzinata ravenka. 

8*. Niz presekot na pravite: 4x + 2y  19 = 0 i 5x + 6y + 6 = 0, povle~ena e prava {to 
e normalna na pravata x + y 3 = 0. Odredi ja nejzinata ravenka. 

9. Odredi za koja vrednost na koeficientot k, pravata y = kx + 3 minuva niz 
presekot na pravite: y = 2x + 1 i y + 5 = 0. 

10. Dadeni se ravenkite na stranite na triagolnikot: AB: 3x + 4y 14 = 0; BC: 12x + 
5y 1 = 0 i AC: 5x + 3y + 6 = 0. Odredi go perimetarot na triagolnikot. 

11. Na pravata: 2x + 3y  6 = 0 odredi ja to~kata {to e ednakvo oddale~ena od 
to~kite: A(4,3) i B(5,1). 

12*. Dadeni se ravenkite na dve sosedni strani na paralelogramot: 2x + y  = 1 i 8x + 
3y + 1 = 0, i ravenkata na edna negova dijagonala 3x + 2y + 3 = 0. Odredi gi koordinatite na 
temiwata na toj paralelogram. 

 

 

IV.8. RASTOJANIE OD TO^KA DO PRAVA 
 

Vo geometrijata se sretnuvaat mnogu zada~i so barawe da se odredi rastojanieto 
od dadena to~ka do dadena prava. Na primer, odreduvaweto na visinite na triagolnikot 
se sveduva na odreduvawe na rastojanieto na edno negovo teme do sprotivnata negova 
strana. 

Neka se dadeni to~kata Mo(xo,yo) i prava l, {to e zadadena so nejzinata ravenka vo 
normalen vid 

x · cos + y · sin – p = 0,     (1) 

odnosno 

0
22






BA

CByAx       (2) 

Pod rastojanie od to~kata Mo do pravata l ja podrazbirame dol`inata na otse~kata 
MoM1,kade M1(x1,y1) e podno`je na normalata, {to e povle~ena od to~kata Mo kon pravata l 
(crt. 27). 

Niz to~kata Mo da povle~eme prava l1 paralelna so dadenata prava l. Ako so p1 go 
ozna~ime nejzinoto rastojanie od koordinatniot po~etok 0, toga{ ravenkata na pravata l1 

}e glasi: 
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x · cos + y · sin – p1 = 0,    (3) 

Bidej}i Mo  l1, toga{ koordinatite na to~kata Mo(xo, yo)  }e ja zadovoluvaat 
ravenkata (3), t.e. }e va`i: 

xo · cos + yo · sin – p1 = 0, 

od kade: 

p1 = xo · cos + yo · sin .   (4) 

Baranoto rastojanie d od to~kata Mo do pravata l, 
kako {to gledame od crte`ot 27, }e bide: 

pyxppONONd oo   sincos11 , (5) 

odnosno  

22 BA

CBAx ood



 .  (6) 

Pri presmetuvaweto na rastojanieto d, brojot Axo + Byo + C mo`e da bide poziti-
ven ili negativen, {to zavisi od toa dali to~kata Mo i koordinarniot po~etok 0 se od 
ista strana ili na razli~ni strani od pravata l. Me|utoa, rastojanieto d sekoga{ e 
pozitiven broj (d > 0), zatoa ja zemame apsolutnata vrednost na  Axo + Byo + C. 

Primer 29. Da go odredime rastojanieto od to~kata T(2,3) do pravata 3x – 4y 8= 0.  

Re{enie.  d = 
22 )4(3

8)3(423




=

25

8126 
 = 2.  

Primer 30. Da go odredime rastojanieto od to~kata A(1,4) do pravata 1
53
 yx . 

Re{enie. Ravenkata na pravata ja transformirame vo op{t vid: 5x + 3y – 15 = 0, pa 

so zamena vo (6), dobivame:  d = 
22 35

1543)1(5




=

34

15126 
=

34
349

34
9  .  

Primer 31. Da go odredime rastojanieto od to~kata ),5(
4
5C  do pravata 

03
5
4

5
3  yx . 

Re{enie. Ravenkata na pravata e vo normalen vid. Proveri. So zamena na 

koordinatite na to~kata C vo (5), dobivame:  d = 3)5(
4
5

5
4

5
3  = .77313   

 

ZADA^I 
 

1. Odredi go rastojanieto od to~kata B(2,5) do pravata y = 3x  4. 
2. Odredi go rastojanieto od to~kata M(3,0) do pravata  

a) 2x  y + 5 = 0;   b) x + 3y + 1 = 0. 

3*. Odredi go rastojanieto me|u paralelnite pravi: 2x + y  3 = 0 i 6x + 3y + 5 = 0. 

4. Otse~kata AB: A(3,1) i B(5,1) e osnova na triagolnikot ABC. Odredi ja 
visinata spu{tena od vrvot C(6,5) kon osnovata. 
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5. Dadeni se temiwata na triagolnikot: A(0,2); B(5,7); C(3,2). Presmetaj gi dol`i-
nite na negovite tri visini. 

6. Kru`nica so centar C(2,3) se dopira do pravata: 5x + 12y = 13. Odredi go nejzi-
niot radius. 

 

 

IV.9. KRU@NICA, RAVENKA NA KRU@NICA 

 
Vo natamo{nite razgleduvawa }e se osvrneme na nekoi specijalni slu~ai od 

op{tata ravenka od vtor stepen so dve promenlivi 
Ax2 + 2Bxy + Cy2 + Dx + Ey + F = 0. 

Krivite – liniite, {to se opredeleni (zadadeni) so nekoja ravenka od vtor stepen 
po odnos na promenlivite x i y, se vikaat krivi od vtor red. Tie imaat golema uloga vo 
astronomijata, arhitekturata, tehnikata i drugite granki na naukata. Za niv znaele i 
drevnite Grci. No, bidej}i nim ne im bile poznati ravenkite i metodot na koordinati, 
toga{ krivite od vtor red tie gi razgleduvale kako preseci na kru`nata konusna povr-
{ina so ramninata. Zatoa, krivite od vtor red, {to se dobivaat kako presek na kru`nata 
konusna povr{ina i ramnina, u{te se vikaat i konusni preseci. Toa se kru`nicata (kako 
specijalen vid elipsa), elipsata, hiperbolata i parabolata. 

 

Kru`nicata ti e poznata u{te od osnovnoto u~ili{te. Pripomni si: Kru`nica se 
vika mno`estvoto od site to~ki vo ramninata, koi se na isto rastojanie r od edna fiksna 
to~ka od taa ramnina. 

Dadenata fiksna to~ka se vika centar, a rastojanieto r – radius na kru`nicata. 
Da ja sostavime ravenkata na kru`nicata, koja vo pra-

voagolniot koordinaten sistem e opredelena so nejziniot 
centar C(p,q) i radiusot r (crt. 28). 

Op{toto svojstvo na koja bilo to~ka M(x, y), od 

kru`nicata go zapi{uvame so ravenstvoto: CM = r,  odnosno 
2

CM = r2. So formulata za rastojanie me|u dve to~ki, 

rastojanieto CM  go izrazuvame preku koordinatite na 
to~kite M(x, y) i C(p, q) pa dobivame 

(x – p)2 + (y – q)2 = r2.    (2) 
Ravenkata (2) e ravenka na kru`nicata so centar vo 

to~kata C(p,q) i radius r (crt. 28). Nea ja zadovoluvaat koordinatite na koja bilo to~ka 
od kru`nicata, i ne ja zadovoluvaat koordinatite na nitu edna to~ka {to ne le`i na 
kru`nicata. 

Od druga strana, pak, koja bilo to~ka M(x,y), ~ii koordinati ja zadovoluvaat raven-
kata (2), le`i na kru`nicata, bidej}i nejzinoto rastojanie do centarot C e ednakvo na r. 

Ako centarot na kru`nicata se sovpadne so koordinatniot po~etok, t.e. ako p = q 
= 0, toga{ ravenkata (2) dobiva poprost vid: 

x2 + y2 = r2 .      (3) 
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Ravenkata (3) se vika centralna ravenka na kru`nica. Na primer, x2 + y2 = 9 e 
ravenka na kru`nica so centar vo koordinatniot po~etok i radius r = 3. 

Primer 32. Da ja sostavime ravenkata na kru`nica so radius r = 4 i centar C(3,1). 

Re{enie. So zamena vo formulata (2) na poznatite elementi, dobivame: 

(x – 3)2 + (y + 1)2 = 16.  

Ako vo ravenkata (2) se oslobodime od zagradite i izvr{ime sreduvawe, taa go 
dobiva vidot: 

x2 + y2 – 2px – 2qy + p2 + q2 – r2 = 0    (4) 

ili pokratko    
x2 + y2 + Dx + Ey + F = 0     (5) 

kade     
D  = – 2p, E = – 2q i F = p2 + q2 – r2    (6) 

Primer 33. Da gi odredime koordinatite na centarot C i radiusot r na kru`nica-
ta zadadena so ravenkata x2 + y2 – 2x – 6y = 6. 

Re{enie. Od relaciite (6) imame:  

1
2
 Dp , 3

2
 Eq  i r = Fqp  22 = 691  = 4. 

Zna~i, kru`nicata ima radius r = 4 i centar vo to~kata C(1,3).  
 

ZADA^I 
 

1. Sostavi ja ravenkata na kru`nica so radius r = 5 i centar vo to~kata:  

a) (2,3),    b) (0,4) i    v) (5,0). 

2. Sostavi ja ravenkata na kru`nica, ~ij centar e vo to~kata C(2,3) i ima radius 
r= 3 .  

3. Sostavi ja ravenkata na kru`nica, ~ij centar C i radius r se: 

a) C(1,4),  r = 2;      b) C(0,2),  
2
1r . 

4. Sostavi ravenka na kru`nica, ~ij centar e vo to~kata C(3,4), i ja dopira: 
a) Ox-oskata,   b) Oy-oskata. 

5. Sostavi ravenka na kru`nica, koja gi dopira koordinatnite oski i ima radius r 
= 4. (Vnimavaj, postojat ~etiri takvi kru`nici.) 

6. Poka`i deka kru`nicata x2 + y2 – 12x + 12y + 36 = 0 gi dopira dvete koordinatni 
oski. 

7. Sostavi ja ravenkata na kru`nicata, ~ij centar le`i na pozitivniot del od Oy-
oskata, ja dopira Ox-oskata i ima radius r. 

8. Odredi gi koordinatite na centarot C i radiusot r na kru`nicata: 
a) (x – 2)2 + (y + 1)2 = 2;     b) x2 + (y + 3)2 = 4;  v) (x + 5)2 + y2 = 1. 

9. Odredi gi koordinatite na centarot C i radiusot r na kru`nicata: 
a) x2 + y2 – 6x + 10y + 18 = 0; b) 5x2 + 5y2 + 8x – 6y – 15 = 0. 
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10*. Odredi ja ravenkata na kru`nicata, koja minuva niz to~kata A(6,3) i gi 
dopira koordinatnite oski. 

11*. Odredi ja ravenkata na kru`nicata, {to e opi{ana okolu triagolnikot so 
temiwa: A(0,2), B(0,2) i C(4,0). 

 

 

IV.10. ZAEMNA POLO@BA NA PRAVA I KRU@NICA 

 
1. Od geometrijata poznato e deka prava i kru`nica vo ramninata mo`at da imaat 

edna od slednive tri zaemni polo`bi: 
1o. Pravata i kru`nicata imaat dve zaedni~ki to~ki. Velime deka pravata ja se~e 

kru`nicata (ili e sekanta na nea). Toa }e bide, ako i samo ako rastojanieto d na pravata 
od centarot na kru`nicata e pomalo od radiusot r na kru`nicata, t.e. ako d < r. 

2o. Pravata i kru`nicata imaat samo edna zaedni~ka to~ka T. Velime deka pravata ja 
dopira (ili taa e tangenta na kru`nicata). Toa }e bide, ako i samo ako e d = r e (crt. 29). 

3o. Pravata i kru`nicata nemaat nitu edna zaedni~ka to~ka, ako i samo ako d > r 
(crt. 29). 

Ovie polo`bi – rezultati {to se dobieni geometriski, sega }e gi dobieme so 
metodot na koordinati po ~isto analiti~ki pat. 

Neka e dadena kru`nicata x2 + y2 = r i pravata y = kx + n, a treba da se odredi 
nivnata zaemna polo`ba vo ramninata. Za taa cel, treba da gi odredime koordinatite na 
nivnite zaedni~ki to~ki. A nao|aweto na zaedni~kite to~ki na prava i kru`nica (ili 
dve krivi) se sveduva na re{avawe na sistemot od nivnite ravenki 









nkxy

ryx 222
.    (1) 

So zamenuvawe na izrazot za y od vtorata vo prvata 
ravenka na sistemot, ja dobivame kvadratnata ravenka od 
edna promenliva: x2 + (kx + n)2 – r = 0,  odnosno 

(1 + k2)x2 + 2knx + (n2 – r2) = 0.  (2) 
Dali pravata i kru`nicata }e imaat edna, dve ili 

nema da imaat zaedni~ki to~ki, zavisi od diskri-
minantata D = k2n2 – (1 + k2) (n2 – r2), odnosno 

D = (1 + k2)r2 – n2     (3) 
na kvadratnata ravenka (2), i toa: 

1o. Ako D = (1 + k2)r2 – n2 > 0, toga{ ravenkata (2) ima dve realni razli~ni re{enija 
x1 i x2, a so toa i za y }e se dobijat dve razli~ni realni vrednosti y1 i y2. 

Zna~i, sistemot ravenki (1) }e ima dve re{enija (x1, y1) i (x2, y2). Toa se koordina-
tite na zaedni~kite to~ki na pravata i kru`nicata. 

Spored toa, ako D>0, pravata e sekanta na kru`nicata. 
2o. Ako D = (1 + k2)r2 – n2 =0, toga{ ravenkata (2) ima eden dvokraten realen koren x1 

= x2, a so toa i sistemot (1) }e ima edno re{enie (x1, y1). 
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Spored toa, ako D = 0, toga{ pravata i kru`nicata imaat edna zaedni~ka to~ka, 
odnosno pravata e tangenta na kru`nicata. 

Nivnata zaedni~ka to~ka se vika dopirna to~ka na tangentata i kru`nicata. 
Relacijata 

(1+k2)r2 – n2 = 0 .     (4) 
pretstavuva i se vika uslov pravata y = kx + n da e tangenta na kru`nicata x2 + y2 = r2. 

3o. Ako D = (1 + k2)r2 – n2 < 0, toga{ ravenkata (2) nema realni koreni, odnosno 
sistemot ravenki (1) nema re{enie. 

Spored toa, ako D < 0, toga{ pravata i kru`nicata nemaat zaedni~ki to~ki. 
Primer 34. Da ispitame kakva zaemna polo`ba imaat kru`nicata x2 + y2 = 25 i pra-

vata 2x + y – 10 = 0. 

Re{enie. Go re{avame sistemot ravenki 










102

2522

xy

yx . 

So zamena na y od vtorata vo prvata ravenka, dobivame: x2 + (2x + 10)2 – 25 = 0,  
odnosno  5x2 – 20x + 75 = 0, od kade x1 = 3, x2 = 5. Potoa od vtorata ravenka nao|ame: y1 = 4, y2 
= 0. Spored toa, pravata ja se~e kru`nicata vo to~kite (3,4) i (5,0).  

Primer 35. Niz to~kata A(2,6) povle~ena e tangenta na kru`nicata x2 + y2 = 8. Da 
ja odredime ravenkata na tangentata. 

Re{enie. Baranata ravenka na tangentata neka e y = kx + n. 
Zna~i, zada~ata se sveduva na odreduvawe na parametrite k i n. Bidej}i to~kata 

A(2,6) le`i na tangentata, toga{ nejzinite koordinati moraat da ja zadovoluvaat 
ravenkata na tangentata y=kx+n, t.e. treba da va`i 6 = 2k + n.  

Me|utoa, treba da va`i i uslovot (4), pravata da e tangenta na kru`nicata x2 + y2 = 
8 (kade r2 = 8). Taka dobivame u{te edna ravenka (1 + k2) · 8 = n2, koja gi sodr`i 
parametrite k i n. 

Sega go re{avame sistemot ravenki 









nk

nk

26

8)1( 22
    (5) 

vo koj parametrite k i n igraat uloga na promenlivi. 
Od vtorata ravenka n = 2k + 6 go zamenuvame vo prvata 

ravenka na sistemot, pa dobivame: 

(1 + k2) · 8 = (2k + 6)2  ili  k2 – 6k  7 = 0. 
Toa e kvadratna ravenka po odnos na parametarot k, pa od 

nea dobivame k1 = 7 i k2 = 1, a zamenuvaj}i gi edno po drugo vo n = 2k 
+ 6, dobivame i dve vrednosti za n. Toa se n1 = 20 i n2 = 4. 

Ova poka`uva deka od dadenata to~ka A(2,6) mo`at da se 
povle~at dve razli~ni tangenti kon dadenata kru`nica  x2 + y2 = 8 (crt. 31). Nivnite 
ravenki se: y = y1x + n1 i y = k2x + n2, odnosno y = 7x + 20 i y = – x + 4.  
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2. Ako kru`nicata e dadena so ravenkata 
(x – p)2 + (y – q)2 = r2,     (6) 

a pravata so ravenkata y = kx + n, toga{ ispituvaweto na nivnata zaemna polo`ba go 
vr{ime analogno kako pogore.  

Me|utoa, utvrduvaweto na nivnata zaemna polo`ba mo`e da se izvr{i i preku 
sporeduvawe na rastojanieto d na centarot C(p,q) na kru`nicata (6) do pravata y = kx + n i 
radiusot r na kru`nicata. 

Bidej}i rastojanieto na centarot C(p, q) do pravata kx – y + n = 0, znae{, ednakvo e na 

21 k

nqkp
d




 , 

toga{ uslovot, deka pravata y = kx + n e tangenta na kru`nicata zadadena so ravenkata (6), 
}e glasi: 

d = r,  odnosno  
21 k

nqkp




= r, 

odnosno 

(kp – q + n) = (1 + k2)r2 .     (7) 
Primer 36. Da proverime dali pravata x = y – 7 = 0 e tangenta na kru`nicata x2 + y2 

– 4x – 6y + 11 = 0, ili ne. 

Re{enie. Dadenata prava ja doveduvame vo ekspliciten vid y = x + 7, pa nao|ame 
deka k = 1 i n = 7. Od ravenkata na kru`nicata gi nao|ame koordinatite na centarot i 
nejziniot radius. Tie se: 

2
2
4  p ,  3

2
6  q   i  r2 = p2 + q2 – F = 22 + 32 – 11 = 2. 

Na kraj vrednostite na parametrite k, n, p, q i r2 gi vnesuvame vo ravenstvoto (7): 

(1·2 – 3 + 7)2 = [1+ (1)2]2,   odnosno   22 = 22 

i utvrduvame deka taa e ispolneta. 
Zna~i, dadenata prava e tangenta na kru`nicata. Ako sakame da gi odredime koor-

dinatite na dopirnata to~ka, toa go pravime preku re{avawe na sistemot od nivnite 
ravenki.  
 

Z A D A ^ I 
 

1. Ispitaj kakva polo`ba imaat pravata 7x + 4y – 65 = 0 i kru`nicata x2 + y2 = 65. 

2. Najdi gi koordinatite na zaedni~kite to~ki (ako gi ima) na pravata y = x + 2 i 
kru`nicata x2 + y2 – 2x – 8y + 2 = 0. 

3. Ispitaj ja zaemnata polo`ba na pravata: a) 4x + 3y – 50 = 0; b) 3x = 4y i 
kru`nicata x2 + y2 = 100.  

4. Odredi gi koordinatite na prese~nite to~ki na kru`nicata x2 + y2 – 5x – 7y + 6 = 
0 so koordinatnite oski. 

5. Vo ravenkata na pravata y = kx + 3 odredi go parametarot k, taka {to taa da bide 
tangenta na kru`nicata x2 + y2 = 4. 
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6. Doka`i deka pravata 12x + 5y = 85 e tangenta na kru`nicata (x + 7)2 + y2 = 169. 
Odredi gi koordinatite na dopirnata to~ka. 

7*. Odredi gi koordinatite na krajnite to~ki na dijametarot na kru`nicata x2 + y2 
– 4x + 6y  37 = 0 koj ima koeficient na pravec k = 7.  

8. Dadena e pravata y = 2x + 3 i kru`nicata x2 + y2 = 5. Odredi gi ravenkite na 
tangentite na dadenata kru`nica, koi se: a) paralelni; b) normalni na dadenata prava; v) 
so dadenata prava gradat agol od 45o. 

9. Sostavi ja ravenkata na kru`nicata, ~ij centar e vo to~kata C(3,4) i ja dopira 
pravata y = 2x – 5. 

10. Odredi gi ravenkite na tangentite na kru`nicata x2 + y2 = 25, {to se povle~eni 
od to~kata M(1,7). 

11*. Odredi, pod kakov agol se gleda kru`nicata od to~kata T(8,0). 
 

 

IV.11. RAVENKA NA TANGENTA NA KRU@NICATA 
 

1. Neka se dadeni kru`nica so ravenkata x2 + y2 = r2 i to~ka M(x1, y1) od nea, a treba 
da ja odredime ravenkata na tangentata t na kru`nicata vo taa to~ka. 

Poznato e deka tangentata t na kru`nicata e normalna na radiusot OM vo 
dopirnata to~ka M (crt. 31). Spored toa, taa e prava, koja minuva niz edna dadena to~ka 
M(x1, y1) i e normalna na pravata OM, opredelena so centarot O(0,0) i dopirnata to~ka 
M(x1, y1). Ottuka, sleduva deka baranata ravenka na tangentata t, }e glasi: 

y – y1 = kt(x – x1).   (1) 

Koeficientot na pravecot kt, na tangentata }e go 
odredime od uslovot za normalnost: 

kt · kn = 1. 

Bidej}i e              

1

1

1

1
0
0

x
y

x
y

nk  
  ,   (2) 

za kt, dobivame: 

1

11
y
x

kt
n

k  .   (3) 

Spored  toa,  ravenkata na tangentata na kru`nicata 
x2 + y2 = r2 vo dopirnata to~ka M(x1, y1) od nea, glasi: 

        ).( 11
1

1 xxyy
y
x       (4) 

Ovaa ravenka }e dobie mnogu popogoden vid, ako ~lenovite so x i y gi preneseme na 
levata strana, a drugite – na desnata strana: 

y1y – y1
2 = x1x + x1

2   odnosno  x1x + y1y = x1
2 + y1

2, 
ili kone~no      

x1x + y1y = r2.      (4’) 
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Primer 37. Da ja napi{eme ravenkata na tangentata na kru`nicata x2 + y2 = 5 vo 
to~kata T(2,1) od nea. 

Re{enie. So zamena na koordinatite na to~kata T vo ravenkata (4’), ja dobivame 
baranata tangenta 2x + y = 5.  

2. Ako ravenkata na kru`nicata e dadena so op{tata ravenka 
        (x – p)2 + (y – q)2 = r2,     (5) 

i toga{ ravenkata na tangentata vo dadena to~ka M(x, y) od nea ja dobivame na ist na~in. 
Prvo go odreduvame koeficientot na pravecot kn na pravata opredelena so centa-

rot C(p, q) i dopirnata to~ka M(x1, y1) na kru`nicata (5): 

       
qx
py

nk 


1

1       (2’) 

a potoa od nego i koeficientot na pravecot na tangentata: 

                   
py
qx

tk 


1

1 .     (3’) 

So vnesuvawe na vrednosta na kt vo ravenkata (1), ja dobivame baranata ravenka na 
tangentata na kru`nicata (5), vo dopirnata to~ka M(x1, y1) od nea: 

        ).( 11
1

1 xxyy
qy
px 


     (6) 

koja so mala transformacija lesno mo`e da se dovede vo vidot: 
(x1 – p) (x – p) + (y1 – q)(y – q) = r2   (6’) 

Primer 38. Da ja odredime ravenkata na tangentata na kru`nicata (x 3)2 + (y + 1)2 
= 5 vo to~kata M(4, y1 < 0) od nea.  

Re{enie. Bidej}i to~kata M le`i  na kru`nicata, zatoa od ravenkata (4  3)2 + (y1 
+ 1)2 = 5, nao|ame y1 = 1  2. Ja zemame vrednosta y1 = 3 < 0, pa taka to~kata M }e ima 
koordinati (4, 3). Potoa od (6’) dobivame: (4 – 3) (x – 3) + (3 + 1) (y + 1) = 5,  odnosno  

1 · (x – 3) – 2 · (y + 1) = 5, 

ili kone~no  x – 2y – 10 = 0.  
3. Normala na kru`nicata vo dadena to~ka od nea e prava, {to minuva niz dadenata 

to~ka, i e normalna na tangentata na kru`nicata vo taa to~ka. 
Od ovaa definicija i poznatoto svojstvo na tangentata na kru`nicata, sleduva deka 

normalata vo dadena to~ka M(x1, y1) na kru`nicata, minuva i niz centarot na kru`nicata. 
Zna~i, koeficientot na pravecot na normalata kn na kru`nicata x2 + y2 = r2, 

odnosno kru`nicata (5), vo to~kata M(x1, y1) od niv e daden so ravenstvoto (2), odnosno so 
ravenstvoto (2’). 

Spored toa, ravenkata na normalata na kru`nicata x2 + y2 = r2 vo to~kata M(x1, y1) 

od nea }e glasi: 

).( 11
1

1 xxyy
x
y       (7) 

a ravenkata na normalata na kru`nicata (x – p)2 + (y – q)2 = r2 vo to~kata M(x1, y1) od nea e: 

     ).( 11
1

1 xxyy
px
qy  

      (8) 
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ZADA^I 
 

1. Sostavi ja ravenkata na tangentata na kru`nicata x2 + y2 = 13 vo to~kata T(3, y1 > 
0) od nea. 

2. Sostavi ja ravenkata na tangentata na kru`nicata x2 + y2 – 4x + 2y – 20 = 0, vo 
to~kata M(1,3) od nea. 

3. Odredi gi ravenkite na tangentata i normalata vo to~kata M(8,6) od kru`ni-
cata x2 + y2 = 100. 

4. Odredi ja ravenkata na tangentata vo to~kata M(3, 4) na kru`nicata x2 + y2 = 25 

5. Odredi ja ravenkata na tangentata vo to~kata T(6,5) na kru`nicata  
(x + 1)2 + (y – 3)2 = 29. 

6. Najdi ja ravenkata na tangentata vo normalata na kru`nicata x2 + y2 = 65 vo 
to~kata M(4,7) od nea. 

7. Najdi ja ravenkata na tangentata vo normalata vo to~kata M(3,4) na kru`nicata 
x2 + y2 – 4x – 6y + 11 = 0. 

8. Odredi gi ravenkite na tangentite na kru`nicata x2 + y2 = 25, {to se povle~eni 
vo prese~nite to~ki so pravata 2x + y = 10. 

9. Odredi go agolot me|u tangentite, {to se povle~eni vo prose~nite to~ki na 
pravata y = 4x – 7 i kru`nicata x2 + y2 = 10x. 

10*. Ispitaj, dali pravata 3x  4y + 11 = 0 e normala na kru`nicata  x2 + y2 – 6x – 10y 
+ 9 = 0. Ako e normala, toga{ vo prese~nite to~ki odredi gi ravenkite na tangentite na 
kru`nicata. 

11. Pravata 4x  3y  50 = 0 e tangenta na kru`nicata x2 + y2 = 100. Proveri. Odredi 
ja ravenkata na pravata, koja minuva niz dopirnata to~ka i e paralelna so pravata 2x + 3y 
– 4 = 0. 
 

 

IV.12. ELIPSA, CENTRALNA RAVENKA NA ELIPSA 
 

Poimot elipsa ti e poznat od geometrijata. Presekot na kru`en konus ili 
cilindar so ramnina, koja e kosa sprema nivnata oska i gi se~e site generatrisi,  e 
elipsa. 

Sekoja kru`nica, ako le`i vo ramnina {to ne e normalna na pravecot na 
gledaweto, ja gleda{ vo forma na elipsa. Mnogu lei vo cvetnite gradini imaat forma na 
elipsa, itn. No, malkumina znaat kako se crta elipsata. Nea ja crtame vaka: 

Zaboduvame dve kol~iwa vo zemja na nekoe rastojanie (na primer 2m) edno od 
drugo. Potoa, zemame ja`e so dol`ina pribli`no tripati pogolema od rastojanieto me|u 
kol~iwata, dvata kraja mu gi vrzuvame eden za drug i so nego gi opfa}ame kol~iwata. 
Potoa, so treto kol~e go zategnuvame ja`eto i dvi`ej}i go okolu kol~iwata so tretoto 
kol~e ja crtame elipsata (crt. 32). 

Elipsata ja opredeluvame so slednava: 
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Definicija 2. Elipsa se vika mno`estvoto od site to~ki vo ramninata, takvi {to, 
za sekoja od niv zbirot od rastojanijata do dve dadeni fiksni to~ki od taa ramnina e 
konstanten. 

Dadenite to~ki se vikaat fokusi na elipsata, gi ozna~uvame so F1 i F2, a 
rastojanieto me|u niv, koe go ozna~uvame so 2c, se vika fokusno rastojanie (crt. 32). 

Edna proizvolna to~ka od elipsata da ja ozna~ime so M. Rastojanijata na to~kata 
M do fokusite F1 i F2 se vikaat fokusni radiusi i se ozna~uvaat soodvetno: 

MFr 11    i  MFr 22  . 

Soglasno definicijata na elipsata, nivniot zbir MF1 + MF2  e 
konstanten, pa go ozna~uvame so 2a (a > 0). Spored toa, uslovot, 
to~kata M da le`i na elipsata go izrazuvame so ravenstvoto: 

  MF1 + MF2 = 2a.     (1) 

Ravenstvoto (1) pretstavuva ravenka na elipsata. Da go zapi-
{eme toa vo najprosta koordinatna forma. 

Za taa cel, izbirame pravoagolen koordinaten sistem, taka {to apscisnata oska 
da minuva niz fokusite F1 i F2, a ordinatnata oska da se sovpa|a so simetralata na otse~-
kata F1F2 (crt. 33). Vo toj koordinaten sistem fokusite }e imaat koordinati F1(c,0) i 
F2(c,0). 

Neka M(x,y) e koja bilo to~ka od elipsata. Soglasno formulata za rastojanie me|u 
dve to~ki, za fokusnite radiusi MFr 11   i MFr 22   dobivame: 

22
1 )( ycxr    i   22

2 )( ycxr      (2) 

Spored definicijata na elipsata, za sekoja nejzina to~ka va`i: 
r1 + r2 = 2a.      (3) 

Ova ravenstvo e potreben i dovolen uslov za to~kata M(x,y) da le`i na elipsata. 
Da go doka`eme toa. 

Neka M(x,y) e proizvolna to~ka od elipsata. Toga{ ravenstvoto (3) soglasno (2), 
mo`e da se zapi{e vaka: 

  22)( ycx   + 22)( ycx   = 2a.      (4) 

Ravenkata (4) e ravenka na elipsata vo izbraniot koordinaten sistem. Taa mo`e da 
se svede vo poprost vid. Za da ja racionalizirame, prefrluvame eden od korenite na 
desnata strana, imeno: 

22)( ycx  = 2a  22)( ycx  . 

Gi kvadrirame dvete strani i po malo sreduvawe 
dobivame: 

a 22)( ycx  = a2  cx. 

So povtorno kvadrirawe i malo sreduvawe dobivame: 

(a2  c2) x2 + a2y2 = (a2  c2). 
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Bidej}i 2a > 2c, zatoa a2  c2 > 0. Zamenuvaj}i a2  c2 = b2, poslednoto ravenstvo go 
dobiva vidot: 

b2x2 + a2y2  = a2b2     (5) 

Ako dvete strani na (5) gi podelime so a2b2  0, toga{ taa mo`e da se zapi{e i 
vaka: 

12

2

2

2


b

y

a
x .    (6) 

Ravenkata (5), odnosno (6) e najprosta ravenka na elipsata i se vika centralna 
ili kanoni~na ravenka na elipsata. 

So toa poka`avme deka koordinatite na proizvolna to~ka M od elipsata ja zado-
voluvaat ravenkata (5), odnosno (6). 

Zabele{ka. Vo procesot na uprostuvaweto na ravenkata (4) dvapati vr{evme 
kvadrirawe, pa spored toa, mo`e{e da se dobie ravenka {to ne e ekvivalentna na (4), t.e. 
osven to~kite na elipsata, dobienata ravenka (6) da ja zadovoluvaat i drugi to~ki {to ne 
le`at na elipsata. Me|utoa, se doka`uva deka ravenkite (4) i (6) se ekvivalentni, t.e. 
nikakvi drugi to~ki {to ne le`at na elipsata, ne mo`at da ja zadovoluvaat ravenkata 
(6), odnosno deka va`i i obratnoto tvrdewe – ako to~kata P(x,y) ja zadovoluva ravenkata 
(5) ili (6), toga{ taa le`i na elipsata. 

Primer 39. Da ja sostavime ravenkata na elipsata, ako se dadeni: a = 5 i c = 3. 

Re{enie. Od a2 – c2 = b2, nao|ame b = 22 ca  . Zamenuvaj}i gi vrednostite na 

parametrite a i b vo ravenkata (6), dobivame: 12

2

2

2

45
 yx ,  odnosno  1

1625

22
 yx .  

Primer 40. Dadena e ravenkata na elipsata x2 + 5y2 = 5. Da gi odredime koordinati-
te na nejzinite fokusi. 

Re{enie. Ravenkata ja zapi{uvame vo vidot 12
5

2
 yx . Ottuka a2 = 5, b2 = 1, pa za c2 

dobivame: c2 = a2 – b2 = 5 – 1 = 4, odnosno c = 2. 

Spored toa, fokusite F1 i F2 imaat koordinati (2,0) i (2,0).  
 

ZADA^I 
 

1. Sostavi ja ravenkata na elipsa, ako a = 13 i b = 12. 

2. Napi{i ja ravenkata na elipsa, ako se dadeni: a) a = 5,  b = 3;         b) a = 7,  b = 3. 

3. Odredi ja ravenkata na elipsa, ako se dadeni koordinatite na fokusite F1(3,0), 
F2 (3,0) i 2a = 12. 

4*. Odredi ja ravenkata na elipsata, ako e poznato: 

a) a  c = 6, b = 12;    b) a + b = 18,   c = 12. 

5. Odredi ja ravenkata na elipsata, ako: a) a + b = 14, a  b = 4;    b) a  b = 2,  c = 6. 

6. Odredi ja ravenkata na elipsata, ako: 

a) a + c = 25,  
13
12

a
c ;   b) a = 4 i b = 6 . 
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7. Odredi gi koordinatite na fokusite na elipsata: 
a) 9x2 + 25y2  = 255, b) 9x2  + 36y2  = 324. 

8. Odredi gi koordinatite na fokusite na elipsata: 
a) 9x2 + 16y2  = 144, b) 9x2  + 25y2  = 900. 

9. To~kata T(6, y1>0) le`i na elipsata 49x2 + 100y2  = 4 900. Odredi ja nejzinata koor-
dinata.  

10*. Odredi ja ravenkata na elipsata koja minuva niz to~kite A(2,1) i B(3,0). 

11. Dadena e ravenkata na elipsata 9x2  + 25y2  = 225 i koordinatite na to~kata 
),3(

5
12M  od elipsata. Odredi gi fokusnite radiusi na to~kata M. 

 

 

IV.13. ISPITUVAWE FORMA NA ELIPSA.  

EKSCENTRICITET NA ELIPSATA 
 

1. Neka e dadena elipsata so nejzinata kanoni~na ravenka: 

12

2

2

2


b

y

a
x . 

   
 (1) 

1o. Da gi odredime prvo koordinatite na 
presecite na elipsata (1) so koordinatnite oski. 
Znae{, prese~nite to~ki na elipsata so Ox-oskata 
se takvi to~ki {to le`at na elipsata i imaat 
ordinata y = 0. Zatoa, ako vo ravenkata (1) stavime 
y = 0, }e dobieme x = a. Zna~i, elipsata ja se~e Ox-
oskata vo to~kite A1(a,0)  i A2(a,0). Analogno za x = 0 od (1), dobivame y =  b.  Spored toa, 
elipsata ja se~e Oy-oskata vo to~kite B1(0,b)  i  B2(0,b)   (crt. 34). 

To~kite A1, A2, B1 i B2 se vikaat temiwa na elipsata. Otse~kata bAA 221  , na koja 

le`at fokusite F1 i F2 se vika golema oska na elipsata, a otse~kata bBB 221   se vika 

mala oska na elipsata. Pozitivnite broevi a i b se vikaat poluoski na elipsata. 
Nivniot soodnos e sekoga{ a > b. 

Ako e b > a, i toga{ ravenkata (1) o~igledno e ravenka na elipsa, no samo nejzini-

te fokusi se nao|aat na Oy-oskata na rastojanie 22 ab   od koordinatniot po~etok. Vo 

toj slu~aj, golema oska e otse~kata bBB 221  , a mala oska – otse~kata aAA 221   (crt. 35). 

2o. Zabele`uvame, vo ravenkata (1) promenlivite x i y se nao|aat samo na paren 
stepen – kvadrat. Ottuka, sleduva deka, ako to~kata T(x, y) le`i na elipsata, toga{ na 
elipsata }e le`at i to~kite T1(x, y), T2(x, y) i  T3(x, y). Toa zna~i, deka to~kata T1 e 
simetri~na so to~kata T vo odnos na ordinatnata oska, to~kata T2 e simetri~na, pak, so T 
vo odnos na apscisnata oska, a to~kata T3 e simetri~na so to~kata T vo odnos na 
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koordinatniot po~etok. Spored toa, elipsata e kriva, koja e simetri~na vo odnos na 
koordinatnite oski i vo odnos na koordinatniot po~etok.  

Zna~i, elipsata ima dve oski na simetrijata. Presekot na oskite na simetrija se 
vika centar na elipsata. A sekoja tetiva na elipsata, koja minuva niz centarot, se 
raspolovuva od nego, i zatoa se vika dijametar na elipsata. 

3o. Za odreduvawe na oblasta na menuvawe na promenlivata x, ravenkata (1) }e ja 
re{ime po promenlivata y: 

22 xay
a
b  .   (2) 

Ravenkata (2) poka`uva deka promenlivata y dobiva realni vrednosti samo za 
vrednostite na x, koi go zadovoluvaat uslovot a2  x2  0, odnosno a  x  a. 

Od poslednoto neravenstvo sleduva deka to~kite na elipsata, osven temiwata A1 i 
A2, se nao|aat me|u pravite x = a  i x = a  (crt. 34). 

Za odreduvawe na oblasta na menuvawe na promenlivata y, 
pak, ravenkata (1) }e ja re{ime po promenlivata x:  

22 ybx
b
a  .    (3) 

Ravenkata (3) poka`uva deka promenlivata dobiva realni 
vrednosti samo za vrednostite na y, koi go zadovoluvaat uslovot b2  
y2  0, odnosno b  y  b. 

Od poslednoto neravenstvo sleduva, deka to~kite na 
elipsata, osven temiwata B1 i B2, se nao|aat me|u pravite y = b i y = 
b (crt. 34). 

Ottuka zaklu~uvame, deka site to~ki na elipsata se nao|aat 
vo pravoagolnikot, ograni~en so pravite x = a, x = a, y = b, i y = b, a 
samo temiwata na elipsata le`at na tie pravi (crt. 34). 

Od ravenkata (2) zabele`uvame u{te deka pri rasteweto na x od x = 0 do x = a, 
promenlivata y se namaluva od y = b do y = 0, i obratno, od ravenkata (3) gledame: pri 
rasteweto na y od 0 do b, promenlivata x se namaluva od a  do 0. 

Za pogolemo nagledno pretstavuvawe na tekot na elipsata, potrebno e da kon-
struirame i nekolku nejzini to~ki. Poradi simetri~nosta na elipsata, tie to~ki gi 
zemame vo prviot kvadrant. Taka, za x = c i x = c od (2) dobivame: 

22 cay
a
b  =

a
b

a
b b

22  . 

Zna~i, to~kite ),(
2

1 a
bcC , ),(

2

2 a
bcC  , ),(

2

3 a
bcC  , ),(

2

4 a
bcC   se dve po dve to~ki, koi le`at 

vo presecite na elipsata i normalite kon Ox-oskata, povle~eni niz fokusite F1 i F2. 
Otse~kata od taa normala, {to e zaklu~ena me|u dve to~ki na elipsata C1 i C2, ima 

dol`ina 
a
b22  i se vika parametar na elipsata. 
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Primer 41. Dadeni se poluoskite na elipsata a = 4 i b = 3. Zamenuvaj}i gi a i b vo 

(1), ja dobivame ravenkata na dadenata elipsa: .1
316

22
 yx  

Primer 42. Dadena e ravenkata na elipsata 3x2 + 5y2 = 15. Da gi odredime poluoski-
te, poluparametarot i koordinatite na fokusite na elipsata. 

Re{enie. Od 1
35

22
 yx  nao|ame 5a , 3b . Potoa,  

5
53

5
32


a
bp , 23522  bac ,  )0,2(1 F ,  )0,2(2F .  

Primer 43. Da ja sostavime ravenkata na elipsa i da gi odredime koordinatite na 
fokusite, ako a = 4, b = 5. 

Re{enie. Bidej}i b > a, zatoa fokusite na elipsata le`at na Oy-oskata, a polufo-

kusnoto rastojanie e .3162522  abc  Spored toa, elipsata ima ravenka 

1
2516

22
 yx , a nejzinite fokusi se F1(0,3) i F2(0,3).  

2. Ekscentricitet na elipsata. Da razgledame dve elipsi so ednakvi golemi oski, 
no razli~ni mali oski, na primer, b1 > b2 (crt. 36). Zabele`uvame deka formata na 
elipsata zavisi od vrednosta na odnosot 

a
b , i toa: dokolku odnosot 

a
b  e pomal, dotolku 

elipsata e pozbiena, i obratno: dokolku toj odnos e pogolem, dotolku elipsata e 
pookrugla. Zatoa velime, odnosot 

a
b  ja karakterizira formata na elipsata. 

Me|utoa, za karakterizirawe na formata na elipsata vo praktika, namesto 
odnosot 

a
b  go koristime odnosot me|u polufokusnoto rastojanie c i golemata poluoska a. 

Toj odnos se vika ekscentricitet na elipsata i se ozna~uva so 
a
c . 

Bidej}i c < , zatoa 0   < 1. O~igledno e deka, dokolku ekscentricitetot  (pri 
fiksno a) e pogolem, dotolku e pogolemo polufokusnoto rastojanie c, pa so toa elipsata 
}e bide pozbiena (splesnata); a dokolku ekscentricitetot e pomal, dotolku e pomalo i 
polufokusnoto rastojanie, pa elipsata e pookrugla. 

Bidej}i 22 bac  , zatoa za ekscentricitetot }e va-
`i: 

a
ba

a
c 22  = 2

2

2

22
1

a
b

a
ba  . 

Ako  = 0, a toa e ako c = 0 ili b = a, toga{ ravenkata na 

elipsata (1) go dobiva vidot 12

2

2

2


a

y

a
x , odnosno x2 + y2 = a2, t.e. 

elipsata preminuva vo kru`nica. Ottuka zaklu~uvame: 

Kru`nicata e specijalen slu~aj na elipsa, i toa elipsa so ekscentricitet  = 0, 
odnosno elipsa so ednakvi oski. 

Primer 44. Dadeni se elipsite so ravenkite 3x2 + 8y2 = 48 i 9x2 + 25y2 = 225. Koja od 
niv ima pogolem ekscentricitet i {to zna~i toa? 
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Re{enie. Ravenkite na elipsite gi doveduvame vo vidot: 1
616

22
 yx  i 1

925

22
 yx . 

Za prvata elipsa e a2 = 16, b2 = 6, pa spored toa, 79,0
4
1022

 
a

ba
a
c , a za vtorata 

elipsa e: a2 = 25, b2 = 9. Ottuka 8,0
5
4

5
925   . Taka nao|ame: prvata elipsa ima pomal 

ekscentricitet od vtorata, a toa zna~i deka prvata e malku pookrugla od vtorata.  
 

ZADA^ I 
 

1. Dadena e elipsata 4x2 + 9y2 = 36. Nacrtaj (skiciraj) ja. 

2. Odredi gi ekscentricitetite na elipsite: 
a) 4x2 + 25y2 = 100;  b) 16x2 + 25y2 = 1600. 

3. Odredi gi poluoskite, ekscentricitetot i koordinatite na fokusite na 
elipsata 3x2 + 4y2 = 12. 

4. Odredi gi oskite, ekscentricitetot i koordinatite na temiwata i fokusite na 
elipsata 4x2 +2y2 = 1. 

5. Odredi ja ravenkata na elipsata, na koja dve temiwa imaat koordinati (4,0), a 
fokusite – ( 2,0). 

6. Sostavi ja ravenkata na elipsa, ~ii fokusi imaat koordinati (0,  4), a golemata 
oska e dolga 12. 

7. Odredi ja ravenkata na elipsa, ~ij ekscentricitet e ednakov na 
3
1 , a eden od 

fokusite ima koordinati ).0,(
3
2  

8. Odredi ja ravenkata na elipsata, ako se dadeni: ekscentricitetot 
2
1  i 

golemata poluoska a = 6. 

9. Dve temiwa elipsata ima vo to~kite ( 6,0), a fokusite se vo to~kite ( 4,0). 
Odredi ja ravenkata na elipsata. 

10*. Odredi go ekscentricitetot na elipsata, ako nejziniot poluparametar e 
ednakov na 

3
2  od malata poluoska. 

11. Odredi gi koordinatite na prese~nite to~ki na pravata 3x – y + 2 = 0 i elipsa-
ta 4x2 + 16y2 = 64 (ako ima). 
 

 

IV.14. ZAEMNA POLO@BA NA PRAVA I ELIPSA 
 

Neka se dadeni ravenkite na elipsa i prava: 
b2x2 + a2y2 = a2b2,     (1) 

y = kx + n      (2) 
Za da ja odredime polo`bata na pravata kon elipsata, treba da gi odredime niv-

nite zaedni~ki to~ki (ako imaat takvi). A toa se sveduva na re{avawe na sistemot od 
nivnite ravenki: 
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nkxy

bayaxb 222222
.     (3) 

Promenlivata y vo (1) ja zamenuvame so kx + n, pa ja dobivame kvadratnata ravenka 
so edna promenliva: 

b2x2 + a2(kx + n)2 = a2b2, 
koja po malku sreduvawe ja doveduvame vo kanoni~en vid 

(b2 + a2k2)x2 + 2a2knx + (a2n2  a2b2) = 0.   (4) 
Dali koordinatite na zaedni~kite to~ki na elipsata (1) i pravata (2) }e bidat 

realni ili kompleksni broevi, odnosno dali elipsata i pravata }e imaat zaedni~ki 
to~ki, zavisi od diskriminantata na kvadratnata ravenka (4):  

D = (a2kn)2 – (b2+ a2k2) (a2n2 – a2b2),   odnosno   D = a2k2 + b2 – n2. 
1o. Ako D = a2k2 + b2 – n2 > 0, toga{ ravenkata (4) ima dve realni re{enija x1 i x2, a 

so toa i za y se dobivaat dve realni razli~ni vrednosti y1 i y2. 
Zna~i, sistemot ravenki (1) }e ima dve re{enija (x1, y1), (x2, y2). Toa se 

koordinatite na zaedni~kite to~ki na pravata i elipsata. 
Spored toa, ako D > 0, pravata (2) e sekanta na elipsata (1). 
2o. Ako D = a2k2 + b2 – n2  = 0, toga{ ravenkata (4) ima eden dvokraten realen koren 

x1 = x2, a so toa i sistemot (3) }e ima edno re{enie (x1, y1). 
Spored toa, ako D = 0, toga{ pravata i elipsata imaat edna zaedni~ka to~ka, 

odnosno pravata (2) e tangenta na elipsata (1). Nivnata zaedni~ka to~ka se vika 
dopirna to~ka na tangentata i elipsata. 

Relacijata a2k2 + b2 – n2  = 0,  odnosno n2 = a2k2 + b2  pretstavuva uslov pravata y = kx 
+ n da e tangenta na elipsata b2x2 + a2 y2 = a2b2. 

3o. Ako D = a2k2 + b2 – n2  = 0, toga{ ravenkata (4) nema realni koreni, odnosno 
sistemot (3) nema re{enie. Spored toa, ako D < 0, toga{ pravata i elipsata nemaat 
zaedni~ki to~ki.  

Primer 45. Da ispitame kakva zaemna polo`ba imaat pravata 3x + 2y – 10 = 0 i 
elipsata x2 + 4y2 = 20. 

Re{enie. Go re{avame sistemot ravenki 










01023

204 22

yx

yx . 

Od vtorata ravenka 
2
310 xy   go zamenuvame vo prvata i dobivame x2 + 4

4
)310( 2x = 

20, a taa e ekvivalentna so x2 – 6x + 8 = 0. 

Poslednata ravenka ima dve re{enija x1 = 4, x2 = 2. Soodvetnite vrednosti za y se y1 
= 1, y2 = 2.   

Zna~i, pravata ja se~e elipsata vo to~kite (4,1) i (2,2).  
Primer 46. Da ispitame kakva zaemna polo`ba imaat pravata 3x + y – 9 = 0 i 

elipsata 27x2 + 6y2 = 162. 

Re{enie. Ako go re{ime sistemot ravenki 
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093

162627 22

yx

yx   

nao|ame deka toj ima edno re{enie (2,3). Zna~i, dadenata prava e tangenta na elipsata vo 
to~kata (2,3). Navistina, parametrite na elipsata a2 = 6, b2 = 27 i na pravata k = 3 i n = 9  
go zadovoluvaat uslovot a2k2 + b2 = n2, t.e. 6 · (3)2 + 27 = 81.  

Primer 47. Da ja odredime ravenkata na tangentata na elipsata x2 + 3y2 = 4, {to e 
paralelna so pravata 2x 6y + 5 = 0. 

Re{enie. Baranata tangenta neka e pravata y = kx + n . 
Zada~ata se sveduva na odreduvawe na k i n. Bidej}i tangentata treba da bide 

paralelna so pravata 2x – 6y + 5 = 0, zatoa koeficientot k na tangentata }e bide ednakov 
na koeficientot na pravecot na dadenata prava, t.e. }e bide  

3
1k . Poluoskite na 

elipsata 1
44

22
 yx  se:  a2 = 4 i b2 =

3
4 . 

Parametarot n }e go odredime od uslovite a2k2 + b2 = n2. Od nego nao|ame:  

n2 = a2k2 + b2 = 
9

16
3
4

9
14  ,  odnosno  

3
4

2,1 n . 

Na krajot, najdenite vrednosti za k i n gi zamenuvame vo y = kx + n, pa nao|ame deka 
postojat dve takvi tangenti na dadenata elipsa: 

3
4

3
1  xy , odnosno x – 3y – 4 = 0  i 

3
4

3
1  xy , odnosno  x – 3y + 4 = 0.  

 

ZADA^I 
 

1. Odredi ja zaemnata polo`ba na pravata x = 2 i elipsata x2 + 4y2 = 4. 

2. Odredi, kakva polo`ba ima pravata y = 2x + 11 sprema elipsata 7x2+6y2=1.  

3. Niz leviot fokus na elipsata x2 + 4y2 = 64 povle~ena e tetiva, koja so 
pozitivniot del na Ox-oskata gradi agol 45o. Odredi ja dol`inata na taa tetiva. 

4. Odredi gi koordinatite na prese~nite to~ki na elipsata 1
1236

22
 yx  so pravata: 

a) y = 4x;       b) x = 6;  v) 2x – y = 9. 

5. Odredi gi ravenkite na tangentite na elipsata 1
915

22
 yx , {to se povle~eni od 

to~kata M(6,3) kon nea. 

6. Odredi gi ravenkite na tangentite na elipsata 1
2430

22
 yx , {to se normalni na 

pravata 2x – y + 7 = 0. 

7. Presmetaj ja dol`inata na tetivata na elipsata x2 + 4y2 = 25, {to ja obrazuva 
pravata x + 2y – 7 = 0 so nea. 

8*. Elipsa dopira dve pravi: 9x + 20y – 75 = 0 i 4x  25 = 0. Odredi ja ravenkata na 
elipsata i koordinatite na dopirnite to~ki. 
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9*. Niz desniot fokus na elipsata 16x2 + 25y2 = 400 povle~ena e prava, koja go 
prepolovuva negativniot del na malata oska na elipsata. Odredi ja ravenkata na pravata. 

10*. Zapi{i go uslovot – pravata vo op{t vid Ax + By + C = 0 e tangenta na elipsa-
ta b2x2 + a2y2 = a2b2. 

 

 

IV.15. RAVENKA NA TANGENTA NA ELIPSATA 
 

1. Vidovme deka pravata y = kx + n e tangenta na elipsata b2x2 + a2y2 = a2b2, ako 
parametrite k, n, a2 i b2 go zadovoluvaat uslovot 

a2k2 + b2= n2      (1) 

Vo toj slu~aj sistemot ravenki 

 b2x2 + a2y2 = a2b2           y = kx + n    (2) 

~ie re{avawe se sveduva na kvadratnata ravenka 
 (a2k2 + b2)x2+ 2a2knx + a2n2 – a2b2 = 0,    (3) 

ima edinstveno re{enie (x1,y1), {to se koordinati na dopirnata to~ka M na tangentata y = 
kx + n. 

Da gi odredime koordinatite (x1,y1), na dopirnata to~ka M. 
Apscisata x1 se dobiva kako edinstveno re{enie (pri (1)) na kvadratnata ravenka 

(3), t.e. 

x1 = 2

2

n
kna =

n
ka2

 . 

Ordinatata y1 ja odreduvame so pomo{ na pravata y = kx + n, t.e. 

y1 = kx1 + n = n
n
ak 

22
=

n
nak 222  =

n
bakak 22222  =

n
b2

. 

Zna~i, dopirnata to~ka ima koordinati ),(
22

n
b

n
kaM  .  

Od 
n

kax
2

1   i 
n

by
2

1   sleduva deka 
1

2

y
bn   i 2

1

a

nx
k  = )( 2

1

1

2

a

x
y
b  =

1
2

1
2

ya

xb , t.e.  

k =
1

2
1

2

ya

xb       (4) 

Spored toa, ravenkata na tangentata y = kx + n vo 
to~kata M(x1,y1) na elipsata  b2x2+a2y2 = a2b2  glasi  

y = 
1

2
1

2

ya

xb x + 
1

2

y
b .    (5) 

Ovaa ravenka na tangentata dobiva mnogu popogoden 
vid, ako ja transformirame kako {to sleduva:  

a2y1y = b2x1x + a2b2,  b2x1x + a2y1y = a2b2, 
odnosno   

12
1

2
1 

b

yy

a

xx
.    (6) 
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Primer 48. Da ja sostavime ravenkata na tangentata na elipsata x2 + 3y2  = 4 vo 
to~kata M(1,1) od nea. 

Re{enie. Po`elno e da se proveri dali to~kata M le`i na elipsata: (1)2 + 3 · 11 = 

4. Gi odreduvame poluoskite na elipsata a2 = 4 i b2 = 
3
4 , potoa od (6) dobivame:  

3
4

3
4 414)1(  yx , odnosno x – 3y + 4 = 0.  

2. Normala na elipsata vo dadena to~ka od nea e prava, {to minuva niz dadenata 
to~ka i e normalna na tangentata na elipsata vo taa to~ka (crt. 37). 

Od (4) sleduva deka koeficientot na pravecot kn na normalata na elipsata vo 
to~kata M(x1, y1) od nea, }e bide: 

1
2

1
2

1
xb

ya
kn

t
k       (6) 

Spored toa, ravenkata na normalata na elipsata vo to~kata M(x1, y1) od nea e: 

)( 11
1

2
1

2

xxyy
xb

ya  .     (7) 

Primer 49. Da ja odredime ravenkata na normalata vo to~kata M(8, y1 > 0) na 
elipsata x2 + 4y2 = 100 . 

Re{enie. Ordinatata na to~kata M ja odreduvame od 64 + 2
14y = 100, od kade y1 = 3 > 

0. Dadenata elipsa ima poluoski a = 10 i b = 5. Zamenuvaj}i gi a i b, i koordinatite na 
to~kata M vo (7), dobivame: )8(3

825
3100  
 xy ,   odnosno    3x – 2y – 18 = 0.  

 

ZADA^I 
 

1. Odredi ja ravenkata na tangentata na elipsata 2x2 + 8y2 = 16 vo to~kata M(2, y1 < 
0) od nea. 

2. Odredi ja ravenkata na normalata vo to~kata S(2,2) na elipsata x2 + 4y2 = 20. 

3. Odredi ja ravenkata na tangentata na elipsata 4x2 + 25y2 = 100 vo to~kata M(3, y1 
< 0) od nea. 

4. Odredi gi koordinatite na dopirnata to~ka, ako x + 2y – 9 = 0 e tangenta na 
elipsata 9x2 + 45y2 = 405. 

5. Napi{i gi ravenkite na tangentite na elipsata x2 + 4y2 = 20 vo nejzinite 
prese~ni to~ki so pravata  3x + 2y = 10. 

6*. Poka`i deka tangentite na elipsata, {to se povle~eni vo krajnite to~ki na 
koj bilo dijametar, me|usebe se paralelni. 

7. Odredi ja ravenkata na normalata vo to~ka M(x1 > 0, 2) na elipsata 7x2 + 3y2 = 19. 
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IV.16. HIPERBOLA, CENTRALNA RAVENKA NA HIPERBOLATA 
 

1. Hiperbolata e pomalku poznata kriva. So nea si se sretnal kaj grafikot na 
obratnata proporcionalnost 

x
ky  , no taa e eden nejzin specijalen slu~aj. 

Vo op{t slu~aj hiperbolata ja opredeluvame so slednava: 

Definicija 3. Hiperbola se vika mno`estvoto od site to~ki vo ramninata, takvi 
{to, za sekoja od niv apsolutnata vrednost od razlikata na rastojanijata do dve dadeni 
fiksni to~ki od taa ramnina e konstantna. 

Dadenite to~ki se vikaat fokusi na hiperbolata, i gi ozna~uvame so F1 i F2, a 
rastojanieto me|u niv, koe se ozna~uva so 2c, se vika fokusno rastojanie (crt. 38). 

Proizvolnata to~ka od hiperbolata ja ozna~uvame so M. Rastojanijata na to~kata 
M do fiksnite to~ki F1 i F2 se vikaat fokusni radiusi i se ozna~uvaat soodvetno: 

MFr 11     i   MFr 22  . 

Soglasno definicijata na hiperbolata, apsolutnata 

vrednost od nivnata razlika MFMF 21   e konstantna. Da ja 

ozna~ime so 2a (a>0). Spored toa, uslovot – to~kata M da le`i 
na hiperbolata, go izrazuvame so ravenstvoto: 

MFMF 21  = 2a.   (1) 

Ravenstvoto (1), vsu{nost, e ravenka na hiperbolata. Da go zapi{eme toa vo 
najprosta koordinatna forma. Za taa cel, izbirame pravoagolen koordinaten sistem, 
taka {to, apscisnata oska da minuva niz fokusite F1 i F2, a ordinatnata oska da se 
sovpa|a so simetralata na otse~kata F1F2 (crt. 39). 

Vo toj koordinaten sistem fokusite }e imaat koordinati F1(c, 0) i F2(c, 0). 
Neka M(x,y) e koja bilo to~ka od hiperbolata. Soglasno formulata za rastojanie 

me|u dve to~ki, za fokusnite radiusi, dobivame: 

22
1 )( ycxr     i    22

2 )( ycxr      (2) 

Spored definicijata na hiperbola, za sekoja nejzina to~ka M va`i: 

arr 221  .      (3) 

Ova ravenstvo e potreben i dovolen uslov, deka to~kata M(x, y) le`i na 
hiperbolata. Da go doka`eme toa. 

Neka M(x, y) e proizvolna to~ka od hiperbolata. Toga{ ravenstvoto (3), soglasno 
(2), mo`e da se zapi{e vaka: 

 22)( ycx   22)( ycx  = 2a.    (4) 

Ova ravenstvo, vsu{nost, e ravenka na hiperbolata vo izbraniot pravoagolen 
koordinaten sistem. Toa mo`e da se svede vo poprost vid, vaka: Prvo, ravenstvoto (4) go 
zapi{uvame bez apsolutna vrednost: 

22)( ycx   22)( ycx  = 2a.    (5) 



 217

Vsu{nost, dobivme ne edna, tuku dve ravenki, sekoja od niv go izrazuva uslovot, 
to~kata M da le`i na hiperbolata. Toa poka`uva, deka hiperbolata se sostoi od dve 
granki. 

Ponatamu od (5) dobivame: 22)( ycx  = 2a + 22)( ycx  . Gi kvadrirame 

dvete strani i po malo sreduvawe, dobivame: 

a 22)( ycx  = a2 – cx. 

So povtorno kvadrirawe i malo sreduvawe, imame: 
 (a2 – c2)x2 + a2y2 = a2(a2 – c2).       (6) 

Bidej}i za hiperbolata e 2a < 2c, odnosno a < c, razlikata a2c2 e negativna. 

Ako stavime a2c2 = b2, odnosno ako c2a2 = b2, toga{ ravenkata (6) go dobiva vidot 
b2x2 + a2y2 = a2b2, odnosno 

b2x2  a2y2 = a2b2 .   (7) 
Ako dvete strani na ravenkata (7) gi podelime so 

a2b2  0 taa mo`e da se zapi{e u{te i vo vidot: 

12

2

2

2


b

y

a
x .   (8) 

Ravenkite (7) i (8) se najprosti ravenki na 
hiperbolata, i se vikaat centralna ili kanoni~ka 
ravenka na hiperbolata. 

So toa poka`avme, deka koordinatite na proizvolna to~ka M od hiperbolata ja 
zadovoluvaat ravenkata (7), odnosno (8), a mo`e da se doka`e i obratnoto: Ako to~kata 
P(x, y) ja zadovoluva ravenkata (7), odnosno (8), toga{ taa le`i na hiperbolata. 

Primer 50. Da ja sostavime ravenkata na hipeebola, ako se dadeni: a = 4, c = 5. 

Re{enie. Od b2 = c2a2 imame .31625 b  Toga{ baranata ravenka na hiperbo-

lata e 12

2

2

2

34
 yx , odnosno 9x2  16y2 = 144.  

Primer 52. Da gi odredime koordinatite na fokusite na hiperbolata x2 – 8y2 = 8. 

Re{enie: Od ravenkata na hiperbolata 12
8

2
 yx , nao|ame: a2 = 8 i b2 = 1. Ottuka c2 

= a2 + b2 = 8 + 1 = 9, t.e. c = 3. Zna~i, fokusite na hiperbolata imaat koordinati:  F1(3,0)  
i  F2(3,0).  

 

ZADA^I 
 

1. Sostavi ja ravenkata na hiperbolata, ako se dadeni: 

a) a = 3 i b = 6 ;     b) b = 1 i c = 5 . 

2. Sostavi ja ravenkata na hiperbolata, ako e dadeno: 

a) c = 10  i  a  b = 2; b) a + b = 5  i  c = 13 . 
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3. Odredi ja ravenkata na hiperbolata, ~ii fokusi imaat koordinati ( 4,0) i 2a = 6. 

4. Odredi ja ravenkata na hiperbolata, {to minuva niz to~kata M (2, 3 ) i b = 3. 

5. Odredi ja ordinatata na edna to~ka od hiperbolata 4x2 – 6y2 = 1, ako nejzinata 
apscisa e 

2
5x . 

6*. Odredi ja ravenkata na hiperbolata, koja minuva niz to~kite A(5,3) i B(8,10). 

7*. Hiperbola i elipsa (ili dve hiperboli, odnosno elipsi) se konfokalni, ako 
tie imaat zaedni~ki fokusi. Dadena e ravenkata na hiperbolata x2  y2 = 8. Odredi ja 
ravenkata na konfokalnata hiperbola so nea, koja minuva niz to~kata T(5,3). 

 

 

IV.17. ISPITUVAWE NA FORMATA NA HIPERBOLA.  

EKSCENTRICITET NA HIPERBOLATA 
 

1. Neka e dadena hiperbolata so nejzinata kanoni~na ravenka: 

.12

2

2

2


b

y

a
x       (1) 

1o. Da gi odredime prvo koordinatite na prese~nite to~ki na hiperbolata (1) so 
koordinatnite oski. 

Znae{, prese~nite to~ki na hiperbolata so Ox-oskata, se to~ki {to le`at na 
hiperbolata i imaat ordinata y = 0. Ako vo ravenkata (1) stavime y = 0, }e dobieme x = a. 
Zna~i, hiperbolata ja se~e Ox-oskata vo to~kite A1(a,0) i A2(a,0). 

Tie se vikaat temiwa na hiperbolata (crt. 40).  
Za odreduvawe na prese~nite to~ki na hiperbolata (1) so Oy-oskata treba da se re{i 

sistemot ravenki: 

12

2

2

2


b

y

a
x      x = 0.      (2) 

 Ako vo ravenkata na hiperbolata stavime x=0, }e dobieme y2 = b2. Toa poka`uva 
deka sistemot (2) nema realni re{enija, odnosno deka hiperbolata (1) ne ja se~e Oy-
oskata.  

2o. Zabele`uvame, vo ravenkata na hiperbolata (1) promenlivite x i y se nao|aat 
samo na paren stepen – kvadrati. Ottuka sleduva, deka ako to~kata T1(x, y)  le`i na 
hiperbolata (1), toga{ na hiperbolata }e le`at i to~kite T1(x, y), T2(x,y) i T3(x,y). Toa 
zna~i, deka to~kata T1(x, y) e simetri~na so to~kata T vo odnos na ordinatnata oska, 
to~kata T2(x, y) e simetri~na, pak, so T(x, y) vo odnos na apscisnata oska, a to~kata T3(x, 
y) so to~kata T (x, y) e centralno simetri~na vo odnos na koordinatniot po~etok. Spored 
toa, hiperbolata e kriva, koja e simetri~na vo odnos na koordinatnite oski (i Ox i Oy-
oskata) i vo odnos na koordinatniot po~etok. Zna~i, taa ima dve oski na simetrija. 

Oskata na simetrija, koja ja se~e hiperbolata se vika realna oska na simetrija, a 
oskata na simetrija, koja ne ja se~e hiperbolata se vika imaginarna oska na simetrija. 
Presekot na dvete oski na simetrija se vika centar na hiperbolata. 
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Fokusite F1 i F2 na hiperbolata le`at na realnata oska. Otse~kata A1A2 {to gi 
vrzuva temiwata na hiperbolata, se vika realna oska na hiperbolata i ima dol`ina 

aAA 221  . Brojot a se vika realna poluoska, a brojot b ( 22 acb  ) se vika imaginarna 

poluoska na hiperbolata. 
3o. Za odreduvawe na oblasta na menuvawe na pro-

menlivata x, ravenkata (1) }e ja re{ime po promenlivata y: 

22 axy
a
b  .   (3) 

Ravenkata (3) poka`uva, deka promenlivata y 
dobiva realni vrednosti, samo za vrednostite na x, koi 
go zadovoluvaat uslovot: x2  a2  0, odnosno x2  a2, 
odnosno x  a a toa ozna~uva deka x  a  ili  x  a. 

Zatoa, site to~ki na hiperbolata, osven 
temiwata, se nao|aat nalevo od pravata x = a i nadesno 
od pravata x = a, a temiwata A1 i A2 le`at na tie pravi 
(crt. 40). 

Spored toa, hiperbolata ima dve granki: leva 
granka za to~kite kaj koi e x  a, i desna granka za to~kite kaj koi e x  a. 

Od ravenkata (3) sleduva, deka so rastewe na apsolutnata vrednost na apscisata x, 
apsolutnata vrednost na ordinatata y na to~kite od hiperbolata isto taka, se zgolemuva. 
Toa zna~i, deka grankite na hiperbolata se prostiraat neograni~eno daleku nalevo i 
nadesno od pravite x = a i x = a, kako i neograni~eno nagore i nadolu od apscisnata oska. 

Za x = c i x = c od (3) dobivame: 22 acy
a
b  = 2b

a
b =

a
b2

 . Zna~i, to~kite 

),(
2

1 a
bcC , ),(

2

2 a
bcC  , ),(

2

3 a
bcC   i ),(

2

4 a
bcC   se dve po dve to~ki, koi le`at vo presecite 

na hiperbolata i normalite kon Ox-oskata povle~eni niz fokusite F1 i F2. Otse~kata 

C1C2, od taa normala ima dol`ina 
a
b22  i se vika parametar na hiperbolata. 

Zabele{ka. Hiperbola, ~ii fokusi F1 i F2 le`at na Oy-

oskata ima ravenka b2x2 + a2y2 = a2b2, odnosno .12

2

2

2


b

y

a
x  Toga{ 

Oy-oskata e realna oska, a Ox-oskata – imaginarna oska (crt. 41).  

2. Ekscentricitet na hiperbolata. Da razgledame dve 
hiperboli so ednakvi realni oski, no razli~ni imaginarni oski, 
na primer, neka b1 > b2 (crt. 42). 

Zabele`uvame, deka formata na hiperbolata zavisi od 
vrednosta na odnosot 

a
b , i toa: dokolku toj e pomal, dotolku 

hiperbolata e pozatvorena, i obratno: dokolku odnosot 
a
b  e 

pogolem, dotolku grankite na hiperbolata se pootvoreni (podaleku od Ox-oskata) (crt. 
42). Zna~i, odnosot 

a
b  ja karakterizira formata na hiperbolata. 
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No, bidej}i delenikot b na odnosot 
a
b  zavisi od a i 

c, toga{ popogodno e namesto odnosot 
a
b  da se koristi 

odnosot 
a
c , {to ja karakterizira formata na hiperbolata. 

Odnosot 
a
c  od polufokusnoto rastojanie i realnata 

poluoska na hiperbolata se vika ekscentricitet na hi-

perbolata i se ozna~uva so 
a
c . Bidej}i kaj hiperbolata 

e c >a, zatoa  > 1. No, kaj hiperbolata e c2 = a2 +b2, pa zatoa 
za  va`i: 

a
ba

a
c 22  = 2

2

2

22
1

a
b

a
ba    (4) 

Od formulata (4) gledame: dokolku ekscentricitetot na hiperbolata e pogolem 
(pri fiksno a), a dotolku e pogolem i odnosot 

a
b , pa so toa hiperbolata }e bide 

pootvorena, odnosno nejzinite granki se pooddale~eni od Ox-oskata. 

Primer 52. Dadena e hiperbolata 16x2  9y2 = 1. Da gi odredime:  
a) poluoskite,    b) koordinatite na temiwata i fokusite,  
v) poluparametarot i ekscentricitetot na hiperbolata. 

Re{enie. Ja doveduvame ravenkata vo vidot 1

4

1

16

1

22
 yx . 

a) Ottuka 
4
1

16
1 a , 

2
1

4
1 b .   

b) 22 bac  = .
4
5

16
5

4
1

16
1   Od ovde )0,(

4
1

1 A , )0,(
4
1

2A , )0,(
4
5

1 F , )0,(
4
5

2F .    

v) 1
2


a
bp , .5

a
c   

 

ZADA^I 
 

1. Sostavi ja ravenkata na hiperbolata, ako se poznati:  2c = 16, 2b = 12. 

2. Sostavi ja ravenkata na hiperbolata, ako se dadeni realnata poluoska a = 5 i 
ekscentricitetot .

5
7  

3. Sostavi ja ravenkata na hiperbolata, ako se dadeni: 

a) c = 3  i   = 1,5;   b) c = 17 ,  b = 4. 

4. Sostavi ja ravenkata na hiperbolata, ako rastojanieto na edno nejzino teme do 
fokusite na hiperbolata e ednakvo na 1 i 9. 

5. Odredi gi ekscentricitetot i koordinatite na fokusite na hiperbolata:    a) 
9x2  16y2 = 144; b) 16x2 – 9y2 = 144. 
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6. Hiperbola, kaj koja e b = a, se vika ramnostrana hiperbola. Odredi go ekscen-
tricitetot na ramnostranata hiperbola. 

7. Odredi ja ravenkata na ramnostrana hiperbola, koja minuva niz to~kata T(3, 1). 
8. Odredi gi koordinatite na prese~nite to~ki (ako imaat) na hiperbolata 

4x2y2=7 i pravata xy
2
3 . 

 

 

IV.18. ASIMPTOTI NA HIPERBOLATA 
 

Da ja razgledame zaemnata polo`ba na hiperbolata 

b2x2  a2y2= a2b2   (1) 

so pravata  
y = kx,    (2) 

koja minuva niz koordinatniot po~etok, a zavisno od 
promenata na koeficientot na pravecot k, odnosno od 
agolot  {to pravata go gradi so pozitivnata nasoka na Ox-
oskata. Koga y vo (1) go zamenime so kx, dobivame: b2x2  
a2(kx)2 = a2b2, odnosno  (b2  a2k2)x2 = a2b2, a ottuka   
   

2222,1
kab

abx


    (3) 

pa so zamena vo (2) se dobiva: 
2222,1

kab

kaby


 . Gledame, ako potkorenoviot izraz b2  a2k2 

e pozitiven broj, toga{ pravata (2) ima dve zaedni~ki to~ki so hiperbolata (1), a ako e 
b2a2k2 < 0, toga{ tie nemaat zaedni~ki to~ki. 

Uslovot b2  a2k2 > 0 mo`e da se zapi{e vaka 2

22

a
bk  ,  odnosno  

a
bk   (bidej}i a > 0  

i  b > 0).  

Zna~i, pravata y = kx pri 
a
bk   sekoga{ ima dve zaedni~ki to~ki so hiperbolata 

b2x2  a2y2 = a2b2. 
Sega da pretpostavime, deka apsolutnata vrednost na k postepeno raste i se prib-

li`uva do vrednosta na 
a
b . Toga{ razlikata b2  a2k2  se namaluva i se stremi kon nula. A 

koga izrazot b2a2k2 neograni~eno se namaluva, toga{ vrednosta na dropkata (3) neograni-
~eno raste (bidej}i broitelot ab e konstanten). So drugi zborovi, koga razlikata b2a2k2 

se stremi kon nula (odnosno koga k  se stremi kon 
a
b ), toga{ x (a so toa i y) neograni~eno 

raste, {to zna~i deka presecite M1, M2 neograni~eno se oddale~uvaat dol` grankite na 
hiperbolata (crt. 43). 

Pravata y = kx, koga 
a
bk  , se vika asimptota na hiperbolata. 

Zna~i, hiperbolata (1) ima dve asimptoti: 
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xy
a
b      i     xy

a
b .  (4) 

Asimptotite mo`at da se iskoristat za poto~no 
crtawe na hiperbolata. Da go konstruirame pravoagol-
nikot PQRS (crt. 44), ~ii strani se paralelni so koordi-
natnite oski i imaat dol`ini 2a i 2b. Bidej}i koeficien-
tite na pravci na negovite dijagonali: 

k1 = tg  =
a
b ,   k2 = tg () =  tg  = 

a
b ,  

se isti so koeficientite na pravcite na asimptotite na 
hiperbolata, toa zna~i, deka so prodol`uvawe na dijago-
nalite na pravoagolnikot PQRS gi dobivame i asimptotite na hiperbolata (crt. 44). Za 
crtawe na hiperbolata ostanuva u{te da se nacrtaat obete simetri~ni granki, koi 
postepeno im se pribli`uvaat na asimptotite. 

Primer 53. Da gi sostavime ravenkite na asimptotite na hiperbolata 9x2  y2 = 9. 

Re{enie. Od ravenkata na hiperbolata nao|ame: a = 1 i b = 3. Spored toa, 
ravenkite na asimptotite na hiperbolata se:  xxy 3

1
3    i   y = 3x.  

Primer 54. Da ja sostavime ravenkata na hiperbolata, ako se dadeni ravenkite na 
nejzinite asimptoti 2x + 3y = 0 i 2y – 3y = 0 i realnata poluoska a = 6. 

Re{enie. Znaeme, asimptotite imaat koeficient na pravec 
a
bk 2,1 , a dadenite 

asimptoti imaat koeficient na pravec 
3
2

2,1 k . Od uslovot 
3
2

a
b  i a = 6, ja nao|ame 

imaginarnata poluoska 4
3
2  ab . Spored toa, hiperbolata ima ravenka 1

1636

22
 yx , 

odnosno  4x29y2=144.   
 

ZADA^I 
 

1. Odredi gi ravenkite na asimptotite na ramnostrana hiperbola. 

2. Dadena e hiperbolata 9x2 – 16y2 = 144. Odredi gi koordinatite na temiwata i 
fokusite, ekscentricitetot i ravenkite na asimptotite na hiperbolata. 

3. Sostavi ravenka na hiperbola, ako se poznati ravenkite na asimptotite 
xy

5
12  i b = 24. 

4. Leviot fokus na hiperbolata se nao|a vo to~kata (5,0), a desnoto teme – vo 
to~kata (3,0). Sostavi ja ravenkata na hiperbolata. 

5. Sostavi ja ravenkata na hiperbola, ako se dadeni ravenkite na asimptotite y = 
2x i fokusnoto rastojanie 2c = 10. 

6. Odredi, pri koj uslov asimptotite na hiperbolata se normalni edna na druga. 

7. Napi{i gi ravenkite na paralelnite pravi, koi go ograni~uvaat delot od ram-
ninata, koj ne sodr`i niedna to~ka od hiperbolata 4x2 – 9y2 = 36, osven nejzinite temiwa. 

8. Odredi ja ravenkata na hiperbolata, koja ima asimptoti xy
4
3  i minuva niz 

to~kata M(2,1). 
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9. Odredi go ekscentricitetot i ravenkite na asimptotite na hiperbolata 4x2 – 
9y2 = 36. 

10. Odredi gi poluoskite na hiperbolata znaej}i gi ravenkite na asimptotite 
xy

3
5  i edna nejzina to~ka M(6,9). 

11*. Odredi go ekscentricitetot na hiperbolata, ako znae{ deka agolot me|u 
asimptotite e: a) 90o;  b) 60o. 

12. Ispitaj, dali imaat zaedni~ki to~ki hiperbolata 1
169

22
 yx  i pravata 2x – y – 3=0. 

 

 

IV.19. ZAEMNA POLO@BA NA PRAVA I HIPERBOLA 
 

Sega da ja ispitame zaemnata polo`ba na dadena hiperbola b2x2  a2y2 = a2b2  i 
pravata y = kx + n, koga n  0. 

Za taa cel, treba da go re{ime sistemot ravenki 










nkxy

bayaxb 222222
    (1) 

So zamena na y od vtorata vo prvata ravenka na 
sistemot (1), ja dobivame ravenkata: 

 (b2  a2k2) x2 – 2a2knx  a2(b2 + n2) = 0  (2) 

Zavisno od koeficientot b2  a2k2, razlikuvame 
tri slu~ai: 

1o. Ako b2  a2k2 = 0, odnosno 
a
bk  , toga{ 

ravenkata (2) e linearna i od nea za x dobivame: 

kn
nb

kna

nbax
22

)( 22

2

222
  , 

a od vtorata ravenka na sistemot (1), za y nao|ame: 

y = kx + n = n
n
nb  

2

22
=

n
nnb

2
2 222  =

n
bn

2

22  . 

Spored toa, pravata y = kx + n pri 
a
bk   i 0n  sekoga{ ima edna zaedni~ka to~ka 

so hiperbolata, odnosno taa ja se~e samo ednata granka (levata ili desnata) na hiperbo-
lata (crt. 45). 

Primer 55. Da ja ispitame zaemnata polo`ba na hiperbolata x2  9y2 = 9  i pravata 
x  3y – 1 = 0. 

Re{enie. Od ravenkata na hiperbolata imame: a = 3, b = 1, a od ravenkata na 
pravata: 

3
1k  i 

3
1n . Bidej}i 

3
1k  e ednakov so 

3
1

a
b , zatoa }e bide 

a
bk  . Zna~i, 

pravata ja se~e ednata granka na hiperbolata vo edna to~ka ),5(
3
4S . Proveri!  
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Ako pak, b2  a2k2  0, odnosno ako 
a
bk  , toga{ ra-

venkata (2) e kvadratna po odnos na x i ekvivalentna e so: 

0222

222

222

2 )(22 




 kab

nba

kab
kna xx ,  (3) 

od kade 222

22222

2,1
kab

nkabknax


 . Zabele`uvame, kvadratna-

ta ravenka (2), odnosno (3) ima diskriminanta:  

D = b2  a2k2  + n   (4) 

2o. Ako b2  a2k2 > 0, odnosno, ako 
a
bk  , toga{ dis-

kriminantata (4) e pozitivna, a toa zna~i deka ravenkata 
(3) ima dva realni korena x1 i x2. Od druga strana pak, bidej}i slobodniot ~len na 
kvadratnata ravenka (3) e negativen, od nego soglasno vtoroto Vietovo pravilo (x1x2 = q < 
0) zaklu~uvame, deka korenite x1 i x2 imaat sprotivni znaci. 

Tie vrednosti za x1 i x2 gi zamenuvame vo ravenkata na pravata, pa gi dobivame 
soodvetnite vrednosti y1 i y2. 

Spored toa, pravata y=kx+n pri 
a
bk  , odnosno 

a
b

a
b k  , sekoga{ ima dve zaed-

ni~ki to~ki (x1,y1), (x2,y2) so hiperbolata b2x2  a2y2 = ab2, a bidej}i nivnite apscisi x1 i x2 
imaat sprotivni znaci, zatoa tie zaedni~ki to~ki se nao|aat od razli~ni strani na Oy-
oskata, pa zatoa pravata i dvete granki na hiperbolata gi se~e vo po edna to~ka (crt. 46). 

Primer 56. Da ja ispitame zaemnata polo`ba na hiperbolata 7x2 – 3y2 = 148 i 
pravata x – y – 8 = 0. 

Re{enie. Od ravenkata na hiperbolata imame 
7

1482 a , 
3

1482 b , a od pravata: k = 1 

i n = 8. Bidej}i 12 k , a 
3
7

2

2


a
b , zatoa }e bide 

2

22

a
bk  . Zna~i, pravata gi se~e dvete 

granki na hiperbolata vo po edna to~ka.  
Ako go re{ime sistemot ravenki: 









08

14837 22

yx

yx  

}e gi odredime i koordinatite na prese~nite to~ki S1(17,25) i S2(5,3).  

3o. Ako b2  a2k2 < 0, odnosno 
a
bk  , toga{ za diskriminantata (4) na kvadratnata 

ravenka (3) postojat tri mo`nosti: D > 0, D = 0, ili D < 0. 

Spored toa, pri 
a
bk  , zavisno od znakot na diskriminantata D, }e razlikuvame 

tri podslu~ai: 

1) Ako D = b2  a2k2 + n2 > 0, toga{ kvadratnata ravenka (3) }e ima dva realni 
korena i x1 i x2, a so toa i sistemot (1) }e ima dve re{enija (x1, y1), (x1, y2). 

Bidej}i pri b2  a2k2 < 0 znakot na slobodniot ~len na kvadratnata ravenka (3) e 
pozitiven, zatoa korenite x1 i x2 }e imaat ednakvi znaci. A toa zna~i, deka zaedni~kite 
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to~ki na hiperbolata i pravata se nao|aat na ista strana od Oy-oskata, odnosno deka 
pravata ja se~e vo dve to~ki samo ednata granka (ili levata ili desnata) na hiperbolata 
(prava p na crte` 47).   

Spored toa, ako 
a
bk   i D = b2  a2k2 + n2 > 0, toga{ pravata y = kx + n ja se~e vo dve 

to~ki samo ednata granka na hiperbolata b2x2 – a2y2 = a2b2. 

Primer 57. Da ja ispitame zaemnata polo`ba na hiperbolata x2  y2 = 64 i pravata 3x 
 y = 36. 

Re{enie: Od ravenkata na hiperbolata imame: a2= b2 = 64, a od ravenkata na pravata: 
k = 3 i n = 36. Tie gi zadovoluvaat uslovite 

a
bk   i  D = b2  a2k2 + n2 > 0. Proveri. Spored 

toa, pravata ja se~e samo ednata granka na hiperbolata vo dve to~ki. Ako sakame da gi 
odredime koordinatite na presecite, go re{avame sistemot ravenki 









363

6422

yx

yx , 

pa nao|ame S1(10,6), S2(17,15).  

2) Ako D = b2  a2k2 + n2 = 0, toga{ kvadratnata ravenka (3) ima eden dvokraten 

realen koren x1= x2 = 222

2

kab
kna


, pa od y = kx + n dobivame y1 = y2 = kx1 + n. 

Toa zna~i, deka zaedni~kite to~ki S1 i S2 na hiperbolata i pravata se slivaat vo 
edna to~ka S1  S2  S, pa sekantata p stanuva tangenta t kon ednata granka na hiperbolata 
(crt. 47). 

Spored toa, ako D = b2  a2k2 + n2 = 0, toga{ pravata y = 
kx + n e tangenta na hiperbolata b2x2  a2y2 = a2b2. Nivnata 
zaedni~ka to~ka se vika dopirna to~ka na tangentata i 
hiperbolata. 

Ravenstvoto   b2 = a2k2  b2,  odnosno 

n2 = a2k2  b2    (5) 

pretstavuva i se vika uslov da pravata y = kx + n  e tangenta 
na hiperbolata b2x2  a2y2 = a2b2. 

Primer 58. Da gi odredime ravenkite na tangentite 
na hiperbolata 4x2  y2 = 7, {to se normalni na pravata 3x + 8y = 9. 

Re{enie. Dadenata prava ima koeficient na pravec 
8
3

1 k , {to zna~i, deka bara-

nite tangenti treba da imaat koeficient na pravec 
3
8

2 k . Od ravenkata na hiperbolata 

gi nao|ame poluoskite: 
4
72 a  i b2 = 7. Bidej}i sakame pravata y = kx + n so 

3
8k  da bide 

tangenta na hiperbolata, toga{ parametrite a2, b2, k i n treba da go zadovoluvaat uslovot 

(5). Od nego nao|ame: 
9
492

3
8

4
72 7)( n , a ottuka 

3
7

2,1 n . Spored toa, baranite 

tangenti }e imaat ravenki: 
3
7

3
8  xy  i 

3
7

3
8  xy , odnosno 8x – 3y + 7 = 0 i 8x – 3y – 7 = 0.  
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3) Ako D = b2  a2k2 + n2 < 0, toga{ kvadratnata ravenka (3) nema realni koreni. Toa 
zna~i, deka apscisite x1, x2, a isto i ordinatite y1 = y2 se imaginarni broevi, od kade 
sleduva deka hiperbolata i pravata nemaat zaedni~ki to~ki. Zna~i, pravata ne ja se~e, 
nitu dopira hiperbolata (prava q na crt. 47). 

Spored toa, ako D = b2  a2k2 + n2 < 0, toga{ y = kx + n pravata i hiperbolata b2x2  
a2y2 = a2b2 nemaat zaedni~ki to~ki. 

Na primer, pravata y = 4x + 3 (za koja e k = 4 i n = 3) i hiperbolata 16x2 – 5y2 = 80 (za 
koja e a2 = 5 i b2 = 16) nemaat zaedni~ki to~ki, bidej}i nivnite parametri go zadovoluvaat 
uslovot b2  a2k2 + n2 < 0, t.e. 16 – 5 · 16 + 9 < 0.  

 

ZADA^I 
 

1. Odredi ja zaemnata polo`ba na pravata y = 2x + 3 i hiperbolata x2  4y2 = 4. 

2. Ispitaj, kakva zaemna polo`ba imaat pravata 5x – 3y = 32 i hiperbolata x2  y2 = 64. 

3. Poka`i deka pravata 4x  3y = 7 e tangenta na hiperbolata x2  y2 = 7 i odredi ja 
dopirnata to~ka. 

4. Odredi gi ravenkite na tangentite {to se povle~eni od to~kata M(2,5) kon 
hiperbolata x2  y2 = 7. 

5. Odredi gi ravenkite na tangentite na hiperbolata 4x2  3y2 = 12, koi se 
paralelni so pravata 4x  2y – 5 = 0. 

6. Odredi gi prese~nite to~ki (ako ima takvi) na hiperbolata 3x2  5y2 = 15 so 
pravata: a) x  y + 5 = 0;  b) 2x  y + 3 = 0;  v) 2x + y  18 = 0. 

7*. Dadeni se asimptotite xy 
2
1  na hiperbolata i ravenkata na edna nejzina 

tangenta 5x  6y  8 = 0. Sostavi ja ravenkata na hiperbolata.  

8. Kakva polo`ba ima hiperbolata so prava, koja e paralelna so edna nejzina 
asimptota? 

9. Kakva polo`ba ima pravata y = kx + n so hiperbolata b2x2  a2y2 = a2b2, ako a) 

a
b

a
b k  ;  b) 

a
bk  ;  v) 

a
bk  ;  g) 

a
bk  . 

10*. Niz to~kata M(3,1) da se povle~e onaa tetiva na hiperbolata, koja e 
prepolovena so taa to~ka. 

 

 

IV.20. RAVENKA NA TANGENTA NA HIPERBOLATA 
 

1. Neka e dadena hiperbolata  

b2x2  a2y2= a2b2      (1) 

i pravata          
y = kx + n .      (2) 

Vidovme, pravata (2) e tangenta na hiperbolata (1) vo to~kata M(x1,y1) od nea, ako i 
samo ako e ispolnet uslovot  
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 n2 = a2k2  b2.      (3) 

Ravenkata na tangentata na hiperbolata vo dopirnata to~ka M(x1, y1) ja izveduvame 
na sli~en na~in kako i ravenkata na tangentata na elipsata vo dopirnata to~ka. 

Prvo, gi odreduvame koordinatite na dopirnata to~ka M. 

Ako e ispolnet uslovot (3), toga{ diskriminantata na kvadratnata ravenka (b2  
a2k2) x2 – 2a2 knx – a2 (b2 + n2) = 0,  D = 0, pa dobivame  

222

2

1
kab

knax


 =
n

ka
n

kna 2

2

2



, 

a od y = kx + n imame: 

nkxy  11 = nk
n

ka  )(
2

= n
n
ak 

22
=

n
nak 222  =

n
bkaak 22222  =

n
b2

 . 

Zna~i, dopirnata to~ka M ima koordinati ),(
22

n
b

n
kaM  . 

Potoa od 
n

by
2

1   sleduva 
1

2

y
bn  , a od 

n
kax

2

1   dobivame ka2 = nx1, odnosno 

1
2

1
2

2
1

1

2
)(

ya

xb

a

x
y
bk  , t.e.  

1

2

y
bn  ,  a   

1
2

1
2

ya

xb
tk  .   (4) 

Spored toa, ravenkata y = kx + n na tangentata vo 
to~kata M(x1,y1) na hiperbolata  b2x2  a2y2= a2b2, glasi 

1

2

1
2

1
2

y
b

ya

xb
xy  ,   (5) 

odnosno 
b2x1x

  2y1y = a2b2,   (6) 

t.e.            

1
2

1
2

1 
b

yy

a

xx .    (7) 

Primer 59. Da ja odredime ravenkata na tangentata na hiperbolata x2 – 4y2 = 64 vo 
to~kata M(10,3) od nea. 

Re{enie. Koordinatite na dopirnata to~ka M gi zamenuvame vo ravenkata x1x  4y1y = 
64, pa baranata tangenta na hiperbolata }e bide 10x – 12y = 64, odnosno 5x – 6y = 32.  

2. Normala na hiperbolata vo dadena to~ka od nea (kako i kaj kru`nicata i 
elipsata) e prava, {to minuva niz dadenata to~ka i e normalna na tangentata na 
hiperbolata vo taa to~ka (crt. 48). 

Od (4) sleduva deka koeficientot na pravecot xn na normalata na hiperbolata vo 
to~kata M(x1, y1) od nea, }e bide 

1
2

1
2

1
xb

ya
kn

t
k  . 

Spored toa, ravenkata na normalata na hiperbolata (1) vo to~kata M od nea e: 
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)( 11
1

2
1

2

xxyy
xb

ya  .     (8) 

Primer 60. Da ja odredime ravenkata na normalata vo to~kata M(2,3) na 
hiperbolata 4x2 –y2 = 7. 

Re{enie. Za odreduvawe na ravenkata na normalata (8) osven koordinatite na 
to~kata M, potrebni se u{te i poluoskite na hiperbolata. Za taa cel, dadenata ravenka 

na hiperbolata ja doveduvame vo vidot 1
7

2

4
7

2
 yx , od kade 

4
72 a  i 72 b .   

Na kraj od (8) ja dobivame ravenkata na normalata: )2(3
27

3
4
7

 


xy  odnosno   

3x + 8y – 18 = 0.  
 

ZADA^I 
 

1. Odredi ja ravenkata na tangentata na hiperbolata 7x2 – 9y2 = 63 vo to~kata T(x1 < 
0,0)  od nea. 

2. Odredi ja ravenkata na normalata na hiperbolata x2 – y2 = 16 vo to~kata M(5,3) 
od nea. 

3. Napi{i ja ravenkata na tangentata na hiperbolata 4x2 – 6y2 = 1 vo to~kata 
)2,(

2
5M  od nea. 

4. Sostavi ja ravenkata na tangentata na hiperbolata 4x2 – 5y2 = 20 vo dopirnata 
to~ka (5, 4). 

5. Pravata 8x – 3x = 7 e tangentata na hiperbolata 4x2 – y2 = 7. Odredi gi 
koordinatite na dopirnata to~ka. 

6. Sostavi ja ravenkata na normalata na hiperbolata x2 –4y2 =64 vo to~kata M(10, y < 0). 

7. Vo to~kata M(3, y > 0) od hiperbolata 7x2 – 3y2 = 15 povle~eni se tangenta i 
normala na hiperbolata. Odredi gi nivnite ravenki. 

8. Odredi ja ravenkata na normalata na hipeerbolata 3x2 –y2 = 11, ako e dadena 
ravenkata na tangentata 9x – 4y = 11 na hiperbolata vo istata to~ka. 

9. Ispitaj, dali pravata 4x – 3y = 7 e tangenta na hiperbolata x2 – y2 = 7 i ako e 
tangenta, odredi gi koordinatite na dopirnata to~ka i ravenkata na normalata vo taa to~ka. 
 

 

IV.21. PARABOLA, RAVENKA NA PARABOLATA 
 

1. Temena ravenka na parabola. Parabolata ti e dobro poznata kriva. Znae{, 
grafikot na kvadratnata funkcija e parabola. Parabolata, kako kriva od vtor red, vo 
analiti~kata geometrija ja opredeluvame vaka: 

Definicija 4. Parabola se vika mno`estvoto od site to~ki vo ramninata, takvi 
{to, sekoja od niv e na isto rastojanie od edna fiksna to~ka i edna fiksna prava od taa 
ramnina, koja ne minuva niz dadenata to~ka. 
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Dadenata fiksna to~ka se vika fokus na parabolata, i se ozna~uva so F, a 
dadenata fiksna prava se vika direktrisa i se ozna~uva so d. Rastojanieto od fokusot do 
direktrisata se vika parametar na parabolata i se ozna~uva so p. 

So cel, ravenkata na parabolata da bide {to e mo`no vo poprost vid, za apscisna 
oska ja izbirame pravata {to minuva niz fokusot F i e normala na direktrisata d. 
Presekot na apscisnata oska i direktrisata da go ozna~ime so D, i za pozitivna nasoka 
na apscisnata oska da ja zememe nasokata na polupravata DF. Za ordinatna oska na 
koordinatniot sistem da ja izbereme simetralata na otse~kata DF i da ja naso~ime kako 
na crte`ot 49. Vo taka izbraniot koordinaten sistem, fokusot }e ima koordinati 

)0,(
2
pF , a direktrisata }e ima ravenka 

2
px  , odnosno 0

2
 px . Neka M(x,y)  e koja bilo 

to~ka od gornoto mno`estvo to~ki (t.e. parabolata). Od to~kata M da ja povle~eme 
normalata MN na direktrisata d, kade N e presekot na taa normala so d. Spored toa, 

to~kata N ima koordinati ),(
2

yp .  

Soglasno definicijata na parabolata, to~kata 
M }e le`i na parabolata, ako i samo ako va`i 
ravenstvoto: 

MNMN  .   (1) 

So primena na formulata za rastojanie me|u dve 
to~ki, ravenstvoto (1) go zapi{uvame vo koordinatna 
forma: 

2
2

22
2

)()( pp xyx  .  (2) 

Dobienata ravenka e ravenka na parabolata vo 
izbraniot koordinaten sistem. Taa mo`e da se uprosti. Koga gi kvadrirame nejzinite 
strani (koi se pozitivni), ja dobivame ekvivalentnata ravenka 

2
2

22
2

)()( pp xyx  , 

odnosno 
4

22
4

2
22 pp pxxypxx  , ili kone~no: 

y2 = 2px.      (3) 
Ravenkata (3) se vika kanoni~na ili temena ravenka na parabolata. 

Primer 61. Da ja sostavime ravenkata na parabolata, ako nejziniot fokus ima 
koordinati F(3,0). 

Re{enie. Parametarot p na prabolata go nao|ame od apscisata na F. Taka od 3
2
p  

imame p = 6.  

Spored toa, parabolata ima ravenka y2 = 12x.  
Primer 62. Da ja odredime ravenkata na parabolata, koja minuva niz to~kata A(3,6). 

Re{enie. Bidej}i to~kata A le`i na parabolata, zatoa nejzinite koordinati }e ja 
zadovoluvaat ravenkata y2 = 2px. Taka od 36 = 6p go nao|ame parametarot p = 6 na 
parabolata. 
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Spored toa, parabolata ima ravenka y2 = 12x.  
2. Ispituvawe na formata na parabolata. Toa go pravime vaka: 
1o. Gleda{, ravenkata y2 = 12px ne sodr`i sloboden ~len, {to zna~i taa minuva niz 

koordinatniot po~etok. 
2o. Isto taka, zabele`uva{ deka promenlivata vleguva vo ravenkata samo na 

kvadrat – paren stepen. Toa poka`uva: ako koordinatite na to~kata M(x, y) ja zadovoluva-
at ravenkata na parabolata, toga{ i koordinatite na to~kata M(x1,y) }e ja zadovoluvaat 
nea. Spored toa, parabolata e simetri~no postavena vo odnos na Ox-oskata. 

Zna~i, parabolata ima edna oska na simetrija – Ox-oskata. Presekot na parabo-
lata so nejzinata oska na simetrija, se vika teme na parabolata. Od dosega ka`anoto 
sleduva, deka temeto na parabolata e vo sredinata me|u fokusot i nejzinata direktrisa. 
Vo izbraniot koordinaten sistem, temeto na parabolata se 
sovpa|a so koordinatniot po~etok. 

3o. Da ja re{ime ravenkata na parabolata po promenlivata x: 

.
2

2

p
yx     (1) 

Bidej}i parametarot p sekoga{ e pozitiven broj (p > 0), 
zatoa apscisite na site to~ki na parabolata se nenegativni, t.e. x 

 0. A isto i fokusot ima pozitivna apscisa )0,(
2
pF . Zatoa 

mo`eme da ka`eme: site to~ki na parabolata, osven temeto, le`at 
na ista strana od Oy-oskata kade {to se nao|a i fokusot. 

4o. Od ravenkata na parabolata sleduva, deka pri rastewe na apscisata x od 0 do 
beskone~nost i ordinatata po apsolutna vrednost raste od 0 do beskone~nost (crt. 50). 

Pri crtaweto na dadena parabola potrebno e, poradi pogolema to~nost, da se kon-

struiraat i nekolku nejzini to~ki. Eve dve takvi to~ki. Za 
2
px   imame  

ppy p 
2

2 ,  t.e. ),(
2

pp  i ),(
2

pp   

se dve to~ki od parabolata (crt. 50). 
5o. Ako fokusot na parabolata go zememe na negativniot 

del od Ox-oskata vo to~kata )0,(
2
pF  , a direktrisa da e pravata 

0
2
 px , toga{ ravenkata na parabolata }e glasi: 

y2 = 2px.    (2) 
Vo toj slu~aj, celata parabola e raspolo`ena nalevo od 

Oy-oskata (osven temeto, {to se nao|a vo koordinatniot po~e-
tok) (crt. 51). 

6o. Ako fokusot na parabolata le`i na Oy-oskata vo to~kata ),0(
2
pF , a direktri-

sata e paralelna so Ox-oskata i ima ravenka 
2
py  , toga{ ravenkata na parabolata }e go 

dobie vidot. 
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x2 = 2py.    (3) 
Vo toj slu~aj, celata parabola se nao|a nad aps-

cisnata oska (osven temeto, koe le`i vo koordinatniot po-
~etok), i simetri~na e vo odnos na ordinatnata oska (crt. 
52). 

Bidej}i ravenkata na parabolata (3) mo`e da se 
zapi{e i vo vidot: 

2
2
1 xy
p
     (4) 

zatoa, stanuva jasno deka parabolata so ravenka (4), vsu{nost, pretstavuva grafik na 
kvadratnata funkcija: y = ax2, kade 0

2
1 
p

a , {to e dobro poznato od minatata godina. 

7o. Ako, pak, fokusot na parabolata go zememe na Oy-

oskata vo to~kata ),0(
2
pF  , a direktrisa da e pravata 

2
py  , 

toga{ ravenkata na parabolata }e bide: 

x2 = 2py,    (5) 
odnosno  y = ax2, kade {to  

0
2
1 
p

a .    (6) 

Vo toj slu~aj, parabolata se nao|a pod apscisnata oska 
(osven temeto) i simetri~na e vo odnos na Oy-oskata (crt. 53). 

Primer 63. Da ja sostavime ravenkata na parabolata, ~ija oska na simetrija se 

sovpa|a so Ox-oskata, a fokusot ima koordinati )0,(
2
pF   i p = 6. 

Re{enie. Fokusot le`i nalevo od Oy-oskata, pa i parabolata }e se nao|a nalevo 
od Oy-oskata. Nejzinata ravenka }e glasi:  y2 = 2 · 6 · x,  t.e.  y2 = 12x.  

Primer 64. Dadena e ravenkata na parabolata x2 = 8y. Da gi odredime koordinatite 
na nejziniot fokus i direktrisata. 

Re{enie. Od 2p  = 8 go dobivame parametarot p  = 4 na dadenata parabola. Od 
ravenkata na parabolata gledame, nejzinata oska na simetrija se sovpa|a so Oy-oskata, a 
parabolata i fokusot se nao|aat nad apscisnata oska. Spored toa, fokusot }e ima 
koordinati F(0,2), a nejzinata direktrisa e pravata y = 2.  
 

ZADA^I 
 

1. Sostavi ja ravenkata na parabolata, ~ija direktrisa e pravata x + 5 = 0. 

2. Odredi ja ravenkata na direktrisata i koordinatite na fokusot na parabolata, 
~ija ravenka e y2 = 15x. 

3. Sostavi ja ravenkata na parabolata, ~ija direktrisa e pravata: 
a) x – 2 = 0;    b) x + 3 = 0;    v) y – 4 = 0. 

4. Dadena e ravenkata na parabolata: a) y2 = 4x;  b) x2 = 5y;   v) x2 = 4y.  

Odredi gi koordinatite na nejziniot fokus.  
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5. Sostavi ja ravenkata na parabolata, ~ie teme e vo koordinatniot po~etok, a 
fokusot ima koordinati: a) F (4,0); b) ),0(

4
3F ;  v) F (3,0);  g) F(0,1).  

6. Odredi gi parametarot, fokusot i direktrisata na parabolata, ~ija ravenka e:  

a) y2 = 6x;    b) y2 = x;    v) x2 = 3y. 
7. Odredi ja ordinatata na to~kata M (4, y > 0) od parabolata y2 = 9x. 

8. Sostavi ja ravenkata na parabolata, ~ie teme e vo koordinatniot po~etok, 
fokusot le`i na Oy-oskata i minuva niz to~kata M(3,6). 

9. Odredi ja ravenkata na parabolata, ~ie teme le`i vo koordinatniot po~etok, 
ako e poznata ravenkata na nejzinata direktrisa: a) x = 3; b) y = 4; v) x = 5. 

10. Koja to~ka na parabolata: a) y2 = 2x; b) x2 = 3y, ima ednakvi koordinati? 

11. Odredi ja to~kata M od parabolata y2 = 8x, koja e na rastojanie 4 od 
direktrisata.  

12. Odredi gi koordinatite na prese~nite to~ki (ako ima takvi) na parabolata y2 
= 9x i pravata 3x + y – 6 = 0. 

 

 

IV.22. ZAEMNA POLO@BA NA PRAVA I PARABOLA 
 

Neka se dadeni parabola so ravenkata y2 = 2px i 
prava so ravenkata y = kx + n. Za da utvrdime kakov zaemen 
odnos imaat parabolata i pravata, treba da gi najdeme 
koordinatite na nivnite zaedni~ki to~ki (ako ima takvi), 
a toa go pravime koga }e go re{ime sistemot ravenki: 










nkxy

pxy 22
.   (1) 

Vo prvata ravenka y go zamenuvame so kx + n i ja 
dobivame ravenkata: (kn + n)2 = 2px,  odnosno    

k2x2 + 2(kn  p)x + n2 = 0.  (2) 

Ako e k = 0, toga{ ravenkata (2) e linearna i ni ja dava apscisata na prese~nata 
to~ka na pravata y = n so parabolata y2 = 2px. Zna~i, prava {to e paralelna so oskata na 
parabolata, so nea ima samo edna prese~na to~ka (crt. 54). 

Da pretpostavime deka e k  0, toga{ ravenkata (2) e kvadratna, pa od nea dobivame: 

2

222)()(
2,1

k

nkpknpkn
x


 ,   odnosno   2

2 2
2,1

k

knppknp
x


 . 

Vrednostite za x1 i x2 potoa gi zamenuvame vo y = kx + n, pa gi dobivame i soodvetnite 
vrednosti y1 i y2: 

k
knppp

y



2

2,1 . 
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Od potkorenoviot izraz D = p2 – 2knp zavisi dali koordinatite na zaedni~kite 
to~ki se realni ili imaginarni, odnosno dali parabolata i pravata imaat zaedni~ki 
to~ki ili ne. 

1o. Ako p2 – 2knp > 0, toga{ sistemot (1) ima dve re{enija (x1, y1) i (x2, y2). Toa se 
koordinatite na zaedni~kite to~ki na parabolata i pravata. Velime, dadenata prava e 
sekanta na parabolata (prava s na crt. 55). 

2o. Ako p2 – 2knp = 0, odnosno p2 = 2knp, toga{ ravenkata (2) ima eden dvokraten 

koren 
22,1

k

knpx  , pa spored toa, sistemot (1) }e ima edno re{enie 




 

k
p

k

knp ,2 . 

Velime, pravata e tangenta na parabolata, a dobienoto re{enie ni gi dava koordi-
natite na dopirnata to~ka (prava t na crt. 55). 

Relacijata: 
p2 = 2knp,   odnosno   p = 2kn   (3) 

pretstavuva uslov, pravata y = kx + n da e tangenta na 
parabolata. 

3o. Ako p2  2knp < 0, toga{ ravenkata (2) nema realni 
koreni, odnosno sistemot ravenki (1) nema re{enie. 

Spored toa, ako p2  2knp < 0, toga{ pravata i parabo-
lata nemaat zaedni~ki to~ki (prava p na crt. 55). 

Primer 65. Da ja odredime zaemnata polo`ba na pra-
vata 2x – y + 8 = 0 i parabolata y2 = 14x. 

Re{enie. Go re{avame sistemot ravenki: 









082

142

yx

xy . 

Od vtorata ravenka imame y = 2x + 8, a od prvata (2x + 8)2 = 14x, po sreduvaweto ja 
dobivame ravenkata 2x2 + 9x + 32 = 0. 

Bidej}i diskriminantata na dobienata ravenka e: D = 175 < 0, toga{ taa nema 
realni koreni. Spored toa, sistemot nema re{enie, a toa zna~i, pravata i parabolata 
nemaat zaedni~ki to~ki.  

Primer 66. Da ja odredime ravenkata na parabolata, ako taa ja dopira pravata: 2x + 
2y + 5 = 0.  

Re{enie. Zada~ata se sveduva na odreduvawe na parametarot na parabolata. Bi-
dej}i pravata, za koja k= 1, e tangenta na parabolata, toga{ elementite p, k i n }e go za-
dovoluvaat uslovot (3) za dopirawe, t.e. }e va`i:  p2 – 0)()1(2

2
5  p ,  odnosno p2 – 5p=0. 

Ottuka p1 = 0, p2 = 5. Bidej}i kaj parabolata sekoga{ e p > 0, toga{ vrednosta p = 0 ja 
otfrlame, pa ostanuva samo p = 5. 

Spored toa, parabolata ima ravenka y2 = 10x.  

 

 

ZADA^I 
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1. Ispitaj ja zaemnata polo`ba na parabolata xy 52   i pravata: 

a) x – y + 3 = 0;   b) x – 2y + 2 = 0. 

2. Ispitaj ja zaemnata polo`ba na parabolata y2 = 12x so pravata y + 2x = 0. 

3. Odredi gi koordinatite na zaedni~kite to~ki (ako ima takvi) na parabolata y2 
= 8x i pravata 2x – 3y + 8 = 0. 

4. Odredi gi koordinatite na prese~nite to~ki na parabolata 2
4
1 xy   so pravata:   

a) y = x;     b) x – 2y + 4 = 0. 
5. Odredi ja ravenkata na tetivata, koja minuva niz fokusot na parabolata y2 = 14x 

i so Ox-oskata zafa}a agol 45o. 

6. Ispitaj, dali pravata x + 4y + 20 = 0 e tangenta na parabolata y2 = 5x i ako e 
tangenta, odredi gi koordinatite na dopirnata to~ka. 

7. Od to~kata M(3,1) povle~eni se tangenti na parabolata y2 = 8x. Odredi gi 
ravenkite na tie tangenti. 

8. Napi{i ja ravenkata na tangentata na parabolata y2 = 4x, koja e paralelna so 
pravata 2x – 2y + 5 = 0. 

9*. Za koi vrednosti na parametarot A, pravata: Ax – 2y + 3 = 0 e tangenta na 
parabolata y2 = 8x? 

 

 

IV.23. RAVENKA NA TANGENTA NA PARABOLATA 
 

Neka e dadena pravata                  
 y = kx + n      (1) 

i parabolata        
y2 = 2px,  (p > 0).     (2) 

Vidovme, pravata (1) e tangenta na parabolata (2), ako i samo ako parametrite p, k 
i n go zadovoluvaat uslovot 

p = 2kn .      (3) 

Vo toj slu~aj, sistemot od ravenkite (1) i (2), ~ie re{avawe, vidovme, se sveduva na 
re{avawe na kvadratnata ravenka 

k2x2 + 2(kn – p)x + n2 = 0,  k  0.     (4) 
ima edinstveno re{enie (x1, y1) {to se koordinati na to~kata M vo koja pravata (1) ja 
dopira parabolata (2). 

Da ja odredime ravenkata na tangentata na parabolata (2) vo dopirnata to~ka M(x1, 
y1). 

Apscisata x1 se dobiva kako edinstveno re{enie na kvadratnata ravenka (4), t.e. 

21
k

pknx  = )(2
1 knp

k
 = )2(2

1 knkn
k

 =
k
n . 

Ordinatata y1 se dobiva so pomo{ na ravenkata y = kx + n: 
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y1 = kx1 + n = 
k
nk   + n = 2n. 

Zna~i, dopirnata to~ka ima koordinati )2,( nM
k
n . 

Od y1 = 2n imame 12
1 yn  , a od 

k
nx 1  dobivame  

1

1

11 2
1

12
1

x
y

xx
n yk  ,    t.e.   

1

1
2x
y

tk  .   (5) 

Spored toa, ravenkata na tangentata na parabolata (2) vo dopirnata to~ka (x1, y1), glasi: 

22
1

1

1 y
x

y
xy  .      (6) 

Ovaa ravenka na tangentata }e ja dovedeme vo popogoden vid za pomnewe. Ja mno`i-

me ravenkata (6) so y1 i vrz osnova na ravenstvoto 1
2

1 2 pxy   (bidej}i to~kata (x1,y1) le`i 

na parabolata (2)), taa go dobiva vidot: 
221

2
1

1

2
1 y
x

y
xyy  =

2
2

2
2 1

1

1 px
x
px

x  ,  t.e. y1y  = px + px1,  

odnosno   
y1y  = p(x1 + x).      (7) 

Primer 67. Ravenkata na tangentata na parabolata y2 = 8x vo to~kata M(2,4) od nea, 
soglasno (7) glasi: 4y = 4(2 + x), odnosno y = x + 2.  

 

ZADA^I 
 

1. Odredi ja ravenkata na tangentata na parabolata y2 = 9x vo to~kata M(4, y < 0) od nea. 

2. Vo koja to~ka na parabolata y2 = 15x tangentata so pozitivnata nasoka na Ox-
oskata }e gradi agol od 45o? 

3. Odredi ja ravenkata na normalata na parabolata y2 = 9x vo to~kata M(4, 6) od nea. 

4. Napi{i ja ravenkata na tangentata na parabolata y2 = 6x vo nejzinata to~ka M(6,6). 

5. Vo prese~nite to~ki na pravata 2x – 3y + 8 = 0 i parabolata y2 = 8x povle~eni se 
tangenti na parabolata. Odredi gi nivnite ravenki. 

6. Napi{i ja ravenkata na normalata na parabolata y2 = 10x vo nejzinata to~ka B(x 
> 0,3). 

7. Ispitaj, dali pravata x + y + 2 = 0 e tangenta na parabolata y2 = 8x, i ako e 
tangenta, toga{ odredi ja ravenkata na normalata na parabolata vo dopirnata to~ka. 

 

ZADA^I ZA POVTORUVAWE I UTVRDUVAWE - IV 
 

1. Odredi go centarot C(x,y), na kru`nicata {to minuva niz to~kite: O(0,0), A(4,2) 
i B(6,4). 

2. Dadeni se dve to~ki A(2,1) i B(3,1). Odredi gi koordinatite na: a) to~kata M, 
{to e simetri~na na A vo odnos na to~kata B, b) to~kata S, {to e simetri~na na B vo 
odnos na A. 

3. Sostavi ravenka na prava {to minuva niz to~kata T(4,3) i e normalna na:  
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a) Ox-oskata,     b) Oy-oskata. 

4. Daden e triagolnik so temiwa: A(3,1), B(4,2) i C(2,5). Odredi gi ravenkite na 
negovite te`i{ni linii.  

5*. Sostavi ravenka na prava, {to minuva niz to~kata A(8,0), ako plo{tinata na 
triagolnikot obrazuvan od pravata i koordinatnite oski, e ednakva na 16. 

6. Koja od pravite 2x – 3y + 5 = 0 i x – y = 0 gradi pogolem agol so pozitivnata 
nasoka na Ox-oskata? 

7. Dadena e ravenkata na prava 1
53
 yx . Odredi go agolot {to taa go gradi so 

pozitivnata nasoka na Ox-oskata. 

8*. Dadena e otse~ka, ~ii krajni to~ki se A(3,2), i B(5,4). Od koja to~ka na 
nejzinata simetrala, taa se gleda pod agol od 90o? 

9. Daden e triagolnik ABC, ~ii temiwa se: A(2,0) B(4,2) i C(2,4). Odredi gi 
negovite vnatre{ni agli. 

10. Odredi ja ravenkata na prava, {to minuva niz to~kata T(4,1), a ~ij koeficient 
na pravecot e ednakov so koeficientot na pravecot na pravata, {to e opredelena so 
to~kite A(0,3) i B(2,0).  

11. Niz presekot na pravite 3x + 2y – 13 = 0 i x + 3y – 9 = 0 povle~ena e prava, 
paralelna so pravata 5x + 4y – 20 = 0. Odredi ja nejzinata ravenka. 

12. Dadeni se dve to~ki A(4,2) i B(3,1). Odredi ja ravenkata na pravata {to e 
paralelna so AB, i Oy-oskata ja se~e vo to~kata C(0,2). 

13. Dadeni se ravenkite na stranite na triagolnikot ABC: AB:3x – y + 10 = 0, BC: 3x 
+ 4y + 5 = 0, AC: y + 2 = 0. Odredi ja ravenkata na simetralata na stranata AB. 

14. Dadeni se ravenkite na stranite na triagolnikot ABC: AB: 3x – 4y + 12 = 0, BC: x 
+ 2y – 4 = 0 i AC: x – 3y – 3 = 0. Odredi gi negovite vnatre{ni agli. 

15*. Dijagonalite na rombot se dolgi 12 cm i 5 cm. Zemaj}i ja podolgata dijagonala 
za apscisna oska, a pokratkata za ordinatna oska, sostavi gi ravenkite na negovite 
strani.  

16. Odredi ja ortogonalnata proekcija na to~kata )2,1(
4
1

6
1T  vrz prava 6x –4y –15= 0. 

17. Dadeni se ravenkite na stranite na triagolnikot ABC:  
AB: 3x + 4y – 14 = 0,  BC: 12x + 5y – 1 = 0 i  AC: 5x + 3y + 6 = 0.  

Odredi go perimetarot na triagolnikot. 

18. Dadeni se ravenkite na dve sosedni strani na paralelogramot: 2x + y = 1 i 8x + 
3y + 1 = 0, i ravenkata na edna negova dijagonala 3x + 2y + 3 = 0. Odredi gi koordinatite na 
temiwata na toj paralelogram. 

19. Odredi go rastojanieto me|u centrite na kru`nicite: 
  a) x2 + y2 = 25 i x2 + y2 –6x + 8y = 0; 

  b) x2 + y2 – 14x – 12y + 76 = 0  i  x2 + y2 + 10x + 6y  2 = 0. 

20*. Ispitaj, dali ravenkata Ax2 + Ay2 + Dx + Ey = 0, A  0 opredeluva kru`nica ili 
ne. [to e karakteristi~no za nea? 
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21. Odredi ja ravenkata na kru`nicata, koja minuva niz to~kite: O(0,0), A(2,0) i 
B(0,2). 

22. Odredi ja ravenkata na kru`nicata, koja minuva niz to~kite A(2,4) i B(1,3), a 
centarot i le`i na pravata 2x – 3y + 2 = 0. 

23. Odredi ja ravenkata na kru`nicata, koja minuva niz to~kata A(4,5) i e 
koncentri~na so kru`nicata x2 + y2 + 3x – 4y – 1 = 0. 

24*. Da se odredi ravenkata na tetivata na kru`nicata x2 + y2 = 25 koja minuva niz 
to~kata M(3,2) i se raspolovuva od nea. 

25. Odredi go radiusot r na kru`nicata x2 + y2 = r2, taka {to taa da se dopira do 
pravata 3x + 4y – 12 = 0. 

26. Dadeni se ravenkite na stranite na triagolnikot ABC: AB: 3x + 4y + 4 = 0, BC: 6x 
 7y = 97, AC: 3x + 19y  26 = 0. Odredi ja ravenkata na kru`nicata so centar vo temeto A, a 
minuva niz temeto B na triagolnikot. 

27. Da se odredi ravenkata na kru`nica, so centar vo to~kata C(1,2) i da ja dopira 
pravata 3x + 4y – 30 = 0. 

28. Ispitaj, dali pravata y =  3 e tangenta na kru`nicata x2 + y2 – 6x = 0, i ako e 
tangenta, odredi gi koordinatite na dopirnata to~ka. 

29. Odredi ja ravenkata na elipsa, ako e poznat ekscentricitetot 
3
1  i 

poluparametarot p = 4. 

30. Odredi ja ravenkata na elipsa, koja minuva niz to~kite M(6,4) i N(8,3). 

31*. Niz to~kata S(1,1) vo vnatre{nosta na elipsata 4x2 + 9y2 = 36, povle~ena e 
tetiva koja se raspolovuva od taa to~ka. Odredi ja ravenkata na tetivata. 

32. Kon elipsata 2x2 + 3y2 = 120 da se povle~e tangenta, koja od pozitivnite delovi 
na koordinatnite oski da otsekuva ednakvi otse~ki. 

33*. Napi{i ja ravenkata na tangentata na elipsata x2 + 4y2 = 10, koja so pravata x  
2y + 5 = 0 gradi agol od 45o. 

34. Za koi vrednosti na koeficientot A, pravata Ax + y – 5 = 0 ja dopira elipsata x2 
+ 4y2 = 8? 

35. Sostavi ja ravenkata na hiperbolata, ~ii fokusi se nao|aat vo temiwata na 
elipsata 9x2 + 16y2 = 576, a temiwata (na hiperbolata) se nao|aat vo fokusite na elipsata. 

36*. Dadena e hiperbolata 16x2  9y2 = 144. Odredi gi koordinatite na onie to~ki 
od hiperbolata na koi leviot fokusen radius im e ednakov na 7. 

37. Poka`i deka ekscentricitetot na ramnostranata hiperbola e ednakov na 
odnosot od dijagonalata na kvadratot, ~ija strana e ednakva na oskata na hiperbolata, i 
stranata na toj kvadrat. 

38. Odredi gi koordinatite na prese~nite to~ki na ramnostranata hiperbola x2  
y2 = 16 i kru`nicata x2 + y2 = 34. 

39*. Na hiperbolata 16x2  49y2 = 784, odredi to~ka, ~ie rastojanie od ednata 
asimptota e tripati pogolemo od rastojanieto do drugata asimptota. 

40. Doka`i, deka proizvodot na rastojanijata na koja bilo to~ka na hiperbolata do 
nejzinite asimptoti e konstanten broj. 
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41*. Na hiperbolata 9x2  16y2 = 144 odredi ja to~kata M za koja va`i: 

  a) MF1  MF2 ;   b) 1MF = 2MF , kade F1 i F2 se fokusi na dadenata hiperbola. 

42. Vo to~kata M(2,y > 0) na parabolata y2 = 8x, povle~ena e tangenta na parabolata. 
Odredi go agolot {to taa go zafa}a so pozitivnata nasoka na Ox-oskata. 

43. Sostavi ja ravenkata na parabolata, ~ie teme e vo koordinatniot po~etok, 
fokusot i le`i na Ox-oskata, i minuva niz to~kite:  a) A(4,6),    b) B(2,4). 

44. Na parabolata y2 = 8x odredi to~ka M, za koja va`i FM =20. 
45. Odredi gi koordinatite na fokusot na parabolata y2 = x. 

46. Odredi go fokusniot radius na to~kata M(7, y > 0) {to le`i na parabolata y2 = 
20x. 

47. Od to~kata M(5,9) povle~eni se tangenti na parabolata y2 = 5x. Sostavi ja 
ravenkata na tetivata {to gi svrzuva dopirnite to~ki na povle~enite tangenti. 

48*. Vo koja to~ka od parabolata y2 = 12x, povle~enata tangenta, normalata i Ox-
oskata }e gradat ramnokrak triagolnik? 

49. Odredi gi prese~nite to~ki na elipsata 16y2 + 25y2 = 1600 so parabolata, ~ie 
teme le`i vo centarot na elipsata, a fokusot i se sovpa|a so desniot fokus na elipsata. 

 

ZADA^I ZA SAMOKONTROLA 
 

1. Kolkav agol obrazuva pravata, {to minuva niz to~kite A(2,0) i B(4,2), so 
pozitivnata nasoka na Ox-oskata? 

2. Dadeni se dve to~ki A(3,1) i B(4,1). Odredi ja ravenkata na pravata, {to 
minuva niz sredinata na otse~kata AB, i e normalna na nea. 

3. Odredi go rastojanieto od to~kata M(2,5) do pravata 6x – 8y – 17 = 0. 

4. Odredi za koja vrednost na koeficientot k, pravata y = kx + 3 minuva niz 
presekot na pravite y = 2x + 1 i x – y + 5 = 0. 

5. Odredi ja ravenkata na kru`nicata, koja gi dopira pravite x = 2 i x = 6, a 
centarot i le`i na pravata 3x – y – 6 = 0. 

6. Da se odredi ravenkata na kru`nica, so centar vo to~kata C(3,4) i da minuva 
niz koordinatniot po~etok. 

7. Napi{i ja ravenkata na elipsa, ako rastojanijata na eden nejzin fokus do 
temiwata na golemata oska se 3 i 7. 

8. Pravata 2x  y – 4 = 0 e tangenta na hiperbolata, ~ii fokusi se F1(3,0) i F2(3,0). 
Odredi ja ravenkata na taa hiperbola. 

9. Na parabolata y2 = 16x odredi gi to~kite, ~ij fokusen radius e ednakov na 13. 

10. Odredi gi prese~nite to~ki na hiperbolata 1
520

22
 yx  i parabolata y2 = 3x. 
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ODGOVORI I UPATSTVA NA ZADA^ITE 
Tema I - Eksponencijalna funkcija i 

logaritamska funkcija  
 

I.1. str. 10  

1. a) 2
1

2 , b) 3
2

x , na 21
1
 . 2. a) 9, b) 4, v) 664 , g) 

)1(
12

25 


 nn
n

. 3. 4
1

6
1

3
1

352  .  

4. 22 4444 4
33

4
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 .  

 

I.2. str. 14  

2. xxf )()(
64
27 . 3. a) Dokaz. Od difenicijata na 

stepeni imame )3()2(333)32( 3232 fff   .  
b) Dokaz. Od difenicijata na stepeni imame 

)()()( tfxfaaatxf txtx   .  
 

I.3. str. 18 

1. a) 2x , b) 4x , v) 3x . 2. a) 11 x , 22 x , 

b) 41 x , 12 x , v) 6x . 3. a) 1x , b) 4x , 

v) 1x . 4. a) 5x , b) 4x . 5. a) 03  tx , 

1x , b) 1,04  xtx , v) 2,05  xtx . 6. a) 

Podeli so x9 , 0x , b) Podeli so x4 , 12/1 x . 

7. a) Smena 012,2 12  xtx , b) Smena 

txx  13 , 01x . 8. a) 1x , b) 2x , v) 

2
1x . 9. a) ]2,2[x , b) ),3[]0,( x . 10. 

a) Smena 03  tx , b) Smena 05  tx . 11. a) 
0x , b) x R.  

 

I.4. str. 21 

1. a) 12, b) 3, v) 
21
4 . 2. a) 5, b) 2. 3. a) 670, b) 144 , 

v) 0, g) 
5
44 , d) 19. 5. a) 11 , b) 2)( ab  . 6. Imame  
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7. Izrazi go x  so pomo{ na y , a potoa y  so po-
mo{ na z .  

 

I.5. str. 25 

1. 
5
2,0  xx . 2. a) 1x , b) 0x , v) 0x  ili 

2x , g) 0x , d) 1x  ili 3x . 3. a) negati-

ven, b) negativen, v) pozitiven. 4. 
5
6

5
7  x .  

 

I.6. str. 29 
1. a) 2, b) 4, v) 1, g) 1 , d) 2 . 2. a) ,602059991,1  

b) 397940009,0 , v) 397940009,3 , g) ,602059991,4  
d) .602059991,6  

 

I.7. str. 31 

1. a) 
2
5x , b) 7x , v) 22x . 2. a) 2x , b) 

6x . 3. a) Jasno 0x . So smenata tx 5log , 

se dobiva ravenkata 05124 2  tt  ~ii re{e-

nija se 
2
1

1 t  i 
2
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2 t . Kone~no, 51 x  i 

5
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4
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aaa xxx
  t.e. ax  .  7. Dadenata 
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venkata 
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0)4log3(log2log)12(log 2222  xx .  

12log2)12(log 22  xx , ~ie re{enie e 2x . 8. 
a) Dadenata neravenka e ekvivalentna na nera-
venkata 1log

1
4 


x
x , 4x  i 1x  od {to dobi-

vame 4x . b) Nema re{enie. v) 1000x  
9. Upatstvo. Dadenata ravenka e ekvivalentna 

na ravenkata 1650 2  xx .  
 

I.8. str. 34 

1. 1730 godini. 2. a) 61025,2  , b) 1465 t.e. posle 

36 ~asa. 4. Upatstvo. a) t12,12  , b) t17,12  , v)  
t21,12  . 

 

Zada~i za povtoruvawe i utvrduvawe. str. 35 

4. a) 1x , b) 2x , v) 1x . 6. a) Smena tx 2 , 

2x , b) Smena tx 3 , 2x , v) Smena tx 2 , 

3x , g) Smena tx 
3

3 , d) Jasno 42 x  i smena 

txx  42
)2( . 7. a) Podeli so x9  i vovedi 

smena tx )(
3
2 , 1x , b) Podeli so 

2
49 x  i vove-

di smena tx 
2

)(
7
2 , v) Podeli so x

1

4  i vovedi 

smena tx 
1

)(
2
5 , g) Podeli so x6 , d) Podeli so 

x 16 , |) Vovedi smena txx 2
2 . 8. a) Iskoristi 

154

1154


  i smena tx  )154( ; 
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2x . b) Smena tx  )223( . v) Smena 

tx  )487( . g) Dadenata ravenka }e ja zapi-

{eme vo oblikot 1)()(
2

32
2

32   xx . O~i-

gledno 2x  e re{enie na ovaa ravenka. ]e 
poka`eme deka ravenkata nema drugi re{enija. 

Navistina, bidej}i 1,1
2

32
2

32   , za 2x  

dobivame 1)()(
2

32
2

32   xx , a za 2x  

imame 1)()(
2

32
2

32   xx . 9. a) Imame  

xxxxxx 151062594     

0255332)5()3()2( 222  xxxxxxxxx  

0])25()53()32[( 222
2
1  xxxxxx   

xxxxxx 255332   0x .  
b) Dadenata ravenka e ekvivalentna na ravenka-

ta 1)2( 3

2
1

1  x
x   022)2( 2  xx .  

10. a) ]1,3[x , b) 3x  ili 
3
1x , v) 

2
3 x .  

11. a) )1,0(x , b) x R, v) 2x ili 3log2 2x .  
13. a) 3, b) 655, v) 600, g) 696, d) 238, |) 21. 15. a) 

3 2

2

)(

)(

ba

aba



 ,  b) 3

3

8

7

c

ba ,  v) 
32

33

cd

ab


.    16. a)  Imame  

1
1

loglog
1

10log
1

10log  
maaa

aaa
a . b) 

m4
5 .  

17. Dadeniot uslov mo`e da se zapi{e vo vidot 

abba  2
3

)( . So logaritmirawe se dobiva bara-

noto ravenstvo. 18. Dadeniot uslov mo`e da se 

zapi{e kako abba 8)( 2    i abba 4)( 2  . Ako 
poslednite dve ravenstva gi logaritmirame i 
gi sobereme, posle sreduvaweto go dobivame 
baranoto ravenstvo. 19. Od uslovot imame 

))((222 bcbcbca  . Ako poslednoto ra-
venstvo go logaritmirame za osnova a  go dobiva-
me ravenstvoto )(log)(loglog2 bcbca aaa   

t.e. 
aa bcbc 


log

1
log

12  koe e ekvivalentno na 

dadenoto ravenstvo. 20. 
b

a
21

22
45log

100log
45

5

5100log 
 . 

21.
cd

cd




 

1752log
2log5log

70log

log
70

7

77

7

2
5

75,2log . 22.
a

a)1(3   

23. 
1
1




n
m .   24. Imame  

)1)(1(
)1)(1(log)()(

ba
babfaf 

   i  

)1)(1(
)1)(1(

1
1

1

1

1
logloglog)(

1

1

ba
ba

baab
baab

ab
ba

ab
ba

ab
ba

f 









 






.  

26. Izrazot na levata strana mo`e da se zapi{e 

kako 
x

nn
x
n

x
n

xx aaaaa log2
)1(

log
...1

loglog
2

log
1 ...   .  

27. Od )1,0(, ba   ababba 
2

  12 ba
ab , 

t.e. )1,0(2 ba
ab . Zatoa dadenoto neravenstvo e 

ekvivalentno na neravenstvoto  
1loglog 22 


ba

ba
ab

ba
ab . 

Od neravenstvoto me|u sredinite imame  

abba
ba

ab
ba

ab
ba

ab

ba
ab

ba
ab

ba










2

22

22 logloglog
2

loglog

.  

Bidej}i  1log 2 


ab
ba

ab   
ba

abab  2   

abba 2   0)( 2  ba  
i kako poslednovo neravenstvo e to~no dobiva-
me deka i po~etnoto neravenstvo e to~no.  
28. Od uslovite za broevite cba ,,  sleduva deka 
site logaritmi se pozitivni i ako iskoristime 
deka 1logloglog acb cba  od neravenstvoto me-
|u aritmeti~kata i geometriskata sredina do-
bivame:  

.

6)(2

918
))()((

6

3
))()((

loglogloglogloglog

3 cbaaccbbaaccbba

accbba
cba

aa
c

cb
b

ba
a acbacb








 

29. Koristej}i go neravenstvoto me|u aritme-
ti~kata i geometriskata sredina imame  

.4,41,144

8log48log7log6log5log4

8log7log6log5log

4
2
3

4
4

4
7654

7654







 

30. a) 48, b) 1693. 31. Brojot 2321  ima 31 cifra, 

a brojot 2123  ima 29 cifri, pa zatoa 2321  e 

pogolem od 2123 . 32. a) 1x  ili 1x , b) x  

)32,32(  , v) R, g) 2x , d) ]4,1(x . 33. a) 
Bidej}i 13   i 52   od svojstvata na logari-
tamskata funkcija sleduva 2log3 5log3 , b) 

4log
3
1 5log

3
1 , v) 3log2 3log5 . 35. a) nema re-

{enie, b) 2x . 36. a) 2x , b) 3x , v) 2x . 

37. a) 48x , b) 34x . 38. a) 100x  ili 

1000x , b) 3103 x  ili 3103 x , v) 3x , g) 
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3x  ili 
3
1x . 39. a) 210x , b) 100x  ili 

110x , v) 3x  ili 3x . 41. a) 64x , b) 

8x  ili 
3

33x . 42. a) 100x , b) 2x , v) 

25
1x . 43. a) 6x , b) 

2
1

2
1  x , v) 2x  ili 

4x , g) ),2()1,(
4
1 x . 44. a) 4x , b) 

),5()4,3( x , v) 0
2
1  x . 45. a) 23  x  

b) 
100

1x .  
 

Tema II - Trigonometrija  
 

II.1. str. 42 

2. a) (0o,90o); b) (90o,180o). 3. a) BOA=150o; b) 
BOA=210o; v) AOB= 210o. 4. a) 2360o; b) 
24360o; v) 1440360o. 7. =75o, = 55o, 
=161o30’. 9. Vtorite kraci im se sovpa|aat na 
aglite 1, 3 i 5, a isto i na aglite 2 i 4. 10. 3 
~asa i 10 minuti. 12. a) , b) 2.  

 

II.2. str. 45 

1. 0,01745 rad. 2. 
30
 , 

15
 , 

10
 , 

5
 , 

6
7 . 3. 15o, 

150o, 135o. 4. a) 40, b) 480. 5. 12. 6. 15 (cm). 

7. =10 rad./sek. 8. 
12
 rad./~as., 

43200
 rad./sek. 9. 

.43,1
12
9 cmr    

 

II.3. str. 47 
2. a) IV kvadrant, b) II kvadrant; v) III kvadrant. 
3. a) Vo to~kata A1, b) vo to~kata V. 4. a),b) vo 
IV kvadrant, v) vo II kvadrant. 5. a),b) vo IV 
kvadrant, v) vo III kvadrant. 6. a) Vo V1, b) vo V, 

v) vo V. 7. a) Vo A, b) vo A1. 8. ),(
2
1

2
3

P . 
 

II.4. str. 50  
1. a),b) To~no. 2. a),v),g) Mo`e, b),d) ne mo`e. 3. 

a), b), g) mo`e, v) ne mo`e.  5. ),(
2
3

2
1

60oP , 

),(
2
2

2
2

45oP , ),(
2
3

2
1

120
oP . 7. Upatstvo: Od 

tg =
a

a
x
y =1, sleduva y = x. Zatoa, to~kata P 

le`i na simetralata na I i III kvadrant. 8. sin 
70o=sin(70o+2360o)=sin(70o4360o), sin(70o)= 
sin(70o3360o). 9. a),g) Mo`no e, b),v) ne e 
mo`no. 10. a) 0, b) 1, v) 0, g) 1, d) 1.  11. a), b), 
|), `) Pozitivni, v), g), d), e) negativni.     

 

II.5. str. 54 
1. a) Negativen, b) pozitiven.  2. a) Pozitiven,  

b) negativen. 3. a) Negativen, b) pozitiven. 4. 

a)+,+,+, b)+, , , v) ,+,. 5. a) ,,+, b) +,,. 6. 

a),b),v) +, g) . 7. a) Vo I i III kvadrant, b) vo II i 
IV kvadrant. 8. a) Vo II i IV kvadrant, b) vo I i II 
kvadrant, v) vo II i III, g) I i III kvadrant. 9. a) Na 
cos i ctg, b) na tg i ctg. 10. Ne postoi. 11. a) 

2
1 ; b) 

4
2 ; v) 2. 12. a) 4; b) 

2
1 . 13. a) 

3
35 , b) 3 3 1. 

14. a) 32  , b) 2. 15. a) 2, b) 32  . 16. a) 

)13(
4
3  , b) 

2
1 . 17. a) 

4
31 , b) 

2
1 . 18. 5. 19. a) 

0, b) a. 20. (ab)2. 21. a) )332(2  , b) 
3
2 . 22. a),b), 

v) to~ni se.      
 

II.6. str. 57 

1. k (kZ). 7. a) Upatstvo: Dropkata na des-
nata strana mno`i ja so cos2, b) 





tgctg  
1
cos

1
sin  = 







sincos
cos

cossin
sin 22

  =  cossin
1
 . 9.a) (1sin+cos)2 

= 1+sin2+cos2 2sin+2cos2sincos = 
2(1sin+cossincos) = 2(1sin)(1+cos), b) se 
doka`uva analogno. 10. Upatstvo: Koristi deka 
sin3+cos3=(sin+cos)(sin2sincos+cos2) = 

(sin+cos)(1sincos). 11. cos=
17
8 , tg=

8
15 , 

ctg=
15
8 . 12. 

41
9sin  , tg

40
9 , ctg

9
40 . 13. 

3
22sin  , 

3
1cos  , ctg

4
2 . 14. tg=

144
17 , 

145
17sin  , 

145
144cos  . 15. 

10
3 . 16. 

ab
ba 22 . 17. a) 

ba
ab
 2sin , tg

ba
ab
 2 , ctg

ab
ba

2
 , b) 

1

1
2

2
sin




a

a , ctg=a, 
1

1
2

2
cos




a

aa . 18. 

1
1cos 


n
n ,tg

1
2


n
n ,ctg

n
nn

2
)1(  . 19.

229
221sin  , 

229
60cos  . 20. 2. 21. cos4. 22. 

12
5 . 

 

II.7. str. 62 

1. ctg140o. 2. ctg
3
 . 3. tg

8
5 . 4. 

8
3sin  . 5. a) 

tg
5

2 , b) ctg
10
 . 6. tg

8
 . 7. a) tg

15
7 , b)  ctg

30
 . 8. 

cos83o=sin7o, tg72o=ctg18o. 9. a) –sin10o, b) sin20o, 

v) tg30o=
3
3 . 11. cos . 12. 

2
2 , 

2
1 , 

2
3 , 

3
3 , 

3 . 13. a) 9, b) 1. 14. 
6
5 . 15. a) sin35o, b) –tg45o= 

1, v) cos
5

2 . 17. tg.  
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II.8. str. 65 

1. 0,9, 0,3. 2. a) 1,4; b) 1,3. 3. a) 0,8; b) 0,3. 
8. sin125o0,8; cos125o0,6; tg125o1,4; ctg125o 

0,7. 9. sin220o0,6; cos220o0,8; ctg220o1; 
tg220o0,8.     

 

II.9. str. 68 

2. a),b) Neparna. 3. sin
2
1

6
 . 4. a) sin31o, b) 

cos50o, v) tg58o, g) –ctg60o=
3
3 . 5. a) To~no, 

b),v) neto~no. 6. a) 1, b) 
4
6 , v) 0. 7. a) 2cos , 

b) 2ctgsin. 8. tg . 9. To~no. 10. a) 1, b) 
2
3 .    

 

II.10. str. 72 
1. a) tg33o> tg18o; b) ctg10o> ctg57o. 2. a) sin120o> 

sin208o; b) 
4

5
4

3 sinsin   . 3. a) Prviot, b) vtori-

ot. 4. a) 
8

9
4

5  tgtg  , b) tg(130o)> tg(160o). 5. a), 

b) Prviot. 6. a) Prviot, b) vtoriot. 7. a) Pozi-
tivna, b) negativna. 8. a),b) Razlikata e pozi-
tivna. 9. a) sin215o<sin28o<cos324o<sin125o<cos14o; 
b) ctg152o<tg19o<ctg45o<tg52o<tg256o. 10. a) Pozi-
tiven; b) Upatstvo: Ako ),(

24
  , toga{ e 

tg>1, odnosno 1tg<0, pa }e bide .0
1

sin1 





tg
  

 

II.11. str. 80  

2. a) Znak , b) Upatstvo: Bidej}i  26
2

3  , 

zatoa agolot 6 rad. e vo IV kvadrant, pa sin6<0. 5. 

a) , b) Bidej}i 
2

3   , zatoa sin(3)<0. 6. 

a),b) Prviot. 8. a) Pozitiven, b) negativen. 13. 

a) x=
2
 , b) x=, v) x=

6
 i x=

6
5 , g) x=

4
  i x=

4
5 . 

14. a) 
212

5  kx  , kZ; b)
312
 kx  , kZ. 

 
 

II.12. str. 85 

17. a) D=R, b) x ],[
44

  kk  , v) 

x )2,2(
22

  kk  . 18. a) , b) 2, v) 
2
 .    

 
 

II.13. str. 89 

3. )13(75sin
4
2 o , )13(75cos

4
2 o , 

tg 3275 o , ctg 3275 o . 4. 

)13(15sin
4
2 o , )13(15cos

4
2 o , 

tg 3215 o , ctg 3215 o . 5. )27(
10

3  . 6. 

15
)421(2)sin(   , 

15
2421)cos(   . 7. 

3
1 . 8. a) sin(++) = sincoscos + cossincos 

+ coscossin  sinsinsin; b) cos(++) = 
coscoscos  sinsincos  sincossin  

cossinsin. 9. 
40
1)62127937(  . 10. 

60
1)106383021(  . 11. sin2. 12. a), b) 

To~ni se. 15. tg
2
1 . 16. cos. 17. a) 

sin(14o+16o)=sin30o=
2
1 , b) cos(50o+10o)=cos60o=

2
1 , 

v) tg(70o10o)= 3 , g) ctg(25o+20o)=1. 18. sin(+)= 

sincos+cossin=2sincos. 19. a) 

1cossin
2

2
2

2   ; b) tg
2

2

cos

sin

2 


  , va`at.   

 

II.14. str. 91 

1. 
2

2cos1sin   , ctg 


2cos1
2cos1


 . 2. 

625
3362sin  , 

625
5272cos  . 3. a) sin215o = sin30o 

=
2
1 ; b) cos2

8
 =

2
2

4
cos  . 4. a) 250sin

25sin o
= 

oo

o

25cos25sin2
25sin


= o25cos2
1 , b) o42cos2

1 , v) o27cos2
1 . 5. 

2
cos2
1)( xxf  . 6. 

13
)13(22sin  , 

13
320372sin  , 

ctg 2=
4

23317  . 7. cos3=4cos3  3cos. 8. Za 

  k
4

, kZ. 9. Ne mo`e. 10. 
16
1 . 11. a) cos2, 

b) cos2, v) cos4. 12. Upatstvo: Pomno`i so 

o

o

20sin2
20sin2 , potoa vo broitelot koristi deka 

2sin20ocos20o=sin40o. 13. Upatstvo: Zameni  
sin(45o) = cos[90o(45o)] = cos(45o+).    14. 

10
10

2
sin  , 

10
103

2
cos  , tg

3
1

2
 . 15. 

2
3

2
sin  , 

2
1

2
cos  , tg 3

2
 . 16. )32(15sin

2
1 o ; 

)32(15cos
2
1 o . 17. a) 

42
1

88
sincossin    

4
2 ; b) 

2
3 . 18. a) sin15ocos75o=(sin15o)2=

4
32 ; 

b) oo 72cos36cos   = o

oo

36sin2
72cos362sin


  = o

o

36sin4
144sin


 = 

4
1

36sin4
36sin 

 o

o
. 19. –(cos + sin). 20. a) ctg240o; b) 

2
2cos4  .   
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II.15. str. 94 

1. Upatstvo: Zameni )sin(cos
2

   , a potoa 

primeni ja formulata za zbir na dva sinusa. 2. 

)9cos(
2
2

2
1 o . 3. a) 1, b) 

4
1 . 4. Upatstvo: a) 

Zameni 
2

sin1  ; b) zameni 1+
2

2cos2cos    i 

22
cossin2sin   . Odg. a) )(sin2

24
2   ; b) 

)cos(cos22
242
  .  5. a) 2sin27ocos9o, b) 

80
17

80
7 cossin2   .   6. a), b) To~ni se.   7. 

)45cos(

)45(cos2
2

2








o

o

. 8. sin2(1+2cos). 9. 
4
1 [sin(++) + 

sin(+) + sin(+) + sin()]. 10. Dokaz. 

tg 



cos

sin1
cos

1  =
)sin(

)cos(1

2

2











= 

)cos()sin(2

)(cos2

2424

24
2








= 

ctg )(
24
  . 12. Upatstvo: Grupiraj (tg9o + tg81o)  

(tg27o +tg63o) … = 4.  
 
 

II.16. str. 98  

1. a) xo = 4
 , x1 = 4

3 ; b) xo = x1 = 2
 ;  v) xo = 

2
 , 

2
3

1
x . 2. a) xo = 4

 , x1 = 
4
 ; b) xo = 3

 , x1 = 
3
 . 

11. a) xo = 6
 , x1 = 6

5 ; b) xo = 4
 , x1 = 

4
 . 12. a) x 

=
3
 ; b) x =

4
 . 

 
 

II.17. str. 102 

1. a) x = (1)n
4
 +n; b) x=(1)n arcsin

3
2 +n, (nZ). 

2. a) x = 
3
k ; b) x = 

2
 +2k. 3. x = 

2
k . 4. x = 25o+ 

k180o. 5. a) Upatstvo: tg 50o zameni go so ctg 40o. 

Odg. x = 
6
 +k; b) x = 

3
2 +2k. 6. a) x = 

6
 +k; b) 

x = arccos
4
3 +2k  41o24’ +k360o. 7. a) x = (1)n 

arcsin
5
3 +n; b) x = 

6
5 +2k. 8. a) x = 

6
 +k; b) x = 

3
 +k. 9. a) x = 

3
 +2k, x = 20o +(2k+1); b) x = 

35o+2k180o, x = 65o+(2k+1)180o. 10. a) x = 
4
 +k; 

b) x = 145o+k180o. 11. Upatstvo: sin 2x = 0  2sin 
xcos x = 0  sin x=0  cos x=0. 12. a) Nema, 
bidej}i sinx i cosx za ista vrednost na x ne 
mo`at da dobijat vrednost 1, b) ima, v) ima. 13. 

a) Nema, b), v) ima. 14. x = 2k, x=
4
1arccos +2k. 

 
 

 

II.18. str. 105 

1. a) x =
2
 +2k; b) x = arctg 4+k; x =

4
 +k. 2. a) x 

=
3
 +2k; b) x = arctg

2
3 +k, x =

4
 +k. 3. a) x 

=
6
 +2k, x =

3
4 +(2k+1); b) x =

4
 +2k. 4. a) x = 

2k; b) x = 58o17’+k, x = 31o43’+k. 5. a) x 

=
2
 +2k; b) x =

2
 +2k. 6. a) x =

6
 +2k, x 

=
6

5 +2k; b) x =
6
 +2k. 7. a) x =

3
2 +2k, x = 2k; 

b) x =
3

2 +4k, x = +2k. 8. a) x =
6
 +2k,  x = 

6
5  

+2k, x = 19o28’+2k, x =160o32’+2k; b) x =
2

3  

+2k, x = 48o36’+2k,  x = 131o24’+2k. 9. a) x = k; 
b) x =

2
 +2k. 10. a) x = 2k; b) x = 53o7’+2k, x = 

6o53’+(2k+1). 11. a) x =
2
 +2k, x = 61o56’+2k; b) 

x = 8o4’+2k180o, x = 104o34’+2k180o. 12. a) x = 

36o52’+2k180o, x = 157o22’+2k180o; b) x =
2
 +k, x 

= 18o26’+k. 13. a) x = 43o36’+2k180o, x = 126o52’+ 
2k180o; b) x = 16o36’+2k60o, x = 5o52’+(2k+1) 180o. 
14. a) x = 50o26’+2k180o, x = 18o36’+2k180o, b) 
nema re{enie. 15. x =

2
 +2k, x = k.  

 

II.19. str. 107 

1. x =
2
 +2k. 2. a) x =

3
2 +2k, x = 2k, b) x = k. 

3. a) x =
6
 +

3
k , x =

2
 +1+k;  b) x =

2
 +k, x = k. 4. 

a) x =
6

5 +k, x =
12
5 +

2
k ; b) x = k. 5. a) x = k, x 

=
6
 +k; b) x =

4
 +k. 6. a) x =

3
 +2k, x = k; b) x 

=
4
 +k. 7. a) x=

3
 +2k, x=

4
 +k; b) x =

6
 + 

2k, x =
6

5 +2k. 8. a) x =
3
 +2k, x =

4
 +

2
k ; b) 

x =
4
 +

2
k . 9. x =

2
 +2k, x =

4
 +k. 10. x =

2
3 +2k, 

x = 2k. 11. a) x = 120o – 15o + 2k, x = – 15o + 2k; 
b) x =

3
2 +2k, x = k. 12. a) x =

2
 +k, b) x 

=
3
 +2k, x = 2k. 13. a) x =

3
)12( k , x =

5
2 k ; b) x 

= 2k, x =
2
 +2k. 14. a) x =

3
4 +2k, x = +2k; b) 

x =
4
 +

2
k .   

II.20. str. 109 

1. 7. 2. Od Ro
c 2
90sin

 , dobivame 
2
cR  . 5. 

.
2cos24sin

2sin


 aa   6. Ne. 
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II.21. str. 111 

1. =59o; a3,7; c6. 2. 59o, b14,8; c14. 3. a) 
26o14’; 108o46’; a11,8; b) nema re{enie. 4. 
a) =50o45’; a=9,7; c=9,2; b) 13o ; a2,5; b9,4. 5. 

a) 36o20’; b=9,7; c=18,4;  b) 79o15’; a10,9; 
c13,6. 6. a) c10,2; 49o20’; 55o10’; b) nema 
re{enie. 7. a) c18,3; 68o24’; 71o6’; b) a13,8; 
93o35’; 49o10’. 8. =60o; c26; a22,3; b28,5. 9. 
To~no e. 10. =40o; b=11,4.    

 

II.22. str. 113 

1. a) 4,10AC ; b) 2,21AC . 3. 5AD . 4. 

Upatstvo: Od kosinusnata teorema izrazi go 
cos preku a, b i c. 5. 92 m. 6. 25o12’30’’. 7. a) 
117o17’; b) =180o. Triagolnikot ne postoi, 
bidej}i a=b+c.   

 

II.23. str. 115 

1. a) a=9,9; =66o22’; =44o38’; b) b=16,3; 
=51o41’; =69o49’. 2. c80. 3. =34o46’; =51o39’; 
=93o35’. 4. =40o; =71o54’; =68o6’. 5. a) 
=37o20’; =70o40’; c=7,1; b) b=15,1;  =51o; =75o. 
6. a) a0; =73o50’; =71o10’; b) b=3,8; =78o30’; 
=41o30’. 7. a) =71o53’;  =26o47’; =81o20’; b) 
=36o46’; =85o54’; =57o20’. 8. a) =82o50’; 
=41o24’; =55o46’;  b)    =67o23’; =22o37’; =90o. 
9. 2 pati. 10. .82,0

sin
sin  


c
a  11. =53o40’.    12. 

a=2. 13. b=c 8,2. 14. Najmal agol e , a najmala 
strana e b=8,2.  

 

II.24. str. 117 

2. 15,13. 3. 142,76. 4. 366,15. 5. 134,78. 6. a) 
45,8; b) 15,59. 7. a) 40,72; b) 3598,5. 8. 123,24; b) 
64,226. 9. Upatstvo: Prvo re{i go triagolnikot. 
Odg. a) 65,9; b) 3750. 10. P=absin . 11. Dokaz: 

P= oab 120sin
2
1  =

4
3

2
3

2
1 abab  . 12. 

4
32aP  .    

 

II.25. str. 118  

1. sin2
2
1  dP , ).cos(sin2

22
  dL   

2. P=166,26; V=121,7. 3. F=90 N. 4. R30N. 7. 

d1=6,13; P120. 8. 
s
hh 21sin  , =. 10. 

)(sin2

sinsin))(2(
2

22





 babaV . 11. V35,64. 12. 

)30cos()30cos(
223

34   ooRl . 13. 0,29107 

N. 14. 1o26’. 15. 29,3N. 16. mCD 24,99 .    17. 




cossin
)sin(


 hx .   

II. Zada~i za povtoruvawe i utvrduvawe - str. 121 
1. 864o. 2. II i IV kvadrant. 3. a) 2 i 0; b) 2 i 0; v) 
2 i 4. 4. a) 

2sin
1 ,  k , kZ; b) cos, D=R. 

5. 
21

sin
n

n


 , 

21

1cos
n

 . 6. a2+b2. 10. 

Upatstvo: Trigonometriskite funkcii od agli 
pogolemi od 45o svedi gi na trigonometriski 

funkcii od agli pomali od 45o. Odg. a) 
2
5 ; b) 1. 

11. Dokaz: So sobirawe i odzemawe na dadenite 
ravenstva, dobivame m+n=2tg i mn=2sin. 

Ottuka 
nm
nm

tg 
 


2
sin2cos . 12. Upatstvo: Doka-

`i deka sin(+)=1, ili cos(+)=1. 13. a) tg, b) 

3
3 . 15. Upatstvo: 0

244
  . Odg. a) 

2
1 c , b) 

2
1 c . 16. a) sin(55o10o) = sin45o=

2
2 ; 

b) cos(42o12o)=cos30o=
2
3 . 21. 

)45(cos2

)45cos(

2
2 




o

o

. 22. a) 

x = 
3
 +2k; b) x = 

36
 k , x = k. 23. a) x=

4
 + k, 

x = 
2
 +2k, x = 2k; b) x = 

4
 +k, x = k. 24. a) x = 

4
 +k, x = k; b) x = 

4
 +k, x = 2k. 25. a) x = 

2
 +k; b) x = 

3
2 +2k, x = k. 26. a) x = 23o32’ 

+k180o, x =66o28’+k180o; b) x=
2
 +k, x= 19o28’+ 

k360o, x = 160o32’+ k360o. 27. a) x = 
4
 +k ; b) x = 

2
 +k, x=

24
 k . 28. a) x=

2
 +2k ;  b) x = 70o32’ 

+2k180o. 29. a) x = 
3
 +k ; b) x = 

3
 +2k, x = 

2
k . 30. 15o, 75o. 31. oR

36sin2
9  7,7 cm. 32. 

21 sin2  ad , 
22 cos2  ad . 35.  = 62o25’. 36. R 

= 9,5. 37. r = 2,7; R = 7,5. 38. P = 45. 39.  594 m. 40. 

sin
bh

a  , sin
ah

b  . 41. Po 19 minuti i 12 sekundi.  
 

II. Zada~i za samokontrola str. 125  

1. a) 5o; b) 100o; v) 150o. 2. a) II i III kvadrant; b) 
III i IV kvadrant. 4. Upatstvo: Doka`i deka 
tg(+)=1. 6. a) x = 

6
 +2k, x = 

2
k , x = 

6
5 +2k; b) 

x = 
6
 +k, x =  k. 7. 55   . 8. R  3,4. 9. 

a) Tapoagolen, b), v) ostroagolen. 10. P = 242,21.  
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Tema III - Elementi od kombinatorika i 
verojatnost  

 

III.1. str. 131 

1. a) Za 1n  imame 211 , t.e. ravenstvoto va-
`i. Neka pretpostavime deka za kn   va`i 

2)12(...31 kk  . Toga{ za 1 kn  imame 
22 )1(12)12()12(...31  kkkkk , pa 

od PMI zaklu~uvame deka ravenstvoto va`i za 
sekoj n N. |) Za 1n  imame 

212
21

4
3

4
11 

 , 

t.e. ravenstvoto va`i. Neka pretpostavime de-
ka za kn  va`i 

22
2

)1(
1

9
1

4
1 )1(...)1)(1( 2 





k

k
k

.  

Toga{, za 1 kn  imame  

2)1(2
2)1(

)2(2
3

)2(

)3)(1(
22

2

)2(
1

22
2

)2(
1

)1(
1

4
1

2

222 )1()1)(1(...)1(






















k
k

k
k

k

kk
k

k

kk
k

kk
 

pa od PMI zaklu~uvame deka ravenstvoto va`i za 

sekoj n N. 2. v) Za 1n  imame 1331211 11211    
i ovoj broj se deli so 133. Neka pretpostavime de-

ka tvrdeweto va`i za kn   t.e )1211(|133 121   kk  

{to zna~i Mkk 1331211 121   . Toga{ za 1 kn  
imame  

)12(13312133133

12133)1211(111211
1212

121211)1(211








kk

kkkkk

MM
 

pa od PMI sleduva deka tvdeweto va`i za sekoj 

n N. 3. Jasno 
4

cos22   t.e. tvdeweto za`i 

za 1n . Neka pretpostavime deka tvrdeweto 

va`i za kn  , t.e. 12
cos22...22  k

k


  

koreni  

. 

Toga{ za 1 kn  imame  

221

1

22

2

2

2
1

cos2cos22)cos1(2

cos222...222...22










kkk

k

kk




  

koreni  koreni   

pa od PMI sleduva deka tvrdeweto va`i za se-
koj n N. 4. Upatstvo. Iskoristi deka  

)(...

...

1
1

43
1

33
1

23
1

13
1

1
1

43
1

2
1









kkkkkk

kk  

)(1
33

2
43

1
23

1
 

kkk
. 6. Za 4n  imame 

421624!4  , t.e. tvrdeweto va`i. Neka pret-
postavime deka tvrdeweto va`i za kn  , t.e. 

deka kk 2! . Toga{ za 1 kn  imame  )!1(k  
12)1(2!)1(  kk kkk , pa od PMI sleduva 

deka tvrdeweto va`i za sekoj 3n .  
 

III.2. str. 135 

1. 6n . 2. Od ravenkata 1680)3)(2)(1(  nnnn  

dobivame 1680)23)(3( 22  nnnn  i so smena-

ta tnn 32  dobivame 0168022  tt . Od ov-
de 40t  i 42t , pa e 8n . 3. a) 9n , b) 

57n , v) 10n . 4. 15n . 6. 4805
6 V .  

 

III.3. str. 139 

1. !1212 P . 2. !33 P   3. !322 3 P   4. Od ravenka-

ta 30:1: 2 nn PP  dobivame 30)2)(1(  nn  i 
nao|ame 4n . 5. 6n . 6. a) 120!5  , b) 2880!5!4   
7. a) 31n , b) 11n , v) 8n . 8. 20n , 

114017
20

17  CCn . 9. 3,6  kn . 10. 
2

)1(2  nn
nC . 

13. Zaedno so stranite imame 2m  horizontal-
ni i 2n  vertikalni pravi. Sekoi dve hori-
zontalni pravi opredeluvaat eden pravoaglnik. 
Brojot na pravoagolnicite opredelen so hori-

zontalnite pravi e 2
mC . Bidej}i za sekoj pravo-

agolnik opredelen so par horizontalni pravi 

imame 2
nC  pravoagolnici opredeleni so verti-

kalnite pravi dobivame deka vkupniot broj 

pravoagolnici e ednakov na 2
nC 2

mC . 14. Bara-

niot broj kru`nici e 15613
5

3
11 CC .  
 

III.4. str. 142 

1. 
!4!3!2

!94,3,2
9 P . 2. 

!3!2!2!2!1
!103,2,2,2,1

10 P . 3.a) 280
!4!3

!8   

b) 186
!2!5

!8  , v) 56
!3!5

!8  . 5. 90120210
!3
!6

!4
!7  . 

6. 15
!2!4

!64
143 C . 8. k

nkC 1 .  
 

III.5. str. 14 

2. a) 0,88584 b) 85,76666  v) 1,03043. 3. Od 1052 nC  

nao|ame 15n  i 3312

3
112

1513 455)9()(  xxCT
x

. 

4. Od kkk
k aaCT 
  123 2

4
3

3
2

121 )()(  dobivame 
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7
3

)12(2
2

 kk , pa zatoa 6k  i baraniot ~len e 

sedmiot. 5. Mo`at da stignat site vo razli~ni 
vremiwa, mo`at da stignat dvajca zaedno i ostana-
tite vo razli~no vreme, trojca zaedno i ostanatite 
vo razli~no vreme ..., vo grupi po dvajca, po trojca 

itn. Vkupniot broj mo`nosti e  n
nnn CCC ...21  

12 n . 6. Da gi razgledame identitetite  
n
n

n
n

n
n

nn CxCxCxx   ...)1( 2211  i 

nn
nnn

n xCxCxCx  ...1)1( 221 . 

Proizvodot na dvete ravenstva na levata stra-

na dava nx 2)1(   i ako se razvie po binomnata 

formula koeficientot pred nx  e ednakov na 
n
nC2 . Vo proizvodot na desnata strana koefici-

entot pred nx  e ednakov na  
2222121 )(...)()()( n

nnnn CCCC  . 

Spored toa,  
n
n

n
nnnn CCCCC 2

2222121 )(...)()()(  .  

7. Da go razgledame op{tiot ~len 42
100

321

kk

kT


 . 

Za pk 4 , p  e priroden broj i 100,...,1,0k  ~le-
not }e bide racionalen. Lesno se gleda deka brojot 
na takvi ~lenovi e 26.  

 

III.7. str. 154 

1. PP1, PP2, PP3, PP4, PP5, PP6, PG1, PG2, PG3, PG4, 
PG5, PG6, GP1, GP2, GP3, GP4, GP5, GP6, GG1, GG2, 
GG3, GG4, GG5, GG6. 2. Toa e mno`estvoto od vari-
jaciite so povtoruvawe od elementite 1, 2, 3, 4, 5, 6 

od klasa n  i nivniot broj e n6 . 3. a) Toa e mno-
`estvoto varijacii so povtoruvawe od elemntite 

n,...,3,2,1  od klasa k . b) Toa e mno`estvoto vari-
jacii bez povtoruvawe od elemntite n,...,3,2,1  od 
klasa k . v) Toa e mno`estvoto kombinacii kombi-
nacii bez povtoruvawe od elemntite n,...,3,2,1  od 
klasa k . g) Toa e mno`estvoto kombinacii so 
povtoruvawe od elemntite n,...,3,2,1  od klasa k . 4. 
a) 55, 56, 65, 66.    b) 16, 26, 36, 46, 56, 66, 61, 62, 63, 64, 
65.    v) 15, 16, 61, 51, 24, 25, 26, 62, 52, 42, 33, 34, 35, 36, 
63, 53, 43, 44, 45, 46, 64, 54, 55, 56, 65, 66. 5. PPG, PPP, 
GGP, GGG, PG1, PG2, PG3, PG4, PG5, PG6, GP1, GP2, 
GP3, GP4, GP5, GP6. Za nastanot A imame A={PPG, 
PPP, GGP, GGG}.  

 

III.8. str. 158 

1. a) 
3
1

6
2 p , b) 

2
1

6
3 p . 2. Brojot na mo`nite 

lementarni nastani e 36n , a dodeka brojot na 

povolnite nastani e 5m . Zna~i 
36
5)( AP . 3. 

Prostorot elementarni nastani e mno`estvoto 
kombinacii bez povtoruvawe od 18873   ele-

menti od klasa 2  i nivniot broj e 1532
18  Cn . 

Beloto top~e mo`e da se izvle~e na 1
3C  na~ini, a 

crvenoto na 1
7C , pa zatoa brojot na povolnite 

elementarni nastani e 211
7

1
3  CCm . Kone~no, 

51
7

153
21)( AP . 4. Brojot na site mo`nite nastani 

e 
!3!4!5

!12n , a brojot na pvolnite nastani za barani-

ot nastan A  e 
!3!4!2

!9m . Zna~i, baranata verojat-

nost e 
22
1)( AP . 5. Brojot na povolnite elemen-

tarni nastani e q
b

p
a CC , a brojot na site mo`ni 

elementarni nastani e qp
baC 

 . Zna~i, qp
ba

q
b

p
a

C

CC
AP 



)( .  

6. 10
32

1
8

3
8

4
8

2
8)(

C

CCCC
AP  . 7. Bidej}i imame 34 u~enici i 

sekoj mo`e da bide roden vo eden od 365 denovi od 
godinata dobivame deka brojot na site elementar-

ni nastani e 3434
365 365Vn . Od druga strana, 

brojot na elementarnite nastani kaj koi site 
u~enici se rodeni vo rali~en den, t.e. brojot na 

nepovolnite nastani e 34
365V  pa zatoa, vo slu~ajot, 

brojot na site povolni nastani e 34
365

34
365 VVm  . 

Kone~no, baranata verojatnost e 34
365

34
3651

V

V
n
mp  . 

8. Brojot na mo`nite rasporedi na pismata e !n . 
Za sekoj },...,2,1{ nk   so kA  da go ozna~ime nasta-

not deka k toto pismo stignuva na vistinskata 
adresa. Brojot na povolnite nastani deka niedno 
pismo nema da stigne na vistinskata adresa e 

|...|! 21 nAAAn  . Bidej}i brojot na raspo-
redite, kaj koi  fiksirani j  pisma stignuvat na 
vistinskata adresa e ednakov na vistinskata 
adresa e ednakov na )!( jn   dobivame deka brojot 
na povolnite nastani e ednakov na  

n
n

n
nn CnCnCnm )1(...)!2()!1(! 21  , 
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pa zatoa baranata verojatnost  e ednakva na  

.)1(...

)1(...1

!
1

!3
1

!2
1

!
1

!3
1

!2
1

!1
1

!

n
n

n
n

n
m




 

 

III.9. str. 161 

1. ABABAABBB  )(  i nastanite AB  

i AB  se disjunktni, pa zatoa  

59,0)()()()(  ABPABPABABPBP . 

2. Imame 6
30Cn  .  

    a) 3
18

3
12CCmA  ,  pa e 6

30

3
18

3
12)(
C

CC
n

mAAP  .  

    b) Nastanot B  }e se pojavi ako se izberat 5 ili 

u~enici i 6
12

1
18

5
12

0
18

6
12

1
18

5
12 CCCCCCCmB  . 

Spored toa, 6
30

6
12

1
18

5
12)(

C

CCC
n

mBBP
 .  

    v) 6
18CmC  , pa e 6

30

6
18)(

C

C
n

mCCP  . 

3. Imame 1
12 pp k

k
 , 6,5,4,3,2k  i kako  

6543211 pppppp   

dobivame  

11 63)32168421(1 pp   t.e. 
63
1

1 p . 

a) 
3
1

63
1641)(  AP ,  b) 

7
4

63
324)(  BP .  

4. Bidej}i imame 6 tatkovci, {est majki i 18 deca, 
dobivame deka brojot na site mo`ni elementarni 
nastani e 6481866 n . Od druga strana za 
sekoj bra~en par imame tri povolni elementarni 
nastani (od tri deca treba da se izbere edno) i 
kako imame 6 bra~ni parovi dobivame deka brojot 
na site povolni elementarni nastani e 

1836 m . Kone~no, 
36
1

648
18)( 

n
mAP .  

5. a) 10
250

8
240

2
10)(
C

CC
AP  ,  b) 10

250

10
240

0
10)(
C

CC
CP   

    b) 10
250

0
240

10
10

5
240

5
10

6
240

4
10 ...

)(
C

CCCCCC
BP

 .  

6. Jasno brojot na site elementarni nastani e 

2762
24  Cn . So A  da go ozna~ime nastanot: iz-

vle~enite top~iwa se `olti. Toga{, 212
7  Cm , 

pa zatoa 
276
21)( AP . Kone~no, za sprotivniot 

nastan: izvle~enite top~iwa ne se i dvete `olti 
dobivame 

92
85

276
21276)(1)(  APAP .  

7. 85,035,02,15,07,05,07,0 p  
 

III.10. str. 161 

1. Ako ozna~ime AMx  , toga{ prostorot ele-
mentarni nastani e }120|{  xx . Se bara ve-
rojatnosta na nastanot  

}96|{}8136,120|{ 2  xxxxxA . 

Od 12)( m  i 3)( Am  dobivame deka  

4
1

)(
)()(  

Am
mAP .  

2. Ako ozna~ime AMx   , toga{ }0|{ lxx   

lm )(  i }||,0|{
2

axlxxA l  . Za 0a  

imame A , pa e 0)( AP . Za 
2

0 la   imame 

}|{
22

axaxA ll  , aaaAm ll 2)(
22

 , 

pa e 
l
aAP 2)(  . Za 

2
la   imame A  i 1)( AP . 

3. Neka delbenite to~ki se M  i N , redosledno i 

neka AMx   i ANy  . Toga{ prostorot ele-

mentarni nastani e }0|),{( lyxyx   i 

2

2
)( lm  . Bidej}i  

AMx  , xyMN   i ylNB   

nastanot A  se realizira koga zbirot na koi bilo 
dve strani e pogolem od tretata i apsolutnata 
vrednost od razlikata na koi bilo dve strani e 
pomala od tretata strana, pa zatoa  

},,,0|),{(
222
lll xyxylyxyxA   

od kade 2
22

1 )()( lAm  , pa zatoa 
4
1

)(
)()(  

Am
mAP .  

4. Prostorot elementarni nastani se site 
to~ki od krugot se radius R , pa zatoa 

2)( Rm  . Za nastanot A  imame 
4

33 2
)( RAm  , 

pa zatoa 4
33)( AP .  

 

Zada~i za povtoruvawe i utvrduvawe str. 164 

1. d) Imame 
)112(2

)11(1
3
1

31
12




  , t.e. ravenstvoto va-

`i za 1n . Neka pretspostavime deka ravenst-
voto va`i za kn  , t.e. deka  
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)12(2
)1(

)12()12(75
3

53
2

31
1 2222

... 


 
k

kk
kk

k . 

Za 1 kn  dobivame  

,

][

...

)32(2
)2)(1(

)32(2
)12)(2(

12
1

32
1

212
1

)32()12(
)1(

)12(2
)1(

)32()12(
)1(

)12()12(53
2

31
1

2

2222

































k
kk

k
kk

k
k

k
kk

k
k

kk
k

k
kk

kk
k

kk
k

 

i od PMI sleduva deka tvrdeweto va`i za sekoj 
n N.  

3. Od 2532   sleduva 25 52  , t.e. tvrdeweto va`i 

za 1n . Neka pretpostavime deka 22 kk  . Za 

1 kn , od 5k  sleduva 1252  kkk pa zatoa 
2221 )1(122222  kkkkkk  i od PMI 

sleduva deka tvrdeweto va`i za sekoj 5n .  

4. Za 2n  neravenstvoto va`i. Neka pretpostavi-

me deka za kn   va`i kkk qpqp )(  . 

Toga{, za 1 kn  imame  

1

11

)(

)(











k

kkkk

kkkk

qp

qpqpqpqqpp

qqppqp

 

i od PMI sleduva deka tvrdeweto va`i za sekoj 
5n . 

7. a) )!1( mn , b) !)!1( mmn  . 8. Ako top~iwata 
gi numerirame so 1, 2, 3, 4, 5 -beli, 6, 7, 8, 9, 10- sini, 
11, 12, 13, 14, 15- crveni i 16, 17, 18, 19, 20- crni i gi 
grupirame na sledniov na~in: 1,6,11,16, 2,7,12,17, 
3,8,13,18, 4,9,14,19, 5,10,15,20, dobivame deka brojot 
na mo`nite rasporeduvawa e 207360000!5!5!5!5   
na~ini (zo{to?). 9. 96!4!5  . 11. 20n . 12. 22n  

13. 125533
5 V . 14. 17n . 15. 2,5  mn  16. 

6,15  kn . 17. 662
12 C . 18. 2203

12 C . 19. Zbi-

rot na koeficientite se dobiva za 1x  i zatoa a) 

1024210  , b) 0. 20. 48
18 1287 
  xaT  21. Toa e 11-

ot ~le i 10
11 3003aT  . 22. Samo sedmiot ~len e 

racionalen i toj e 56
107 xCT  . 23. 2214

2415 23CT  . 

24. 02,0)(
10000

200 AP . 25. 
99
14)( AP . 26. a) 

12
1 , b) 

9
5 . 30. 8,0)( AP . 31. a) 

520
1 , b) 

1240
1 . 32. Imame 

2)( Rm   i 22)( RAm   i 
2)( AP . 33. Ako oz-

na~ime AMx   i ANy  , toga{  

},0|),{( lyxyx   i 2)( lm  . 

Se bara verojatnosta na nastanot  

}0|),{( lyxyxA  ,  

Sega 2
2
1)( lAm  , pa zatoa 

2
1)( AP .  

34. Ako ozna~ime AMx   i ANy  , toga{ pro-
storot elementarni nastani e  

},0|),{( lyxyx   i 2)( lm  . 

Se bara verojatnosta na nastanot  

}||,,0|),{( yxylyxyxB  . 

Imame 2
4
3

22
1 )()( lllBm l  , pa zatoa 

4
3)( BP .  

35. Prostorot elementarni nastani e kocka so 
strana 1, {to zna~i 1)( m . Ponatamu, nastanot 
A   e osmina od topka so radius 1, pa zatoa 


6
1

3
4

8
1)( Am . Kone~no, 

6
1)( Am .  

 

Tema IV. Analiti~ka geometrija vo ramnina 
 

IV.1. str. 172 

1. );2,3(OA );4,3(OB );3,0(OC );3,5( OD  

);0,4(OE );4,1( OF ).2,4( OM  

2. ;23 jiOA   ;43 jiOB   ;3 jOC    

;35 jiOD  ;4iOE  ;4 jiOF   .24 jiOM   

4. ;4 jiOM  ;3 jON  .23 jiOR    

5. );3,2( OA  );1,3(OB  ).4,4( OC  6. a) x=2, 

y=2; b) x= 3, y=7. 7. a) x=2, y=2; b) x=
3
8 , y= .

3
7  8. 

a) ;3|| OM  b) .4|| OM  
 

IV.2. str. 175 

1. jiMMa 45)4,5(21  . 2. CD =(1,7). 3. 

a)  cba  =(5,3); b) ca  =(1,5). 4. a) ba  = 

(5,2); b) cb  =(6,1). 5. a) ji 112  , b) ji 133  , 

v) ji
2
29

2
7  . 6. a =(2,7). 7.A2(4,6). 8. )5,(

4
7

1 B . 

9. a) cba  = ji
2
33  ; b) ba  = ji

4
15  ; v) 

cba  = ji  5 ; g) )( cab  = i9 . 10. a) 
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ba 2 = ji
2
52  ; b) ab

4
3 = ji

4
5

8
21  ; ba 23  = 

ji 4
2
9  . 11. a =(2,3); b =(0,3); c =(3,4); 

d =(2,3); e =(2,2); f =(3,2); g =(2,5); 

k =(3,0); h =(3,3). 12. 5|| a .  
 

IV.3. str. 178 

1. 29PT . 2. L= 403423  . 3. 5|| b . 4. a) 

22AB ; b) 53CD ; v) 2baMN  . 5. a) 

26 + 102 ; b) 3+ 5 + 26 =10,3. 6. )0,(
8
5T . 7. 

).2,(
2
3  10. 5|| a , 5|| b . 11. a) ;5|| AB  b) 

.86,0|| AB 12. a) c =(4,1); 17|| c ; b) d =(2, 5); 

29|| d . 
 

IV.4. str. 179  

1. ),(
2
9

2
5M . 2. A1(1,1); ),1(

2
3

1 B ; ),2(
2
9

1 C . 3. 

M(2,1); S(3,1). 4. A(6,6); 5. A(4,5); B(2,3). 6. 

).3,(
5
3S  7. C(10,6); D(2,10). 8. ,(

3
321 xxx

T


 

)
3

321 yyy 
. 9. T(3,1). 10. 31 AA ; 451 BB ; 

61 CC ; T(3,2). 11. A(3,1); B(0,8). 12. by= 14. 13. 

jiOA 7 ; iOC 5 ; AB =(4,1); BA =(4,1). 14. 

).,( yx aaa    15. iOA 4 ; jiOB 326  ; 

jiOC 344  ; jOD 34 ; jiOE 322  ; 

jiED 322  ; jiCB 322  ; jiBA 322  . 
 

IV.5.1. str. 183 

1. AC: x8y + 30 = 0; BC: 7x – 4y – 50 = 0. 2. B i C 
le`at. 3. a), v) Ne; b), g) da. 4. a) 2x – 7y – 22 = 0; 
b) y = 4. 5. 2x – y + 5 = 0; 2x – 5y – 15 = 0 i 2x + y – 9 
= 0. 6. y = 4; x = 2 i 8x + y–20=0. 7. Vo (2,0) i (0,3). 
 

IV.5.2. str. 186  

1. 5
3
3  xy . 2. a) xy  3 3, b) xy  3 +4. 

4. 
3
2k . 5. xy 

3
2 +2. 6. Vo to~kite (2,0) i (0,3). 

 

IV.5.3. str. 188 
1. AB: 3x – 2y + 8 = 0, BC: 7x + 6y + 8 = 0, AC: 5x + 

2y – 8 = 0. 2. 
2
3k . 3. x + y – 3 = 0. 4. a) 9x – y+5=0, 

b) pravata e paralelna so Oy-oskata i ima 
ravenka x = 2. 5. y = x

3
2 . 6. 10x + 5y = 0, od-

nosno 2x + y =0. 7. x  y + 2 = 0. 8. 4x – 3y – 17 = 0. 
9. x + 3y + 1 = 0. 
 

IV.5.4. str. 189 

1. a) 1
32


yx , odnosno 3x–2y+6=0, b) 1
34
 

yx , 

odnosno 3x–4y+12=0. 2. 1
33
 

yx , t.e. x–y+3=0. 3. 

(4,0), (0,3). 4. a) 1
32
 yx , b) 1

43
 yx , v) 

1
82


yx . 5. 1
46
 yx , 1

46


yx , 1
46
 

yx , 

1
46
 

yx  6. 6P .  
 

IV.5.5. str. 191 

1. a) 0
4
3

2
2

2
2  yx , b) 05

2
3

2
1  yx . 2. 

0
5

3
5

2
5

1  yx , 
5

53

5
3 p , '2663o . 

3. a), v), g) vo normalen vid, b), d) ne se vo nor-

malen vid. 4. 
13

136

13
6 p . 5. Imaat ednakvi 

koeficienti na pravec. 
 

IV.6. str. 193 

1. a)  = 7o7’30”; b)  = 66o48’. 2. 7x + 2y + 33 = 0. 3. 

  = 45o. 4. 38o40’. 5.  = 45o. 6. y = 2. 8. tg=
mn

mn
2

22 . 

9. x – 6y + 41 = 0. 10. 2x + 3y + 5 = 0. 11. 4x – 3y = 0. 
12. 5x – 2y + 23 = 0. 13. x – 7y – 25 = 0. 14. (5,0), 
(0,3). 15. (4,0) i (0, 3). 
 

IV.7. str. 195 

1. ),(
7

15
14
17  . 2. (2,5). 3. a) (3,2); b) (2,3). 4. ),0(

3
5 . 5. 

),(
11
12

55
167 . 6. A(2,6), B(3,1), ),(

7
68

7
69C . 7. 2x – 3y + 

26 = 0. 8. 2x – 2y – 35 = 0. 9. 
2
3k . 10. L = 35,5. 11. 

),(
7
5

11
27  . 12. (2,5), (1, 3), (5, 9), (8, 17).  

 

IV.8. str. 197 

1. 
10

103 . 2. a) 
5

511 ; b) 
5
10 . 3. 

45
4514 . 4. h=

17
1725 . 

5. 
2

27ch , hb=7, ha= 17
857 . 6. r = 3. 

 

IV.9. str. 199 
1. a) (x – 2)2 + (y – 3) 2 = 25; b) x2 + (y – 4) 2; v) (x + 
5)2 + y2 = 25. 2. (x + 2)2 + (y – 3)2 = 3. 3. a) (x – 1)2 + 

(y – 4)2 = 4; b) x2 + (y + 2)2 =
4
1 . 4. a) (x – 3)2 + (y + 

4)2 = 16; b) (x – 3)2 = (y +4)2 = 9. 5. (x – 4)2 + (y – 4)2 
= 16, (x + 4)2 + (y – 4)2 = 16, (x + 4)2 + (y + 4)2 = 16, (x 
– 4)2 + (y + 4)2 = 16. 6. Uslov, kru`nicata da gi 
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dopira dvete koordinatni oski, e: p = q = r, 
C(6, 6), r = 6. 7. x2 + (y – r)2 = r2. 8. a) C(2, 1), r2 = 
2; b) C(0, 3), r = 2; v) C(5,0), r = 1. 9. a) C(3, 5), r 

= 4; b) ),(
5
3

5
4C , r = 2. 10. (x – 15)2 + (y + 15)2 = 

152; (x – 3)2 + (y + 3)2 = 32. 11. x2 + y2 – 3x – 4 = 0.  
 

IV.10. str. 202  
1. Pravata e tangenta na kru`nicata. 2. 

(
2

293 ,
2

297 ); (
2

293 ,
2

297 ). 3. a) Pravata e 

tangenta na kru`nicata; b) pravata e sekanta 
na kru`nicata. 4. (3,0), (2,0), (0,6) i (0,1). 5. 

2
5k . 7. (3, 10), (1,4). 8. a) y = 2x + 5, y = 2x – 5; 

b) 
2
5

2
1  xy , 

2
5

2
1  xy ; v) 

3
55

3
1  xy , 

3
55

3
1  xy . 9. (x3)2+(y+4)2=5. 10. 

3
25

3
4  xy , 

4
25

4
3  xy . 11.  = 60o. 

 

IV.11. str. 205 
1. 3x + 2y = 13. 2. 3x – 4y + 15 = 0. 3. t: 8x – 6y = 100, 
n: 3x + 4y = 0. 4. 3x – 4y = 25. 5. 5x  2y + 40 = 0. 6. t: 
4x – 7y = 65; n: 7x + 4y = 0. 7. t: x +y 7 = 0; n: x – y + 
1 = 0. 8. x = 5 i 3x + 4y – 25 = 0. 9. 4x + 3y + 5 = 0; 
36x – 77y + 245 = 0; = 78o11’. 10. 4x + 3y – 2 = 0; 4x 
+ 3y – 52 = 0. 11. 2x + 3y + 2 = 0. 
 

IV.12. str. 207 
1. 144x2 + 169y2 = 24 336. 2. a) 9x2 + 25y2 = 225; b) 
9x2 + 49y2 = 441. 3. 5x2 + 4y2 = 108. 4. a) 16x2 + 25y2 = 
3 600; b) 25x2 + 169y2 = 4 225. 5. a) 25x2 + 81y2 = 2 
025; b) 16x2 + 25y2 = 1 600. 6. a) 25x2 + 169y2 = 4 
225; b) 3x2 + 8y2 = 48. 7. a) F1(4,0), F2(4,0); b) 

)0,33(1 F , )0,33(2F . 8. a) )0,7(1 F , )0,7(2F ; 

b) F1(8, 0), F2(8, 0). 9. y1 = 5,6. 10. 2x2 + 10y2 = 18. 

11. 
5
2

1 7MF ; 
5
3

2 2MF . 
 

IV.13. str. 211 

2. a) 
5
21 ; b) 

5
3 . 3. a = 2, 3b , 

2
1 , 

F1(1,0), F2(1,0). 4. 
2
1a ,

2
2b ,

2
2 , ),0(

2
1

1 F , 

),0(
2
1

2F . 5. 12x2 + 16y2 = 12 · 16 t.e. 3x2 + 4y2 = 48. 

6. 9x2 + 5y2 = 180. 7. 8x2 + 9y2 = 32. 8. 3x2 + 4y2 = 108. 

9. 5x2 +9y2 = 180. 10. 
3
5 . 11. 0,2 i ),(

37
70

37
48  . 

 

IV.14. str. 213  
1. Pravata  e  tangenta  na  elipsata. 2. Nemaat  

zaedni~ki to~ki. 3. 6,4. 4. a) ),(
7
24

7
6 , ),(

7
24

7
6  ; 

b) (6,0); v) (3, 3), ),(
13
21

13
69 . 5. y = 3 i 12x + 7y + 51 

= 0. 6. 
2
143

2
1  xy . 7. 

2
5 . 8. 9x2 + 25y2 = 225; 

),3(
5

12
1T , ),4(

5
9

2 T . 9. 2
3
2  xy . 10. a2A2+b2B2=C2. 

 

IV.15. str. 215  
1. x–2y = 4. 2. 4x – y – 6 = 0. 3. 3x – 10y = 25. 4. (5,2). 
5. x – y – 5 = 0, x + 4y – 10 = 0. 7. 6x + 7y + 8 = 0.  
 

IV.16. str. 217  
1. a) 2x2 – 3y2 = 18; b) x2– 4y2 = 4. 2. a) 9x2 – 16y2 = 
576; b) 4x2 – 9y2 = 36; 9x2 – 4y2 = 36. 3. 7x2 – 9y2 = 

63; 4. 3x2 – y2 = 9. 5. )2,(
2
5 ; )2,(

2
5  . 6. 7x2 – 3y2 = 

148. 7. 3x2 – 5y2 = 30. 
 

IV.17. str. 220 
1. 9x2 – 7y2 = 252. 2. 24x2 – 25y2 = 600. 3. a) 5x2 – 4y2 
= 20; b) 16x2 – y2 = 16. 4. 9x2 – 16y2 = 144. 5. a) 

4
5 , F1(5,0), F2(5,0); b) 

3
5 , F1(5,0), F2(5,0). 

6. 2 . 7. x2 – y2 = 8. 8. (2,3), (2, 3).  
 

IV.18. str. 222 

1. y =  x. 2. A1(4,0), A2(4,0), F1(5,0), F2(5,0), 

4
5 , xy 

4
3 . 3. 144x2 – 25y2 = 14400. 4. 16x2 – 

9y2 = 144. 5. 4x2 –y2 = 20. 6. Pri uslov b = a. 7. x = 

3 i x=3. 8. 9x2–16y2 = 20. 9. 
3
13 , xy

3
2 . 10. 

5
193a , 19b . 11. a) 2 ; b) 

3
32 . 12. 

Pravata i hiperbolata nemaat zaedni~ki to~ki. 
 

IV.19. str. 226 
1. Pravata i hiperbolata nemaat zaedni~ki 
to~ki. 2. Pravata e tangenta na hiperbolata vo 
to~kata (10, 6). 3. (4,3). 4. 4x – 3y – 7 = 0, 8x + y + 

21 = 0. 5. y = 2x + 22 , y = 2x 22 . 7. x2 – 4y2 = 4. 
8. Pravata ja se~e samo ednata granka na 
hiperbolata vo edna to~ka. 9. a) Pravata y = kx 
gi se~e dvete granki vo po edna to~ka; b), v) 
pravata y = kx nema zaedni~ki to~ki so hiper-
bolata; g) pravata y = kx e asimptota na hiper-
bolata. 10. 

4
5

4
3  xy . 

 

IV.20. str. 228 

1. x = 3. 2. 3x – 5y – 30 = 0. 3. 10x – 12y = 1. 4. x + y 
= 1. 5. (2,3). 6. M(10, 3), 6x – 5y – 75 = 0. 7. M(3,4), 
t: 7x – 4y = 5, n: 4x + 7y – 40 = 0. 8. 4x + 9y = 48. 9. 
Da. M(4,3), 3x + 4y 24 = 0.  
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IV.21. str. 231 

1. y2 = 20x. 2. 
4

15x , )0,(
4

15F . 3. a) y2 = 8x; b) y2 

= 12x; v) x2 = 16y. 4. a) F(1,0); b) ),0(
4
5F ; F(0,1). 

5. a) y2 = 16x; b) x2 = 3y; v) y2 = 12x; g) x2 = – 4y. 6. 

a) p = 3; b) 
2
1p ; v) 

2
3p . 7. M(4,6). 8. yx

2
32  . 

9. a) y2 = 12x; b) x2 = 16y; v) y2 = 20x. 10. a) O(0,0) i 
A(2,2); b) O(0,0), A(3, 3). 11. M1(2,4), M2(2, 4). 
12. (4, 6) i (1,3). 
 

IV.22. str. 234 
1. Parabolata i pravata: a) nemaat zaedni~ki 

to~ki; b) se se~at vo to~kite )155,1528(   

i )155,1528(  . 2. Pravata ja se~e parabolata vo 

to~kite (0,0) i (3, 6). 3. (8,8), (2,4). 4. a) (0,0) i 

(4,4); b) (4,4), (2,1), ),51(
2

55 . 5. 2x – 2y – 7 = 

0. 6. Da. (20, 10). 7.  y = x + 2, 3
3
2  xy . 8. x – y 

+ 1 = 0. 9. A = 6.  
 

IV.23. str. 235  

1. M(4, 6), 3x + 4y + 12 = 0. 2. ),(
2

15
4

15M . 3. 4x – 3y 

– 34 = 0. 4. x – 2y +6 = 0. 5. x – 2y + 8 = 0, x – y + 2 = 

0. 6. )5,(
2
5 B , 2x – 2y – 15 = 0. 7. x – y – 6 = 0.  

 

IV. Zada~i za povtoruvawe i utvrduvawe str. 235 

1. C(3,11). 2. M(4,3), S(1, 3). 3. a) x = 4; b) y = 3. 
4. AA1 : 5x – 12y + 27 = 0; BB1 : 2x + 9y – 26 = 0; CC1: 

7x – 3y + 1 = 0. 5. .1
48
 yx  6. Vtorata. 7. 

3
5k , 

121o. 8. Od to~kite (2, 1) i (0,7). 9.  = 26o34’, 
 = 63o26’,  = 90o. 10. 3x + 2y – 10 = 0. 11. 5x + 4y – 
23 = 0. 12. x + 7y + 14 = 0. 13. 2x + 6y + 10 = 0. 14.  
= 18o26’,  = 116o34’,  = 45o. 15. 5x + 6y – 15 = 0, 5x 
+ 6y + 15 = 0, 5x – 6y + 15 = 0, 5x – 6y + 15 = 0. 16. 

),(
52
49

39
122T . 17. L = 35,5. 18. (2,5), (1, 3), (5, 9) i 

(18, 17). 19. a) 5; b) 15. 20. Da. Taa minuva niz 
koordinatniot po~etok. 21. x2+y2–2x–2y=0. 22. (x 

+13)2+(y+8)2=265. 23. 
4
6122

2
3 )2()(  yx . 24. 

3x + 2y + 13 = 0. 25. 
5

12r . 26. (x+4)2+(y–2)2 = 225. 

27. (x + 1)2 + (y – 2)2 = 25. 28. Da. M(3, 3). 29. 8x2 + 
9y2 = 162. 30. x2 + 4y2 = 100. 31. 4x + 9y 13 = 0. 32. y 

= x + 10. 33. 
6
3703  xy , 

6
210

3
1  xy . 34. 

Za A =
4
46 . 35. 9x2  7y2 = 252. 36. )34,6( , 

)34,6(  .  38. (5,3),  (5,3),  (5, 3),  (5, 3).      

39. ),(
3

34
3

314 , ),(
3

34
3

314  , ),(
3

34
3

314 , 

),(
3

34
3

314  . 41. a) ),(
5
9

5
344  , ),(

5
9

5
344  , b) 

),(
5
1193

5
48  . 42. M(2,4), y = x + 2,  = 45o. 43. a) 

y2 = 9x; b) y2 = 8x. 44. M(18,12), M1(18, 12). 45. a) 

)0,(
4
1F ; b) ),0(

4
1F ; v) F(0, 1), g) )0,(

2
5F . 46. 

12FM . 47. 5x –18y + 25 = 0. 48. (3,6), (3, 6). 49. 

)152,(
2
5  .  

 

IV. Zada~i za samokontrola str. 238  

1. 135o. 2. 14x + 4y – 7 = 0. 3. d = 3,5. 4. 
2
3k . 5. (x 

– 4)2 + (y – 6)2 = 4. 6. (x + 3)2 + (y – 4)2 = 25. 7. 21x2 + 
25y2 = 525. 8. 4x2  5y2 = 20. 9. (9, 12), (9, 12). 10. 

)30,10(  , )6,2(  . 
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INDEKS NA POIMI 
 

A 
 

Antilogaritmirawe,    28 
Agol,      40 
Aglova minuta,    40 
Aglova sekunda,    40  
Agol me|u dve pravi,    192 
Amplituda,     80 
Arkussinus,     95 
Arkuskosinus,     95 
Arkustangens,     96 
Arkuskotangens,    97 
Aksioma za indukcija,    128 
Apscisna oska,    171 
Asimptota na hiperbola,   221 
 

B 
 

Branova dol`ina,    82 
Binomna formula,    145 
Binomni koeficienti,   145 
 

V 
 

Vertikalna asimptota,   25 
Vnatre{nost na agol,    40 
Varijacija bez povtoruvawe,   132 
Varijacija so povtoruvawe,   134 
Verojatnost na nastan,                149, 155 
Verojatnost na elementaren nastan,  155 
 

G 
 

Geometriska veojatnost,   163 
Golema oska na elipsa,   208 
 

D 
 

Dekaden logaritamski sistem,   26 
Disjunktni nastani,    154 
Dijametar na elipsa,    209 
Direktrisa,     229 
 

E 
 

Eksponencijalna funkcija,   11 
Eksponencijalna ravenka,   15 
Eksponencijalna neravenka,   17 
Eksperiment,     147 
Elementaren nastan,    151 
Ekvivalentni nastani,   153 
Edini~en vektor,    170 
Elipsa,     206 
Ekscentritet na elipsa,   210 

Ekscentritet na hiperbola,   220  
 

K 
 

Karakteristika na logaritam,  27  
Kraci na agol,     40 
Kosinus,     48 
Kotangens,     48 
Kotangensna oska,    65 
Kosinosuida,     76 
Kotangensoida,    79 
Kru`na frekvencija,    82 
Kosinusna teorema,    112 
Kombinacija bez povtoruvawe,  137 
Kombinacija so povtoruvawe,   141 
Komplementaren (sprotiven) nastan  153  
Klasi~na defincija na verojatnost  156 
Koordinaten po~etok,    171 
Koordinatna ramnina,    172 
Krivi od vtor red,    198 
Konuski reseci,    198 
 

L 
 

Logaritam,     19 
Logaritamska funkcija   22 
Logaritamska ravenka,   29  
Logaritamska neravenka   31 
 

M 
 

Mantisa na logaritam,   27 
Metod na koordinati,    170 
Mala oska na elipsa,    208 
 

N 
 

Nadvore{nost na agol,   40 
Neparna funkcija,    67 
Nastan,     147 
Nevozmo`en nastan,    150  
Normala na kru`nica,    204 
Normala na elipsa,    215 
Normala na hiperbola,   227 
 

O 
 

Obi~no vkamatuvawe,    32 
Orientiran (naso~en) agol,   41 
Obop{ten agol,    42 
Osnovni trigonometriski identiteti,  55 
Ort,      171 
Ograni~ena funkcija    75  
Osnovni trigonometriski ravenki,  99 
Opit,      147 
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Ordinatna oska,    171 
Oska na simetrija na parabola,  230 
 

P 
 

Periodi~na funkcija,    66 
Parna funkcija,    67 
Prekin na funkcija,    77 
Po~etna faza,     83 
Pomestuvawe na fazata,   83 
Princip na matemati~ka indukcija,   128, 130 
Permutacija bez povtoruvawe,  136 
Permutacija so povtoruvawe,   140 
Prostor elementarni nastani,  151 
Presek na nastani,    154 
Po parovi disjunktni nastani,  160 
Pravoagolen koordinaten sistem,  171 
Poluoski na elipsa,    208 
Parametar na elipsa,    209 
Polusoka na hiperbola, realna  219 

- imaginarna    219 
Parabola,     228  
Parametar na parabola,   229 
 

R 
 

Radijan,     44 
Relativna frekvencija na nastan,  148 
Radius-vektor,     171 
Ravenka na prava, op{t vid,   181 

- ekspliciten vid,   183 
- niz dve to~ki,   187  
- niz edna to~ka,   187 
- segmenten vid,   189 
- normalen vid    190  

Ravenka na kru`nica,    198 
-centralna,    199  

Raveka na elipsa, centralna   207 
Ravenka na tangenta na elipsa,  214 
Ravenka na normala na elipsa,   215 
Ravenka na hiperbola, centralna 217 
Ravenka na tangenta na hiperbola,  227 
Ravenka na normala na hiperbola,  228 
Ravenka na parabola, kanoni~na 229 
 

S 
 

Stepen so realen eksponent,   9 
Slo`eno vkamatuvawe,   32 
Stepen,     40 
Sinus,      48 
Simetri~na definiciona oblast,  67 
Sinusoida,     75 
Sinusna teorema,    108  

Slu~aen nastan,    148 
Stabilnost na relativna frenvencija 149 
Statisti~ka defincija,   149 
Statisti~ka verojatnost,   149 
Siguren nastan,    150 
Sekanta na kru`nica,    200 
Sekanta na elipsa,    212 
 

T 
 

Teme na agol,     40 
Trigonometriska kru`nica,   47 
Tangens,     48 
Tangensna oska,    64 
Tangensoida,     77 
Trigonometriska ravenka,   98 
Tangenta na kru`nica,   200 
Temiwa na elipsa,    208 
Tangenta na elipsa,    212 
Temiwa na hiperbola,    218 
Tangenta na hiperbola,   225 
Teme na parabola,    230  
Tangenta na parabola,    233 
 

U 
 

Unija na nastan,    153 
 

F 
 

Funkcija, monotono raste,   69 
Funkcija, monotono opa|a,  69 
Frekvencija na funkcija,   82 
Frekvencija na nastan,   148 
Fokus na elipsa,    206 
Fokusno rastojanie na elipsa,   206 
Fokusni radiusi na elipsa,   206 
Fokusi na hiperbola,    216 
Fokusno rastojanie na hiperbola,  216 
Fokusni radiusi na hiperbola,  216 
Fokus na parabola,    229 
 

H 
 

Horizontalna asimptota,   13 
Heronova formula,    117 
Hiperbola,     216 
 

C 
Centar na elipsa,    209 
Centar na hiperbola,    218 
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