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PEIIYBJIMYUKA KOMVCIMJA
3a TaKMUUYEeH-a U3 MAaTEMATUKE 33 yUYEeHUKEe CPeIHUX IIKOJIA

mroJicka ronuaa 2006/2007.
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Homuuka np Urop, IIM®, Hosu Can

Hopocaosaurkn op Pane, ®TH, Hosu Can

Hyromuja np bopbe, Maremarnuru ¢dakxynrer, Georpan
Dyrkuh Hyman, Yuusepsurer y Topoury, Kanana

sKusamesuh np Pane, Maremaruuku uacturyr CAHY, npemncenuuk

. Ukomuuosuh ap Hebojma, [IM®, Kparyjesan

. Ruexesuh Mp Mwuman, Maremaruuku ¢parynarer, Beorpan
. Kpruarh mp Bopbhe, Maremarnurkn dpaxyarer, Beorpan

. Maruh Wsan, Geprau, CA Il

. Munuhesuh Bopbe, [Ipurcron, CA Il

. Munocasmesuh Muwumom, [IM®, Humr

. OrmanoBuh mp Cpbhan, Maremaruuka rumuasuja, Beorpan
. Cennunh Anercannap, Kpameso

. Cranojesuh Panme, Xamunron uncruryt, Mpcka

. Crojakosuh ap Mwunom, I[TIM®, Hosu Can

. Tomuh MpBamra, 'mmuazuja, Bameso

. UYyruh np Jby6omup, I'pabeBunckn ¢parynrer, Georpan

. Mo6ot mp Bopuc, IIMP, Hosu Can



OINIIITVHCKO TAKMMNYEILE N3 MATEMATUWKE, 03.02.2007.

IlpBu pa3pen — A kareropuja

1. Ayromobun kpehe u3 mecra A KOHCTAHTHOM GpP3UHOM 1O mpaBoM myTy. CBa-
knx 15 MuHyTa ayTo ckpene mon yriaom on 90 crenenu jgeBo uiau mecHo. [lokasa-
TU 1a ce ayTo Moske Bpatutu y mecto A camo mocie mesor 6poja cartu.

2. (M504) Peumru cucrem jemuauusa ([z] je meo meo peansor Gpoja )

r—1y = 2005
] + [y] = 2007.

3. (M539) Ha cumerpanu <BAC tpoyria ABC youene cy rauke By u C; Takse
na je BB11AB, CC11LAC. Heka je M cpemumre ny:xku B1C7. Ilokasaru na je
MB = MC.

4. 3a npupoane Opojese a,b u ¢ Basxku a + ﬁ = %. Ilokazartu na je
1 2007
=
c+ bi T 4016

5. OpgpenuTu Ha KOJMKO HaumHa MOkeMoO (arkropucatu 6poj 441000 ma nBa
dakTopa m u n, tTako ga je m > 1, n > 1, u H3I(m,n) = 1, upu uemy pe-
nocien pakropa Huje ouraH (Tj. TPOU3BOLU M N U N - M HPEICTABILAJY KUCTO
pakTopucame).

Ilpyru pa3spen — A kareropuja

1. (M501) Ogpemutu CKyn CBUX Tadaka KOMINIEKCHE DABHU KOje 3aI0BOJLABAJY

1
|- —i] <1
z

2. Y pasuu cy samatu npasa | u tauke A u B ca ucte crpane [. Heka je M
Tauka Ha [ 3a kojy je AM + M B majuame, a N Taura Ha [ 3a KOjy Baku na je
AN = BN. Ilokaszatu na A, B, M, N nesxe HA UCTOM KPyTY.

3. Koju je Behu on cuneneha msa cinoskena paszmomga? OOpasiaoxuTu 0Arosop!

A=14 L B=1+ L
2+3+ i 2+3+ 1
4+ 4+

2006 + 2007 2005 + 2006



4. Ogpenutu cBe Moryhe BpemHOCTH peaJiHOT IapaMeTrpa d, 3a Koje jeIHauunHa

(a—1Da*+az+a—1

0
T+ 3

UMa jeIMHCTBEHO PEIIeH-€ Y CKYIy PeasHux Opojena.

5. (Mb67) Hera cy npBa uverupu unana Huza 6pojesu 1,9,9,3, nok ce cBaku
caenehu uman gobuja Kao OCcTaTak nIpu Aebeny ca 10 30upa npeTxogHa YeTupu
wrana (1,9,9,3,2,3,7,...). Iokasaru ma he ce y TOM HU3Y NMOHOBO, NpE WU
kacHuje, mojaBuTy dyerBopka 1,9,9,3. a am he ce y ToM HuU3Y mojaBuTu n
yeTBOpKa 7,3,6,77

Tpehu paspen — A kareropuja

1. Jemmakokpaku Tpame3 uuja je BucuHa 12, kpak 13, a cpemma amHHja 15,
porupa oko cBoje kpahe ocuosumne. VM3pauynaru 3anpemMuny noobujeHor oOpTHOT
TesA. Tanrenra 41/1, cTp. 27

2. JlokazaTu Ja HU 3a jeJaH IpUpOIaH 6poj n, 6poj 3° + 1 muje memus ca 41.

3. Y pasuu cy samatu npasa | u tauke A u B ca ucte crpane [. Hera je M
tauka Ha [ 3a kKojy je AM + M B najuame, a N Tauka Ha [ 3a KOjy Ba:KU 1a je
AN = BN. Horasatu na A, B, M, N nesxe HA UCTOM KDPYTY.

4. Jemmaumna z* + 23 + 222 + 22 +4 = 0 uMa jeJaH KOMILICKCHUM KODEH UUju je
peasiHu meo jemHak mMarmHapuoMm mesy. Hahwu Taj Kopew.
Tanrenra 41/1, crp. 29

5. Ha caenehoj caunu je npencrasmeno 8 rpanosa (A, B,C, D, E,F G, H) koju
Mory 6utu nosesanu ca 12 nyresa; AC,AD,AE,...,AH,BC,BD,BE,...,BH).
A

B

a) Koju je majmamu 6poj acdanraux nyresa (ox tux 12) morpebHO u3rpamuru
TAKO Ia Ce W3 CBAKOL I'paja Moke cTulin y Omio Koju Ipyru ac(aaTHUM Iy Te-
BuMma?



6) Oapenuru 6poOj PA3IUYUTUX HAUUHA AA CE€ OHU MOBEKY MUHUMAJIHUM OpOjeM
acanaraux myresa (ox TX 12), TAKO Ha Ce M3 CBAKOr Ipaja MOKe CTulu y
OnIo Koju APyru achaiTHUM IIyTEBUMA.

UYerBpTH pa3spen — A kareropuja

1. Jemmaumma z? + 23 4+ 222 + 22 + 4 = 0 UMa jenaH KOMIUIEKCHU KODEH Yuju je
peaJyiHu [eo jemHak mMaruHapuHoMm meny. Hahu taj Kopes.
Tanrenra 41/1, ctp. 29

2. OgpenuTu MAKCUMAJIHY BPEAHOCT (yHKIU]je
fla) =|z(z = 1)(z - 2)(z - 3)(x — 4)(z — 5)(z — 6)(z — 7)|
3a x € [3,4]. Tanrenra, M417

3. Koju mpaBoyrau tpoyrao obuma 2+ /2 uma majsehu momynpednux ynucase
KPYsKHUIIE.

4. Heka cy A, B, C' u D yerupu npou3BOJbHE TAUKE Y TPOCTOPY.

e — —
a) Horaszatu na je: 2AC - BD = BC - BC+ AD - AD — AB-AB - DC - DC.

b) Mspauynatu yrao uameby mmjaronana AC' u BD (OpoCTOPHOT) 4eTBOD-
oyraa ABCD axo je AB=11, BC =13, CD =8 u DA =4.

Hamomerna: /[lujaronasa mpoOCTOPHOr IOJWIOHA je CBaka Oy KOja CIaja
HEKa IBa HeCyCeIHA TeMeEeHA.

5. Onpemutu cse nonuuome P € Rlx] 3a koje Baku

P(2?) = 2%(2* + 1)P(x), 3a cBaxo x € R

IlpBu pa3pen — B kareropuja

1. Crpanuna npasoyraonuka BC nsa myrta je Beha on crpanune AB. Heka je
nma crpauunu BC 3amara tauka M tako ma cy yriaosu <AM B u <AMD jenuaru.
WNspauynatu Te yriose.

2. Koauko nma nerormpperux 6GpojeBa KOjU UMajy TadvHO jenHy mudpy 67

3. (M504) Peumru cucrem jemuauuna ([z] je meo meo peansor Gpoja )

xz —y = 2005
[z] + [y] = 2007.



4. 30up nudapa 6poja x jemnak je y, a 30up mupapa Opoja y jemHak je z.
Ompemutu x axo je x +y+ z = 60. Tanrenra, M404

5. Onpenuru n8e nocienme nudpe 6poja 99°, Taureara, M505

Ipyru paspen — B kareropuja

1. OgpemuTu cBe KOMIJIEKCHE OpOjeBe 2z = T + iy, 3a KOje BarKu
[2|l=1 n |z—1—i=|z+1+1|
Tanrenrta 45/1, cTp. 39

2. Pemutu mejennaunny

x+ 2 T+ 2
|3 — x| +x76

<0.

Tanrenra 44/4, ctp. 39

3. Ha cumerpanu <BAC tpoyraa ABC youene cy taure B; u Cp TaksBe na
je BB11AB, CCy1LAC. Hexra je M cpemumre nysxu B1Cy. Ilokaszatu ma je
MB=MC. Tanrenra, M539
4. Tlopebaru no Benmuuunu pasiaomre. OOpasaokUTU OATOBOP!

1 1 1
— B=24+———— (C=2+ — 1
3+ 1 3+ 1 3+ 1
1+ —7 1+ —— 2+ —7

1
44 = - 44 =
+ = 5+ - + -

A=2+

5. Ogpenuru cBe Moryhe BpemHOCTH peaJIHOD mapaMerpa ¢ 3a KOje jeIHaUnHA

(a—Daz*+az+a—1
r+3 B

0

nMa jeIMHCTBEHO peIIeme y CKYIy peaHux Opojena.

Tpehu pazpen — b kareropuja

1 1 . —r
1. Axo je b=3TTesa y ¢ = 3T-ea3?  poraszaru zga je q = 3T ese,
Tanrenta 39/3, ctp. 40

2. Pemutu cucrem jemnaumua



2 + y + 2z + uwu =1
r + 2y + 2z + u =1
r + vy + 22 + u =1
r + vy + z + 2u =1
Taunrenra 38/2, cTp. 40
3. Ilokasartu na je
™ o T

1
COS — COS — COS — = —.
9 9 9 8
4. Oppemutu (y3 obpasnoskeme) mopenak Opojesa (mopebaru ux y pacrtyhem
HOPETKY )

—22 2—2

2 52 —2 -2 _
a=-22 b=-22" =2 4=27?" e=27% | =2

5. Heka cy mpBa uerupum usnana musa 6pojesu 1,9,9,3, mok ce cBaku ciuenehu
uynaH qo0uja Kao ocrarak npu aesemy ca 10 30upa mperxomHa YeTUPU UJIaHA
(1,9,9,3,2,3,7,...). Horazaru na he ce y ToM HU3Y IIOHOBO, IIpe WM KACHU]E,
mojaButu yerBopka 1,9,9,3. Ila nmum he ce y ToM HM3Y NIOjaBUTU M YETBOPKA
7,3,6,77 Taureara, M567

UYerBpTHu pa3spen — b kareropuja

1. Ilorazatu ma ce mommuom P(x) = 28 + 25 + 2% 4+ 22 + 1 mMoske marmmcaTu xao
IPOU3BOX [BA HEKOHCTAHTHA IIOJIMHOMA YNjU KOCPUIJEHTU CY LEJH.

2. Pemuru cucrem jemHauumna

2c + y + z + uwu =1
r + 2y + z 4+ uwu =1
r + vy 4+ 2z 4+ uwu =1
r + y 4+ z + 2u = L

Tanrenra 38/2, cTp. 40

3. Jemmaumma z* + 23 4+ 222 + 22+ 4 = 0 uMa jenaH KOMIUIEKCHU KODEH Ymju je
peasiHu meo jemHak mMarmHapuom mesy. Hahwu taj xopew.
Tanrenra 41/1, cTp. 29

4. OppenuT MaKCUMAJHY BPEIHOCT (DYHKIUje
fla) = |z(z = 1)(z = 2)(z = 3)(z — 4)(z = 5)(x — 6)(z — 7)]

3a x € (3,4]. Tamrenra, M417



5. Heka je (an)nen ApUTMETUYKM HU3 PEAJHUX Opojesa.

(a) Ako 3a Heke mpupoaHe GpojeBe M U N BAKU “m = —1, HoKasaTH na
OBaj apUTMETUYKN HU3 CAAP:KU Oap jeman meo Opoj.
(b) Axo 3a Hexe mpupoaHe GpojeBe m u N Baku “* = —1, na U ce y OBOM

apUTMETUYKOM HU3Y 0baBe3Ho mMopa Hahu 6ap jeman panuonajgan 6poj?

ORKPYXRHO TAKMUYEILE N3 MATEMATWUWKE, 24. 02.2007.

ITpBu pa3pen — A kareropuja

1. Hahu ocrarak npu mememy Gpoja 31000 4 41000 cq 13,
Taurenrta 38/2, ctp. 41

2. Jlata cy [mgBa Kpyra KOju ce mommpyjy usHyTpa y Ttauku A. Ako ce u3
Apyre Kpajme Tauke B npeunuka AB CHosbammer Kpyra KOHCTPYUIIE IpaBa
KOja Joaupyje yHyTpammu Kpyr v Taduku C' U ceve CIObaIlbU KPYT Y Taduku D,
nokazaru na je npaa AC Gucekrpuca yriaa BAD.

3. 3a exeMeHT mepMyTanuje KajKeMO Oa je MeCHO MUHUMAJAH aKO jé Mamu O
CBUX eJieMeHaTa KOjU Ce HaJja3e HecHO on mera. Ha mpumep y mepmyranuju (2,
1,4,6,3,7,8,5) ecHO MUHUMAJHI €JIEMEHTU Cy Ha APYTOj U [eTOj HO3UIMjU
(enementu 1 u 3). Konnko nma pasauuuTux mepMyTanuja eaemMenata ckyma {1,
2,..., 8} Koje mMajy HECHO MUHUMAJIHE eJeMeHTe Ha APYroj W HeTO] MO3WIUjU
(1 MOskIa jOul Ha HEKMM APYTUM mo3uimjama)?

4. Y3 npernoctaBry 0 < b < a mOKa3aTu HEjeTHAKOCT

1(&-&))2 < a+b_\/—b<l(a—b)2

E— a
8 a 2 8 b
Ilox kojum ycmoBuMa HEKa O HEjeTHAKOCTU TPENa3u y jeTHAKOCT.

5. Y 3aBucHOCTU O TpUpOAHOT Opoja n Hahwm HajBehwm 3ajeAHUYKUN meauiIall
6pojesa n? +1u (n+1)% + 1.

Ilpyru pa3spem — A kareropuja

1. Heka je AC TermBa Kpy:KHUIE TOJNYIOpPEYHUKa R KOjO] OIroBapa IeHTPaJ-
Hu yrao ¢. Ha KpysKHOM JIyKy KOju OAroBapa OBOj TeTuBM (yHyTap yria ¢)
oapemuTu Tauyky B Tako ma 30up ay:kuHa tetuBa AB u BC Oyme MakcuMmaJsiaH.
Kounuku je taj 36up?



2. 3a koje a € R cy cBa pemema jennaunae
3ax? + (3a® — 12> — 1)z —ala —4) =0
peasiHa U 3a70BOJbaBajy ycios |x| < 17
3. Heka je f: N — N ¢yurnuja nepunucana ua cinenehm Haunx
n
f(n) = Z H31(i,n), 3a ceako n € N.
i=1
Hahu f(22007).

4. Ila 1y mMa Bume pejalyja eKBUBAJEHNNje WM pPejalrja IOPeTKa Ha CKYILY
{1,2,...,n}, rme je n € N?

5. Ompenutu cBe peasiHe OpojeBe ' U Y 3a KOje BAKU J€IHAKOCT
x? — 2z cos(xy) + 1= 0.

Tanrenra 40/4, M474

Tpehu paspem — A kareropuja

1. 3amak nMa (OpPMY HEKOHBEKCHOT 12-rToyria (Kao Ha Cauiu) ca yRymHO 45
kBagpaTHUX onaja. MameDy cBake nBe omaje Koje uMajy 3ajeqHUYKU 3U1 TOCTO]je
Bpara. Typucra kpelie u3 Heke omaje u kenau na obube wWTO BUINE Onaja U Ia
ce BpaTw y MOJA3HY OHajy, ajJi TAKO Ma y CBaKy omajy ybe HajBumme jemanmyT.
Kounuko majBuire omaja OH MOke OBAKO 1a MOCETU !

2. Hahwu cBe momummoMme obmumka z” + 2" '+ 2" 2 4+ ..+ 2+ 1 xoju umajy cse
KODEHE peaJiHe.

3. Ha crpanu BC tpoyraa ABC youumo Tauky D m youmMmoO ymnucaHe KPpyroBe
y tpoyrinose ABD u ACD. 3ajenHnuka CHIOJpallllba TAHTEHTA OBa JBa KPyra,
pasauuura on npase BC, ceue nyx AD y taukn K. Iloka3aru na oy:KuHA Dy7KA
AK wme 3aBucu on moJioikaja tauke D.
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4. Hahwu cBe npupomue OpojeBe n mame ox 100 rojuma je 30up nudpapa y
IeKaTHOM 3AIUCy jenHak 30upy nudapa y OMHADHOM 3amucy.

x

5. Hahwu cBa peasmna pemema jennauunne (2 + \/g)z +1= (2 V24 \/g)
Tanrenra 34, M340

YerspTH; pa3pen — A kareropuja

1. Ha crpanu BC tpoyraa ABC youumo Tauky D ¥ youmMmo ynucaHe KPyroBe
y Tpoyraose ABD u ACD. 3ajemauuka CIOJbAIImA TAHTEHTa OBa IBA KPyTra,
pasauuura onx npase BC, ceue ny:x AD y tauku K. Iloka3aTtu na mysKUHA Ty:KA
AK He 3aBucu oj mojioxkaja tauke D.

2. 3a maTtu npupomaH Opoj m, Yy CKyIy HO3UTUBHUX PEAJHUX OpOojeBa peuuTu
CHCTEM jeIHAUYUHA

n(n+1)
2
1 2 no__

1+ a2 + ...+ xp, = n.

x1+2z2++nxn =

3. Heka cy m,n u k npuponuu 6pojesu. Ilo3naro je ma ce mpaBoyraona tabdbiauma
AUMEH3Uja m X n MOke nomnodaru (6e3 npexaanama) npaBoyraonunuMa 1 x k.
Iokasatu na je 6ap jeman on OpojeBa m u n mesuB ca k.

4. Y cryny peayHuUX OpOjeBa PENIUTU CUCTEM jeTHAUYNHA
r+y=1
(z* +y?)(2* + y*) = 85.

5. Hahwu cBa peasna pemema jennaunne (2 + \/g)T +1= (2 V2 + \/5) .
Tanrenra 34, M340

IIpBu paspen — b kareropuja

1. Hahwu ocrarak npu mememy 6poja 31000 4 41000 ¢ 13,
Tanrenra 38, cTp. 41

2. Bucerrpuca yuyrpammer yriaa <{ACB tpoyrna ABC yjenHo je u 6ucexkrpuca
yraa koju obpasyje npeunnk C'D onmcaHOr Kpyra W BUCUHA KOHCTPYHCAHA U3
temerna C. [lorazatu!
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3. 3a eJeMeHT mepMyTalnje KaxKeMoO [a je JeCHO MUHUMAJIAH aKO je Maml O
CBUX eJIeMeHaTa KOjU Ce HaJja3e HeCHO ol mera. Ha mpumep y nepmyranuju (2,
1,4,6,3,7,8,5) 1ecHO MUHUMAJHA €JIEMEHTU Cy HA APYIrOj W IIE€TO] MO3UIUjU
(emementn 1 u 3). Kosmko nma pasmumumTux mepmyTanmja egemeHara ckyma {1,
2,..., 8} KOje MMajy meCHO MUHUMAJIHE eJeMEHTEe HA APYTOj W MeToj mo3unuju (u
MOJKJIQ JOII HA HEKUM APYTUM HO3UNUjama)?

4. Y3 mpernoctaBry 0 < b < a mokazaTtu HejeTHAKOCT

1(a—b)? _a+b 1(a—0b)?
7L - < -
8 a 2 \@\8 b

ITox kojum yciooBuMa HEKa O HEjeTHAKOCTU TPEJa3n y jeTHAKOCT.

5. Ilosmato je ma je moBpmwmHa Tpoyria P = 14—5 Kao U Ja BayKe jeqHAKOCTHU
a+c=8wu =30°. Hahu crpaunune a,b,c oBor Tpoyria.

Tamrenra 38, cTp. 43

Ipyru pa3spen — B kareropuja

1. OmpemmTu OCTATKE MPU AEILEHY
(1) 6poja 31000 4 41000 cq 13,

(2) 6poja 9222 4 4333 ca 5. Tanrenta 38, crp. 41

2. IlenTap ynucasHOr Kpyra U IHeHTap OommcaHor kpyra tpoyriaa ABC cumerpudy-
HU cy y omHocy Ha crpanuny AB. M3pauymaru yHyTpamme yrioBe TPOyTJa
ABC.

3. Y 3aBUCHOCTU OJl PEAJHOT HAPAMETPA G, OAPEIATH OPOj PA3IUYUTUX Peal-
HUX pelrena jeIHaunHe
|22 + 2 4 a| = 2.

4. Pemuryu mejemuaunny v4zr — 22 —3 > /22 — Tz + 12 — /22 — bz + 6.
5. (M474) Onmpenutu cBe peanne GpojeBe T M Yy 3a KOje BAKU jeTHAKOCT

22 — 2z cos(xy) +1=0.

Tpehu pazpen — b kareropuja

1. Hera je AC teruBa Kpy:KHUIE TOJyNpevHrMKa R KOjOj oaroBapa HEHTPAJ-
HU yrao ¢. Ha kpyskHOM JyKy KOju oxrosapa OBOj TeTuBu (yHyTap yriaa ¢)
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onpemuTu Tauky B Tako ma 30up myskuna tetuBa AB u BC Oyne MakCUMAJAH.
Konuku je taj 36up?

2. 3a KOje BPeIHOCTU PEAJHOT MapamMeTpa p jeqHadnHa

log px
log(z + 1)

UMa jeIMHCTBEHO pememne’

3. Hexa je AB = 6/2 uBuna kBagparsae ocHOBe npasuane mupamune ABCDV u
TV = 3 wena Bucuna, rae je T npecek mujaronaia ksanpara ABCD. Wspauy-
watu yrao usmeby npase ¢ onpebene ca ay:xku TH u paBau « tpoyriaa ABV,
rae je H opromenrap tpoyraa ABV.

4. PemuTu cucreM jenHaunHa
a1+b1=23 ar+d+bg=21 a;+2d+b1g° =22 a;+3d+bg®=29

rme cy ai,bi,d u g Henmo3HaTy peasHU OPOjEBU.
Tanrenra 38, cTp. 42

5. PemuTu vHejennaummy

sin2x — cos2x + 1

> 0.
sin 2x + cos 2x — 1

Tanrenra 38, cTp. 43

UYersptu pa3pen — b kareropuja

1. Yuucauu rpyr y tpoyrao ABC momupyje crpame BC, AC, AB tpoyria
y raukama A’, B’, C'. Ha ommcamom kpyry tpoyraa ABC oszmauummo ca A”
cpenumnre ayka BC koju me canpsku taury A, ca B” cpemumre nyka AC xoju e
canpsxu Tauky B, ca C" cpemumre ayka AB koju He canp:xku Taurky C. IlokazaTu
na ce npase A’A”, B'B”, C'C" cery y jemHoj Taudgwm.

2z
1+a2

u g(x) = arctg x, Taga ako 3a CBAKU peasHu OpPOj & BAYKU (v arcsin 1_?_”;2 +pBarctgx =
0, onna je a = [ = 0. Hokasaru.
6) la au Baxku mperxomuo tepheme axo cy f :[-1,1] = Rwug:[-1,1] = R

HEKIU]e AePUHUCAHE ca x) = arcsin —2%5 u g(z) = arctg x?
y ] Tra g g

2. a) Akocy f:R—Rug:R — R dpyuruuje nepunucane ca f(z) = arcsin

3. Pemmutu mejenmaunny

10g21+4w712 (7 - .’IJ) < 1
log, 5(21 + 4z —22) ~ 4
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4. Iloxka3aTu ma y CBaKOM TeTpaeapy IOCTOJU TeMe TAKBO na CE OJ MBUIA KOje
U3 Hera noJia3e MOKe KOHCTPYUCATH TPOYTao. Tanrenra, M335

5. OppemuTu wiaHOBE ai,ds,d3, G4 APATMETUYKOT U by, bo, b3, by TeoMeTpujcror
HU3a aKo je

a1 +b1 =23 ags+by=21 az+b3=22 ay4+by=29.

Tanrenra 38, cTp. 42
NP KABHO TAKMUYEILE U3 MATEMATUWKE, 24.03. 2007.

IlpBu pa3pen — A kareropuja

1. Hujaronane AC u C'E npasuanor mecroyria ABCDEF nonemene cy Tavka-
Ma M u N rtako na je AM : AC = CN : CE = A. Ogpemutu A\ ako Cy Tauke
B, M u N romuueapse.

2. are cy tpu mHerosuneapue tauke A, B u C'. Koucrpyucaru tauky D Takro
na yerBopoyrao ABC'D Gyme TeTuBaH U TaHME€HTAH.

3. 3a cBaku npupoman 6poj obemerumo ca x, 6poj Koju ce nobuja y3acTOMHUM
3aIMCUBaKEM NPUPOHUX OpojeBa ox 1 no n (auop. x15 = 123456789101112131415).
Onpemutu cBe mpupomHe Gpojese n 3a Koje 27 menu x2 + x, — 2.

4. OmpemuTy MUHUMAJHY BPETHOCT M3pasa LYz MPU OrPAHUYEHNMA
xy(10z + 10y + 72) > 27,
yz(10y + 10z + 7z) > 27,
za(10z + 10z + Ty) > 27,
x,y,z 2 0.

5. ¥ pasuu tpoyrina ABC youuMmo n mpaBux, OX KOJUX je CBaka IapajiesHa
HEKOj CTPaHUIM TPOYTJa. 3a Koje HajMame n je Mmoryhe ma oBUX n mpaBux mese
paBan Ha 6ap 207 obuacty (OrpaHUUEHUX U HEOIDAHUYECHUX )T

Ipyru pa3spen — A kareropuja

1. Kpyr ymucan y tpoyrao ABC momupyje crpanune BC,CA,AB pemom y
raukama D, F, F. Ilpasa AD ceue ynucanu kpyr tpoyraa ABC jom y Tauku Q.
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Horazatu ma npasa F(Q nponasu kpo3 cpeaumre ay:xu AF ako u camo ako je
AC = BC.

2. Hera je S cryn romiiekcHux 6pojeBa, DepuUHUCAH ca:
1
S={z€eC| |z+;|:1}.

(a) Hahm majsehy moryhy BpemmocTt monyna |z|, ako je z € S;
(b) Hahu majmamy moryhy Bpemmoct Momyaa |z|, ako je z € S.

3. Pemru jemmaunny z° = y° + 3y* + 8y? + 5y + 1 y Z2.

4. Heka je P(x) moauHOM ca meaoBpojHUM KoeduumeHTUMA. AKO 3a HEKe pa-
smuuuTe mese 6pojese a u b Baxkm P(a) - P(b) = —(a — b)?, mokazatu ma je
P(a) + P(b) = 0.

5. Mory nu ce mosma KBagpaTa b X 5 IPEKPUTU TPABOYTAOHUIIUMA, 2 X 3 TAKO Oa
CBaKO IOJbe KBaJpaTa Oymne NPpeKpPUBEHO uctu O6poj myra?

Tpehu pazpem — A xkareropuja

1. Y tpoyray ABC y xome je AB # AC, ynucauu Kpyr ca HEeHTPOM S moaupyje
crpanune BC,CA u AB penom y taukama D, E u F. Ilpaa EF ceue npaBy
BC' y P. HNorazaru na je PS mopmamano va AD.

2. Y rpoyray ABC je AB = AC < BC. Heka je D mauka na nosynpasoj AB,
tako na je AD = BC. Ako je <BCA =4 -<DCB onpemutu Moryhe BpeaHocTu
3a <ABC.

3. Heka cy a u n npuponuu 6pojesu, a > 1, rakBu ga n geau a” — 1. IlokazaTtu
na rana (a — 1)n nemn a™ — 1.

4. Y rpyum jpyan CBaKM YOBEK MMa TAYHO TpW mOo3HaHUKA. Jlokazatu ma je
moryhe cmecTuTu CBe JbyIe U3 T€ IPYIE Y IBE IPOCTOPUjE, TAKO Aa CBAKU UOBEK
nMa HajBUIIE jeTHOT MO3HAHWKA Y MPOCTOPUJU y KOjO] Ce HaJIa3W.

z4+y4+z4
T+y+z

min{z(y? + %), y(z* +2%), 2(2* + )} = 1 +a+y+z, >0, y=0, z>0.

5. O,Z[pe,[[I/ITI/I MUHUMAJIHY BPEJHOCT M3pa3a opun OrpaHnvYemnnuMa

YerspTHu pa3pen — A kareropuja

1. Kon jemmarorkparor tpoyriaa ABC je AB = BC u LZABC = 30°. Tauka D
npunazna crpasumr BC Tpoyria tako ma je AC : BD = /2. Uspauysaru yrao
ZDAC.
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2. Ako cy X, Y u Z tauke ua crpanunama BC, CA u AB tpoyraa ABC, Ttakse
na je AXYZ ~ ANABC («X = <A, <Y = «B), mokasatu Ja ce OPTOIEHTap
tpoyraa XY Z u nenrap onucanor kpyra tpoyriaa ABC nokmamajy.

3. IlokazaTu ma mOCTOjU IMOJIUHOM ODJIMKA " +2007z" 14 - KOjU HEeJIU TIOJTUHOM
™ — 1 3a mexko m € N.

4. Heka je n € N, n > 1, nar wenapan npuponas 6poj. lokazatu na ce cBaxu
npuponas 6poj I € N, 1 <[] < n Moxke mpencraBuTé Kao 30Up WIM PA3JIUKA OBA
TpupogHa 6poja Koju cy MamU OL N U y3ajaMHO MPOCTHU Ca Nn.

5. Kosmko HajBUmEe joBana MOKe 1a ce cTaBu Ha TabIy m X N TaKO Oa HU jeIHA
ol BUX He Tyde Buime of nBa apyra Jsosna. (JloBam Tyue ¢purypy koja je Ha
KCTO] AWjaroHAJW W KOjy He 3akjiame Apyra ¢urypa.)

IlpBu pa3pen — b kareropuja

1. Hahwu cBe mpupomue 6pojese x Takse ma cy cBe mappe Gpoja x2? pazmuunre.

2. Ha mpumrasanoj mamu cBakm Kpy:kuh je Kyha y KOjoj cramyje mo jeman DHak
memak oK cy auuauje mameby kpyskmha mytesu m3mebhy kyha. ['me Tpeba ms-
rpaauTy MIKOJIY y CeJIy TAKO JOa YKYIAH IyT KOju mpejasze haiu nemanu Oyne
HajMamy ako ce 3Ha Oa je OysKuHa myTa uaMeby mBe cycemne kyhe jemnara 1
rusioMetap. O6pasnoxutu 0aroBop!

Hamomerna: DHamwm ce kpehy MCKBYYMBO IO IyTeBMMAa a JO3BOJHEHO MECTO 33
M3rpPaalky MIKOJIE je Ha HEeKOj JIMHUJU UM Y HEKOM OJ YBOPOBA HABENEHE Malle.

3. Hahu ocrarak memema 6poja B Gpojem A aro je x = 22007 »
A=ab+a5+2* +22+22+2+1 B=a2 4+ +28 4220+ 42"+ 1.
4. Jlokazatu na romBekcan yerBopoyrao ABCD kom kora je AB = 2, BC =

1, DA=3, ZBAD =60° u ZBCD = 120°, mopa 6utu Tpamnes.

5. Oapenuru menosnare 6pojese (6poj nudapa) y jemHakocTu

V11-+-1—-22..-2=33.--3

aKo ce 3Ha ma O6poj 33---3 mma 2007 uudapa. Tanrenra 46, crp. 40
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Ipyru paspen — B kareropuja

1. PaBan je pa3mokeHa Ha jeIWHUYHE KBaApaTe TAaKO Aa opMUpa OeCKOHAUHY
mAaXOBCKy Tabuy. Ymuumcaru y CBaku KBaApaT mo jemaH on Opojesa 1,2,3,4,5
TAKO [a y CBAKUX [T XOPM30HTAJIHO, BEPTUKAJIHO WJIN IUjarOHAJHO CYCEIHUX
KBampara Oymy yIUCAHU CBU OBU OpojeBu?

2. Heka je CD Bucuna npasoyrior tpoyraa ABC (yrao kon temena C' je 90°).
Axo je K tauka paBHu Tor TpoyrJsa TakBa ga je AK = AC, nokasaru na je
NPEYHUK KPYs:KHUAIE ommcane OKo Tpoyriaa ABK koju canp:ku Tauky A mopMasian
na DK.

3. Hera je f(z) = 2% — (o + B)z + a8 kBagpaTHA (QyHKIMja, TOAE Cy @ U 3 HEKHA
(e 0GaBE3HO Pa3IMUNUTH) OPUPOAHM OpojeBr. KONMKO peasHux M pasiuumuTux
HyJa VMa jeTHAYNHA

F(F(f(x) =07

4. 3a cBaku npupomaH 6poj obeneruMo ca x, Opoj KOju ce moduja y3aCTOMHIM
3aIMCUBabBEM IPUPOTHUX 6pojeBa ox 1 no n (Hup. x15 = 123456789101112131415).
Ompemutu cBe mpupoaHe Gpojese n 3a Koje 27 menu x2 + x, — 2.

5. Onpenuru cBe peasHe Opojese x > 1 3a Koje je TayHa HEjeTHAKOCT
log, (logy @) + logy(log, ) < 2.

Tanrenra 37, cTp. 45

Tpehu pa3pen — b kareropuja

1. IIsoumnana maprumuja ckyna P = {1,2,...,n} je map {A, B} menpasuux non-
ckynosa on P raxsux ma je P=AUB u AN B =0 (naprunuje {4, B} u {B, A}
ce cmarpajy jemnakum). Jlokaszaru ga je 6poj ABOWIAHMX HapTUlUja CKymna P
jemHak on—1_ 1.

2. Ilpasa p koja je mapaienna crpanunu AB nator tpoyraa ABC u monosu
crpanuny BC ceue cumerpany s yraa ABC y rauku T. Axro je O uentap
YIOMCAHOT KPpyra AaTOr TPOYIJa, MOKA3aTU A je

1
<0CT = §<iBAC.

3. Ilorazarm na jemHaumHa T + cosx = 1 umMa TAYHO jeqHO DENIEHE y CKYIY
peasuux Opojesa.

4. Hahwu Gap jenny mekoncrantny pyarmujy f : R — R koja 3amoBossasa ycJios:
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flea+2)+ f(z) = f(x + 1) 3a cBako x € R.

5. «, B, v cy omTpu yriosu koje mujaronasa ksaapa ABCDA,B,C1D; rpamu
penom ca uBunama AAy, AB u AD. Iloka3aTu HejeqHAKOCT

a+f+y<m.
Tanrenra, M337

UYerBpTHu paszpen — b rareropuja

1. Hsounana naprunuja ckyna P = {1,2,...,n} je map {A, B} menpasuux monu-
ckymoBa on P takeux ma je P=AUB u AN B = (naptunnuje {A, B} u {B, A}
ce cMarpajy jemnakum). Jlokazaru na je 6poj ABOUIAHUX HapTUnUja ckyna P
jemmak 271 — 1.

2. Y rpoyray ABC Basxke penanuje AB = AC < BC. Heka je D Tauka Ha
nosynpasoj AB raksa na je AD = BC. Oppemuru Bpennoct yriaa <ABC ako
ce 3ua na je <BCA=4-<DCB.

3. Hexka cy a u b mpupomau 6pojesu Taxsu ma je a-b = 10%° u 3ma ce na a menm
b2, b2 memu a®, a® nemm b, b* nenm a® ura., a® 1| b2 u b?" | a®"F! 3a cBe n € N.
Iorazatu na je a = b.

4. Nar je momunom P(z) = ax® + bx? + cx + d ca menoGpojEnM KoepunujenTuma.
Axo je a-d memapan a b-c mapan 6poj, nokasaTu na je bap jemaHa HyJa IOJIUHOMA
P(x) npanuonanna. [TokazaTu npuMepoM na aHAJIOTHO TBphHeme He BasKku ako je
a-d mapan a b-c Hemapan 6poj?

5. OppemnTu MaKCUMAaJIHYy BPEIHOCT KOjy MOKE MMATU MOBPIIMHA HOPMAJHE
IPOjEeKIUje MPaBUIHOr TeTpaeapa MBUIE ¢ HAa IPOU3BOJLHY PaBaH.

Tanrrenra, M358

PEIMEBA 3AJATAEKA OIIIIITVMHCRKOT' TAKMNYEIHA N3
MATEMATHWERE

ITpBu pa3pen — A xkareropuja

1. IlocraBumo JlekapToB IpPaBOYIJIM KOODJAVWHATHU CHCTEM TAKO Oa j€ KOODIU-
HATHU IDOYeTak y Tauku A, a ma ce Kperame OOBUja Ly OCa T U Y, U HEKA 3a
15 munryTa ayro npebe myxknny 1. Tanga ce mociie CBAKOT CKpeTama WU T WU
Yy KoopamHaTa ayToMobumia nmoBeha miam cmamy 3a 1, Ipu yeMy ce & U Y KOODP-
[UHATE Memajy Han3MeHn4HO. Jla 6m ayToMoOmiI mOHOBO momao y Tauky A, u x
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7 Yy KOOpAMHATE MOPAajy la ce MpoMeHe mapaH Opoj myra. Kako ce oHe Memajy
HAU3MEHUYHO 3aKJ/BbydyjeMo na cy OpojeBu z-IpoMeHa u y-mpomeHa mehycobHO
jemmaku. JlpyruMm peunMa yKyIHE IyKUHE XOPU3OHTAJIHOT U BEPTUKAJIHOL Ieja
nyra cy jemnake. Omapme ce 3ak/bydyje na je yKyIHa yskuHa npebenor myta
nempuBa ca 4, makiae N0 MOHOBHOT NOJIACKA y Tadyky A MpoTekao je meo 6poj caru.

Hamomena: 360r mpersieqHOCTH MOTY Ce YBECTU O3HAKe Ty U T_, 3a O6poj 15-
MUHYTHUX IIyTOBama IapaJieIHO ca T-OCOM y IO3UTUBHOM U HETATUBHOM CMEDY,
U CIWYHO Y4 U Y_, 33 Opoj 15-MUHYTHUX IyTOBama MapPaJIeHO Ca Y-OCOM Y
MMO3UTUBHOM U HETATUBHOM CMeEpy. ¥ CJIOB Ja Ce€ ayTOMOOWJ BPATHO Yy TOJA3HY
TAYKy Oaje jeTHaKOCTH T4 = T_ U Y4 = Y_, YCJIOB HAM3MEHHYHOI KpeTama
jemHAKOCT T4 + T = Y4+ + y— omarie ce nodOmja ma je OyKWHa YKYIHOL IIyTa

D=z +a_+ys+y- =24 +2-) =4z,

nejbuBa ca 4.

2. IIpBy jemHAUMHY OATOT CHCTEMA MOYKEMO 3AMMCATH Uy ODJIUKY
[z] +{x} = [y] — {y} = 2005,
omarine caemu {x} —{y} € Z, tj. {x} ={y}, 360or 0<{z},{y} <1, ma je

[z] — [y] = 2005
[] + [y] = 2007,

Tj. [2] =2006 u [y] = 1. llakue, natu CUCTEM UMa OECKOHAUHO MHOTO DEIICHA

n R={(2006+w,1+w)|0<w<1l}.

Younmo ua mpaBoj AB tauke Cy m N Takse
na Baku C1C21lAB, MN || BB (cmura 1).
Ha ocuoBy nonmymapuoctu tpoyraosa AC1C u
AC1Csy cnemu na je C1C = C1Cs. Karo je M
cpemumre nysku B1Cy u C1Cy L AB canenu na je
3. N cpenumre nysxu BCs. Crora je Bucuna M N
Tpoyria BMC, yjenHO M TeRUIIHA Iy:K, T4
je Taj Tpoyrao jemHakokpak, Tj. BM = MCj.
C mpyre crpase, U3 HOLYJAPHOCTU TPOYIIIOBA
MCCy u MC{C caemun nma je MC = MC,.
IIpema tome, BM = MCy = MC. Caura 1.

4. Kako cy a,b,c mpupomaun 6pojeBu, m Kako je b + % > 1, a caMuM TUM U
b-%l < 1, mmamo za je a majsehu mpupoman 6poj mamu ox 2997 1j. ¢ = 2. Tana

40167

je b +% = 2097 ' 14 je b majsehu mpupoman 6poj mamu ox X7 rj. b= 1003, a

2 2
c=2. Taga nobujamo u ma je C+11 = %, mTo je m Tpebaso mokaszaTu.
b1
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5. Kako je 441000 = 23 - 32 - 53 . 72, Tpa:keHUX OpeICTAB/LAHA KAO IPOU3BOI IBA
dakTOopa MMaMo KOJMKO 1 pasbujama ckyma X = {22,32,5% 72} ma mpa mempasua
HOACKyTIA:

X ={2°}u{3%5%, 7"}, X ={3*}u{2°,5°,7°},
X ={5"}u{3?,2°, 7%}, X ={7?}u{2° 3% 5%},
X ={23323 U {5%, 7%}, X ={2%,5% U {33 7%}, X = {23 72 u{3?,5%}.

Iaxrse onrosop je 7.

Ilpyru pa3spen — A kareropuja

1. Pewemwe 1: 3a z = x + iy nMamo

1 1 T — 1y T — 1y T i -y
- = . = = 7 - s
2wy x—iy x2+y? a2+ y? 22 + 92
OJTHOCHO
1 T Y 224+ yP+2y+1
‘__Z|2:(ﬁ)2+(1+ 2 2)2: 24 .2 :
z ¢ +y e +y e +y
Keanpupamem u cpebusamem mobuja ce
22+ +2y+1 1

12y+1<0sy<< ——.

1 2
e =
|z Z|\ 2

56'2 + y2
O,IIa.B,He ce ,Z[O6I/Ija Ja Cy penmema CBU KOMIIEKCHU 6pOjeBI/I z KOjI/I 3a,HOBO.TLaBajy

yenos Im(z) < —3

Pewemne 2:

1—zi |1 — zi
|<1le
z 2|

1
|- —i <1< <l1e|l—-zi <zl &
z

N—(x+y)i| <|z+yi|l e |(1+y) —zi| <|z+yi| &

Va+y2+e2< Va2 +2el+2y+2 +22 <2+ e 14+2y<0.

2. Hera je B’ tauka cumerpuuna tauku B y omnocy Ha [. Tana je M mpeceuna
Tauka IpaBe [ 1 IpaBe Koja npoJasu kpo3 A u B, jep 3a npousBo/bHy Tauky P Ha
1, paznuunry on M, Baxxu AP+PB = AP+PB’' > AB' = AM+MB. Yrao AMB
je crommammy yrao jemgHakokpakor tpoyraa M BB’ na je <AMB = 2<M BB’ =
2<9AB’'B. Ca mpyre crpane, kako je AN = NB = NB’, tauka N je mentap
omnucane KpyskHune oxko tpoyriaa ABB’, na je <ANB = 2<ABB’ (uenrpaanu
yrao je msa myrta selim on mepudepujckor) onakie je <ANB = <AMB, na
tauke A, B, M, N nexe Ha jeIHO] KDY KHUIM.
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» B

]
B’

Ciuura 2.

1
3. Pazmomaxk R = X + v rae cy X m Y mo3uTmBHU peasinu OpojeBu, moBeha ce

(cmamu) aro ce X moseha (cmamu) omsocHo cMmamu (moseha) ako ce Y nmoseha
(cmamu). ITpuMeHnoM OBOr mpaBmiia ABa MyTa 3aKHYUYjEMO Oa Ce PA3IOMaK

1

1
Y 4+ =
+Z

X +

noseha (cmamu) ako ce Z cmamu (moseha). CnnuranMm pacybusamenm 3akmydy-

jeMO Ja Cce pa3JIOMaK
1

+7
Y+Z+1%

X

cmamu (nopacre) ako D nopacre (cmamu ce). Hacrasmamem osor pacyhusama,
Tj. cTaBmameM D + 7 ymecto D y mocieimeM pa3IoOMKy WTI. AOJA3MMO IO
OTIIITEr TPaBUJIA;

e Bpoj "ua menapuoM mecty” (Tj. Ha MecTy rae croje 6pojesu 1, 3,5, ..., 2005
y passnomky B) cBojum pacrom nosehasa, a 6poj "ua mapuom mecty” (Tj.
Ha MecTy ruae croje 6pojesu 2,4,6,...,2006 y paznomky B) cBOjUM pacToM
cMamyje MONAa3HU CIOKEHU PAa3JIOMaK.

3axipyuak: A< B.

4. Y cnyuajy Kana je a = 1 nmamo jequHCTBEHO pememe x = 0. Y caydajy xana
je a # 1 jemmaumua he mMaTé jeIUHCTBEHO peEIIeme Kana je JUCKPUMUHAHTA
kBanpartHe jemmaunse (a—1)r?+ar+a—1=0 jemnaka mymu (y3 yciaos na je x #
3), omakme mobujamMo ma a 3aJ0BOJbaBa KBaApaTHY jemHaunpy —3a’+8a—4 =0,

ymja pemema cy @ = 2 U a = % Y mpBoM ciydajy je pememe x = —1, a'y
apyrom caydajy « = 1. Ilona3na jennaunna he nMaTy jeIMHCTBEHO pelIeme U y
ciydajy Kazja je ¥ = —3 KopeH KBaapartHor TpuHoMa (a — 1)z 4+ ax +a — 1 (jep

x = —3 Huje peuemne nojia3He jeqHavmse). Tana mobujamo na je a = %. Y Tom
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Cay4ajy jeAUHCTBEHO pelIelme je T = —%. Ilakne mosna3Ha jenHadymHa e uMaTu
JEMUHCTBEHO pelleke y Cayvajy Kana a € {%, 1, %, 2}.

5. HaHI/IHII/IMO HEKOJIUKO y3aCTOHHI/IX quBOpHI/I V3 Haller HU3a
(*) 1,9,9,3 9,9,3,2 9,3,2,3 3,2,3,7 2,3,7,5

Kako mocroju 10* moryhux dwersoprm jemmormudpenux Opojesa, meby 10001-
HOM UYETBOPKOM M3 HU3a (%) CUI'YPHO MMaMoO noHasbame! JIpyrum peumma HU3
UETBOPEKU (%) Ce mocie HEeKOr TPeHyTKa nepuoaudno noxasmpa! Onasuxe e cuaenu
nupekTHo na he ce o6aBe3HO MOHOBO MojaBuTu yeTBOpKaA 1,9,9, 3!

Kmpyuno monmarHOo onmaskame je ma ce, y3 IOIITOBAE yCJIOBA jeTHOIU)-
PEHOCTHU, TOJA3HN HU3 MOKE jeTHO3HAUHO PEKOHCTPYUCATH U yHa3an. Hmop. ako
MOTPAKUMO jemHOUU(PpPEH OPOj T TAKaB 1a BaKU

r+14+9+4+9 npum nememy ca 10 maje ocrarax 3

JaKo ce Hajgasum ga je x = 4. Y ommreMm ciaydajy, ako ¢y a,b,c,d jemHonmdpenHun
OpojeBu, OHIA IOCTOjU jeIMHCTBEH jeqHonu(peH OpOj & Takas na

r+a+b+c upu mememy ca 10 maje ocrarak  d.
W3 masenenor ce 3akmydyje ma je Hu3 (*) mepuoaudan Ha o0e CTpaHe, makKiIe

gerBOpka 1,9,9,3 ce obaBe3HO mOjaBibyje y TOM MEPUOLY.

IIpernocraBmajyhu ma ce uderBopka 7,3,06,7 mojaBpyje y HaleMm HU3Y,
0peIMMO HEKOMMKO ciaenehux ymanoBa Huza. Jlobujamo

7.3,6,7,3,9,5,4,1,9,.9,3,2,3,7,...

IMojasa uverBopre 1,9,9,3 rapanryje ma ce oBme pamu O UCTOM Hu3y (%) ma 3a-
kpyuyjemo (mepuommunoct) ga he ce u yerBopka 7,3,6,7 y meMy MOHOBO IO-
jaBUTH.

Tpehu paspem — A kareropuja

1. Ilo mpernmocrasim ‘IT“’ = 15, h = 12, ¢ = 13, rme cy a u b ocuoBune, h
BUCUHA & ¢ Oy:kuHa Kpaka Ttpamnesa. V3 [luraropune teopeme ciaenu na je anb =
132 — 122 = 5 omakie ce jako Hajgasum ga je a = 20 m b = 10. Tpaskena

zanpemuna je V = Vi — 2V, rme je V) 3ampemuna BajsbKa Cca MOJTYTIPEUHUKOM
ocuoBe h = 12 m BucmaOM a = 20 a Vb 3ampeMuHa Kyle ca IOJIYyHIPEYHUKOM
a—b

ocrnose h =12 u Bucuuom “5> = 5. [lakie TpasKeHa 3alPEMUHA je

V =V =2V, = 122720 — 212775 = 2400

2. Ilupextro ce yrBphyje ma je 3' =41 3, 32 =41 9, 3% =4 27, 3% =41 40, 3° =4
38, 306 =4 32, 3" =4 14, 3% =4 1. Iarie 33" =4 -1 jé EKBUBAJIEHTHO Ca
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3" =g 4. Mebyrum, nocienma KOHIpyeHIUja je ounrienHo memoryha, jep je 3"
HemapaH O0poj.

3. Bumeru pememe 2. 3amarka 3a 2. paspen A gareropujy.

4. V3 ycaoBa ma Cy peajiHM U UMarvHAPHU e0 Pellenha jeTHAKU 3aKJbYTy]jeMOo
na oHo uMma obuuk z = t(l 4 i) rae je t peasan 6poj kKoju Tpeba ogpeIUTH.
IIpumeTumo na je

(1432 =2i (1+i)3=-2+2i (14+4)t = —4
oITo Ceé MOKEe YCTAaHOBUTU WM AUPEKTHVM CTEIE€HOBALEM WJIM HaAJAKEHEM

TpuUroHomMeTpujckor obiauka Opoja 14 i. 3amMeHOM y MOJA3HO] jeIHAYUHU I0-
oujamo

(%) — 4t 4+ (=24 20)8° + 4it* +2(1 + i)t + 4 =0.

ITomro je t peasam 6poj, oBa jeqHAUMHA je eKBUBAJETHA MAapy jeIHAUMHA KOje Cce
no6ujy ako ce peayHU Y UMAIMHADHU I€O0 JIeBe CTPaHe jenHauuHe (*) u3jenHaue
ca mymoMm. Vmarunapau neo jemuauune () je jenmaumna

23 + 42 +2t =0 T1j. t(t+1)2=0
na nomTo z = () Huje pememe NoJIa3He jeTHAYWHE 3aKpbydyjeMo na je t = —1 1j.
z=—1—1.

5. a) Msrpammom mpsor acaaTHOr myTa CMO moBe3asau 2 rpaga. Hanaswe,
[OJABAKEM CBAKOI HOBOI acairupanHor myra (M3 HEKOr rpazxa koju je seh
nosesaH acaJTUpaHUM IyTeM), IoBe3yjeMo jom (HajBume) 1 rpax ca oHuma
KOjU Cy mpeTxoaHo Ouau moBesanu. CTora MOHAB/LAHEM OBOT IMOCTYIIKA JATUX
8 rpazmoBa MOKEMO moBe3aTu ca bap 7 achasTUpAHUX IIyTEBA.

IMorpebuo je jom mokazatu na je To u moryhe ypamaru ca 7 myrtesa (na
OMCMO MOKA3aa’ O3 je Taj MUHMMAJIAH OPOj achalTupaHnX ImyTeBa OAaml jeqHak
7). To moskemo ypanuru Ha Bume HauymHa (KoJauko oxpebyjemo y mesy mox 6).
Heku on mux cy mpencrasmenu na ciaemehoj caumm:

6) I'panosn A m B Mmory GuTH CHOjeHM ITyTeM NysKWHE 2 TPEKO OWIO KOT O
rpanosa C,D,E,. F,G,H u taj rpag W moxkemo uszabpaTtu Ha (?) = 6 HauuHA.
3a cBaku o mpeocramaux b rpanosa (u3 ckymna {C,D,E, F,G,H} \ {W}) nmamo
2 moryhuocTtu: nnu je cnojen ca rpagom A miau ca B. To mam naje ((15) 25 =192
PA3IMYNTUX HAUMHA Ja acPaJITUPAHUM IIyTEBUMA MOBEKEMO CBE I'DaIOBE.

Hanomena: Y Teopuju rpadoBa ce CTpyKTypa y Hely HOXL a) HA3UBA CTABIIO
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rpada u OHO 3a rpad ca n YBOPOBa yBeK uMma n — 1 rpany (mO3HATA YUHCHULA
KOja ce MOyKe KOPUCTUTH), IOK je y meny nox 6) ongpebusan 6poj pasanumyhunx
crabaJjia 3a KOju MOCTOjU TMoceOHa Teopuja.

UYerBpTH pa3pen — A kareropuja

1. Bugetu pememe 4. 3anatka 3a Tpehu paspen, A kareropujy.
2. Pewemwe I1: JacHo, 360r z € [3,4],
f(@) =z(x - 1)(z - 2)(z - 3)(4 — 2)(5 — 2)(6 — 2)(7 — x).

Ha ocuoBy HejemnakocTu m3amehy apurMeTnuke u reOMeTpUjCcKe CpeIrHe, UMaMO
na je
2
x4+ (7T—z . 7
4(2 ) >\x(7T—x), 1j. 2(7T—2)< (-) ~

Cuuuno mobujamo ma je

(x—l)(G—x)<(g>2, ($—2)(5—x)<(g>2 u (:c—3)(4—x)<<

| =

)2
. . . 7
JemHAKOCT y CBUM CJIy4YajeBHMa BaKM CAMO y CIydajy Kala je T = B € [3,4]

(jemmauvbe x =7—x, v —1=6—x, —2=5—2, t—3 = 4— 2 Cy eKBUBaJCHTHE).
IHakue,
11025

max{f(;z:) |z € [3,4}} =f <;) — 32527298 _ =

Peweme 2: Pyurmmja f(x) je nosurusana Ha mnHTepBainy (3,4) (u Baxm f(3) =
f(4) = 0) ma ce MeCTO HBEHOT MAKCHMyMa I[OKJAlda Ca MEeCTOM MaKCUMyMa
oyuruuje g(x) = log f(z) (oBme ce KOpUCTH CTPOra MOHOTOHOCT JIOTAPUTAMCKE
¢yurmmje). Youumo ma je

1 1 1 1 1 1 1

1
reoN ot _ _ _ _
g(x)_x+x—1+a:—2+x—3 4—2 5H5—2 6-—2 T—2x

Oyurmuja ¢'(z) je crporo omamajyhia y umrepsany (3,4) jep cy cBu cabup-
uu crporo omanajyhm y HaBemenoMm mHTepBasy. OBO ce MOXKe IPOBEPUTU U
HAJAKEmeM u3Bona te pynknumje g’ (x) =

1 1 1 1 1 1 1 1

22 (z—12 (@-22 @-32 (“-122 (G-2?2 (6-12)2 (T—x)?

Jlako ce mposepu ma je g’(%) = 0 na 3akmyuyjemMo na (pyHruuja g(r) na tume u

. . _ z
¢ynrmuja f(z) mocTuse CBOj MAKCUMYM y Ta4Kd I = 4 UTI.
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3. Hera cy a n b rarere, ¢ XUNOTEHY3a U 7" HOJYHIPEUYHUK yIHCAHE KDPY:KHUIE
IpaBoyIJIor Tpoyria. Kopucrehn mo3Haty (GOpMyIsIy 3a IOJIYIPEYHUK yHOuCaHe

KPYsKHUIIE TPABOYTJIOT TPOyTaa, I = “+g_c, nooujamo
at+b—c a+b+c—2¢ V2
r= = =14+ ——c
2 2 2

Onpemumo cazma HajMamy Moryhy BpemnocT 3a c. VI3 HejemHakocTu KBagpaTHe
U apuTMEeTU4YKe cpenune, y3 kopuinheme [lutaropune Teopeme, HaIa3uMO Aa je

24vV2—¢c a+b [a? + b2 c
e < = —,
2 2 2 V2

omakie je ¢ > /2. 3aro je r = 1+§—c§ 1—&-@—\/5: 1—@. OBumMm
CMO JIOKa3ajyu Oa IOJNYIPEYHUK ynucaHe KpyskHuie Huje Behwm om 1 — g Ta
BPEOHOCT Ce€ INOCTWKE AKKO y HAaBENEHO] HEjeTHAKOCTU BayKU 3HAK j€IHAKOCTH,
OJHOCHO aKKO je a = b. OmaBue nako Hata3nuMo na Hajsehu moryhu momynpeunuk
yIucane kpys&unne, Mely mpaBoyramM TpOyTIoBmMa ca obmMoM 2 + /2, mMa
IPABOYTIIM TPOYTAO Ymje Cy kKarere a = b = 1, a XUmOTeHy3a € = /2.

4. a) —_— — —_— — —_— — —_— —
BC-BC+ AD-AD — AB-AB — DC - DC
—_— — — — — — — —_—
=(BD+DC)-(BA+ AC)+ (AC+CD)-(AB+ BD)
—_— —_— =
—AB-AB - DC - DC
—_ — —_— —_— —_— —_
=2BD - AC + AB - (AC +CD + DB)
—_— — —_— —_— —_— — —_— —
+CD-(CA+ AB+ BD)— AB-AB - DC - DC
—_— —
=2AC - BD
AnrepuaTruBuo, moryhe je MAIEHTUTET IIPOBEPUTU TAKO IITO CE€ CBU BEKTOPU

— —
uspa3se npexo sekropa AB = u, AC =v u AD = w.
b) Kopucrehu unenturer nokasan mOL a) UMaMO

9AC - BD = 13% + 42 — 112 - 82 = ()

Ia 3aKpbydyjeMo na je yrao nmMmeby aujaronasia mpas.

Hanowmena: IIpumerumo ma mva MHOTO mpoctopuux dyerBopoyriaosa ABCD xkoju
3a/10BOJbABAJY YCJIOB O b) anu 1a CBU OHU MMAajy OPTOTOHAJHE MujaroHade!

5. IlpermocraBumo na nonusnoMm P(z) Huje mumentuuru jenuak myuau (P(x) =0
TPUBUjaTHO 3a70BObaBa 3alady jemmaumny). Kako je P(z?) mapma ¢ymnrmmja,
MOpa OUTH M MOJMHOM Ca AecHe CTpaHe MapHa (yHKIuja, Kakjae moauHoMm P(x)
canpxm camo mapHe cremene on z. Heka je P(z) = ag,x?" + ag, 22?2 4+ ... +
asx® + ag y3 IPETIOCTABKY na je ag, 7# 0. 3aMEeHOM y NOJA3HY jeIHAYMHY T0OU-

jamo ma je Bomehw wiaH y HOJHMHOMY Ca JIEBE CTPAHE do,T ", a ca JecHe CTpaHe
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agnx®" 4. UsjennauaBameM Tux u3pasa mobujamo ma je n = 2. Jlakie mOIHMHOM

je obmuka P(z) = ax* +bx? + c. 3aMeHOM TOT MOJMHOMA y TOJTA3HY jeIHAUUHY W
n3jeqHAYaBAKEM KOoeUIjeHaTa y3 ucrte cremnese mobujamo na je ¢ =0, b= —a.

Ilaxne pememe cy nonuromu obmuka P(z) = a(z? — 2?), rae je a € R.

IlpBu pa3pen — b kareropuja

1. Yrao <BMA = <MAD xao yrioBu ca mapaJesnum kparuma. Ownma je
tpoyrao M AD jemnarokpak. Cnemn ma je MD = AD. 306or ycaoBa 3amaTka
cremqu na je MD = 2CD. Y upasoyrsaom tpoyriay MCD xunorenysa je asa
nyTta Beha ox rarere ma je yrao <DMC = 30°. OpmaBme cienu ma je TpaKeHU
yrao 75 creneHu.

2. Hexa je mpa nmudpa 6. Tama umamo p=1-9-9-9-9 =6 561 6pojena. Heka
cana npsa mudppa zHuje 6. Owna me Moke Outu Hu 0, ma je MokeMo m3abparu
Ha 8 maumua. Hudpa 6 ce Hama3u Ha jemqHom ox mpeocrtasa 4 MecTta - TO MECTO
MoskemMo m3abparu Ha 4 maumHa. Ha ocrama 3 MecTta MOke OuTm OUIO KOja
mudpa pazauunra o1 6 - To MecTo MoskeMo m3abparu Ha 9 -9 -9 maunna. Crora
y OBOM caydajy mMmamo ¢ =8-4-9-9-9 = 23 328 6pojesa. [lo mpasuny 36upa,
OpojeBa KOju 3aI0BOJbABAY YCJIOBE 3amaTka uMma p + g = 29 889.

3. IlpBy jemmauwHy maTOr CHUCTEMa MOYKEMO 3alUCATUA U y ODINKY
[z + {=} = [y] — {y} = 2005,
omarne ciequ {z} —{y} € Z, 7j. {x}={y}, 360or 0<{z},{y} <1, ma je

[z] — [y] = 2005
[2] + [y] = 2007,

1j. [#] =2006 u [y] = 1. Hakzne, matu cucreM uMa OGECKOHAYHO MHOTO DEIICHA

n R={(20064+w,14+w)|0<w<1}.

4. Ouuraenso je x nBouudpen 6poj, tj. £ = 10a + b, npu yemy cy a u b uudpe
nexamuor cucrema u a # 0. Hakme, y = a + b.

Ako je a+b <9, rana je u z = a+ b, ma je 60 = 10a + b + 2(a + b),
1j. 12a 4+ 3b = 60, omuocuo 4a + b = 20. [arse, y OBOM ciiy4ajy MMaMO Ia
(a,b) € {(4,4), (5,0)}.

Axo je a+b > 10, Tama je z = a+b— 9, ma je 60 = 12a + 3b — 9, Tj.
4a + b = 23. PemasameM Hocienme jexnadnue nodujamo ma je (a,b) = (4,7).

Haxne, x € {44,47,50}.

5. HanwmmmMmo nocnenme nBe mudpe CBUX OpojeBa M3 HU3A

(%) 9,92,9%,9% 9° 96 97 98 99 910 glt 912
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Y 3aCTOIIHUM MHO:KEHmeM ca 9, Jako ce Hajla3n na cy To Opojesum
(%) 9,81,29,61,49,41, 69,21, 89,01,09,81, ...

3akmpydyjeMo na ce mocielme aBe nudpe noHasmajy ca mepuogom 10 tj. na 9% u
9® umajy jenHare mBe mociemme TU(Pe ako a U b Iajy UCTH OCTATAK IMIPU IEJbeHY
ca 10, nnmm OpyruMm pedmMa ako ¢ u b mMajy mcTy mociaenmy muppy.

Mopebemem Huz0Ba (%) m (k%) HamazuMo aa je mocuaenma nudpa Opoja
99 6poj 9 ma 3armyuyjemMo na 99" u 99 UMajy jemHake TOCIeqe IBe Iudpe.
Omnasne, nonosauM yrnopebusamem Hu30Ba (%) U (%) HAJA3UMO & Cy TPaskeHe
muppe 8 u 9.

Ilpyru pa3spen — B kareropuja

lz+iy=1 < 22+92=1
(=D +ily - =@+ +ily+ D& @-1)°+@-1)>=(@@+1)*+(y+1)°

Sr+y=0.
OpaBne ce yako HaJa3u Ja je T = —g,y = 72 WIn r = ?,y = —g Tj. jeuHU

KOMILJIEKCHI OpOjeBU ca TPasKeHUM CBOjCTBUMA CY

V2 V2 V2
Tttt o mE o

zZ1 = 5

v2,
2

2. Tlowmro cy {—2,3,6} mymne (Tj. Mecra mpoMeHe 3HAKA) mojumHOMA T + 2,3 —
x,x — 6, IpUpPOOHO je muckyToBaTu ciexehe ciydajese:

1. cayuaj: (z < —2)
Hejennauwnua je y oBoM ciyuajy eKBUBAJIETHA Ca

r+2 x+2 -

3—x 6-—x

0 /-B-2)6-1)

(x4+2)6—2)—(z+2)3—2)<0 = x+2<0.
Pememe: z < —2.

2. cayuaj: (=2 < x < 3)
Hejennaunna je y OBOM CiIydajy Kao U IMOX 1. eKBUBAJIETHA Ca

x+2_m+2<
3—x 6-—x

0 /-B-2)(6-1)

(z+2)6—2)—(x+2)3—2)<0 & 2+2<0 < zx<-2

IITO 3HAYM Oa IO OBUM YyCJOBMMa HEMa pelCHka.
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3. cayuaj: (3 <z <6)
Hejenmaunna je y oBoM ciyuajy €KBUBaJIETHA Ca

r+2 x+4+2
20/ @-3)6-)
(x+2)6—2)— (z+2)(x—-3)<0 & (x+2)(9—2x)<0.
Pemene: %§x<6

4. cnyuaj: (6 < x)
Hejennaumna je y oBOM cilyuajy €KBUBAJIETHA Ca

r+2 x+2
< Ar — _
x—3+x—6*0 /- (x—3)(xz—06)

(x4+2)(z—-6)+(z+2)(x—3)<0 < (z+2)(22—-9)<0

IIa HI Yy OBOM CJIy4ajy HeMa pellena.

Konauno pememe: x € (—oo, —2] U[2,6).

3. Bunmeru pememe 3. 3amaTka 3a IpBU pa3pemn, A KaTeropujy.

1
4. Pasmomark R = X + v rme cy X u Y mosutuBHU peasHu Opojesu, moseha ce

(cmamu) axo ce X moseha (cmamu) ognocuo cmamu (moseha) ako ce Y noseha
(cmamm). IIpuMeHoM OBOr mpaBUiIa ABA LMYTA 3aKILYIYjEMO Ia DA3JIOMAK

1
1

Z

X +

Y +

nopacre (onanue) ako Z nopacre (omanue). Canunum pacyhuBameMm 3akbydy-

JEMO ma pasyioMak
1

Y+Z+1

X+

omana (pacre) ako D pacre (onmana). Komauyno, npumeHoM mcTor aprymenra,
3armydyjemo ma ce pasmomak (X,Y,Z, D, T > 0)

(+) X+ !

Y +

1
Z +

1
D+ =
T
nmoseha ako ce moseha jemam om 6pojea X,Z wiu T a cmamu ako ce moBeha

jeman onx 6pojesa Y wmau D.

3akdbyyak:
B<A<C.
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5. Y cayuajy kana je a = 1 umaMo jeauHCTBeHO pememe x = (0. Y caydajy rana
je a # 1 jemnmaumua he mMaTé jeIUHCTBEHO pEIIEHE Kana je JUCKPUMUHAHTA
kBanpartHe jemnaunae (a — 1)2? +ax +a—1 = 0 jemnaka mym, omakie 106mjaMo
Ia a 3a70BOJLABA KBAIpATHY jemHaumuy —3a’ + 8a — 4 = 0, umja pemema Cy
a=2na= % Y mpBoM cayuajy je pememe x = —1, a y apyrom caydajy r = 1.
ITonasua jemnaunnaa hie uMaTu je IMHCTBEHO pellleme Uy CIydajy Kana je © = —3
koper kBanpaTHor TpuaoMa (a — 1)x? + ar +a — 1 (jep z = —3 Huje pememe
nosasue jemHauune). Tana nobujamo na je a = 1—70. Y ToM caydajy jeaumHCTBEHO
pememe je x = —%. Ilakne mona3Ha jeqHaymHa he MMaTy jeIMHCTBEHO PeIlIeHe

y ciIydajy Kaza a € {%, 1, 1—70,2}.

Tpehu pa3zpen — b kareropuja

1. HaBemene Tpu jeIHAKOCTHU Cy €KBUBAJECHTHE jeIHAKOCTUMA

1

083 1 —1logsc

logsc = logs a

1—1logsa 1 —logyb
Tpeha jemmaroct ce nobuje aro ce log; b 13 mpBe 3aMeHU ¥ OPYTY jeTHAKOCT.

Hamowmena: Ilpumernmo na je tBpbheme 3amaTka OJMCKO TOBE3aHO ca TBphemeMm

ma je f(f(f(x))) = rme je

2. Cabupamem jeqnauuna nobujamo na je x+y+z+u = % W aJbe OIy3UMAaHeM

o onroBapajynux jeqHadymHa HAJIA3U CE Oa je PEUIemne CHCTeMa

I |
T=y=z=u= g
3.
m om w1 T 4 2m
COS 5 €08 ~= €08 = = 5 COS §(COS? + cos 5) =
1 T 1 ™ 2 1 ~ 1 1.1 s 1
—ZCOS§+§COS§COS?:—ZCOS§+§‘§(§+COS§):§.

4. Kopucruhemo cBojcTBO ma je ekcmoHennmujaidHa (yEkmaja f : R — RT,
nedunaucana ca f(x) = 2%, 3a csako x € R, crporo MmonoToHO pacrtyha. (*)

Ouuraenuo cy 6pojeBu a,b u ¢ HeraTuBHU, HOK Cy OpojeBu d,e u f MO3UTUBHU.
Hexa je a; = —22°, by = 2=2" y¢; = 2277, Kako je 272 > 0 > —22, T0 HA OCHOBY
(*), ciemu ¢; > by. Kako je jom u a; meratusan 6poj, a by u ¢; HO3UTUBHU, TO
je a; < by < ¢, Te 360r (%) Baxm |a| < |b| < |¢|]. OnaBne, nmajyhin Ha yMmy na
cy OpojeBu a,b m ¢ meraTtmBHHM, nobujamo ma Bayku mopenak a > b > c. Heka
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je cama di = —27%, e = —22 " u f; = 272 . Bpojesu d; u e; Cy HeraTHBHH,

oK je 6poj fi mosmrwsanm. W3 272 > 0 > —22 mo () je |ei| > |di|, ommocHO

e1 < dp. Barmyuyjemo ma je e; < dj < fi, e kopuctehim (*) jom jemHoM, nMamo

e < d < f. Ha oBaj HAumH CMO ce yBepWJU nOa je pacmopemn martux OpojesBa
c<b<a<e<d<f.

5. Buneru pememe 4. 3amatka 3a 2. paszpen A kareropujy.

UYerspTu paszpen — b rareropuja

1. KopumhemeM n0O3HATOT NIAEHTUTETA
" —1l=(-DE" 2" o+ 1)
nooujamMo

10_1 5_1 5 1
P(ac)zgiﬂi1 :gfz:—l xxJ—:l =@+t + )@t B -2+ 1).

I[IpuMmeTnMmo ma ce TOPHBUM apryMEeHTOM ITOKa3yje jeTHAKOCT IOJMHOMA
(%) Pla)=(@'+23+2>+2+ 1)@ —23 +22 -2+ 1)
y3 ycno x ¢ {—1,41}. Ilpyrum peuuma jemuaroct (x) he OGuru mormyHo
IOKa3aHa TEK aKO Ce jOIll M HEMOCpeTHO mpoBepu 3a © = —1 u z = 1.
2. Cabupamem jemaaunaa nodbujamo ma je r+y—+z+u = % U JaJbe Oy3UMAHEM
on oarosapajyhmux jemHaumba HAJA3W Ce Ia je PEememe CUCTeMa

1

x:y:z:uzg'

3. U3 ycimoBa fa cy pealHM ¥ UMATMHADHU €0 Pellela jeJHAKU 3aKJbyUyjeMo
na ono uma obuuk z = t(1 4 i) rme je t peasan 6poj Koju Tpeba oapEIUTH.
IIpumerumo na je

(1+i)2=2 (1+i)°=-2+2i (1+i)r=—4

IITO Ce MOKe YCTAHOBUTHM WM AUPEKTHUM CTENEeHOBAImEM WM HaJIAKEHEeM
TPUTOHOMETPUjCKOT 0OamKa 6poja 1+ i.
3aMEHOM y IOJIa3HOj jenHAYMHU TOOWjaMo

(%) — 4t 4 (=2 + 20)8° + 4it> + 2(1 + i)t +4=0.

ITowro je t peanan 6poj, OBa jeqHAUMHA j€ eKBUBAJIETHA APy jeIHAUMHA KOje ce
nobujy aKo ce peasHU U UMarvMHADHU AEO JIeBe CTPaHe jemHaduHe (x) usjemHaue
ca mysnoM. Vmarunapau neo jemHauuHe (k) je jenHadmHa

2% + 412 + 2t =0 71j. t(t+1)*>=0
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ma nomTo 2z = 0 HUje pememe moJa3He jeTHAUYNHE 3aKbydyjeMo na je t = —1 Tj.
z=—-1—1.

4. Pewewe 1: Jacuo, 36or z € [3,4],
fl@)=2(@—-1)(z—2)(z—3)(4—2)(5—2)(6 —2)(7T — ).

Ha ocroBy HejemnarocTu mamely apuTMeTuyke  reOMETPUjCKE CPEIUHE, UMAaMO
na je
x4+ (7—x)

s e, x(?—x)<<g)2.

Cunmuno nobujamo ma je

(x—l)(fi—x)<(2>27 (x—2)(5—x)<(§>2 u (x—3)(4—x)<(

DN =

>2
. . . 7
JemHAkOCT y CBUM CiaydajeBUMa BasKU CAMO y CIydYajy Kama je x = 3 € [3,4]

(jemmaumne x =7—2, 2 —1=6—x,x—2=5—x, t —3 = 4— 2 Cy eKBUBAJEHTHE).
Iakie,

max {f(z) |z € [3,4]} = f (9 = 325272278 = %

Pewewe 2: ®ynrumja f(x) je nosurvsana Ha maTepBaty (3,4) (u Baxu f(3) =
f(4) = 0) ma ce MeCTO HEHOI MAKCUMyMa [OKJIAIA CA MECTOM MAKCHMYMa
¢yuruuje g(z) = log f(x) (oBme ce KOpUCTH CTPOra MOHOTOHOCT JIOTAPUTAMCKE
¢GyuEUMjE). Youumo na je

dymrnmja ¢'(z) je crporo omanajyha y mmrepsamy (3,4) jep cy cBu cabup-
m1 ctporo omamajyhwm y masemenom mnTepBaty. OBO ce MOMke TPOBEPUTH U
HaJakemheM u3Bona te gpyurnuje g’ (r) =

1 1 1 1 1 1 1 1

22 (z—12 (x-22 @-32 (@“A-2? (G-2?2 (6-22 (T—2)?2

Jlako ce mpoBepu na je g’(%) = 0 na 3armpydyjemMo na ¢yHrnuja g(x) ma TuMe u
dyurmmja f(r) mocTmke CBOj MAKCUMYM Y TAUKU & = %
5. (a) IIpernocrasumo 6e3 ymMamema ommTocTn na je m < n. VI3 yciosa 3anaTka
nobujaMo na je asy, + as, = 0. Hekra je d pasnuka apurmeruykor Hmsa. Tana
AMAMO Ja je Gmin = Gom + (M — n)d u takobe apmin = a2, + (0 — m)d, na
cabupameM Te IBe JeNHAKOCTU HOOUjaMO 2ay,4+n = Gom + G2, = 0, ma je unan
APUTMETUYKOD HU3A Gty = 0, Dakie 1eo 6poj.
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(b) He mopa! Ha mpumep Heka je a1 = —V/2,a2 = v/2,a3 = 3v/2, ura. (raunnmje
mera je ap = (2k — 3)v2, k € N) Huz ap je ounriaeqso apuTMETHUKA U CBU
WIAHOBU Cy MpalMOHAJHU, a Lt = —1.

az

PEINTEIHLA 3AIJATAKA ORPYFRHOI' TAKMUUYEIHA U3
MATEMATHWERE

IIpBu pa3pen — A kareropuja

1. Habwumo ocratre memema OpojeBa obaumka 3™ mpu mememy ca 13. Aro je
r ocTtarak NOOWjeH TMpu mememy cremeHa 3" ca 13 onma je ocTraTar mebema
6poja 3"t ca 13 mcTu Kao m ocraTak mesbema Opoja 3r ca 13. 3amcra, mo
npermoctaBmu 3" — r je memus ca 13 ma je mpema Tome 37! — 3r takobe memus
ca 13. OBuMm mocrynkoMm mobujamo cienelly Tabisuiy ocraraka:

3 32 3% 3% 3 36 37
339 1.3 9 1 3

YouaBaMoO TIEPUOANTHOCT OCTATAKA U 3aKBYdyjeMo ma je ocTarak mesbema 31000

ca 13 jemmak 3. CiunyaH NOCTYIAK HAJAKEHA MEPUOIUUYHOCTH OCTATKA MOKE
ce mpuMeHnTH 1 Ha caydaj cremena 419°0 AjrepmarumBHO ce Tpasenm ocTarak
MOe OJPeUTH U Ha ciaemenn maumu. Yoummo maa je 4% = 64 = 5-13—1. Onmasae
3aKDLYUY]jEMO na je

4999 = (43338 = (5-13-1)(5-13—1)-...-(5-13—-1) =13 -k — 1

3a Hexu npuponan 6poj k. IIpema Tome ocrarak membema 6poja 41000 ca 13 je 9.

Sakmyuyak: Tpaskenun ocrarak je 12.

2. Pewewe I: Koucrpyumwmmo 3sajemauury tanrenry y rtauku A. Ilpecexk
ranrenre u mnpase BD je tauka FE. Karxo je EA = EC (ranrenthe my:Emn)
To je <FAC = <FECA. W3 te jemmakoctu Kao u u3 jemnakoctu J<FAC =
<EAD + <DAF cnemn <EAC = <FCB = <F'AB + <EBA = <FAB + <FEAD
(jep je <EAD = <EBA). Onasne caenu na je <DAF = <FAB, mro 30a4u 1a
je AC Bucerkrpuca yraa BAD.
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Pewewe 2: Cnojumo S menrap ymyrpammer kpyra u C. Tama je <SCB = 90°
(monynpeunuk u Ttaurenra), u <ADB = 90° (yrao man npeunmkom). Onasne
caemu na je <DAB = <CSB (yraosu ca napasennum kpauuma), u <CSB =
2<CAB (uenrpannu u nepudepujcku yrao). Ompartae caemu ga je upasa AF
bucexkrpuca yraa DAB.

3. Ha npBoj mosumnuju nmepmyTanuje Moske OuTty 6MI0 KOoju Opoj, Te ra MOKEMO
u3zabparu Ha 8 HaywmHa. HakoH Tora, 6poj Ha APYroj HO3WUIMjX MOpa OUTH
HajMambu O IPeocTanux OpojeBa na 6m O6mo mecHO MUHMMAaJAH, na je onpeben
jemno3zHauno. DBpojeBe Ha mo3unmjaMa TPU U UYETUPU OMET MOKEMO m3abpartu
MPOM3BOJLHO Ol IpeocTanux OpojeBa, Ha 6 -5 mHaumna. Bpoj koju ciienmu mopa
OuTM HajMamU O MPEOCTAJUX, a4 je CcTora OpOoj Ha MO3UIMjU MET jeTUHCTBEHO
onpeben. IIpeocranu 6pojeBu mory ce nopebaru npousBossHO, Ha 3-2-1 HAYMHA.
Haxrme, yryman Opoj mepmyTanuja Koje MMajy MOEeCHO MUHUMAaJHE OpojeBe Ha
Opyroj u neroj nosurujn je 8-6-5-3-2-1 = 1440.

4.

a+tb -  (Va—vb)?  (a—1b)?
N R

l(a—b)QZ(a—b)2< (a—b)? <(a—b)2:1(a—b)2
8 a 22va)? " 2(Va+ Vb2 T 2(2vh)2 8 b

JeqHakoCT BaskM aKo U caMo ako je a = b.

5. Hera je d = H3(n? + 1,(n+ 1)> + 1). Taga d | (n+ 1) + 1 — (n? + 1),
omiocuo d | 2n + 1. Oryma d | n? +1 — (2n + 1), ommocuo d | n(n — 2). Onasne,
kako je d ysajammo mpoct ca n (jep ako je k = NZD(n? + 1,n) mobujamo ma
k| n?+1—n? ommocuo k = 1), zakmyuyjemo na d | n — 2. Hamokon kako cmo
mobuim na d|[2n+1wud|n—2,tod|(2n+1)—2(n—2), oxsocro d | 5. Onasne
Cy jenuHe MOTEHIMjajHe BpenHocTu 3a d OpojeBu 1 u 5.
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OapemuMo caza ocTaTak IpH Aesbemy 0poja n? + 1 ca 5. Jlako HaIa3uMmo
Ia yKOIMEO n uMa, penoMm octaTke 0, 1,2, 3,4 npu gememy ca b, onma 6poj n? + 1
nma penom ocratke 1,2,0,0,2 npu mememy ca 5. 3aro je d = 5 arkko n npu
mesbemy ca b maje octarak 2, IOK je V CBUM OCTAJIUM caydajeBuma d = 1.

Ipyru pa3spem — A kareropuja

1. Pewemwe I: Hera je <BAC = a, <ACB = v u <ABC = (. Ilo cunycHoj

teopemu AB 4 BC' = 2R(sina + siny) = 4Rsin(f — g) cos “5L. Makcumym oBor

u3pasza ce MOCTW&E 3a Cos “5t = 1, 1j. a =y =F — g Hakne, AB = BC =
2Rsin § = 2R cos g, a MakcuMmasaH 30up uzHocu 4R cos g

Pewewe 2: Ilponyswumo nysx AB mo tauke E tako ma Baxku BE = BC, omHoCHO
AE = AB+BC. Tpoyrao BCE je jennakokpak, a kako je <ABC = [ cnomaumu
3a oBaj Tpoyrao ciuenu na je <BEC = <ECB = % Korcrpyumunmo rauxky D HaA
3anaTo] Kpy:kuunu tako na je AD = DC u <ADC = (. [lonoBuMO moCTyIak 3a
Taury D kao u 3a tadyry B. Roucrpynmmmo taury F rako na Basku DC = DF |
omaocuo AF = AD + DC. Ha uctu mauun Basku na je <DFC = <FCD = g
Taure F u I npunanajy reoMeTpujcKkoM MECTy Tadaka u3 Kojux ce nysxk AC Bumu
oz yryioM g (anu ca ucre crpane npase AC ca koje cy B u D). T'eomerpujcko
MECTO Tavaka je Jyk ca neurpoM y tauku D. [lomTo je mpeunuk Hajmayska TeTUBA,
OHJA CJean Ja je MakCcHMaJiaH 30up TeTwBa y ciydajy Taudke D OJHOCHO Kaza

je AB = BC.

2. JluckpuMuHAHTA naTe jeqHAYUHE je

D = [3a® — 12a® — 1]* + 12a*(a — 4) = [3a*(a — 4) — 1]* + 12a*(a — 4) =
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9a*(a — 4)* — 6a%(a —4) + 1 + 12a*(a — 4) = 9a*(a — 4)? + 6a*(a — 4) +1 =
= [3a® — 12a* + 1)?
na cy Hyse oBe jemHauuse (3a a # 0)

—3a® + 124 + 1 4 (3a® — 12a® + 1)
6a

Ti/2 =

Tj. T1 = 3%1 u zo = —ala —4). 3a a = 0 jequnucrseno pememe ¢ = 0 npunazna
naTepsaay (—1,1). 3a a # 0, HyJe jenHaurHe 3aT0BOJLABAJY YCIOB KO M CAMO
aKo

—l<1 AN —-1<-d®>+4a<1
3a

Ipyra HejenHaunHa je €KBUBAJETHA CA
3<(@—-2°<5eV3<la—2<Vieac(2-v5,2—V3)U(@2+3,2+V5).

EnemenTn u3 mpBOr METEpBAJA HE 3a00B0OJbABA]Y YCJIOB % < |a|] omarne xonauno
mobujamMo ma a 3a0BOJbABA YCJIOBE 3aJaTKa ako u caMmo ako je a € {0} U (2 +

V3,2 4+ V5).

3. Heka je p mpocr 6poj a « memerarusBau neo 6poj. Ouapemuliemo f(p®).
Ouursenuo na 3a csako z, 0 < x < p® Basku nma je NZD(x,p*) = p*, 3a HEKO
0 <a < a. Oppenumo kKouuKo uMma OpojeBa x TakBux na je NZD(z,p®) = p® 3a
3amaTo a. IlpeTxoaun ycios je eksuBajenTan yciaosy p® | z u p*tl f x. Opaksux

6pojesa uma yrymHO p@ ¢ —p® 2! ako je a < a, ommocuo 1 ako je a = . Ilpema
TOME MMaMO 1a je:

p

a—1
F*) =1-p"+ > (p* " —=p* ") -p* =p” (1 + o (1 - 1)) :
a=0

Axo craBumo p =2 u a = 2007 mobujamo ma je f(22°07) = 2009 - 22006,

4. Opn cBake pesanuje EKBUBaJICHIUjE MOYKEMO HAIPABUTU jEAHY DeJalujy
opeTKa, TaKO HITO NeMO OCTABUTH CaMO OHE eJeMeHTe a p b u3 pesanuje ex-
BUBaJICHIIje 3a Koje Baxku a < b. Jlako ce mpoBepwr na je 0Bako 3amaTa peJalu-
ja pe(IexkcUBHA, aHTUCUMETPUYHA M TPAH3UTUBHA IIa je TO 3aWCTa pejanuja
noperka. Kako on myHe penanuje eksuBajenuuje (y KOjOj je CBAKU €IEMEHT y
peslanuju ca CBAKUM) MOYKEMO NOOUTH jour jeqHy peJsanujy moperka (3a n > 1),
aKo y3MeMO ejieMeHTe a > b. 3a OBy peiamnujy ce aHAJOMHO HOKa3yje na je
penammja MoOpeTka, a pasnaudura je ox nperxonuno onpebenux. Crora penanuja
[OpEeTKa MMa BUIIE O Peslallija eKBUBaJieHuuje Ha ckymy {1,2,...,n} 3a n > 1.
3an =1 unmamMo caMo 1 pesnamujy eKBHBAJEHIM]E KOja je MCTOBPEMEHO U PeJIalu-
ja moperka: p = {(1,1)}. Iakae y OBOM cCiydajy UMamMoO jeJHAKO peJaluja
IMMOpETKA U peJialija €KBUBAJEHII]E.



35

5. HaBenena jemnavunHa je eKBUBAJICHTHA Ca
2% — 2x cos(wy) + cos? (wy) + sin? (zy) = (z — cos(zy))? +sin? (xy) = 0
IITO je eKBUBAJIEHTHO CUCTEMY jeTHAYUHA

x — cos(zy) =0 sin (zy) = 0.

Axko je sin (zy) = 0 ouna je cos (zy) = £1 1j. umu je © =1 nau « = —1. Y npsom
cayyajy (x = +1) u3 ycaosa cosy = 1 nobujamo y = 2kw 3a Heru neo 6poj k. Y
npyrom cayuajy (@ = —1) u3 yeaosa cos (—y) = —1 mobujamo y = (2m + 1)7 3a

HeKn 1eo 6poj m. 3armydyjeMo na je (z,y) pelleme MoJa3He jeHaunHe ako U
CcaMoO akKo je

(z,y) € {(+1,2k7) | k € ZY U{(~1, (2m + 1)7) | m € Z}.

Tpehu paspen — A kareropuja

1. Ha caumnu ce Buau Typa TypucTe KojoM ce obuinasu 42 omaje. lokaskmmo ma
TypHUCTa HE MOKe MOCeTUTH BUIle onaja mox gartuMm yciosuma. O6ojumo omaje
upHO-6eso (maxoBckm) Tako ma uMma 24 npee u 21 Gexy omajy. Kako typucra
poJyia3u CyCemHUM OaajaMa Koje Cy pa3imdyuTo 000jeHe, Ha HEroBOj TYPU UMAa
uctu 6poj Gesux U MPHUX OJaja. 3aTO HA CBAKO] Typu HeMa Buine ox 21421 = 42
onaje.

1
o g l-. -
: --. o 1
[W

2. Hexra cy 1, ..., £, KOpeHu moauaoMa " +a,_12" ' +...+a1x+ap roe je a; = 1.
Y cayuajy n = 1 nako ce Hajale OBa pellema T + 1 ma 3aTo IPETIOCTABAMO Ia
je n > 1. Kopucrehu Buerose ¢popmyne mmamo

a4l = (4 Fxn)? = 2@+ F Ty xy) = a2 — 20,0 = 1£2.

Kako cy mo ycnoBy 3amaTka CBU KOpPEHHW peajHu, 30Up KBaapara Mopa OuTu

MIO3UTWBAH, IIa WMaMO Oa je 1}% + ...+ xi =3, 1j. Gn_o = —1. Caununo je
u 23r3-- 22 = a3 = 1. Kopucrehu mejemmarkoct msmeDy apurmerudre u Te-
OMETPUjCKe CpeIauHe Ho0mjaMo:

3 1

_ 2 2 n/ 2 _
ﬁ*ﬁ(lJr---ern)} xf-x2 =1
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omakme je n < 3, IpU YeMy jeTHAKOCT n = 3 BaKU akKo T3 = x3 = x3 = 1.

Opatie mobujamo 3a cayuaj n = 3 mBa pemema (22 —1)(x£1). Y caygajy n = 2
JaKo ce mobujajy jom aBa pemema x2+x—1, Mok y caydajy n = 1 mvamo Tarobe
nBa pemewma x + 1.

3. Osmaummo ca A;, Bi, D; Tauke y KojuMa ymnucanu Kpyr y tpoyrao ABD
nomupyje crpauutie BD, AD, AB; u o3saunmo ca A, Cy, Do Tauke y KOjuMa
ymucanu kpyr y tpoyrao ACD momupyje crpamune CD, AD, AC. Heka je
AC =b, AB=c¢, BD =u, DC =vu AD = d. Heka cy G u H Tauke y Kojuma
3ajeJHNYKA CIIOJballibha TaHreHTa paziandura on BC moaupyje Kpyrose ynucaxe
y Tpoyriose ABD u ACD. Tana je

2AK = (AB, —GK)+ (AC, — HK)
= AB, + AC, — GH
— AD, + ADy — A, Ay
— ADy + ADy — DA, — DAs.

MebyTum, ADy = “td=t AD, = btd=v DA, = dti=c DY, = dt2=b,

A

Do

Ca
D, B1

3amenom nobujamo

d— b+d—v—d— —d— b
2AK:CJr utot v2 ute v =b+c—u—v=AC+AB—-BC,

omnocuo AK = (AB + AC — BC)/2, wro 3aBucu caMO O NysKUHA CTPAHUIA
tpoyraa ABC.

4. Osnauumo penom ca Sip(n) u Sa(n) 36up nudapa npuposHor 6poja n y mnexam-
HOM, OJHOCHO OGuHapHOM cucreMy. Kako je n < 100 < 27, To 6poj n y 6GuHapHOM
cucremy mMma Hajsume 7 mudapa, na je So(n) < 7. Heka je Ggasa403a201a00 3amMUC
Opoja n y OMHAPHOM CHUCTEMY, TaKO Ja OH MOKe na mouume u onpebhenum Gpojem
mynta. Kako je tama n = ag-2%+a5-2° +ay-2* +a3-23+a3-22+a; -2 +a0-2°, 1o je
n =3 (ap + az + a4 + ag) — (a1 + as + as). Omasue, Karo je n =3 Sig(n) =3 S2(n) =
(ao + a2 + a4 + ag) + (a1 + as + as), Hamazumo na je 2(a; + as + as) =3 0, 0OAHOCHO
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a1+ asz +as € {0,3} (jep je 0 < ay + asz + a5 < 3). Ilakue, 3a npupogas 6poj n
BaKM na cy OuHApHe nudpe ai, a3 1 as jennake Mehy cobom. Cana pasiukyjemo
IBa ciydaja:

1° a3 = a3 = a5 = 0. Cagma je Sy(n) < 4. 3aro je ag = 0, jep Ou y
cynpoTtHOM 6mio n > 64 onakine je Sip(n) =7, mro je memoryhe. Ilakme, Sa(n)<3,
n<2t 422420 =21 un=4a € {0,1}, e je n € {21,20,12,2,1}. IIposepom
nodujamo na cy pemema n =1, n =20 u n = 21.

2° ay = a3 = as = 1. 3aTo je n > 25+ 23 + 21 = 42 ma je Sip(n) > 5.
[Ipumernmo ma je ag = 0, jep 6u y cymporHOM 6mto n > 28 + 25 4+ 23 4+ 21 = 106.
3aro je u S1p(n) <6. V3 osora 3akmyuyjemo na je n € {60,51,42,50}. IIposepom
nodujamMo ma HU jenaH OpOj U3 OBOT CKyIa HUje PEIICHeE.

Jennne BpennocTy npuponHor 6poja n, n < 100 koju 3a,10BOmaBajy yCIOB
3agatea cy n =1, n=20un=21.

5. YBemuMmo o3HAKRY @ = 2+ V3 omarne cremu a? = 2 + /3. OBoM cMeHOM
Hala jemHadmna mobuja oOamK

a®® 4+ 1 = (2a)”.

Bpojesu 2+ /3 u 2— /3 cy pemema jenmaunne 22 — 4z + 1 = 0 ogaxme nobujanmo
jemHaKoCT
4 4.2
a+1=4a".

YuopebuBameM 3akpydyjeMo na je x = 2 jenHO pelleme Halle jeqHaduse. 1o je
U JeIUHO pememe. 3aucra, gebemeM ca (2a)* mobujaMo na je Halma jeqHadvuHa

€KBUBaJIEHTHA Ca =
(5) +(5) =t
2 2a)

Ha neBoj crpanu je ¢pyHEnMja on T KOoja MOHOTOHO OIana; OBO CJIEIM W3 YUMUH-

jemune nma je § < 1lm % < 1. BarmyuyjemMo ma MO;Ke MOCTOjaTU HAJBUIIE jeIHa,

BPEIHOCT T 3a KOjy Ta (yHKIUja y3UMa BPeTHOCT 1.

3akmydak: JeauHO pemiemne Halle jeJHaduHe je T = 2.

UYerBpTH pa3pen — A kareropuja

1. Bugetu pememe 3. 3amatka 3a 3. pa3pen A kareropujy.
2. Heka je (x1, 9, ..., x,) pememe garor cucrema. Ooy3UMameM IMpPBE jeTHAUNHE
Ol ApyTre U rpynucameM cabupaka qo0ujamo

n

> (@) —1—i(x; — 1)) =0. (%)

=2

Iloka3umo na je cBaku cabupak JieBe CTpaHe jeQHauuHe (%) HeHeraTUBaH.
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IIpBu mauun: Hera je 2 < i < n. Kopumhemem nejennakoctu mameby
APUTMETUUKE U DPEOMETPUjCKE CPEIUHE MMAMO

o:Z:Jri—l
) )

_m§+1f..+1>

\

3HaK jeIHAKOCTU BasKU aKKO je x% =1, ogrocuo z; = 1.

Hpyru maumu: Ilocmarpajmo 3a ¢urcupano k € N, k > 1, moamaOM
Py(z) = 2% —1—k(x—1). Kako je P}(z) = ka* "1 —k = k(21 —1) zaxmyuyjemo na
ce Ha [0,00) MuauMmyM yurnuje Py (x) moctmxke 3a x = 1, npu yemy je Py(1) = 0.

OBuM CMO mOKa3aiu na Cy 3aucTa CBU CabUPIU JIEBe CTPaHE Yy jeIHAYNHU
(*) HeHeraTWBHU, Ila KaKO je HUXOB 30Up jelHak Hy M, TO 4OOHjaMO Ha U OHU
Mopajy burtu jemmaku mysu. OBO je jemuuo moryhe y ciyuajy To = T3 = ... =
z, = 1. Cama mako HaIa3MMO na je u 1 = 1, YnMe CMO [OKa3aiu Ja JATU CUCTEM
vMa jemuucTBeHO pememe (1,1,..,1).

3. OGojumo jeauununa nosma Tabae nomohy k Goja u o ”pemom” (HAM3MEHUU-
o). Ha Ttako 06ojenoj Tabau CcBaku IPABOYTAOHUK MPEKPUBA TAUYHO jEIHO MOJbE
cBake 6oje. 3aro je HeonxomaH (He U NOBOJLAH) YCJIOB 3a HOIIOYABame Tabie
na je jemHak 6poj moma 0bojen csakoM 6ojom. IlpermocraBumo cama ma 6pojeBu
m U N HUCY NeJbWBU ca k U HEKa Cy HBUXOBU OCTAIM IPU HeJberkhy ca k, PeIoM
jemnaku a u b, mpu uvemy je 0 < a,b < k. Youumo TOpmU HECHU N0 IOYETHE
tabie nuMmensuje a X b. Y ocratky Tabse mMamo jenHak Opoj mosba 0bOjeHnX
cBakoM on k Goja. [lokas Ou 3aBpIIMIM akKO MOKAKEMO Ha Yy YOUYEHOM HEIIy He-
MaMo jemHak Opoj mosba cBake 6oje. Pasmorpumo cayuaj a > b. Younmmo 60jy
oznaueny 6pojem a. Tamga y ¢cBakoj BPCTU YOUEHOT Aejia TabJIUIEe MMAMO IO jeIHO
nosbe 060jeno Gojom a. Ako Ou ce mecwiio ga cy cBe 0o0je jeoHAKO 3aCTYILJLEHE,
oHma 6u O6poj obojeHMX MOJba y yodeHOM mesry Owo kb, mro Huje moryhe jep
ux je tauno ab. Ciamuno oBoM pasmarpa ce ciayuaj a < b (Tama cBaka KOJIOHA
YOUEHOT Jesa Caap:ku jenHo mosse 6oje b). OBuM cMO DOOUIM KOHTPAIUKLN]Y,
Te 3aKbYUYjeMO Ia MPEeTIOCTaBKA HUje Omiia TadvHa.

4. Heka je xy = a. Tana ropucrehu z + y = 1 mobujamo
85 = ($4 +y2)(x2 +y4) _ 1‘6 +y6 +x4y4 —|—x2y2 _
_ (1’2 + y2)(x4 o x2y2 +y4) 4 {174y4 =+ x2y2 _
_ (12 +y2)((1'2 +y2)2 _ 3x2y2) +ac4y4 +x2y2 _
= (1-2a)((1 —2a)* = 3a*) +a* +a*® =
=a* —2a% 4+ 10a® — 6a + 1,

omuocuo a* — 2a® 4 10a® — 6a — 84 = 0. Jexno pememe oBe jenuauuue je a = —2,
omarne ce mako nobuja a! — 2a3 + 10a? — 6a — 84 = (a + 2)P(a), rue je P(a) =
a® — 4a? + 18a — 42. Kaxo je P'(a) = 3a* —8a + 18 > 0 3a cBaxo a € R, To je P(a)
pacryha ¢ysruuja, na jennauuna P(a) = 0 nma HajBume jenno pememe. Kako
je P(a) monmHOM HEmapHOT CTEemeHa, TO OH MMa Oap jenHy peasnny Hyay. llakme,
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jemmaunna P(a) = 0 uma Tauno jemno peanno pememe. Kako je P(1)P(4) < 0,
300r HEIPEKUJHOCTH, 3aK/bYdyjeMo 1a je TO pememne u3 uarepsaia (1,4). 3a oBy
BpemHOCT a Bawmito 6u 2 +y% = (v +y)? —2ry = 1 —2a < —1, mTo HEje moryhe.
OBum cMO mokasaiu ga je jemmaa moryhnoct a = —2. Tana je 1axko yCcTaHOBUTH
Ia Cy pemema mosasHor cuctema ypebenn maposu (2,—1) u (—1,2).

5. Buneru pememe 5. 3amarka 3a 3. paspen A rareropujy.

IlpBu pa3pen — B kareropuja

1. Buneru pememe 1. 3amaTra 3a 1. paszpen A kareropujy.

2. Heka je mar tpoyrao ABC. OmnumeMo OKO Hera Kpyr U KOHCTPYUIIUMO
bucexkrpucy yriaa C. Ona ceue kpyskuy aunujy y tauku G. Taura G je cpenuna
ayka AGB (jemmarxu nepudepujcku yraosu). Koucrpyumumo npeunur CD u
pucuny C'E uuju mpomyskeTak ceuve KPYKHY JUHUjY y Tadku F.

IIpeu mokas: Axo moraskxemo ma je <ACD = <BCF, oumma he Bawutu u
<DCG = «FCG. <ADC = <ABC (manm uctom tetmsoMm). Tpoyrao DAC je
npasoyran (C'D je npeunur). Tpoyrao BEC je npasoyrau (E je monHoxje BU-
cune). V3 oBux uumenuna ciaequ jemgakoct yriaosa <ACD = <BCF. Osuwu je
JIOKA3 3aBPIIEH.

C

D
G
Hpyru mora3: Axo moraxkemo na cy aykosu AD wu BF jemmaku omna he u
nepugepujcku yriaosu ouru jeqaaru. <AEC = 90° (moxuoxje Bucune) <DFC =
90° (manx npeunurkom CD). Omasne caemu na cy tetuse AB u DF mapanenne
mwTo 3Haun ma cy jaykosu AD u F B jennaku.

3. Bumeru pememe 3. 3amarka 3a npBu paspen A kareropujy.
4. Buneru pememe 4. 3anaTtka 3a 1. paspen A rKaTeropujy.

5. Heka je + = BD u y = CD rne je D nonuoxkje Bucune uz A ma crpany

BC' (cmuka). Ilomro je f = 30° zakmyuyjemo na je h = 5. Omnasne cienu
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a+c=38 a-c=15.

Pemewa a = 3,b =5 u a = 5,b = 3 mory ce y 0BOM ciyuajy JaKO U IOTOIUTHU.
AnTepHATUBHO ce KBaIpUpPAILEM IIPBE jeQHAUMHE U KOpUIIiemeM Apyre mobuja
a’? +b?> = 34. Omasne cnemn a? — 2ac +b*> = (a —c¢)? =4 1j. a — ¢ = £2 urm.

3

IpBu cayuaj: a = BC =5, c = AB = 3 onakiue caenu h = % =3.

Y oBoM cayuajy w3 mpasoyriior Tpoyria AABD wamaszuMo na je r = <

BC =a (cnura (a)) my =5 — % W3 npasoyriaor tpoyrana AADC mamasuMo

2
b=AC =R + 42 = %+<5¥> = /34— 15V3.

Hpyru cayuaj: a = BC =3, c = AB =5 onakne ciemu h = § = %
A A

w
NJS
w

(2)
Y oBoMm cayuajy u3 mpapoyryor tpoyriaa AABD manasumo ga je x = BD =

5—‘2/5 > BC =a (cura (6)) my =x—a = 5—‘2/3 — 3. U3 mpasoyrior Tpoyria
AADC nanazumo

2
2
b=AC =+/h2+ 42 = —5+<@—3> =1/34 —15V/3.

4 2

Ilpyru pa3spen — B kareropuja

1. Pemene npsor mesia 3aIaTka je UOEHTUYHO pemeny 1. 3amarka 3a 1. A kar-
eropujy. pyru meo 3amarka ce pemasa aHaJOrHUM pacybhuBamem. CanmyHum
apryMeHTMMa Kao U Mpe HAJIa3|uMo Ja je ocTaTak mesbema opoja 9222 = (10—1)222
ca b jemnak 1 kao u ma je ocraTak memema Opoja 4333 = 4.4332 = 4. (15 + 1)166
ca 5 jemnak 4. Onasnme Hamasumo na je 6poj 9222 +4333 nemus ca 5, Tj. Tpaxkenn
ocraTak je 0.

2. Heka je O menmrap ynucanor kpyra, a S ommcanor kpyra. Ilpasa OS je
cumerpadia qysku AB na je OA = OB, onakie ciaequ na je «/2 = (3/2, onHocuo
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a = (. Caemu na je AABC jemnarokpak, na teme C' npunana npasoj SC. Kako

je SA = SC (nonyupeunur onucauor xpyra) u SB = SC 1o je <OAC = <OBC.
Omasne caenu na je 3a/2 = /2, ogHocHo o = f§ = /3, omakie ce JAKO HAJIA3U
na je v =108°, a = [ = 36°.

3. Ilara jemmaumHa exkuBatieHTHa je aucjyrrumju (I) V (II), rme cy (I) u (II)
caenehu cucreMu jeHAUYMHA U HEjeTHAUUHA:

x>0 ] =0
(I)'{x2+x+a:x (II)'{x2+x+a:—x

U3 npyre jemnaumne cuctema (1) mobujamo ma je 22 = —a. 36or Tora (1) 3a a > 0
HEMa pemena, MoK 3a ¢ < 0 MMa jeIMHCTBEHO DeIleme.

Pemmuvo cana cuctem (I1). Ako je ax? + bxr + ¢ = 0 kBagpaTHa jemHauuHa
(a,b,c € R), xopucrehu Buerose dopmyie, Jako 3akbydyjeMO A& je y Ciydajy
< < 0 TayHO jeJHO HEHO pemIene MO3UTUBHO, JOK Ccy y ciyuajy < > 0 oba pem-
€Ha MCTOT 3HAKA WX CYy MaK KOYTOBAHO KOMILIEKCHU OpojeBu. [Ipumemyjyhm
oBaj 3akmydak Ha Apyry jemmaumny cuctema (II), 2% + 2z + a = 0, 3axmyuyjemo
na oH 3a a < (0 mMa TayHO jemHO MO3UTWBHO pEIIeHme, MoK 3a a > (0 Hema mo3u-
TUBHUX pemema (ako Cy peliema PeasHa, OHIa Cy UCTOr 3HAKA, aJld UM je 30up
jemmak —2, te cy oba meratuBHa). 3a a = 0, pememe cucrema (II) je z = 0.

N3 mpyre jemmauumue cucrema (I) m apyre jennaumne cucrema (II) 3a-
KJbYUYjEMO na je jemuHu peajian Opoj Koju O6m morao ma Oymae 3ajeTHUdKO perr-
eme HaBeneHux cucrema r = 0. OH 3amcTa 1 jecre 3ajeJHUYKO PEHICHe CaMo Y
cayyajy a = 0.

Konauno, oBuM cMO mokazanu na mara jeIHaurHAa WMa ABA pElIema 3a
a < 0, jenHo pememe 3a a = (0, KoK y cay4dajy a > (0 Hema pemema.

4. Ob6aacr zepurucanocrtu uspasa je [1,2]U{3}. Hejeanaroct ce Moke HammucaTu
y obmury /(z—1)3—-2) + /2-2)3—2) > /(B—=z)(4—z). DBpoj 3 je,

ounrIenHO, pememe. 3a T < 3 HejeOHAKOCT ce MOke ~ckparutu’ ca /3 —zx
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u mobuja ce

Ve—14+vV2—z>V4-—
e 2/(z-1)2-z)>V3—
& 52— 18z +17<0.

Y oBoMm ciyuajy Hema pemema. Jlakie, jenuHo pememe je © = 3.

5. Bugmeru pememe 5. 3anarka 3a 2. pazpen A kaTreropujy.

Tpehu paspen — B kareropuja

1. Buneru pememe 1. 3amaTka 3a 2. paspen A KaTeropujy.
2. Jemmauuna je eKBUBAJIEHTHA Ca
pr>0, v>—-1, t+1#1, pr=(r+1)%

Tj. ca
pr>0, v>-1, 2°4+(2—-p)z+1=0. (%)

Mmamo nBa cirydaja:
Ilpeu cayuaj: KsampaTHa jenmaumua mMa jeMHCTBEHW KopeH Tj. (2 — p)? = 4,
omakie je p = 0 wiau p = 4. Pememe p = 0 He 3am0BOBABA IPBU YCJIOB, & 34
p =4 mMaMO jeIUHCTBEHO pememe r = 1.
Lpyeu cayuay: KBampaTHa jemnaunHa mMa OBa KOPEHA X1,Ts, O KOJjUX CAMO
jeman 3amososbaBa yciuose (*). U3 ycnoBa na je OUCKPUMUHAHTA KBAAPATHE
jemmaunne D = (2—p)?—4 Beha on myne, nobujamo p > 4 wiu p < 0. Pemasamem
KBaIpAaTHE jemHAUNHe NOOUjaMO pellemha Lo = %(pr:I: V(p—2)?2—4). Kana je
p > 4, umamo na cy oba pemema HO3UTUBHA, na 00a 3am0BosbaBajy yciaose ()
7 Tala HEMaMO jeIMHCTBEHO pemieme. Rana je p < 0 mmamo na cy oba pemema
neratusHa, MehyTum Kako je f(—1) = p < 0, rze je f(z) = 22+ (2—p)z+1, umamo
na je —1 usmeby KopeHna jemmaumHe, Tj. CAMO JeHO PEIIeHe 3aI0BObaBa APYTHU
yeaos (*), ma y Tom ciayuajy mosasHa jeQHAUYMHA UMa j€IHUCTBEHO DElIeHe.
Hakine pememe je p € (—oo,0) U {4}.

3. Pewemwe 1: Axo je S cpemuna crpanune AB, tamga penom mMmamo na je AS =
3\/5, AV = 3\/5, VS = 3v3 u u3 camunocrn rpoyriosa HSA u ASV cunemn
HS = 43 1j. HS =23 u HV = SV — HS = /3. Karo je yrao I'VS
zajenauuru 3a tpoyriaose STV u THV u rako je V3 = 5":—‘& = ZI—“/, = /3 cemn

na cy rpoyraosu STV u THV cnuunu, na je tpaskenu yrao ST HV =4STV =2

Pewewe 2: TlocraBuMo maTty mupaMumy y KOODIWHATHU CHUCTEM TaKO na je Ha
npumep A(6,0,0), B(0,6,0),V(0,0,3) u 7(0,0,0). Kako je AH1LBV u ACLBV 10
je pasan 3 = 3(A,C,H)LBV. Ananoruo je u v=~(B,D,H)LAV. IIpema tome
oprouenTap H Mopa mpumamaté CBakoj on paBuu «, S u -y tj. H € anfny. Kako
jea:x+y+22=6,0:2y+z=0wu~:—2x+z=0, To pememe OBOI CUCTEMA
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jemHauvrHa mpencTassba KoopauHate oronentpa H, ma je H(1,1,2). Cana umamo
— e T
na crasgapuu npousson sekropa TH u SV je TH - SV = (1,1,2)(-3,-3,3) = 0,

. — =3 . .
mro 3naun ga je TH LSV 1j. (Lo, na je Tpaskenu yrao 7.

Pewewe 3: 3a cBary npaBy NPABUIHY UYETBOPOCTPAHY HUPAMULY BAKU Oa je
Tpaxkenn yrao 3. KRako je ACLBV To mocroju pasan (3 woja caupwu AC m
HopMaJina je Ha BV u B,0j oueBuaHO npunana sucuna Tpoyria ABV koja mosasu
u3 temena A. Kako je AC LBV To nocroju pasan  koja caapsku BD u HOpMaJHA
je mna AV u w0j oueBuaHO Tpunana Bucuna rpoyriaa ABV koja momaszu u3 remena
B. Tlpema tome oprouentap H tpoyraa ABV mpunana npeceky paBHU « U (3.
Kako cy obe paBuu a un  Hopmasue Ha paBan Tpoyriaa ABV 1j. Ha paBaH «, TO
je 1 BUXOBa MpPEeCeYHnIla HOPMAJIHA Ha (v, & 0] OUYEBUIHO IIPUIAIA OPTOIEHTAD
s

H ma je TpaskeHu yrao 3.

4. Ony3umameM npBe ox apyre, apyre ox rpehe u rpehe ox uerBpre jennaune,
no0UjaMO €KBUBAJETHU CUCTEM

ar+b1 =23 d+b(g—1)=-2 d+bglg—1)=1 d+bg*(¢g—1)=T1.

Onysumamem npyre on tpehe u tpehe on yerBpre jemuauuue, mobUjaMoO €KBU-
BAJIETHU CUCTEM

ar+b1 =23 d+bi(g—1)=-2 bilg—1)*=3 bigg—1)*=6.

[Tomro cy Bpemnocty by = 0 u ¢ = 1 uckmbyUeHe, nebemeM deTBpTe ca TpehoM
jeIHaUYMHOM KOHAUHO N00MjaMO €KBUBAJIEHTAH CUCTEM

a1 +b1 =23 d+bi(g—1)=-2 bi(¢—1)*=3 ¢g=2.
Pememe nocnemmer a TuMe u HaIer cucreMma je

g=2 by=3 d=-5 a5 =20.

5. VI3 aannmosne TeopeMe 3a CHHYC HAJIA3UMO 14 je
T T
sin2x—0052x:\/§sin(2m—z) u  sin 2z + cos 2z = V2sin (22 + Z>

Pasnomak je mo3mTmBaH akKo M caMO aKO Cy My ¥ OpOjuian M MMEHWJIAIl UCTOT
3HAKA.

IIpBu ciayuaj:

2
sin (22 — E) > fﬁ n  sin(2z + z) >

V2
4 2 4 2

IIpBa jennaumHa je eKBUBAJETHA CAa

k7r<x<?%+k7r(k€Z)
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a mpyra ca
7r
m7r<x<z—|—mﬂ'(m€Z).

O6a ycnoBa cy 3a10BOJ/beHA aKO 1M caMo ako je z € (km, § + k7) 3a meru k € Z.

Ipyru coayuaj:

[

2
n  sin (22 + I) < g

T
in (20 — ~) < —
sin (2z 4) 1

IIpBa jennauwnHa je exBUBaJieTHA ca

3
%+k7r<x<7r+k:7r(k;€Z)

a Apyra ca

™
Z+m7r<x<7r+m7r(m€Z).
Ob6a ycmoBa Cy 3aI0BOJbEHA AKO U CAMO aKO je & € (%T” + km,m + km) 3a Hekn
k € Z wmz mTo je exkBUBaJeTHO ako m caMo ako je x € (—7§ + km, km) 3a Hekn
k€ Z.

Pememe:

z € (km, % +km)U (—% +km kr) (k€Z).

Yersptu pa3pen — b kareropuja

1. Osmaunmo ca O u S MEeHTPe ONMCAHOT U YIMCAHOT Kpyra u ca R u r moaynped-
HUKe OBUX Kpyrosa. Axo je tpoyrao ABC jemmakoctpanmuan, npase A’A”
B'B"”, C'C" nponasze kpo3 mentap O Tpoyria, ma je TBpheme UCIHymeHo. Y
cynpotroM, Tauke O u S ce He mokaamnajy. Osmaunmmo M = A’A”" NOS.
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Kaxko cy mysxmu SA’ 1 OA” mopmasme ma crpanuny BC, ome cy mebhyco6no
mapaJsenue. IIpema TamecoBoj Teopemu je

1 MS  SA T

M) MO 0OA" R’

Takobe, Ttauke A’ u A” cy ca ucrte crpane npase OS, ma ce tauka M Haga3u
Ban nyxu OS. Amasorno ce nokasyje ma npase B'B” u C'C" ceky npasy OS
y Tauku 3a Kojy Basku (1) u koja ce masasu Ban my:xku OS. Kako je rauxa M
ca oBa [IBa ycJIoBa jemHo3HauHO onpelena, zakmyuyjemo ma npase A’A”, B'B”,
C'C" cBe canpske Taury M.

2. a) Kako «arcsin 225 + Sarctge = 0 Mopa ma Ba:ku 3a CBAKU PeaJHU OPO]

1+
x 1o 3a x = 1 mobujamo 2a+ =0, nok 3a = = V3 3 mobujamo a+ 0 =0, a 1aj
CUCTEM jeqHAUMHA eKBUBaJieHTaH je ca o = 3 = 0.

6) He Basku.

Kako «arcsin 142_7;2 + farctgx = 0 Mopa ma BaKu 3a CBaku peaJsiaH Opoj x
u3 uaTepsana [—1,1], To 3a x =1 crem af + 5 =0 < 2o+ § = 0. Hokaxumo
7ia 38 CBAKO T € [-1,1]\ {0} cmemn 2a + 3 = 0 Tj. morazahemo na (Va € [—1,1])
arcsin 1+ — = 2arctgx.

Hoxra3z: Ilpe cBera um JsieBa u neCHa CTpaHa jeTHAKOCTU KOjy HOKA3YyjeMO CY
nedpuHmcane 3a cBako ¥ € R, jep momen ¢ynrmumje arctg je R, nok u3 exBuBa-
JIEHIIj e

(flﬁ 1_2:;2 Sl)@((erl)QZO/\(xfl)QzO)

ciaenu na je m arcsin

[—1,1)).

Cana IpuMeHUMO TeopeMy

1_%;2 nepunucan 3a caku x € R (momen ¢ymrnuje arcsin je

(ae {—g,g} Abe [—g,g} A sinazsinb):a:b

TAKO IITO y3MeMO @ = arcsin
cBako x € [—1,1] Baskn

1%22 u b = 2arctgx. IIpBo Tpeba morazaTtu ma 3a

. 2z 6[7771'] b2te[7rﬂ-]
a = arcsin ———x ——, | u = 2 arc T ——, =]
1+ 2 272 & 29
IIpsa tBpama caemu u3 came nedpuaunuje Gpymxmuje arcsin : [—1,1] — [—%7 %]’
AOK J.[pyra ciaenu mu3
€ [-1,1] = arctgz € [-F, §) = 2arctgz € [T, %]

Caﬂa je mpeocTaJsio jomr camMo ma ce AoKaske ma je sina = sinb Tj. ma je

sin(arcsin %) = sin(2arctgx). JleBa cTpaHa OBe jemHAKACTU je OYUTO jemHAKA
%, [a MOKaKMMO N1a je U JeCHa CTPAHA Te jeTHAKOCTH jenHaKa 1?;. 3Haun

nmamo na je sin(2arctgx) = 2sin(arctg x) cos(arctg z) = 2 \/sz = 119;2'

3amarak ce MHOrO jeqHocTaBHO pemasa nomohy umssoma! Tpeba camo
nokazaru ga (Vo € [—1,1]) f'(z) = (29(x)) = H% n na je f(r) = 2g(x) 3a HEKO
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x, HaanMep 3a = 1je f(1) =2¢(1) = §, onakne caemn zma je (Va € [—1,1])
arcsin 1+ —*t5 = 2arctgx.

3. OgmpemuMo Hajupe 3a KOje BPEOHOCTH T [OaTa HEjeqHAYNHA WMa CMUCIA
(momen). HOTpe6HI/I u noBosbHu yeaosu 3a To cy: (1) 7—x > 0, (II) 21+4x—22 > 0,
(II) 2144z —22 £ 1, (IV) 243 >0, (V) 243 #£1u (VI) log,, (21 +4z—22) £0
(yenos (III) mmununupa yenos (VI)). buxosum pemasamem xobujamo (I) 7 > x,
(I) 7>z > -3, (II) 2 #2+2V6, (IV) 2> -3, (V) 2 # —2. Onasze mo6ujamo
na je TOMEH

D =(=3,2—2V6)U(2-2v6,-2) U (=2,2+2V6) U (2+2V6,7).

3a csarko = € D\{6} Bamm logy 4, ,2(7 — x) = m, Te je

nosnasHa HejenHauuHa Ha ckyny D\{6} ekBuBaseHTHA penoM ca HejenHAYMHAMA

1 1
log, (21 + 4z —2?) - log, (21 + 4z —a?) 4
! < 1 <
(logr_,(7T—2z)(x +3)) - (log, 3(x +3)(7T—x)) 4
1 < ! <
(1+1logy ,(x+3)) - (1+1log,, 3(7T—x)) 4
! < l <
(1+ 10gw+;(7—ay)) (I+log, 3(7T—x)) 4
1ng+3< ) 1
< = <=
(1+1log, 3(7T—x))? 4

(1 —log,5(7 — x))?
4(1 +log,  3(7 —x))?

CrenujanHo, ysako mpoBepaBamMo ma x = 6 jecTe pememe mojga3He Hejel-
naunne. OBuM je mokaszaHo na je ckyn pemema ocam D\{5}.

— 1#log, 3(T—2) < x#5.

4. Hera je ABC'D npousBomaHn Terpaenap. Y OUnMO HajIy:KYy UBUILY, HEKA je TO
ua npumep AB. ITorazahemo na ce 6ap on jemne on Tpojku usuna (AB, AC, AD)
nmu (BA, BC, BD) mo:ke KOHCTpymncaTu Tpoyrao. Kako je AB Hajmy:ka uBuUua,
BaYKU

AB > AC, AB > AD, BA > BC, BA> BD
ma je JOBOJHHO MOKA3aTU Ia BaKU Dap jelHa Ol HejeTHAKOCTHU

AC + AD > AB, BC + BD > BA.

W3 tpoyrna ABC umamo na Basku AC' + BC > AB, a u3 tpoyria ABD umamo
na Baxku AD 4+ BD > AB. CabupameM OBe [Be HEjeTHAKOCTU NOOUjaMo

(AC + AD) + (BC + BD) > 2AB,
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omakie 3akmpyuyjemo na je AC + AD > AB wnmun BC + BD > BA, wro je n
TpebaJso moKa3aTu.

5. Buneru pememe 4. 3anmarka 3a 3. pazpen b rareropujy.

PEINTEIHA 3AIJATARKA JPRKABHOT TAKMUYEIHLA 3
MATEMATHWERE

IlpBu pa3pen — A kareropuja

1. Tpoyrao EDN noxmymapar je tpoyrny BMC (ED = CB,EN = CM n
/ZDEC = Z/BCA = 30°). Heka je ZMBC = /ZNDE =« u L/BMC = /ZEND =
8. Ipumernmo ma je o+ § = 150°. Hame, LDNC = 180° — f u LBNC =
90° — a ma je ZDNB = 180° — 3+ 90° — a = 120° = ZBOD, rue je O uenrap
mectoyria ABCDEF. Ilomro je CO = CB = CD, 3akibydyjeMo na Tadke
B,0, N, D npunanajy kpyry ca mnearpom y C. Hakae CN : CE =r :ry/3, na je
A=

A

A B

2. O6Genexumo yraose <BAD = «, <ABC = (3, <BCD =~ u <CDA =96. Ia
6u uerBopoyrao ABCD 6uo TeTuBan Mopa ma Baku na je a+y = f+0. Onasue
caemu na je 6 = 180°—(. Ila 6u yerBOpOoyrao 6mo TanreHTaH Mopa Baskutu AB-+
CD = BC + AD. Opnasne caenu na je CD — AD = BC' — AB (pa3auky Gupamo
y 3aBUCHOCTH Koja je nysk Beha). Axko je rauka E ma crpanunu DC raksa na je
AD = DF ouna numamo na je CE=CD—-FED =CD— AD = BC — AB. Tpoyrao
ADFE je jemmakokpak ma ce jako m3pauyHaBa yrao AEC = 90° + %. 3amarak
ce cBomu Ha KOHCTpykmujy tpoyraa ACE wome cy mare crpamune AC,CE u
yrao AEC. Y cnyuajy nma ce tauke F u C mornamajy oma je tpoyrao ADC
jemHakokpak u Ttauka [ ce Hasasu y npecery cumerpasie mysxku AC m onucane
kpyskHULe oko Tpoyriaa ABC.
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3. Hexka je n mexm mpupoman 6poj 3a KOju BaKM yCJa0B 3amarka. Jlako je Bumeru
maje x2 +a, —2=122-1+xz, 1= (2, —1)(z, +2). Karo 27| (z,, — 1)(z, +2)
3akmyuyjemo na 9| (z, — 1) uau 9| (z, + 2). Ca mpyre cTpane, ako je jenad on
OopojeBa x, + 2, OOIHOCHO T, — 1 memuB ca 9, OHIA je OH OeJbUB U Ca 3, T€ KAKO je
pasinka HaBeIeHUX OpojeBa jemHara 3, 3aK/bydyjeMo ma je m apyru O0poj mebus
ca 3. OBuUM CMO JOKA3aJM 1A BaKu

27 | 22 + 2y —2 <= (9| 2p +2)V(9 | 2, — 1)) = ((xp =0 T)V(2p =0 1)). (1)

Kopumhemem unmennne na HEKU IpUpoOAaH Opoj npu fgemsewmy ca 9 maje mcrtum
ocTaTak Kao W HEroB 30up mudpapa, HATA3UMO Ia je

n(n + 1).

5 2)

Tp=9l1l4+2+..4+n=y

Kana mpupoman 6poj n y3uma pemom ocratke 0,1,2,...,8 mpu mememy ca 9,

n(n+1) 9 .
L5 mpu messemy ca 9, PeIoM Oaje ocTaTke

HUje TEIMKO YTBPIUTU aa Opoj
0,1,3,6,1,6,3,1,0.

Opnasne, kopucrehu (1) u (2) nobujamo na cy pememna 6pOjeBU N KOjU IPU
nesbewmy ca 9 majy jeman ox ocraraka 1,4 wiau 7. OBO cy 3anpaBO OHU IPUPOIHU

OpojeBU N KOjU IPU Aebelmy ca 3 majy ocraTak 1.

4. TloMHORMMO pemoM ycioBe ca z,x,y u cabepemo. Crpahusamem ca 27(x +
y+z) nobujamo xyz > 1, ma kopumhemewm nejennakoctu usmehy apurMerudre u
reoMeTpujcKe cpeaune uMaMo r+y+z = 3yYryz = 3. laxne MUHUMYM TPasKeHOT
u3pasa je 3 U JOCTIDEE ce 3a T =Y = 2 = 1.

5. Heka je youeno a mpasBux mapasuennux ayxku BC, b npaBux mapaJienHux
nysxu AC, ¢ npaBux napasenaux nyxu AB, npu yemy je a + b+ ¢ = n. Ilpase
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napaseane ca BC u AC mese pasan ma ykynuo (a + 1)(b+ 1) obaactu. Csaka
npasa napaJjesna ca AB ceue mpeocradsie npase y HajBuine a+b Tayaka, na je ona
monesmena Ha HajBume a + b+ 1 memosa. CaMum TUM, OHA MOTPUHOCU IIOAEJU
paBuu ca HajBuire a + b + 1 mOBUX oOisactu. 3aTo je yrymaH Opoj obiacTu
majsume N = (a+1)(b+1)+cla+b+1) =ab+ac+bc+a+ b+ c+ 1, onarue
je N > %2 +n+ 1. Jlako ce m3pauynaBa ma je %2 +n+1 > 207 ucnymeHno 3a
n > 24. 3awncra, 3a n =24 u a =b=c =8 paBaH ce MOKe HOIEJUTHU HA 4Jar 217
obxactu.

JIlpyru pa3spenm — A rareropuja

1. Hera je M = AF U EQ. W3 norernnuje tauke M, MF? = MQ - ME. 3ato
je MA = MF exsusanentao ca MA? = MQ - ME, mro je eKBUBAJEHTHO ca
AMAQ ~ AMFEA, u ca <MAFE = <MQA. Mebyrum, <MAFE = «, nok je
IMQA = <DQE = $<DSE = 90° — v/2. (C je nentap ynucasor kpyra). Caza
je @ =90° — v/2 ekBuBaseHTHO ca « = [3, unMe je TBpDeme 3amaTka MOKA3aHO.

2. (a) Hera je z € S. Ilomro je z € S & |2+ 1| =1 & [22+1] = 2|, u3
HejemHAKOCTH TpoyTaa (3a 6pojese 22 + 1 m —1) umamo:
|2l =122 + 1] > |2%] = 1= |2|* ~ 1.

Pemasamem kBaaparue mejemaaunae 0 > 2|2 —|z| -1, mmajyhu ma ymy ma je |z| >

0, mobujamo |z| < % Kako ce y mperxomHoj HejeqHAKOCTU 3HAK jeTHAKOCTU

MOCTUKE 32 2 = :I:H'—Q‘/gi7 To je majseha moryha Bpemmocr 3a |z|, 2z € S, Gam
1+V5
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(b) 3z medummmuje ckyma S caemu na yKOIWKO je z € S, ouma je m 2/ = % € s.

3aTo Ha OCHOBY mesa mof (a) mMaMo
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Kaxro je z = i@i € S, To je majmama Moryha BpemHoct 3a |z|, z € S, jequaka
V51
B

3. Kaxo je 8y +5y+1> 0 (jep je mackpumunanTa 52 —4-8-1 < 0), caemu na je
2 =9+ 3+ 82 +5y+1>4°, 1j. >y, majeux>y+1. Onasge nobujaro

(Y+1P° <y +3y + 82+ 5y +1 <

20%(y* +5y+1) <0 &
ye{—4,-3,-2,—1,0}.
IIposepoMm oBux BpeanocTu y mobuja ce ma je jemuno pememe (z,y) = (1,0).

4. Kopuctuhiemo uumeHuily na 3a CBaka OBa pas3inuuTa Iejia Opoja a u b u
P € Zlz] Basku a—b | P(a)— P(b). Harae, nocroju k € Z, tako na je P(a)— P(b) =
k(a —b). 3aro je P(a) - (P(a) — k(a — b)) = —(a — b)?. Hocnemma jennauuna je
kBaaparHa (mo P(a)) m sako 3akmpydyjeMo na je Heomxonad ycios na ou P(a)
6o meo 6poj, ma meo 6poj oyme u VD = |a — b|VE2 — 4. Ilaxne, VE? —4 € Q,
omakie je Vk?2 —4 € Z. Huje Temko 3akmbyunmTd ma je mspas k? — 4 mormyn
kBazpar camo 3a k = +£2. VI3 momenyTe kBangpaTHe jenHauune je tana P(a) =
+(a—b), re u3 P(a)— P(b) = k(a—b) nanazumo P(b) = F(a—b). OBuM je norazano
na je P(a)+ P(b) =0.

5. OmaroBop Ha MOCTABHEHO NUTAKHE j€é HETATUBAH. 3a [OKA3 MOCMaTpPajMo
caenehe "6ojeme” rBanpara 5 X 5 6ojama (6pojesuma) 1 u —4:

41111 |1]-4
17171 ]1]1
1111411
17171 ]1]1
41111 11/-4

Ha cBarom 2 X 3 mnm 3 X 2 mpaBOyraoHUKY O1 MOJhba KBaapaTa 306up 6pojeBa koju
cy Ha meMy je 1, a 30up cBux 6pojesa Ha kBanpaty je 0. Axo 6u Guno moryhe
OKPUBAaK-E IPABOYTAOHUIMMa, TaKO la CBAKO IOJbe KBaApaTa Oyae HOKPUBEHO
HEKUX K-TIyTa, 30up OpojeBa Ha CBUM mnpaBoyraonunuma 6u 6wo 0 (jep je ma
cBakoM on wux 0) a ucroBpemero un k-1 =%k > 0 (pauyHaro mo mossuma).

Tpehu paspen — A kareropuja

1. ITozuato je tBpheme na cy mujaronaine dersopoyrsaa K LM N HOpMaTIHE aro
u camo ako je KL?24+MN? = LM?+4+ NK?. 3ancra, ako ce KM u LN cexy y O u
ako je Hop. yrao KOL omrap, umamo KL?+MN? < OK?+0OL?>4+0OM?+0ON? <
LM? + NK?; onaBne je u ApyTru cMep jacam.
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Bparumo ce 3anarky. Kako cy mujaronasne yerBopoyriaa AFESP nopmadiine, Baku
AP? + SD? = AP? + SE? = AE? + SP?> = AE? 412 + DP? = AS® + DP?,

rze je r mosynpednnk ymacasor kpyra. Hakme, AS?+PD? = AP?+SD?, onakne
caenu TBpheme.

2. Hera je <DCB = x. Tana je <ABC = <BCA = 4z, a u3 oarosapajyhux

AB  sindx AC  sin3z
—— ANAB — = ADCA).
CUHYCHUX T€OpeMa, CJIean BC = snse (u3 C)u D = snbn (u3 CA)

Kako je AB = AC u AD = BC, caemu (kopuctehiu n 0 < z < 3 180°, mTo je

Ttauno, jep je y AABC 36up yraosa sehu ox 8x)

A

B Y

sin4x sin bx = sin 3z sin 8¢ <

sin4x sin b = 2sin 4z cos 4w sin 3z < (jep je © # k- 45°, k € Z)
sin bx = 2cos4xsin 3x < sinbzr = sin7x — sinx &
sinz = sin 7z — sin bz = 2sinx cos 62 < (jep je x # k- 180°,k € Z)
1
6r = —
cosbz = -,

Tj. 62 = 60°, omrocuo = = 10°, omarie je <ABC = 40°. [pyrum peuynma jenuHu
rapIUIAT 3a Moryhy Bpemuoct yraa LABC je yrao on 40°.
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Ca mpyre crpane, ako y AABC Baxku <ABC = <BCA = 40° u ako je D
Tauka 3a kojy je A— B — D u <BCD = 10°, ciequ na je

AD B AD AC B sin 50° - sin 40° B 2 -sin40° - cos 40°
BC ~ AC BC ~ sin30°-sin80° sin 80° '

Tj. na je oBa cHTyalrja CTBaApHO 1 Moryha.

OmroBop: Jemuna moryha spenuoct 3a yrao ZABC je 40°.

3. Tepbeme mokazyjeMo mOTIYHOM WMHIYKHUjOM 1O n. 3a n = 1, tBpheme
je ounrsenno. IIpermocraBumo ma tBheme Baskm 3a cBe OpojeBe Mame O Nn.
Yronuko je (n,a— 1) =1, Tana

nla®—1 A a—-1]a"-1 = mnla—1)|a" -1

YKOMMKO N 1 a— 1 HUCY y3ajaMHO IPOCTHU, TaAa IOCTOjU IPOCT OPOJj p KOjU meiu
06a 6poja u Basku n=pm u a =1 (mod p). Heka je b = aP. Cana Basxku

m|a®—1=(@)™—-1=0b"—1.

Opnasne, Kako je m < n, 0O MHAYKIWjCKO] pernocTasiu umamo (b—1)m | b™ —1,
OIHOCHO
(a» = 1)m|a"™ —1.

Iokaz he GuTm OKOHYAH YKONMKO mokaskeMo na je a — 1 memwmso ca p(a — 1).
OBo je 3a10BOJLEHO jep je

a? —1=(a—1)(a" ' +aP 2+ - +a+1)

u Ha ocHOBY a = 1 (mod p) Basku

At a4+ ta+1=1+14+--+1=0 (mod p).
—_—

p

4. Hajope cMmecTuMO Jbyie y ABE TPOCTOPHje MPOU3BOJLHO. Y CAydYa]y Oa CBAKUA
YOBEK MMa HAjBUIIE jeTHOI TMO3HAHUKA y MPOCTOPUjU y KOjO] je, Ypaauau CMO
OHO IITO Ce y 3aJaTKy TPaKUIO.

Y cynpoTHOM, IOCTOjU YOBEK KOJU y CBOjOj IPOCTOPUJU UMa OBA UIU TPU
no3HaHuka. llpemectumo Tor WoBeka y mpyry mpocropujy. IIpmmernmo ma je
npe opeMemTamna yrKynas 6poj naposa spyu (y o6e IpocTopuje) KOju ce MO3Hajy
U y MCTOj Cy mpocTopuju Behm Hero mociie mpeMenTana.

IIpemenirame HA OBaj HAYMH TIOHABJLAMO NOKJIE IO MMa JbYIU KOjU Y CBO-
joj mpocropuju mMajy nBa wiau Tpu nosHanura. C o063upoMm ma yrymaH Opoj
naposa pbyau (y obe mpocropuje) KOjU ce MO3HAJy U y WUCTOj Cy HPOCTOPU-
jU omana MPUIMKOM CBAaKOI IPEMENITama, I0CJe KOHAYHO MHOIO MPEMEIlTAmka
noctuhu heMo TpaskeHu pacrope.
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5. Orpanndema ce MOT'Y 3aIucaTi y OOJIUKY
vy —yz+22) > 1L,y —za 428 > 1,2(2® —ay + 92 > 1
ITocne MHOKEHmA penom ca y+ 2,2+, r+y u cabupama Mo cTpanama, 100ujamMo
2y’ +2°) +y(2° +2°) + 22 +y°) > 2w +y + 2)
Kako je, carmacuo MjypxemnoBoj HejeqHAKOCTH,
20t +yt +2Y) 22y +2) Pz a) + 2P (@ +y)

nobujamo zt +y* 4+ 2* > x4+ y+ 2. Tpaskenu MuEEMYM je 1 U mOCTMEE Ce aKo je
r=y=z2=1

UYerBpTH pa3spen — A kareropuja

1. Jemmaxoct AC : BD = /2 3maum na je kBampaT KoHCcTpywucan Hanx BD kao
crpanunoM (Bax tpoyria ABC) monynmapan kBanpary koHcrpyucaHoM Hax AC
Kao HaI amjaroHasoMm (Bumeru cauky). Kawo je ZABE = /ABD + /DBE =
75° = /BAC, 1o cy Tauke A u B, omsocuo C' u FE, cuMmeTrpuyne y OIHOCY
va npasy | (cumerpany mysku AB). Ilpema ToMme KBaapaTu Cy CUMETPUYHU Y
omuocy Ha [ na je ZDAC = /ZMBE = 15° 4+ 45° = 60°

F

=

z

2. Ilpeo pewemwe. KRomcrpyunmwumo mpase x, y u z kpo3 taure X, Y u Z,
mapanenne ca YZ, ZX, n XY. Heka cy P, Q n R npeceune Tadke OpaB-
X Yy m z; z m xr; r U Yy, pecuekruBuo. Tama je APQR ~ AXYZ u X,
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Y u Z cy cpemumra crpamuna RQ, QP um PR. Heka je M oprouenTap
rpoyraa XY Z. QOuurimenso, M je menrap ommcanor kpyra tpoyria PQR u
UIMY =180° — <X =180° — <P = 180° — <tA. To 3maum na tauxe P, A, Z, M
u Y npunanajy jemsom kpyry. CacBuM CIMYHO ce moka3yje na tauke Z, B, R,
X u M mpunanajy jemnom kpyry. Tana je <PMA=<PZA=<BZR=<BMR,
u Kako je MR = MP u <PAM = <BRM = 90°, 3akmyuyjemo na je M A= MB.
CacBuM cauuno 3akmyuyjemo u na je MA = MC, na je M uenrtap ommcasHor
kpyra tpoyraa ABC.

Lpyeo pewewe. Kpyrosu omucanu oko AY Z, BZX u ZXY ce ceky y jeqHoj Tauku
M (Murenosa Tadka), UMajy MCTU HOJIYNPEYHUK KAO KPYT ONUCAH OKO XY 7, U
nomro ¢y ZMY A u MYC cynnementru, mobujamo na je MA = MC. Cacsum
ciuuno je u MA = MB, na je M uenrap onucanor kpyra 3a ABC. Ilame
mmamo LMZX = /MYX = o, AMXZ = LMY Z = ¢, LZMXY = ZMZY =
0 na uz AXYZ nobujamo 2(p + ¢ + 6) = 180°. Cana je ZM L XY jep je
XM 4+ ZXY = o+ ¢+ 60 = 90°. CacBum camuno MY 1 ZX u tume je
nokazano na je M optomentap tpoyraa XY Z.

3. Axo je p mpoct memumiar 6poja m, oumga moamuEoM Pt 4 2P~ 4 ... + 1 menu
P — 1 mro meau ™ — 1. Hera je cama m = pips - - - P20o7, TAE CY P; PATAYUTA
npoctu 6pojesu. Csaku ox momunaoMa P;(z) = xPi~142Pi=24.. .41 nesm momunOM
2™ — 1. Tarobe, cBara mBa momuuoma P, u P; (i # j) cy y3ajaMHO IpocTa jep
HeMajy 3ajemHudYKe HyJse (HyJe NPBOr Cy HPUMUTUBHU P;-TU KODEHU jeIuHULE,
a HyJe APYror p;-TU KODEHH, a OBa ABa CKyla Cy HapaBHO NUCjyHKTHH). To
sHaun ga je x™ — 1 memus m mpoussogoMm Py (x)Pa(x) -+ Pegor(z) unjn je npsu
koepuimjent uza Boxeher ympaso jemmar 2007.

4. Heka je n = pi"'p5?---pp*, rme ¢y pi,...,Pr PA3IMYUTH OPOCTA OPOjEBH.
Nmamo 1a je p; # 2 3a cBako ¢ = 1,..., k. Hanumuwmo | y o6auky [ = s+ (I — s).
Ila Ou OBO pasiarame 3aI0BOJbABAJIO YCIOBE 3aIaTKa, MOPA 4 BAKMU 4 Cy S U
[ — s y3ajamuO mpoctu ca n. [Ipema Tome, HEUjenan mpoct 6poj p;, ¢ = 1,...,k me
cMme na genu HA s Hu | —s. OBaj yclIoB MOe Ia Ce 3aluie Uy OONUKY S =p, 1;,
Tako ma je t; paszaumuur onm 0 m [ mo momyny p;. Ha oBaj mauwmm je moryhe
n3zabpaTtu OpojeBe t; TAKO Oa je MPETXOMHU YCJIOB WUCIYEEH 3aTO IITO je CBAKU
npoct Opoj p; Behu on 2. Cana je HOBOJBHO HMOKA3aTU Ia 33 OBAKO m3abpane
6pojese t; mocToju 6POj s Tako ma je s =p, t; 38 cBako i = 1,...,k. Ersucrenmmja
OBakKBOT Opoja s ciaemn n3 KuHecke TeopemMe 0 ocTanuMa, ¥ OH j€ jeIMHCTBEH IO
Monyny pi---pr. Omabepumo 6poj s Tako ma je 0 < s < p;---pg. VI3 ycioBa koje
CMO HAMETHYJIN 32 S JIAKO 3aKhbydyjeMo ma pasnarame | = s+ (I —s) 3an0B0osbaBa
cBe ycaoBe 3anatka. OBUM je MOKa3 3aBPIIEH.

5. Hajsehu 6poj moBana je 2m +2n —4. Kopekran pacnopen ca TOJIUKO JOBAIla
je oHaj rme je Ha CBAKOM WMBUYHOM TOJY Tabie mo jeman soBam. Jloraxkumo na
je oBo HajBehm Opoj noBama mokasyjylium ga 3a CBakM KOPEKTAH paclopen Jo-
Balla KOjU HUCY CBU HA MBUYHUM IIOJbUMA IOCTOjJU KOPEKTAH PACIOPEN Ca UCTO
TOJMUKO JioBana u Behum O6pojeM MBUYHUX JIOBAIa. PasMOTPUMO KOPEKTHY KOH-
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¢urypamnujy ca HexkmM HemBudHNM JosieM JI1. Kako Taj soBam Tyde HajBume
IBa JIOBIA OH Tyde W OBA MPa3HA WBUUYHA [0OJbA. lIpeMecTmMO ra Ha jemHo On
BUX. YKOJINKO nodbujeHa KOHOUIypanuja 3a0BOJbABA YCJIOB 33JATKA NOOMIN
CMO KODPEKTHY KOH(urypamnujy ca BehimMm O6pojeM MBUUYHUX jJoBama. Y CyIpOT-
HOM TIOCTOju Apyru JjoBal JI2 kKoju je Tyrao mBa Apyra JOBIA a Cal Tyde U
npememnrresor soBna JI1. Taj smoBam HUje HA UBUYHOM TOJLY T€ TyYe U jETHO
IPa3HO MBUYHO moJbe. IIpemecrumo mosua JI2 ma To mBuYHO mosme. AKO ce mo-
buje kKopekTHa KOHQUrypamnuja tBpbheme je mokazano. Y cynporaoMm moryhe je
na ce mojaBuo HOBu JI3 soBam koju Tyue JI1 m jom mBa apyra. IIpemectmmo
JI3 aro mocToju Ha Ipa3HO yraoHO IoJse Koje Tyde. lIporenypy moHaB/maMo cBe
JIOK IOCTOje HEKOPEKTHU JoBHU Koju TyKy JI1 m jom nBa npyra. Haxom Tora
OTKJIamaMO penoM nopemehnaj Koju MOKe HACTATH IpeMeInTameM jgosana JI2 na
JI3 nrn. Ilpomemypa je koHAUHA jep IOHABBAKA KOHOUIypPAIMja HEMA IOMITO
ce CBaKUM KOpakoMm moBehaBa OpOj MBUYHUX JIOBAILA.

IlpBu pa3pen — b kareropuja

1. z =1 je TpUBUjaJHO pENIEHE 33 TATKA ITa MOKEMO MIPETIOCTABUTH 1A je & = 2.
ITomrTo je

329 > 81-3% =81-(3%)° > 81-100° = 81 - 10'°
3aKBYyUyjeMo ma cy 3a x > 3 cBu Opojesu z2Y Gap ABamaccTOnMGPEHM, NAKIE Y
BUXOBOM MEKaIHOM 3AaIMCy MOCTOju nuppa Koja ce mojaBuia dap msa myrta. C
Apyre CTpaHe

229 = 910910 .99 — 1024 . 1024 - 512 = 536870912

omakKje CIeM Aa Cy pemema 3amaTka oOpojeBu 1 u 2.

2. YoumMmo Ja IMKOJY HUKAKO He Tpeba M3rpaauTu Ha MECTY HEKOT O IDaHNY-
HUX (M30JI0BaHUX) Kpysknha. Baucra, ako Ou JOKaMjy MIKOJE OPEMECTUIN 13
IPAHUYHOT y HIPBU CYCEAHU KPY:KUN, BUIUMO & OU CAMO YYEHUK KOjU CTaHYyje
y TPAHMYHOM KPy/RMNy OMO Ha ryOWTKYy OOK OM CBM OCTaJM YYEHWUIW, BUX 13,
vvanu kpaliu oyT (cBu 3a 1 kuinomerap). OBo pacybusame ce MOMxke HACTABU-
Tu. YmopebuBameM HEKOT Kpysknha ca jeaHuM O HeroBUX IPBUX CYCeIa JaKO
BUIMMO Ta je HOBa JOKanuja 00J/hpa ako je Opoj yueHuKa KojuMa ce myT ckpahyje
Behu oxn Opoja yueHnka KojuMma ce myT Ipony:kaBa. Ha Taj HauumH monas3mmo na
cy obojenu kpyskuhu Ha caunu HajO0sU N300P aau 1 aa je CBaKO MecTo uameDhy
BUX Takobhe pememe mpobiema.

Opxrosop: Ilkony tpeba marpamutu 6uno rae uzmehy 2 oGojene kyhie (Mmoske u
y BUMA).
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3. Ilorazahemo na je TpaskeHU OCTATAK jeIHAK 7. Y NOKa3y KOPUCTUMO (GOPMYJILy
a* —bF =(a—b)(a" '+ a2+ a2 40, ke N,

U3 KOje CIIenujaJHo DOOUjaMo BasKHY UM-CHUIY Aa 6poj a —b memu 6poj a¥ — bk,
akKo cy a u b menum 6pojesu. IIlpumernmo mHajupe ma je

5

B-7=((z")"~1%)+ (")’ -

5

1)+ (@) =1 + (@) = 1°) + ((@")* = 1) + (" ~ 1).

Bpoj y cBakoj onx mect 3arpana je mpeMa HaBEIEHO] UULEHUNM ICJHUB OpojeM
27 — 1. Kako je jom u 27 — 1 = (x — 1)A, To je cBaku ox GpojeBa y HaBeICHUM
zarpanama nesmuB u 6pojem A. OBum cmo mokrazanu ga je 6poj B — 7 memwus ca
A. Onasne, kako je A > 7, umamMo ma je TpaskeHU OCTaTak MpU aebewmy Opoja B

Opojem A Gam jemHak 7.

4. Hexra je E rtauka ma nysxu AD, taksa na je AE = 2. Tana je AB = AE =
2 u /BAE = 60°, ma je tpoyrao BEA jemHakokpak ca yrJoM OpU BPXY OJ
60°. OmaBme 3akbydyjeMo Oa je OH jenHakocTpaHuvaH. JlOKaKuUMO cana ma cy
tpoyrnosu BED u DCB nonynapuu. 3aucta, kako je ZBED = 180° - /ZBFEA =
180° — 60° = 120° = LDCB, ED =1 = CB u BD = DB, 3aripby4dyjeMo Oa Cy
rpoyraosu BED u DCB nonynapuu (CCY: mo mBe crpaHe jemHake U jeIHAKA
wuma oxpebenu yriosu). Kopucrelin oBy ummenuny, Jako HaJaszuMmo Ja je
/ADC+2DCB = /ZADB+ /BDC+ /DCB = /ZCBD+ /BDC + ZDCB = 180°,
omakye 3akmyuyjeMo na cy crpanune AD u BC napanenne. OBuM je QOKa3aHO
na je yerBopoyrao ABCD tpames.

D

Figure 1:

5. IlpernocraBumo ma 6poj 11---1 uma n, a 6poj 22---2, k uudapa. Ilomro je
10m—1=99---9 (m zeserrn), 3akmydyjemo na je 11...1= (10" —1),22...2 =

2(10F=1)m 33...3 = 2(10%°°7—1). Onaze ce nobuja \/%(10” —1)—2(10k -1) =

3(102097 — 1), ommocro nocye cpebusama 1 KBaApPUpama

10" — 2 10F = 10%0™ — 2. 102007,
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OBa jemmakocT je exBuBajgeTHa ca 10" + 2 - 102007 = 1001 4+ 2. 10*, omaxme
ce (jeAMHCTBEHOCT HEKAICKOT 3amuca) 3akipyuyje ma je n = 4014 u k = 2007.
AJTepHATUBHO Ce IO OBOI 3aKJ/bydKa MO:Ke mohu u oBako. V3 10]‘3(10”*’“ —-2)=
10%2007(102997 — 2) zakmyuyjemo ma je JeBa cTpaHa mesbUBa ca 5%, a muje ca 5T
nOK je mecHa memuBa ca 52997, a muje memumsa ca 52008,

Ilpyru pa3spen — B kareropuja

1. Jenno pememe ce mobuja ako ce caemeha Tabauma TepUOIUYHO TPOILYKA HA
IeJly paBaH.

WU DN | =
=] =W Ot N
Y DN x| =W
=W O DN >
DN | =] | Ot

2. Kako je AK? = AC? = AD-AB Tj. ﬁ—g = %, caemu na cy tpoyriaosu ADK u
ABK canunu, na je ZADK = ZAKB. Hera je AM npednuk onucane Kpy:KHUIE
oko Tpoyrina ABK u L unpeceuna rtauka npasux AM u DK. YerBopoyrao
AKMB je terusuu na je ZMAB =90°— ZAMB == 90° - ZAKB = 90° - ZADK
omakise caemu na je ZMAB + ZADK = 90° na je ZALD = 90°.

Figure 2:

3. Nmamo na je f(z) = (x — a)(xz — §), rme cy o u  HeKu TpUPOAHU OPOjeBU.
3ato je jemmauuua f(f(f(x))) = 0 eksuBasentra ca (f(f(x))—a)(f(f(x))—F) =0.
ITocmatpajmo cana jemmauuny f(f(z)) = a. Jlako je ycraHOBATH Ha jenHadymnHa
f(x) = a uma mBa peasna u pazauuuTa pemema (jep je meHA MUCKPUMUHAHTA
jemnaka (a—(3)2+4a > 0). Hera cy To 21 u x3. Oryna je jemmauuna f(f(z)) =«
exkBuBaseHTHa ca f(z) = 21 V f(z) = x2. O3naunmo ca Dy u Dy QUCKpUMUHAHTE
nocnemme mse jemmaumne. Bawu D; = (o — 3)% + 4x;, i = 1,2. Kopucrehn
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Buerose ¢opmyite, 31aMo na je w1 + x2 = a + 5, kao u x1x9 = «(f — 1). Ha
OCHOBY TOCJEIHUX Be3a JIaKO IpOoBePaBaMo na je

Dy + Dy =2(a — B)* +4(x1 + 22) = 2(a — B)* + 4(a + 3) > 0, (1)

Kao U
Dy Dy = (o — B)* + (z1 + 22)(a — B)? + 162129 =

— (@ —B)'+ (a+B)(a—B)*+16a(B—1) > 0. 2)
3uak jemmaroctn y (2) Baskm akko je « = 3 = 1. Orynma, ma ocuosy (1), 3a-
RDYUYjEMO 7a je y TOM cayd4ajy jeman om OpojeBa Dy u Dy jemnak Hynu, OOK
je mpyru mosutuBaH. 3arto Ttaxa jemmaumua f(f(x)) = o uma 3 peasna u pa-
3muunTa pemema. AkKO y (2) He BakmM 3HAK jemHAKOCTH, Ha ocHOBY (1) m (2)
JIAKO 3aKBydyjeMO Ha Cy AUCKpUMUHaHTe Dy u Do MO3UTHMBHE, Te jeqHAUYUHA
f(f(z)) = @ uma 4 peanna m pazauumMTa pemena.

M3 csera maBemenor sakmyuyjemo na jemmaumua f(f(f(z))) = 0 uma 8
peaHuX U Pa3iIudUTUX PEIema y caydajy « # (3, y cayuajy a = 3 # 1 muxos
6poj je 4, nok 3a a = =1 nma 3.

4. Hexka je n mexku nmpupoman 6poj 3a KOju Basku yciaoB 3anaTka. Jlako je Bumetu
naje z2 +a, —2=122-1+z,—1= (2, —1)(z, +2). Karo 27| (z,, — 1)(z, +2)
3akmyuyjemo na 9| (z, — 1) nau 9| (z, + 2). Ca gpyre crpane, ako je jenad on
OopojeBa x, + 2, ogHOCHO T, — 1 memuB ca 9, OHIA je OH OeJBUB U Ca 3, T€ KAKO je
pa3nuka HaBeneHUX OpojeBa jemHara 3, 3aKLyUyjeMo Ha je m Apyru Opoj menuB
ca 3. OBuUM CMO JOKA3aJM A BaKQ

27 |22 + 2y — 2= (9| 2n +2)V(9 | 2 — 1)) <= (20, =0 T)V(z,, =0 1)). (1)

KopumhemeMm uumenuie na HeKM IpUpPOIAH OPOj Hpu mememy ca 9 maje mcrtu
oCTaTak Kao 1 HeroB 30up mupapa, HAJIA3UMO Oa je

n(n+1
In591+2+...+n59%. (2)
Kana npupoman 6poj n y3mma pemom ocratkre 0,1,2,...,8 npu mememy ca 9,
HUje TEIKO YTBPAUTU Jaa Opoj @ opu gejbeny ca 9, penoMm maje ocTaTke

0,1,3,6,1,6,3,1,0.

Omnasne, kopucrehu (1) u (2) nobujamo ma cy pememna 6pOjeBM N KOjU IpU
nemewy ca 9 majy jemam om ocraraka 1,4 uau 7. OBO cy 3ampaBO OHU IPUPOIHU
OpojeBu N KOju IpU Aebewy ca 3 majy ocraTtax 1.

5. Pewewe 1: CpebuBameMm jeBe cTpaHe HejeIHAKOCTU I0OUjamMo

1
log, (log, ) + logs (log, 2)'/%] = logy (log, = - (logy x)'/?) = log, (5 (log, 2)*/?)

OnaBne ciemnu na je Hama HEjeIHAKOCT 3aJ0BOJBEHA AKO M CAMO AKO BAKU
(log, ©)3/? < 8 1j. ako je log,z < 4. Ilpema ToMe T je pememe ako U CaMmo
aro je 1 <x < 16.
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Pewewe 2: 3uajyhu na cy norapurmu (3a ocuoBy > 1) pacryhe ¢yunruuje, kao u
na je 36up mBe pactyhe ¢pyHKOMje omeT pacryhna (GyHKIUja, 3aKbYUIyjeMO aa je u
(yHEIIja ca JieBe CTpaHe IOCMAaTpaHe HejeAHAKOCTU CTPOro pacryha (yHKITja.
ITomTo ce 3a x = 16 mobuja jemHakoCT, 3aKHYUYjeMO 1a je T penreme ako U CaMo
ako je x € (1,16].

Tpehu pazpen — b kareropuja

1. Pewemwe 1: 3a n = 2k ykynmam 6poj Tpaskenux maprummja je S3F = (21k) +

(2;) +...+ (szl) + %(2:) =221 _1=9""1_1 aszan=2k+1 6poj Haunna je
L G KT B R

Pewemwe 2: Exement 1 ckyma P Mopa ce HaJIa3UTU y TAYHO J€IHOM OJ CKymoBa A
u B. Heka je A Taj ckyn. CBuX TakBUX HOACKyToBa mMa 2" ! ma camum Tum u
napruimuja {4, B} koje ce tpaske jep je B =P\ A. Mebytum y cayuajy A =P
ckyn B je mpazam mTo HUje mo3zsosmeno. Orym u omrosop 2" 1 — 1.

2. Iorasxkumo upso ciaenehe momohno rBpheme. Cumerpasa yriaa <CAB ceue
cpeawy nuanjy M N tpoyria ABC y tauku S 3a kojy Bazku ma je <ASC = 90°.

C

o b

A B

3aucra, nocmarpajmo tpoyrao ASC. Taurka N je cpemuna crpanune AC, 3Hauun
AN = NC. <NSA = <SAB (yrnosu ca napaseasuM kparmmma) <NAS = <SAB
(cumerpana yraa) Onasne caemu na je <NSA = <SAN, na je tpoyrao NAS je
jemnakokpaku, ma ciaenu na je NS = NA. 3uaun tauka N je meHTap OMUCAHOT
kpyra oko tpoyriaa ACS, na je rpoyrao ASC npasoyrau. 3mauu <ASC = 90°
IITO 3aBpIIaBa moka3 momohuor TBphema.

Ha ocuoBy neme caemu ma je <ATC = 90° u <ASC = 90°. 3Bmaum OSCT je
retusau yetBopoyrao. <OCT = <T'SO (nepudpepujcku yraosu) <1'SO = <SAB
(yruoBu ca mapaJsiesHuM kpaimuma). Komaunu 3akmyuar je na Baxu <OCT =

$<BAC.

3. Karo je —1 < cosz < 1, o Baskn 0 < 1—cosz < 2. OngaBne, kako je v = l—cosz,
3aKbYUyjeMO Ia Cy CBa pemema nare jenHaumue m3 cermenta [0,2]. Ako je x €
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(0,%), onma cy Gpojesu sinz u cosx u3 unrepsaaa (0,1), ma je sinz > sin?z u
cosz > cos? z. Takobe, kKalga je © U3 IOMEHYTOr MHTEPBAJA, BAKK HEjeTHAKOCT
x > sinz. 3aTto 6u 3a TAKBE BPEAHOCTU I BASKUIIO

2

x+cosz >sing + cosx > sin?z + cos’x = 1.

Opapze 3akmydyjeMo Ja moJasHa jeanaumsa y uarepsady (0, 5) HeMa pemema.

PasmoTpumo cama ciydaj kana je x € [5,2]. 3a Te BpeIHOCTH I BaK®

+ > >T Leos2>Z 4 2r_m—1 4
X COS T — COSs ™ — COS — COS — =
-2 -2 2 3 2 ’

Ia jeIHAYMHA U Ha CEIMEHTY [7,2] Hema pemema. Kako je x = 0 pememe jemna-
YuHE, TO U3 CBera HaBEIEeHOT CJEeNUN Na je TO W jeAWHO pellemne.

4. Pewewe 1: Ilorpamumo ¢yurmumjy f(x) y obmury f(r) = sinax.
f(x)+ f(x 4+ 2) =sinazx +sina(x + 2) =

2 1
M .cosa = 231na($+1) -cosa:sina(x+ 1)

2sin
OpmaBme BUOAMMO na je TpaskeHa jeTHAKOCT WCIYHeHA aKoO je COsa = % HIp. aKo

je a=%. Ilakme jemna dyHENUja Koja mMa TpaeHa cBojcTBa je f(x) = sin(Fw).

Pewewe 2: VI3 yeaosa f(x+2) = f(x+1) — f(x) 3akmyuyjemMo ma ako Ccy mo3HaTe
Bpeanoctu $pyurnuje f(x) y marepsaay [0,2) ma cy mosHare HeHE BPEIHOCTU U
y uaTepBaay [2,3). Cauuno, us ycaosa f(x) = f(z+ 1) — f(x + 2) 3akmyuyjemo
Ia ako je ¢QyHKOuja mosHara Ha mHTepBaty [0,2) OHZA je OHA TO3HATA W HA
naTepsaay [—1,0). Oso pacybusame ce Moke mpeHeTH Ha OUIIO KOjU MHTEPBAI
[m,m +2) 3a m € Z. Hepunummmo ¢yuruujy f(x) mHa ciaenehin maumn. Ha
varepsaay [0,2) (cayuaj m = 0) uzabepumo O6uno kKojy (GyHKIUjy KOja HUje
koHCcTanTHa. [Ipomyskumo Ty ¢Gymrnujy Ha marepsadse [1,3) u [—1,+1) carmacuo
ropmeM npasuiay. Hacrasumo nocrynak (ysumamem m = 1 u m = —1, HakoH
Tora m = 2 u m = —2 ura.). Ha osaj HaumHe nogasmmo 10 (QyHENUje Koja je
ne¢uHucaHa 3a cBe € R.
IToxkasxuMmo na oHa MMa TPaKEHO CBOJCTBO Tj. Na BaKU

fl+2)+ fly) = fly+1) (1)

3a ceakn y € R. Hera je m = [y] — 2 y cayuajy y > 0, y CyIPpOTHOM y3MMaMo
m = [y]+1. Y upsom cayuajy spemnoct f(y) je onpebena (carmacuo ycaosy (1))
y3 nomoh mosuartux (mperxonuo mepunucanux) speanoctu f(y—1) u f(y—2) us
vaTepsaJa [m,m+2) a'y apyrom y3 nomoh seh nedunucanux spemuocru f(y—+1)
u f(y + 2) rakobe u3 unrepsana [m,m + 2). Onasne 3akbydyjeMo (MHIAYKIUja)
Ia oBa (pYHKIWja 3aMCTa MMa TpaskeHa CBOjCTBA.

5. Pewewe 1: Hera je O menrap kBanpa ABCDA;B;C1D; u S npecek nujar-
onana AC u BD crpane ABCD (Cuuka B3-1). Tana je upasa OS mapmaina
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ua paBau ABCD. Tpoyrao AOC je jemmarokpaku, jep je OC = OA. Kaxo je
OS || AAy, cnenn ma je <AOS = <OAA; = a u <AOC = 2a. AHajorso monas-
nMO 1o 3akbydra ga je <AOD, = 2<0AB = 20 u <COD, = 2<0AD = 2.
I[Ipema Tome yruosu npu Bpxy O terpaeapa OACD; jemmarku cy 2«, 20 u 27.
Rako je 2a + 206 + 2v < 27, nobujamo o+ B+ v < 7.

D,

P
D

S
A B

1

A,

(o

Pewewe 2: Hejemnakoct o+ 3 < ™ —y je, y CBETIIy UUELEHUIE Aa CY CBU yLJIOBU
«, 3,7 owrpu, exBuBaserHa ca cos(a + () > cos(m — ) = —cosvy. Ilocaenma
HEJEeTHAKOCT je eKBUBaJIETHA Ca

(2) cos acos 3 + cosy < sinasin S.

Hera cy a, b, ¢ qysxune uuna ksagpa. C o63upoM ma ce yrioBU «, 3,y He MEHajy
IpU XOMOTETHjU ca MeHTpoM y A, 6e3 ryOuTKa OMIITOCTH MOKEMO HPETIOCTABU-
™ na je a? +b% + ¢ = 1. Hejemmakoct (2) je exBuBajieTHa ca

(3) ab+V1—a2—b2>+1—a% \1-0b2

IMocnenma Hejennakoct je (kBagpupameM o0e cTpaHe) eKBUBAJETHA OYEBIIHO]
HejeTHAKOCTU

1—a? = b+ a%? +2ab\/1 — a2 — b2 > (1 — a®)(1 — b?).

UYerBpTH; paspen — b kareropuja

1. Buneru pememe npsor 3anatka 3a rpehu paspen b kareropujy.

2. Heka je <DCB = z. Tana je <ABC = <BCA = 4z, a u3 oarosapajyhux

AB in 4 A i
CUHYCHUX T€OPEMA CIEAN —— = Zii Si (u3 AABC) n AC _ sindw (uz ADCA).

AD  sinbz
Kako je AB = AC u AD = BC, cnemu

sin4x sin bx = sin 3z sin 8z < sin4x sin b = 2sin4x cos 4x sin 3x <

(Jep je v £ k-45°,k € Z)

sin bx = 2cos4dxrsin3x < sinbxr = sin7x — sinx <
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B Yo

sinz = sin 7x — sin bz = 2sinx cos 6z < (jep je v # k- 180°,k € Z)

6x = =
cos 6 5

Tj. 62 = 60°, ommocuo x = 10°, omakise je <ABC = 40°.

Hanomena: 3a passnuky on 3amatka 6p. 2 (3. paspen, A kareropuja), oBre ce
HE Tpa:kKM NOJNATHU NOKa3 Na TPOYTrao KOjU 3aI0BOJbABA YCIOBE 3aMaTKA W KO
kora je <ABC = 40° 3aucra u TOCTOjU.

3. U3 ycaosa a-b = 10%° 3axmyuyjeMo na 3a Heke HEHETaTHWBHE Iele OpojeBe
p,q, 7,8 Bakn a = 2P57 m b = 2"5%. U3 ycaosa a | b? caene mejemmarocTu p < 2r
u g < 2s. Cauuno, U3 ycJoBa b2 | a® caepne HejennaxkocTu 2r < 3p u 2s < 3q.
Y ommrem cayuajy u3 ycaosa a1l | b2 m b7 | o?" Tl zakmyuyjemo na Baske
HejeTHAKOCTH

p < QnQilr,q< 2nzﬁls u < QHQIlp,sé 22:1(1- 1)
Tlokasxkumo ma omaBme ciene HEjeTHAKOCTU P < 7,q < §,7 < p U § < ¢ OIAKIE U
clleI TPasKeH! 3aK/bydak na je p =1 u ¢ = .

Ha npumep npsa mejemnakocT ciaemau u3 p < lim, .o QTQL—’jlr =T a CJUYAH apry-
MEHT Jaje u ocTaje HejeqHakocTu. Hiaemenrapuo (6e3 ymorpebe numeca) ce 10
UCTOT 3akbyuka Moke mohm m Ha ciaemehwm maumn. I[Ipumernmo ma 6pojeBu p u
r Hucy sehu ox 20 u ga Hu jemas on wmux Huje 0 (mro cmemm m3 (1)). M3 (1)
clile HejeTHAKOCT % < % omakise (y cBeriy ummenune p < 20) ciaemu p < 1.
Ocrajne HejeIHAKOCTU Ce MOI'Y JOKA3aTU Ha CJIUYAH HAUUH.

4. TlpermocTaBuMoO CympPOTHO, Tj. Oa Cy CBe Hyse nmomumaoma P(z) pammonannu

6pojesu. Hera cy To %, i =1,2,3. Tana (Ha OCHOBY Teopeme O PaNMOHAJIHUM

HyJIaMa, TIOJIMHOMA Ca H16H06pOjHI/IM koepunujentuma) p; | d, u ¢; | a, i = 1,2,3,
ma cy cBu OpojeBu p;, q;, ¢ = 1,2,3 menapun. Kopumhemem Brerosux gopmyna
“MaMO
b p; P2 b3 P1a24s 1 P2q193 + P3q1Ge
a q1 qz q3 4149293 ’

€ _PipP2, P3P P1P3s _ P1P24s + P2p3q1 + P1P3qe

a q1 42 q3 q2 q1 43 q149293
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Bpojesn a = p1g2qs + p2q143 + p3q1q2, B = p1p2qs + p2p3qi + p1p3ge U Y = q1G243
cy menapuu. Oryna, Kako je m a HemapaH Opoj, u3 72 = % JIAKO 3aKIbYyYyjeMO
na je O6poj b memapan. AHAJOTHO, W3 © = % ce nobuja ma je u ¢ Hemapan Opoj.
OBoO je y CyOpOTHOCTU Ca YCJIOBOM na je bc mapHO.

Amnasoruo tepheme y cayuajy ma je a-d mapHOo u b- ¢ HENAPHO HE BaKU.
Jenmam mpumep mosmHOMA KOjU cBemoumW O 0BOj ummerUm™ je P(x) = 213 +x? — 3z

(HyJe OBOI MOJNMHOMA Cy DAIMOHAIHU OpPOjeBU ,%,0 ul).

5. Hopwmamma mpojernuja oBor terpaeapa Ha MPOW3BOJLHY DaBaH MOKE OUTH
TPOYTrao MimM 4eTBOpoyrao. AKo je mpojeknuja Tpoyrao, ogmga ce Hajseha spen-
HOCT TOBPIIUHE MPOjEKIMje TOCTURE Y CIIyda]y Kala je jelHa cTpaHa TeTpaenpa
ImapaJieIHa paBHU Ha KOjy C€ TeTpaenap HOPMAJIHO IPOjEeKTYje WM M3HOCHU %.
Ako je mpojermmja 4eTBOpOyrao ca mujaroHasgama di u dp, OHOA je HMOBPIIMHA
Te TMpOjeKIje jeaHaKa %dldg sina, rae je a yrao mameby mujaromana. Kako cy
mujaronaje di; m do HOpMAJIHE MPOjeKIurje ABejy WMBUIla TeTpaenpa, To je di < a
u do < a. Makcumaana BpeIHOCT ¥ OBOM Cnyzqajy ce mOoCTWke ako je dy =ds = a
a

U aKoO Cy AMjaroHaje HOPMaJHe, U n3Hocu 4. OBa BPEIHOCT ce MOCTUAE Kala

Cy ABEe MUMOWJIA3HE WBUIE TETPaepa NapaJielHe PaBHU Ha KOjy Ce TeTpaenap
. . . 2 2 2 . . 2

HOpMaJsHO mpojektyje. Kaxo je %5 > ai/g, 3aKbyUyjeMo Ja je % TpameHa

MaEKCHUMaJIHa BPEOHOCT.




