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CIIOH30PHM PEIIYBJIMUYRKOI' TAKMNYEIHLA

Crynmrunaa ommruae [[laban

Typucrtuuka opranmsamnuja onmruae [Tlabdair
YHO-MAPTHUH, Ilatan

JIYKAHA, [Ta6am

TPUAHIJI ITAIINP, Ilaban

MJIEKAPA, ITadarn

PE®JIEKC, Majyp
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OPTAHM3AIIMOHNM OOLOP

PEIIYBJIMYRKOI' TAKMNYEILA N3 MATEMATUKE
29. MAPTA 2003. TOIVHE

. Nammwanosuh Haranuja, Crynmruna ommrrune [[Tadaig

Nauh Bepomy6, mupexrop [ITabauke rumuasuje

Jlazuh Cama, nomohuuk mupexropa Illabauke rumuasuje

Bemwnh Munopan, npodecop, Exonomcra mrona, [Ilabarg
Wcannosuh Mwnomy0, wacrasauk, OIIl ”Mwunesa Kocorar”, [lladan

MMTumuh mp I'poznana, npogecop, Buma mkosna 3a oOpasoBame Ba-
cuurada, [labar

Mo3zeruh Cunuma, npodecop [Ilabaure rumuaszuje

Topumuh Mwupjana, npodecop Illadbaure rumuazuje

. Iopocnosauku np Pane, dpymrBo maremaruuapa Cpbuje

Iserunosuh Ilepa, HAA30PHUK 32 MATEMATUKY
Josanosuh rKuska, npodecop Ilabauke rumuasuje

Hara mp Mupko, npodecop Ilabaure rumuasuje
Penaxkmuja u obpana:

Hopbe Kprunnh
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PEIIYBJIMYKA KOMUMCHMJA
3a TaKMUUYeH-a U3 MAaTEMAaTUKe 33 yUYEHUKEe CPeIiHUX IITKOJIA

mKoJicka roquaa 2002/2003.

Auruh mp VBan, Marematuuku ¢aryarer, Beorpan
Bantuh Baamuvmup, Exonomcku dakynrer, Beorpan
Ionuuka np Urop, [IM®, Hosu Can

Hopocnosauku ap Pame, ®TH, Hosu Can

Ilparosuh Baamumup, Marematnuru uncturyr CAHY
Hyromuja Bopbhe, Maremaruurku ¢paxynarer, beorpan
bByruh Hyman, Maremaruuknu ¢arynrer, beorpan
sRusrosuh ap Muonpar, Maremarunuku ¢dakymnarer, Beorpan

Kamenbypr np 3opan, Maremarnurn ¢akynrer, Beorpan

. Kuesxxkeruhh Mussan, Marematuuku ¢akynrer, Beorpan

. Kprunrh DHopbe, Maremarnuru ¢daxynarer, beorpan — npencensnux

Penybanuke xomucuje

. Jlazsosuh Heb6ojma, Murucrapcrso npocsere u cunopra Pemybiauke

Cpbuje

Jlaynanosuh mp Muanen, Marematuuku ¢axynarer, Beorpan
Mapusarosuhi Pactrko, Maremarnuka rumuasuja, Beorpan
Maruh Usan, Marematuuku darynrer, Beorpan
Munocasmesuh Mwuaom, IIM®, Hum

Muaanenosuh np IlaBne, Marematruuku dakynarer, Beorpan
Huronuh HebGojma, Parynrer opranmu3anuonnx Hayka, beorpan
Ormanosuh mp Cpban, Maremaruurka rumuasuja, beorpan
[MaBnosuh Usan, 'mmuasuja Byr Kapaguh, Jlozauma
Pamaosuh Mmp Munena, Maremarnuru nacturyr CAHY
Tanosuh np Ipenpar, Maremarnuku nacturyr CAHY
Tomuh Wsauka, 'umuasuja, Bameso

Tommuh np Parko, [IM®, Hosu Can

Uyrkuh np Jbybomup, ['pabheBuncku dakynrer, Beorpan



OINIIITVNHCRKO TAKMMNYEILE N3 MATEMATWUKE, 18.01.2003.

IIpBu paspen — A kareropuja

1. Hahu najsBehu 3ajemuunuku mesmuiarn 6pojesa 11111111 w  111...11.
—_—— —_—
8 100

2. Pacrojame usameby cema A u B je 3 rumomerpa. Y ceay A mma 100
baka, a y ceny B 50 baka. Ha koM pacrojamy ox cena A tpeba carpaauru
IKOJIy, TaKO Oa YKyIaH IIyT KOju CBU Dhanuy mpejase y TOKY jeJHOD maHa
Oyme HajMamu?

3. Heka cy a, b u ¢ cTpanurie Tpoyria u

p=7+-+- g=—-+7+-.
c b a
Hoxkaszatu na je |p—q| < 1.

4. Nujaronana AC uyerBopoyriaa ABCD ynucanor y Kpyr je NPEYHUK TOT
kpyra. llokazatm ma cy mnpojerunnje crpanuna AB m C'D nHa mujaronasy
BD jennake.

5. CrTymeHT je y TOKYy meTOroqummux cryauja monoxkuno 31 ucnur. CBake
FOIMHE je Mao BUIIE MCINTA HETO IPETXOMHE, a HA MIE€TOj TOAVHU je 1a0 TPU
IyTa BUIIE WCIUTA HErO HA NPBOj. KoOMMKO ucnoura je CTyIZEHT MOJIOKUO Ha
YeTBPTOj TOAUHU?

Ipyru pa3pen — A kareropuja

1. Bazen ce mynu nBema neBmMma 3a 6 caru. IlpBa neB Ou ra HamyHWIa 34
5 catu Mame oI Apyre. 3a Koje Bpeme Ou H6a3eH HamyHUIJIA APYra IeB?

2. Y cryny meaux OpojeBa pPeruTu jeaHaYunHYy

2% +y* = 3(u? +0?).



3. Heka cy a u b peannu 6pojesu taksu na je (Vo € R) acosz+bcos3z < 1.
Ioxraszaru na je taza [b < 1.

4. Hera je mat mpaBoyram tpoyrao ABC ca mpaBum yriaoMm kox temeHa C'
({BCA =90°) u HeKa cuMeTpaJia IPABOr yIula Cede XUIOTEHY3y y TauKu
D. Heka cy taurke K u E nogaosxkja HopMmaia u3 tauke D Ha crpanune BC
n AC, pemom. Ilokazatu na je

AD? + BD? = (AE + BK)?.

5. Ha raterama jemmakorpako—tpasoyriaor tpoyriaa ABC (L BCA = 90°),
nzabpane cy tauke D € AC u E € BC, rakse na je CD = CE. Heka cy K
u L tauke ca mysxu AB, takse na je DK 1| AE u CL 1 AE. Iloka3atu na
je KL =LB.

Tpehu pazpem — A kareropuja

1. okazaru ma jemnaumHa " + y" = 2"

nIpupogHUX OpojeBa, rae je z < n.

, n € N mema pemema y crymy

2. Pemmru; cucreMm y 3aBUCHOCTH O PEAJHOT IapamMerpa a:

3:2% 4+ 2y — Jarcsinz = 7
2 -y — arcsinz = —6
5:2% — y + arcsinz = 6a+ 2.

3. Ha romuko maumna ce 6poj 2002 moske mpencraButy y obOmuky 30upa
HepacTyhux npuponsux GpojeBa (Buime oJ jenHOr cabupKa) TAKBUX Ia je
U BUXOB mpousBon jeanak 20027

4. Hera cy b = CA u ¢ = AB crpanune tpoyria ABC u [, nyxuna
1 1 1
cumerpadtie yria kox remena A. Jlokazatu ma, ako BaKu 3 + - = —, oHIa
c

la
je {BAC = 120°.

5. MHoroyrao Koju je OmmcaH OKO KpPyTa MOJYIPEUYHUKA T, PA3JIOKEH je Ha
KOHAYHO MHOTO TpOyriaoBa. JlokaszaTu na je cymMa HOIYyNPEUYHUKA YIUCAHUX
Kpyrosa y Te Tpoyriose Beha ox r.



UYerBpTH pa3pen — A Kareropuja

1. Iloxka3aTu Oa 3a IO3UTWBHE peaJiHe OpojeBe a, b 1 ¢ BaxKu HEjeTHAKOCT

(a+b—c)(b+c—a)(c+a—Db) <abe

2. Y Ccrymy HEHEraTUBHUX MeJuX OpojeBa PEIUTU jeTHAUNHY

=y + +y" +u.

3. Iokasartu na 3a peaisine OpojeBe a u b Baku

a<b = a®>—12a—16<0b>—12b+ 16.

4. Hera cy a = BC, b= CA u ¢ = AB crpanune tpoyriaa AABC y kome
je ABAC =3 - LABC. Iloka3aTtu na je tana

bc? = (a — b)*(a +b).

5. Muoroyrao xoju je onmcaH OKO Kpyra IOJYIPEUYHUKA 7" PA3JIOXKEH je Ha
KOHAYHO MHOTO TpoyryoBa. Jloka3aTu fa je cyMa IOJyNPEYHNKA YINCAHUX
Kpyroea y Te tpoyruaose Beha ox 7.

IIpBu paspen — b kareropmuja

1. UcnuraTu kana uspas (n—2)% +n3 + (n+2)3, n € N nuje nemus ca 18.

2. Pacrojame usmeby cena A u B je 3 gunomerpa. ¥ ceay A mma 100
baka, a y ceny B 50 baka. Ha koM pacrojamy ox cema A Tpeba carpaauru
IKOJIy, TAKO Ha YKYIAaH IMyT KOjU CBU DHAIlW Ipeja3e y TOKY jeTHOT IaHa
Oyme HajMamu?

3. DBysa ce Hanasu y koopauHaTHO] paBuu. V3 tauke (m,n) 6yBa Moxe
na ckoun y jemHy ox Tadaka (n,m), (m—mn,n) uwmm (m+n,n). Ha au 6ysa
Moske ma mobe y raury (12,32) ako ce Ha MOUETKY HAJA3U Y TAUKM

a) (7,12); ©6) (8,12)7



4. Tlosuaro je ma cy cBu IlauakoBu IlmankoBu u na cy weku on IlaonroBa
IInuukoBu. Koju mckazmu mopajy Outu TavHum:

a) "Hekn ITnankosu cy Ilaonkosu.”

6) "Hexku Ilnuakosn Hucy Ilnonkosu.”

B) "Hujenan Ilnouk uuje Ilnank.”

5. CTymeHT je y TOKYy METOrOMUIIKUX cTyauja monoxkuno 31 ucnur. Cake
TOIMHE je Nao BUIIE UCIUTA HETO MPETXOHE, a HAa METOj TOAVHU je 1a0 TPU
IyTa BUIE UCIUTA HETO HA MPBOj. KOJMKO mcnuTa je CTYAEHT MOJOKUO Ha,
YeTBPTOj IOIUHU?!

Ilpyru pa3spen — B kareropuja

1. Ba3zen ce mynu asema neBuMma 3a 6 catu. IIpBa nes 6u ra HamyHwmiaa 3a
5 caTtu Mame on Apyre. 3a Koje Bpeme Ou 0a3eH HAyHUJIA APYra IeB?

2. Pemuru jemmauuny: (z—3)*+(z—4)* = (22 —7)%, y crymy xommizexcHux
OpojeBa.

3. Hexa cy a,b,c mosuTuBHKM OpojeBu, TakBu ga Baxu a’ + b2 4+ c? = 1.
Hoxrazatu na je a(b+c) < g

4. Hera je mat mpaBoyriau tpoyrao ABC ca mpaBum yriaom kox temena C'
({BCA =90°) u Heka cuMeTpaJia IPABOr yIila cede XUIOTEHY3y y TauKy
D. Heka cy taurke K n E nomaoxkja HopMmasia n3 tauke D Ha crpanune BC
u AC, pemom. Ilokasatu ma je

AD? + BD* = (AE + BK)?.

3+i>"
53 peaJjaH.

5. Hahu cBe npuponue 6pojese n, Takse na je 6poj z = (
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Tpehu pazpen — b kareropuja

1. Y mapaJsesorpaMmy ca cTpaHaMa @, b ¥ OmITPUM yIJIOM ¢ KOHCTPDYUCAHE
cy cuMmeTpajie yHyTpammux yriaoBa. OapeauTu NOBPIIMHY YETBOPOYILJIA
onpebenor Tum cumerpasiama.

2. Pemury jenmauwuny 4logi0® _ 39 4 glogiod —

3. Ha pasmoM cTOXy HaJsia3e ce TPU JONTE, MOIYyIpPEYHUKA T1,T2,r3. OHe
nomupyjy cro y taukama Aj, As u A3, pemom, u cBake ase ce mehycobuo
nomupyjy. Axo je AjAs =4, AsA3 =6, A1 A3 =8, wahiu rq,79,73.

4. Y tpocrpanoj nupamumun SABC cBM MBUYHM YIJIOBU KOJ TEMEHa S
cy nmpasu. Hera je O momHokje BuCHHe mupaMmuae u3 teMeHa S. Ako je
nospmuna Tpoyraa AOB uvetupu nmyrta Beha on mospmuue Tpoyraa BOC,
wahwu omnoc mospmwuua Tpoyraosa ASB u BSC.

5. Kasamke Ha caTy cy mpekaonsbene tavyno y nonoh. Kana he ce cienehn
IyT MPEKJIOTUTH?

UYerBpTH pa3pen — B kareropuja

1. Iloka3aTy ma CBUM KOMIUIEKCHU OPOjeBU z, 3a Koje Baxu |z — 1| = 2|z 4+ 1],
npunanajy jenaom kpyry. Hahwu nenrap m mosynpedHuk Tor Kpyra.

2. Hahu cBe nmpocre 6pojese p 3a koje je 6poj 7p + 1 KBaapaT TpUpOIHOT
Opoja.
3. Hahu peanna pemema cucrema jenHadmua

22y? =224y =0,222 — 4z + 3+ 9> =0.

4. Hexa je ag,ai,...,an,@p41 apUTMETHUYKN HU3. JlOKa3aTm ma BawkWU :

ana 2 _(a1ap)?
adtad ot ad = n+1>4d (a10)?

rae je d pa3muka HU3A.
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5. KRazamke na carty cy nmpekjomnsmene tavyno y monoh. Kama he ce caenehu
YT MPEKJIOMUTA?

ORKPYKHO TAKMUYEIHLE U3 MATEMATUKE, 01.03. 2003.
IlpBu pa3pen — A kareropuja
1. Hexa je k npupoman 6poj. Jokasatu na 6poj 22871 +2F + 1 uuje nemus
ca 7.

2. Y cryny nenux OpojeBa pEmIUTH jeTHAUNHY
2m? + n? = 2mn + 3n.
3. Jlokazatu ma 3a CBaKO n > 2 IOCTOjU N PA3JIUYNTUAX IPUPOIHUX OpO-

jeBa, TaKBUX ma je 30up HBUXOBUX KBaApaTa KBAAPAT IPUPOITHOT Opoja.

4. Heka cy t, u t, Teskumnae ny:ku, Koje oarosapajy crpaununama BC u C'A
tpoyrana ABC, a P meroBa nospmuna. Jloka3aTu na Basku

to -ty > =P

N w

Kana Baku jemmakocrt 7

5. Y paBuu cy mare ABe Tauke u npasa. Kouctpyucatu tpoyrao ABC,
KOJ KOora cy Te nBe Tauke cpeaumra crpanuna BC u CA, a BucuHA U3
TeMena A mpunanma maToj mpagoj.

Ilpyru pa3spen — A kareropuja

1. Y ckyny peasHuUX OpojeBa PEIIUTU jeTHAUYNHY

Vaz+r+1+2vVx+3=+622 —2x —18.
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2. Ha ronumro maumaa Tadauma m X n MOKe Oa ce MOmyHu OpojeBuma 1 u
—1, Tako ma mpom3Bomd OpojeBa y CBakKOj BpcTu Oyme jemHarx 1, a TpOM3BOI
OpojeBa y CcBakoj KoJioHU Oyme —17

3. Ilat je kpyr mosympedHuka 1. Y HeroBoj YHYTPAIIHOCTU WUIU HA
rpanunu, n3abpano je 8 rauaka. Jlokazarm ma mebhy mwmma mocroje mse,
unje je pacrojame mame on 1. Ila su tBpheme Baku 3a 7 Tavaka !

4. Taure A,B u C npunanajy jennoj npasoj. Hanm AB, BC u AC, xao
IpEeYHUIMa, Ca UCTe CTPaHe Te IpaBe, KOHCTPYUCAHE Cy TPU HOIYyKDPY:K-
mune. llenrap kpyskuune k, Koja Joaupyje CBaky Ol TPU AATE HOIYyKDPY:K-
HUIlle, HaJa3u ce Ha pactojamy d on npase AC. Hahu momynpeunuk kpy:x-
HUne k.

5. Tpoyrao cacraBibeH On TeRUMHUX Ay:ku Tpoyriaa ABC cauuan je
tpoyray ABC. Hahwu koepunujent cananocTu.

Tpehu pa3pem — A rareropuja

1. Hata je jenmaumna 2> —pr+q =0, ¢ # 0, K0ja UMa TPHU PeaHA PEIIeHA.
a) Ilokazatu na je p > 0.
6) Axo je m ¢ > 0, mokKazaTu ga 3a HAJMAMU [0 ANCONYTHO] BPETHOCTU

. . P 3/49
KODEH OBe jenHauumue, «, Baxu |a| < min 313/

2. Y cryny peajHux OpOjeBa PEINIUTU CUCTEM jeIHAUMHA

1
\/1+x1+\/1+x2+---+\/1+x100:100,/1+m

[ 1
VI—21+ VI =29+ 4+ V1 —x100 = 100 T

3. IlokazaTu mqa ce y KOODAWHATHO] PABHU HE MO:KE HAIPTATU KOHBEKCHU
4eTBOpPOyrao, KOMeE je jeqHa AujaroHasa ABa IyTa Ayka OX ApyTre, yrao
usmebhy mujaronasna my je 45°, a KOOpAMHATE CBUX TEMeHa Cy 1ejau OpojeBu.
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4. Iara je taura P yryTap HEKOr HEKOr Kpyra. Kpo3 rauky P mocraBpamo
nBe mehycobHO HOpMAJHE TeTuBe. Y KOM IOJIOKA]y je 30up my:KuHa TUX
TeTVBa HajMamU, a y KOM HajBeliu u KOJIMKe Cy Te eKCTpEMHE BPEIHOCTH,
aKO je MOJIyIpEYHUK KpyskHume R, a pacrtojame Tauke P onm meHTpa Te
kpysxaune d (0 < d < R)?

a
5. Heka je a =°¥/2003. IlIta je sehe a }2003 IYTa o 20037

YerspTu paspen — A Kareropuja

1. Y cKymy KOMIUIEKCHUX OpOjeBa PEIIUTU CUCTEM :
zt 4 627y + y4 =5

23y 4+ zyd = 1.

2. JlorkazaTu ma 3a CBaKU ONPUPOIAH OPOj N BaKku

2n+1)" > (2n)" + (2n - 1)".

3. Hexka je a; = a2 =1 u apy2 = any1 + a, 3a cBaxo n € N. Ilokazatu na
cy 3a cBako k,n € N 6pojeBu kap+2 + an 4 k@py3 + apt1 y3ajaMHO IPOCTH.

4. Herka je n € N u Hera je P moamHOM ca 1e00pOjHUM KOe(DUIUjeHTHIMA,
rakas ma je 0 < |P(i)| <n3ai=1,...,n. Horasatu na nomuaoMm P Hema
11eI00pOjHY HYJIIY.

5. Hahu majsehy moryhy 3anpemuny mpaBuise 4eTBOPOCTPaHE TUPAMUIE,
ooune usuie 1 .
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IIpBu paspen — b kareropuja

1. Heka je n mpuponman 6poj. lokasaTtu ma je 6poj 8n® — 12n? + 6n + 63
CIIO¥KEH.

2. Hexka je uerBopoyrao ABC'D v TeTUBHUM M TAHMEHTHU. AKO je pa3yinka
crparuna AD u BC jemmaka pasiaumu crpanunia AB u CD, mnokaszatu na
je AC mpeunur kpyra onucasHor oko uersopoyria ABCD.

3. Heka cy m u n y3ajamuo npoctu npuponau 6pojesu. Ilo3nato je ma ce
3n—m

) on + 2m
KOJjUM Ce OBaj Pa3JIOMaK MOKe CKDATUTHU.

pasJyioMak MOKe CKPaTUTU HEKUM IpupoaauM 6pojem. Hahiu Gpoj

1
4. Jlokazatu ma ¢pymsmuja f : R — R, 3a xojy Bawu f(z?) — (f(z))? > 1
3a cBako « € R uuje unjerrusna ( Tj. mocroje xp,xs € R, x; # xo Taksu na

f(x1) = f(z2) ).

5. Y paBHE Ccy maTa OBa CKyIa MapaJieJHuX IpaBuUxX ai,ds,...,a013 1 by,
ba,...,b7. IlpaBe mpBOT CKyma CeKy mpaBe APYror ckyma. Kosauko je map-
amenorpama onpebeno oBum mpasama 7

Ilpyru pa3spen — b kareropuja

1. [orazaTu ma 3a CBAKO IPUPOIHO N, N > 2 BaKU HEjETHAKOCT :

1 1 1
=+ o > 1
n n+l n
. . 1
2. Ogpenutu cBe KOMILIEKCHE OpojeBe z 3a Koje Baku |z| = — = |z — 1].

2]

3. Heka jemmaumna (a — 1)z° — (a + 1)z +2a —1 = 0,a € R,a # 1 uma
pemema 1 1 3. OxpeauTu BpeIHOCT mapaMmeTpa b, TAKO Ia IPOU3BOL
(1 — b)(z2 — b) He 3aBucu ox a.
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4. Y crymy peaJHux OpoOjeBa PEIUTU jeaHAYUNHY

V2—zx=1—+vVz—1.

5. ¥ mpasoyraom tpoyriy ABC tauka D je momHO:Kje BUCHUHE U3 TEMEHA
A ma xunorenysy BC, E je cpemumre nysxku AD, a I je mpecek mpaBux
BE u AC. Axo je BD =4, CD =9, nahu nyxuny nysxu BF.

Tpehu pa3pen — b kareropuja

1. OcHoBuIle TPABOYTJIOr TpAIle3a y Kora ce MOKe yIUCATHU KPYyT Ccy a u b.
W3pauyratu HIOBPIINMHY OBOT TpAIe3a.

2. Y sonty je ynmcaHa TUpaMHUIa, UKja jé OCHOBA TPABOYTAOHWK IUjar-
oHaJse d. DBouHe uBuIle nupaMuzne HarHyTe Cy IPeMa PaBHU OCHOBE IIOJ
yraom 3. Hahwu nmomxynpeunuxr somnre.

3. Hahiu cBe mese 6pojese x, Takse ma je logy(z? — 4x — 1) meo 6poj.

V3

4. Ilokazatu na Bazku  sin 20° sin 40° sin 80° = 5

5. llorkazatu ma 3a p > (0 BaKu HEjeTHAKOCT

2 2003

Yerspru paspen — B kareropuja

1 1 1 1 1
1. Nzpauynaru nhﬁn;() (1 + 2) <1 + 22) (1 + 24) (1 + 28> <1 + 22,7>

x? -1

%€ R\{—2,2}, me ysuma Bpen-

2. Ilokaszaru na ¢ymrmuja f(x) =
HocTtu m3Mmeby i u 1.
3. Hahu cBe apurmeTnuke mporpecuje KO KOjUX je OAHOC 30upa IPBUX N

wiaHoBa u 36upa caenehux 2n wmanosa (n € N) koHCcTanTa He3aBUCHA OL
n.
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4. Iokazaru na jemmaumna ax® + bz? —1 = 0,a,b € R,a > 0 uma Tauso
jemHO MO3UTUBHO pPeElIeHheE.

5. OgxpemuTu BUCHUHY BaJbKa MAKCHAMAJIHE 3alPEMUHE YIMCAHOT Yy JIOMTY
MOJIyIPEYHUKA V3.

PEIIYBJIMYKO TAKMMWUYEILE N3 MATEMATUKE,
29.03. 2003.

IIpBu paspen — A kareropuja

1. Heka cy x ¥ y HEHEraTUBHU peajHu OpojeBUM TaKBU na je T +y = 2.
IokaszaTu na Baku
l,2y2(x2 +y2) <2.

Kana Basku jemnaroct?

2. Ilat je 6poj 2F,k > 3. Ilokasaru na ce mepmyranujama mudapa OBOT
Opoja He Mo:xe moburtu 6poj 2™, rme je n > k.

3. Caxko on 20 /by au maJbe HEKOj JeCEeTOPULU Ol OCTAJIUX IO jeTHO MUCMO.
IlokasaTu ma mocToje aBe ocobe Koje Cy jemHa APYroj mociaajie TUCMO.

4. Kpy:xuauna koja je ymucana y tpoyrao ABC momupyje crpanune AB n
AC pemom y taurkama M u N. Hera je P tauka mpeceka cumerpadtie yria
AABC u npase M N. Iloka3atu na je nospmuta tpoyriaa ABC asa myrta
sehia ox mospmuue Tpoyria ABP.

5. Ha crpanunama BC, CA u AB tpoyraa ABC youene cy tauke Ap,B
u Cy, penom. Hexra je T tesxumre Tpoyraa ABC, a T) Texumre TpOyTriaa
A1B1C. IHoraszaru ma je T = 1) ako u camo ako je AC, : C1B = BA; :
AlC = CBl : BlA

Ipyru pa3spen — A rareropuja

1. Hoxkazaru ma kBagpaThe jemmaumse ar? +bx +c= 0 u bz’ +cx +a =0,
a,b,c € Rya # 0,0 # 0, umajy 3ajeqHUYKO pelleme aKO W CaMO aKO BaKU
a® + b3 + ¢3 = 3abe.
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2. Heka je S moackyn ckymna peaiHIX OpojeBa KOjU je 3aTBODPEH Y OIHOCY
HA MHOKeme (TO 3Haum Kax rox cy a,b € S, ouma jeum a-b € S). Hera cy T
u U IucjyHKTHU MOACKYIOBU CKyTa S, unja je yauja meo ckyn S. ITosuaro
jé ma mpousBOX Ma Koja Tpu eseMeHTa ckyna 1 (He o6aBe3HO pasiuyura)
npunana ckymny 1' u ma npu3BoI Ma Koja Tpu eneMeHTa u3 U mpunana CKymy
U. Hoxa3artu na je 6ap jeman ox monackymnoBa 1 u U 3arBOpeH y OIHOCY
Ha MHOMKEE.

3. Heka cy a,b,c peaauu 6pojeBu, TakBu na je 0 < a < b < c¢. Hokazatu
a8 BayKU

(a+ 3b)(b+ 4c)(c+ 2a) > 60abe.

Kana Baku jemmaxoct?

4. JTa au je moryhe jeqHakOoCTpaHWYHU TPOYrao CTPaHUIE 3 pas3pe3aTy Ha
2003 mucjyHKTHA TPOYIrJa, TAKO Oa CBAKU O BUX MMa CBe cTpanuie Behe
om 17

5. Kpyr k y Taukama P u ) nomupyje kpake yria £pOq. Ha momynpasoj
Oq je mara tauka X, Tako Ia mpecedyHa Tavka Z Kpyra k u mpase PX
pazmuuura on P mososu aysx PX. Ako je Y mpeceuna tauka kpyra k u
npase OZ pazauuura on Z, nokasaru ga je PX|QY.

Tpehu paspen — A kareropuja

1. a) Jla 1u WOCTOjU HEKOHCTAHTAH HU3 NPUPOIHUX OpOjeBa ai,ds, ...
TakaB na 3a CBaKO k > 2 Baxkmu

20k -10k+1
ay, = =10k o
ak—1 + Qp+1

6) Ja nu mOCTOjU HEKOHCTAHTAH HU3 NPUPOIHUX OPOjeBa ai,ds, ..., d2003

TakaB ma 3a cBako 2 < k < 2002 Basku

2ai_1a

ay = F=10kt1 o
ak—1 + Qk+1

2. Hexa je p > 2 npoct 6poj. orazaru na je ceaku mesnunar Opoja 2P — 1
obmuka 2kp + 1 3a HEKO mpUPOIHO k.
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3. Hexka je O menrap onucane kpyskuune, a 1 tesgumre tpoyraa ABC,
Koju HUuje jemHaxkoctpanuudaHn. Jlokazaru ma je OT HOpMaJIHA HA TEKUIIHY
nyx CCp ako U caMo ako 3a crpamume Tpoyraa saxu BC? + CA? = 2AB2.

4. Heka je n > 3, a ay,a9,...,a, peasau OPOjeBU TAKBU Oa je
ay = as = -+ = a, = 0. Hokazaru ma Baku

a1+a2---+an>3

ajazaz + axa3a4 + -+ + Ap_20n_10y < ( 3

Kana Ba:ku jemsaxoct?

5. Koawuro ce HajBume ¢urypa monymzapHHAX Ca ’ ‘ MOK€ MOCTABUTU Yy

tabiy 2003 x 2003 Ge3 mperJsanama TaKO Aa CBaka (UIypPa MOKPUBA TAYHO
4 jenquHUYHA TOJHA?

UYerBpTH pa3pen — A Kareropuja

1. Hahwm ckynm cBux Moryhux mo3uTUBHUX peasHuUX OpojeBa V TaxkBux
[a TOCTOjU MPaBOYyLJIX mapaJjiejenunen ca ciemnelimm ocobmHama: HeroBa
3ampeMuna je V, moBpmwuHa 18, a cymMa pacrojama OL IMEHTPa IO CTPaHa
je 6.

2. Heka je p > 2 npoct 6poj. okaszaru na je ceaku mesaumiai o6poja 2P — 1
obauka 2kp + 1 3a HEKO TPUPOTHO k.

3. Hexka je O menrap onucane kpyskuune, a 1 teskumre tpoyraa ABC,
Koju HUje jemHakocTrpanuda. Jlokazaru ma je OT HOpMaJIiHA HA TEKUIIHY
nyx CCp ako U caMo ako 3a crpamune Tpoyraa saxu BC? + CA? = 2AB2.

4. Heka je n > 3, a aj,as,...,a0, peasHu OPOjeBU TAKBU 14 je a1 = Gy =
-2 a, =2 0. lokazaTtu ma BasKu

a1+a2---+an)3

ajazaz + a2a3a4 + -+ + Ap_20n_10n < ( 3

Kana Ba:ku jemmaxoct?
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5. Ha kpyxkuumu je mato n tadaka. Hukoje Tpu Ay:KUA KOje ce mobujajy
cmajameM OBUX TAvaKka Ce He CeKy y jemHoj Ttauku yHyTap kKpyra. Ha
KOJIMKO 0DJIacTU OBe Iy:KU Jejie Kpyr?

IIpBu paspen — b kareropuja

1. Iloxka3aTy Oa 3a CBe peaJHE T U Y BaXKU
2?4 22y 4+ 3y + 20+ 6y +4 > 1.

Kana Baku jemmaxoct?

2. Hahu majmamu mpupoman Opoj KOju je UeTwpu myTa Mamu om Opoja
HAIIMCAHOT MCTUM Idpama, aiu y OOPHYTOM MOPETKY.

3. Csaxko on 20 by au masbe HEKOj JeCEeTOPUNU Ol OCTAJIUX IO jeTHO TUCMO.
IoxkazaTu na mocTtoje aBe ocode Koje Cy jelHa APYroj MOCJajie MUCMO.

4. Axo cy z,y, z,u npuponuu 6pojesu Behu on 1, TakBu na Ba:Ku
Ty = zZu, MOKa3aTu ma je Opoj

(@+2)(z+u)(y+2)(y+u)
(x4+y+2z+u)?

CJIOYKEH TPUPOJIAH OpOoj.

5. Ilat je moaykpyr Han npeunnkoM AB u ma wmemy tauke C' u D Tako na
je LCSD upas, rume je S cpemumre nysxku AB. Heka je E mpecek mpasux
AC u BD, a F npecek npasux AD u BC. Ilokazaru na je EF 1 AB u
EF = AB.

Ilpyru pa3spen — B kareropuja

1. Y ckyny peasHUX OpojeBa PEIIUTU jeTHAYNHY

)31'—1 3/3—x

(x—1 3—x+(3_x) =2.

z—1
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2. Heka je S momckyn ckyma peasHUX OpOjeBa KOjU je 3aTBOPEH Y OTHOCY
Ha MHO:Keme (To 3Hauu Kaj rox cy a,b € S, ouna jeu a-b € S). Hera cy T
u U [ucjyHKTHU MOACKYIOBU CKyIma S, uuja je yuuja meo ckym S. Ilosmaro
jé ma mpousBOX Ma Koja Tpu ejeMeHTa ckyna 1'(He 00aBe3HO pasauyunTa)
npunana ckyny 1' u ma Ipu3BoI Ma Koja Tpu eneMeHTa u3 U mpumana CKyILy
U. IHoxa3aru na je 6ap jeman onx monckymoBa 1 m U 3aTBOpeH y OTHOCY
Ha MHOMKEIE.

3. Ilara je xBazmparHa jenmauuHa ax’+br+c=0, a,b,c € R, a #0. Axro cy
oba pemema jeqHauuHe peasHa u npunanajy uarepsaxy (0,1), morazartu
na je a(2c+b) <O0.

4. Y Kpy:KHEU OICEYaK KOME€ OAroBapa HeHTpaJHu yrao onx 120° ymucan
je kBampar. OgpemuTu Oy:KUHY CTPAHUIE KBAAPATa, aKO je MOJIYIPEYHUK
kpyra 2+ v/19.

5. Iloka3aru na je 6poj < ?/8\/5 + 16 + \/\/5 +1 )\/\/5 — 1 neo n uzpauy-

HaTH ra.

Tpehu pazpen — b kareropuja

1. M3zpauysaTy Oy:KMHY TOJNYNPEYHUKA JIONTE YIUCAHE y TPOCTPaHY IU-
pamuny SABC, ako cy usune SA,SB u SC mehycobuo mopmasue u AB =
BC =a,BS =b.

2. Pemmtu cucteM y 3aBUCHOCTU OJ PEAJIHOT IMapaMeTpa a:

ax + 6y + =z =1
r 4+ 6ay + 2z = 6
r 4+ 6y + az = 1

3. Hera cy a,b,c,d crpanune, a P moBpuiiHa KOHBECHOT YETBOPOYIJIA.
2 2 2 2
a®+b°+c°+d .

JHorasatu ga Basku P < 1 . Kana Bau jemmaxoct?

4. Heka je F cpemumre crpanune AB kBanpara ABCD, a F' u G Tauke
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Ha crpanunama BC u CD, pemom, takse na je EF||AG. Iokazaru na je
FG raurenra #a Kpyr ymucan y ksaapatr ABCD.

5. Ako 3a omTpe yriose «, § u 7y Baxku cosa = tgl, cos 3 = tgy m cosy =

. . . V5 —1
tga, morazatu ma je sina =sin( =siny = 5

Yerspru paspen — B kareropuja

1. Hahwu ckyn cBux moryhmx mo3uTwBHUX peasHHX OpojeBa V TaxBux
a TOCTOjU MpaBOYTJIX HapaJjejenunen ca ciaemehum ocobuHaMma: HEroBa
3anpeMmuHa je V, mopmwmHa 18, a cymMa pacrojama OI IEHTPa A0 CTPaHA
je 6.

2. Hahn 2008
lim (2?9 — 1) — 2003(z — 1)'

z—1 (:L‘ — 1)2

3. Pemuru cucrem

r—y+z2=6a>4+y?+22=14, 2% 9>+ 23 =36.

2 g2 B
4. OgpenuTy TAUYKy Ha €JIUICU 3 + == =1 y upBOM KBaJApaHTy, TAKBY Ia

18

TAHIE€HTA Ha €JIUICY Y TOj TadKM I'DAIM Ca KOOPIAUMHATHUM OCaMa TPOyrao
HajMame IOBpIIUHE.

5. Har je mu3 tavaka T;(x;,y;) y *Oy pasHu, Tako na je o =1, yo=0u
Tptl = V3, —Yns Yn+1 = Ty + \/gyn 3an 2 0. Y KOM KBagpaHTy ce HaJa3u
Ta4dyKa Tgoog?
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PEIIIEIHLA 3AIJATAEKA OIIIMITVMHCRKOI' TAKMMWYEILA N3
MATEMATUKE

IIpBu paspen — A kareropmuja

1. Heka je b= 11111111 wu a = 111...11 .Kanma momemumo oBe Opojese,
—— ——

8 100
nobuja ce 1111 = a — gb, rme je q¢ meo 6poj — ronuunuk. CBaku 3ajen-

HUYKN geauian a u b neau u 1111, ma je Tpaskenu 6poj Hajsehu 3ajemuuuku
nmesmian 3a b u 1111, a kako je b meswuso ca 1111, to je NZD(a,b) = 1111.

2. IIIxoay Tpeba msrpamutu Ha nyTy usmebhy cena A u B, unade MOKeMO
cMmamuTH 06a pacTojama. Heka je mkosa Ha pacrojamy x on cena A. Tana
je oHa Ha pacTojamy 3 —Z OX cejla BB, ma je yKymaH IIyT KOjU IIpeJia3e CBU
bHamm mo mrose (aBa myTa Mamu ox ykymHOr mHeBHOT myTa) 100z + 50(3 —
z) = 50z + 150 , wro je 3a z € [0,3] majmame 3a x = 0. [lakae, mKoIxy
Tpeba usrpamutu y mecty A.

3. Kaxko je, mo mejemnakoctu Tpoyria, |a — bl < ¢, |b—c¢| <a n |c—al <b,
caenu
(0= b)(b—)e—a)| _ Ja—bllb—clle—al _ cab

=1.
abe abe abe

Ip—q| =

4. Heka je P mommoskje HOpMaJie U3 IeHTpa omucanor kpyra O Ha mgujar-
ounany BD, u mera cy A, C1 momuoxkja Hopmana mu3 A,C wa BD, penom.
Tamna je, 36or AO = CO, AP = PCy,na je BAy = BP—AP=DP—PC, =
C1D, mro je u Tpebaso moKa3aTu.

5. Heka cy a,b,c,d,e penom 6pojeBU MOJNOKEHUX UCIUTA O MPBE OO IMEeTe
romue. Tama jea<b<c<d<ea+b+c+d+e=31l,e=3a. Axko 6u
oumo a > 4, rtaga b>5,c¢c>6,d>7,e>12, naa+b+c+d+e >34 > 31,
mTo je memoryhe. Arko jea=1, tanae=3, ma 1 <b<c¢<d< 3, mro je
memoryhe. Axkojea =2, tamae=06,maje2 <b<c<d<6, Tj. MOpa 6Gutu
b=3,c=4,d =5, omnocuo a+b+c+d+e=20+# 31. Hakne a =3,e=9. 3a
d <7, mmamo na je ¢ < 6,0 < 5, ma je at+b+c+d+e < 3+5+6+7+9 = 30 < 31.
3uaun, mopa Outu d = 8. Ilocmemma curyanumja je moryha, HOp. 3a
a=3,b=4,c=7d=8,e=9wmma=3b=5c=6,d=8e=9 (oBo cy
jenuHa perema).
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Ilpyru pa3spen — A kareropuja

1. Heka cy a u b BpemeHa 3a kKoja Ou ce 6aszeH HAILYHMO IPBOM, OITHOCHO

apyrom nepu, nocebro. M3 ycmosa zamatka je = + 3 = & u b = a+ 5.
Pemasamem oBor cucrema mobujamo b = 2 wmam b = 15, a kako je b =

a+5 > 5, mopa buru b = 15.

2. Yersopra (0,0,0,0) je pememe oBor cucrema. AKO Ou mOCTOjaso jour
jemHo pemreme, Tana GM IOCTOjalIo U peleme 3a kKoje je 2 + 32 HajMame.
Kako kBazmparu mesux 6pojesa pu mesmery ca 3 najy ocratke 0 u 1, 22 +y?2
MOKe OUTHU AEJLUBO Ca 3 caMO aKO Cy T W Y HEJLUBU ca 3, Ia je & = 3T1,Y =
3y, 1. u? +v? = 3(z? +¢7), ma raxo je u® +0? = L(z? +y?) < (2? +¢?),
nobujamo "mame” pememe. Ilakne, jenuHO pememe narTe jenHAUNHE je

(0,0,0,0).

3.3az=0uz= %” nobujamo a+b < 1u —5+b <1, 1j. (a+b)+2(—5+b) <
14+2-1, omaocao b<1. Bax=mux = 3 nobujamo —a—b<1mn %—bgL
omaocuo (—a —b) +2(§ —b) < 1+4+2-1, 7j. b > —1, mro je u Tpebamno
IOKa3aTH.

4. Yersopoyrao CEDK je kBanpar, na je DK = DE. Kako cy Tpoyriosu
EAD u KDB upasoyrau, u3 Iluraropuse Teopeme mobujamo : AD? +
BD? = AE? + DE? + BK? + KD? =

= AE? + BK? + 2DE - DK. Ca apyre crpame, (AE + BK)? = AE? +
BK?+2AE - BK, na je mOBOJLHO DOKA3aTHU A4 je DE _ BEK 1n0o cnemu u3

AE DK
cimunoctu Tpoyriaosa EAD u KDB.

5. Heka je F Tauka 3a kojy Baszku D — C — F u DC = CF. Raxko je
DC = CF = CE, 10 je ADEF = 90°, ma je FELDE, omnmocuo FE1AB.
Kako jeu BE1LAF, 1o je E oprouenrap tpoyraa AFB, na je AE1LFB, Tj.
DK||CL|FB. 3aro je (mo Tamecosoj teopemu): £L = DG — 1 mro je n

LB CF
Tpebaio moKa3aTu.

Tpehu paspen — A kareropuja

1. Heka je x < y. Tama Bakm z > y,z >cxuwa” =2" —y" = (z —y)(z" "1 +
M2y b2y 2y ) > (2 —y)ne” T > na L 1j. 2 < nymaje 2 > n,
IITO je CYNPOTHO yCJOBY 3aJaTKA.
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2. YBemumo cmeny X = 2% Y = y,Z = arcsinz. OBaj cucrteM mocrtaje
auueapan no X, Y, Z u meroso pememe je X =a+1,Y =5,7 =a+2, na je
[IOJIA3HU CUCTEM eKBuUBaJieHTaH ca 27 = a+ 1,y = 5, arcsinz = a+ 2. Cuenn,
ako a € (—oo, —1JU(F —2,+00), cucreMm HeMa pemema, a ako a € (—1, 5 —2],
[OCTOjU jeAMHCTBEHO pememe T = logy(a + 1),y =5,z = sin(a + 2).

3. Karo je 2002 = 2-7-11-13 6poj 2002 ce ka0 TPOU3BOA IPUPOITHUX
OpojeBa Behux on 1 moske mpukasaTtu Ha ciaenehe maumne: 2- 1001, 7- 286,
11-182, 13-154 (4 = (}) maunna), 14-143, 22-91, 2677, (3 = (3)/2 Haunna),
14-11-13,22-7-13, 26-7-11, 77-2-13, 91-2-11, 143-2-7 (6 = (}) maumma)
n2-7-11-13 (1 maumn). CBako OX OBUX pPACTaB/baika OArOBApAa jeIHOM
TPAKEHOM IpecTaBibamy (Kaga ce NOLyHU HOTPeOHUM OpojeM jeauHuna).
Ilakne, TpaskeHux npencraspama umMa 4+ 3 +6+ 1 = 14.

4. Hera je D mpeceuna Tauyka CUMeTpaJie yHYTPAIIKEr yria KOI TEMEHA
A u crpammne BC. Tana je 22 = £ (ocobuna cuverpane yria). U3
KOCHHYCHE TeopeMe IpuMemeHe Ha, Tpoyriose ABD u ADC nobujamo: b?+
12— 2bl, cos § = DC? u ¢® 412 — 2cl, cos § = BD?, na ako npBy jeIHadnuy
TOMHORUMO ca ¢, a apyry ca b? u omysmemo ux mobujamo: [2(c? — b%) =

2bclq cos $(c —b). Axko je ¢ # b, nobujamo § + L = QC?;%, ma o yCJIOBUMA
3a7aTKa CJIEIA COS § = %, a HOMTO je o yrao Tpoyria, ciaemu o« = 120°.
Axo je b = ¢, u3 mouerHOT ycmoBa mobujamo b = ¢ = 2l,, ma je cos § = %,
Te je § = 60°, omaocro a = 120° m y oBoM ciyuajy.

5. 3a cBaku TaHreHTHH MHOroyrao obmma O, mospmwuue P ¥ mogymnpeu-
HUKa ynucaHor kpyra r Basxku 2P = r- O.Herka cy P,O,r u P;,0;,r;,1 <
i < n, TOBPIIMHE, OOVMMU U TOJYTPEUHUIM YIUCAHUX KPYTroBa MMOJIA3HOT
MHOTOYTJIa, OOAHOCHO maTtux Tpoyriaosa. Tama sBaxu O; < O, ma je :

2P 2P, 2P 2P, P+---+ P 2P
7’1"‘"""7%:71“!“"4'7” ity ..+J:2¥:7

0, 0.~ 0 To 0 0

=7
YerBpTH paspen — A kareropuja
1. Be3 ymamema OMIMTOCTH MOKEMO MMPETIOCTABUTH 1a je a > b > c.Y ToMm

cayudajy jea+b—c>0uma+c—b>0. Axo je b+ c—a <0, Basku cTpora
HejenHakocT. VHade, maTtu m3pasu Cy MO3UTUBHU, Na je (IO Heje THAKOCTH
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un3mehy apurmernuke 1 reOMeTPUjCKEe CpenuHe) :

(a+b—c)b+c—a)(ict+a—0b)=

Ve+b—c)b+c—a)-icta—b)a+b—c)-V(cta—-Db)(b+c—a)<
< aercherrcfa.c+afb+a+bfc.c+a7b+b+cfa
- 2 2 2

mTo je TpebaJsio moKa3aTu.

= abc,

2. Tlonasma jenmaumna je eKBUBaJeHTHa ca jemmaumnoM z(r + 1) = (y? +
1)(y?> +vy). 3ay =0 mobujamo x = 0. 3a y = 1, jenmaumna x(r + 1) = 4
HeMa Leje KOopeHe. 3a y = 2, jenmauuHa z(x + 1) = 56 uMa IO3UTHUBAH

<

KopeH = = 5. 3a y > 3 Baske Hejemmaxoctm: (y° + 5 %)(y2 + % + %) <
WP+ DO +9) < 6P+ D+ L), mam P+ L - D+ L) <
r(x+1) < (y2+%)(y2+g+l), ciemu y2+%—% <z <y2—|—y Kako
je, ox Gpojesa 3> + L. 1 u y? + y, jemaH mpupomaH, a APyru OOJIMKa

2 2 2
1 .
(mpupomas-3 ), MOCTIEba jeJHAYNHA HeMa Pellemha y CKyIly HeHeraTUBHUX

nenux 6pojesa. Ilakine, jemuna pemema cy (0,0) u (5,2).

3. dymrmmja f(x) = 2® — 122 pacte Ha mHTepBaTUMa (—00, —2) U (2, +00),
omaa Ha mATEpBaTY (—2,2), UMa JoKaJHU MakcuMyM 3a ¢ = —2, f(—2) = 16
¥ JokagHU MuHUMYM 32 x = 2, f(2) = —16. Ako je a < b < —2, Tana je
fla) = f(b) < 0. Axro je 2 < a < b, Tana je f(a) — f(b) < 0. Axo je,
a<2wub>-2 rana je f(a) < f(—2) u f(b) > f(2). Hakune, najseha
pazmura f(a) — f(b), 3a a < b ce moctwke 3a a = —2 u b = 2. Cuemn
fla) — f(b) < f(—2) — f(2) = 16 — (—16) = 32, omaksne cnemu TBpDheme
3aJaTKa.

4. Herka cy D u E taure ma crpanunu BC, takse na je ABAD = {DAFE =
AFEAC. Heka je EC = z u AE = y. W3 cauunoctu tpoyriaoBa AEC
u BAC, ,IIO6I/IJaMO 2 =9 = %, OIHOCHO T = ;,y = %. Tpoyranosu
ADC u ADB cy Je,ILHaKOKpaI{I/I na je DB =a—bu AD = DB, onHOCHO
AD =a—b,DE = b—x. U3 caununoctu tpoyraosa BAE u ADE, nobujamo
% = §§7 OJIHOCHO —S5 = a;‘”, omakJe, ybanuBameM BPEIHOCTU 33 T U ¥,

u cpebuBamemM, mO0OUjaMO TPAKEHU UIEHTUTET.
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5. Buneru pememe 5. 3amarka 3a tpehu paspen A kareropuje.

IIpBu paspen — b kareropuja

1. Kaxo je (n —2)% +n3 + (n+2)® = 3n(n? + 8), 3akmyuyjemo ma je matm
¥“3pa3 napaH akko je n IapHO, a nebus ca 9 yBek ( aKo 1 HUje NebUBO ca
3, Tama n? maje ocrarax 1 mpu mememy ca 3). Cuemw, natum uspas Huje
nepuB ca 18 aKKO je n HemapHO.

2. Bunmeru pememe 2. 3amaTka 3a npBu paspen A kareropuje.

3. U3 rauxe (12, 32), npumeswyjyhu npsu kopak, nonasumo y taury (32,12),
a aKO 3aTUM [Ba IIyTa IPUMEHMMO APYTW KOPakK, I0Ja3uMo y Taukry (8,12).
Y raury (7,12) ne moskemo moliu, jep ce IpUMEHOM CBe TPU onepanuje uyBa
Hajsehu 3ajemumurn menuian, tj. NZD(m,n) = NZD(n,m) = NZD(m —
n,n) = NZD(m+n,n).

4. Ossaummo ca A ckyn IlnamkoBa, ca O crkyn Ilmomkosa, a ca I ckyn
ITnuakosa. IlpBu mcka3 rosopm ma cy ckymosu I\(AU O) u (ONI)\A
Ipa3Hy, Ia y TOM CIyJajy OPYTHW UCKa3 3Haun na je ckyn ANONI Henmpasas.
3uauu, npBo TBpheme je Tauno, Tpehe Huje TauHo, a APYro Moxke OUTH U
TAYHO U HETAUHO, y 3aBUCHOCTH o1 Tora ma au je ckyn (ANIT)\O menpasan
UM Tpa3aH.

5. Bumeru pememe 5. 3amaTka 3a npBu paspen A kareropuje.

Ipyru pa3spen — B kareropuja

1. Bugetu pememe 1. 3amarka 3a Apyru paspen A Kareropuje.

2. Ako yBemeMo CMeHY Y = & — %, nobujamo jemmaunmy 112y* —24y% —1 =0,
omakme je y? = i nmu y? = —%, OIHOCHO Y € {%,—%,iw/%7—i\/2—18}, Tj.
v €{3,4, 5 +iy/o, % —i\/25 )

3. Karo je 1 = a®+b%+¢* = (3a? +b?) + (3a®+¢?), Ha OCHOBY HejemHAKOCTH
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apUTMETUYKE U TeOMETPUjCKe CpenuHe, nodumjamo :

1 1
1> 2\/2(1%2 + 2\/211202 =/2ab + V2ac,

(Va? = a 3a a > 0), omarse je a(b+c¢) < ? JemHAKOCT BasKU aKKO
a %,b

= = C =

N

4. Buneru pememe 4. 3amaTka 3a ApyTu pa3pen A kareropuje.

. . n
5. Kako je z = (% . g—j:) = (1+1i)", To je 22 = (2i)", ma je 6poj z peanan

aKko je z2 >0, a TO je TauHO aKKO je 6poj n memwus ca 4.

Tpehu paspen — B kareropuja

1. Axo je a = b, matu mapaJsiesorpaMm je poM0, Ia je TpaskeHa MOBPIIMHA
jemuaka 0, jep Tama cumerpaJte yriosa DAC u BCD canpske nujaroHamy
AC, a ocrane mBe cmMeTpaJie caapske aujaroHaxy BD, ma ce cBe yetmpu
cuMeTrpaiie cery y jemHoj tauru. llpermocraBuMo nma je a > b u Hera
je « = ABAD. Hexka je M nupeceuna taura cumerpasa u3 A u D, N
npeceuna Tavka cumerpasa u3z D u C, P npeceuna tauvka cumMeTrpaJa u3
B u C, a Q upeceuna Tauka cumerpaJa u3z A u B. Yersopoyrao M N PQ
je TmpaBOyraoHWK, jep je 30up yrioBa KOjU HAJEKY HA jeTHY CTPAHUILY
mapaJsgenorpama 180°, ma ce BUXOBE cuUMeTpaJjie Ceky mon yraom ox 90°.
Iakne, tpaskena noppmuna je: S = MN - -MQ@Q = (DN —DM)(AQ — AM) =
(asin§ —bsin $)(acos $ —bceos §) = (a — b)?sin  cos .

2. Ilara jemnauunHa je mepwmuucana 3a x > 0. Tana

glogro® — glogawlogind — plogiod g je 4198107 = 16, ommocuo log,y = = 2, Tj.
z = 100.

3. Heka cy O1, Oy u O3 nentpu gatux jgontu. YUersopoyrao O102A1As
je mpaBoyram tpame3 ca BucuHoM AjAs, my:xxum kpakom 0102 = 11 + 79
U OCHOBWIIAMAa 71 W T'p, TIa u3 lluTaropune Teopeme mobujamo (ry + ro)?
(A1A2)2 + (ra — )2, 1j. riry = 4. Camuno nobujamo ma je mirs = 9 u
rorg = 16. Muo:kemeM OoBe TPU jeTHAKOCTU AOOMjaMo 117913 = 24, OMHOCHO

_ 3 _8 —
ri=35,r2=35urz=0.
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4. Hera cy a u  muenapckum yraosu uBuna AB n BC nupamupe. Kako
je CSLASB nu AS1BSC, 1o je P(ASB) = P(ABC)cosa u P(BSC) =

. cosa P(ASB) P(AOB)cosf cos 3 .
P(AB 3 = = =4
(ABC) cos B, ma je cosf  P(BSC) P(BOC)cosa cosq OTARTE e
2
cos o . cosa P(ASB)
(Cosﬁ) P osp T O OAHOCHO BSC)

5. Ako je MaJia Ka3aJjbKa Opeluia yrao (v, BEJIUKA je 38 UCTO BPEMe IPEILIa
yrao 360° + «. Ilomro ce Benmka kazasska kpehe 12 myra Opwke, Oumhe

. o o .
360° + a = 12a, Tj. o = % = 30° + %. ITomrro mana kKasasbka 3a jemaH
cart upebe 30°, no mpekianama Ka3aJbKA IPOJIa3n % cara, Tj. mpekgonuhe
ce 3a jemaH caT U 51—51 MUHYTA.

UerspTH; pa3pen — b kareropuja

1. Kaxko je |z| = /22 + y?, rme je z = x + iy, u3 nare jexgnauuue nobujamo
V(@ —1)2+y? =2/(z+1)2 + y2, onnocro, nocie cpebupama, (z + 2)% +
2 (%)2. ITakye, TO je KPYT ca MEHTPOM y TAUKU (—g, 0) 1 HOIYIPEYHUKOM

wih <

2. Hera je Tp+1 =n%n € N. Cnemu: 7Tp = (n — 1)(n + 1), na xaxo cy
CcBU IpUPOAHU qenmornu 6poja 7p opojesu 1, 7, p u Tp, o je n —1 =1 uun
n—1l=7uwmn+1l=1wmn+1=7. Cnemu n € {2,8,6,0}, ma nposepom
nobujamMo ma je jenwHo pemreme n = 6, OMHOCHO p = 5.

3. Ako mpBy jemHAUMHY TMOMHOKUMO ca 2, a Apyry ca —1 m cabepeMo ux,
nobujamMo:

(y+1)(22%(1 —y)+9y* -3y +3)=0. 3ay = —1 mobujamo r = 1. 3a y < 1,
u3pa3 y 3arpanau je crporo Behm ox 0, a 3a y > 1, npBa jemHaumHa KaTOT
cucreMa HeMa pemewma. lakie, jenuHo pememe maror cucrema je (1, —1).

4. Jlokasxkumo maTo TBphHeme MaTeMaTUYKOM WHAYKIUjoM. Kako je

(a1a2)2 — (a1a0)2 ) ((ZQ — ao)(a2 + ao) o 22d . 2&1 3
4d - Ad Ty T

To je TBpbheme Tauno 3a n =1 (6aza naayknuje). IIpernocrasumo na je
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2 _ 2

tepheme Tauno 3a n. Tama je ai + --- + af’LH = (anan+1)4d (a100) +

A (an@ni1)? — (a1a0)* + 4dad 4 _ a2 1 (a2 +4d(ay, + d)) — (a1a9)? _
n+12 2 4d 2 2 2 4d
a a, +2d)* — (ar1a n n — .

= n1 )"~ (mao) = (7110 Hid (a140) , IITO je TPasKeHO TBP-

beme 3a n + 1.

5. Buneru pememe 5. 3amarka 3a tpehu paspen B rareropuje.

PEIMIEIHLA 3AIJATAKA ORPYRHOI' TAKMNYEIHA N3
MATEMATUWKE

IlpBu pa3pen — A kareropuja

1. Kaxo je 2% = 1(mod 7) umamo crenehe moryhnocTn :

ako je k = 0(mod 3), orma 2k—1 = 2, ma 228~ 14241 = 2242041 = 6(mod 7);
ako je k = 1(mod 3), ouma 2k—1 =1, ma 22F"14-2F 11 = 21421 +1 = 5(mod 7);
axo je k = 2(mod 3), onma 2k—1 = 0, ma 22k~ 142k 41 = 2042241 = 6(mod 7).
Omnmasme caenu TBpheme 3amaTka.

2. Cpebusamem mobujamo (2m — n)? + (n — 3)2 = 9, omarne mobujamo
(2m —n,n —3) € {(0,-3),(0,3), (3,0),(—3,0)} wro maje pemema (m,n) €
{(0,0),(0,3),(3,3),(3,6)}-

3. Heka je n > 2 npousBo/ban npupoaan 6poj , a; > 3 Ipou3BOJLaH HemapaH
Opoj, a as,as,...,ay_1 TPOU3BOJBLHU TMAPHU OPOjeBU, TAKBU Oa a1 < Gy <

- < ap—1. Tana je a?+a3+---+a2_; = 2k+1, 3a mexu npuponan 6poj k.
Axo msabepemo a,, = k, 36up kBagpara cBux n 6pojesa je k?+2k+1 = (k+
1)2. Tlopen tora, (a,_1—1)2 > (3-1)2 > 2, majeu 3.7 a?+(a,_1—1)% > 2.

. . 1
OBa HejeIHAKOCT je eKBUBaJIGHTHA ca a, = k = % (Z? L al — 1) > Ap_1, O&

cy cBu bpojeBu ap,ag,...,a, MehycobHO pa3znuuuTH.

3aaTak MOKEMO DEIIUTY U IPUMEHOM MaTeMaTUYKe MHIAyKIuje. 3a n = 2,
32 + 42 = 52. IlpermocTaBuMO Oa TIOCTOje a1 < Az < --- < a4y, TAKBU Oa je
a4+ a3+ +a2 = k% Tama je (5k)% = (5a1)? + (5a2)? + -+ + (ban)? =
(3a1)? + (4a1)? + (5a2)® + - - - + (5a,)? m Bawm 3a; < 4a; < bag < -+ < bay,.

4. Hera je A; cpemumre crpanune BC, a Ty Tauka CUMETPUYHA TEKUIITY
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T tpoyrana ABC. Ilysxune crpanuna tpoyraa 1TTyC cy %ta, %tb u %tc, a
HeroBa IMOBPIIMHA, %, jep je P(TT,C) = P(TA,C)+ P(A1T,C), a mospmmuue
tpoyraosa TA1C u A1 ToC cy %, momro je A;C = BTC,a onrosapajyha
BuCHHa Tpu myTa kpalia om Bucure koja oaroapa crpanuru BC Tpoyria
ABC (jep TesxuimiTe neau TERUMHY Iy y oxHocy 2:1). Kako je nospumna
TpOyrJa Mama WM jeAHaKa O MOJYIPOM3BONA NMPU3BOJLHE OBE HErOBE
crpanure, u3 tpoyraa 1TTyC mobujamo % < %%ta-%tb, omaocuHo P < %ta-tb,
mTo je TBpheme 3amaTka. JemHAKOCT BayKM AKKO CYy Yy AaTOM TPOYTILY
TEeRUIIHE NY3KU Koje onarosapajy crpanunama BC u C' A HopMmaJsine, 0JHOCHO

aKKO 3a CTpaHMIE JATOT TPOyria Bau a’ + b? = 5c2.

5. Awnasmsa: mera cy A; m B; cpemumra crpanunna BC u CA, penowm.
Osmaunmo marty mpasy ca p. Heka je D momuoxkje mopmaiae uz A ma BC,
a D; momnosxje nHopmane us By ma BC. Bawu p||B1D1, LA1D1B) = § n
B1 D, je cpenma aunuja tpoyriaa CDA.

Koucrpykuuja: ¥ mnpecery kpy:kuume ca npeunukoMm A B u npase map-
aJIeJTHOM ca P Koja canap:ku Bp mobujamo Ttauky Di. Y mpeceky nmpaBux p u
A1 D; mobujamo tauky D. Taura A ce Hamasu Ha IPaBOj P Yy UCTOj MOJY-
pasau onpebenoj npasom A1 Dy kao u tauka By u AD = 2By D;. Tauxy C
nobujamo y mpecery npasux AB; u A;D;. Tauka B je Tauka Ha IPaBoj
A1D; 3a xojy Bazku A1C = A1 B paznuuura ox tauke C.

Hoxka3: V3 koHCTpyKIMje ciemu na BucuHa AD jesku Ha IPaBOj p U Ja je
Ay cpemumre ny:xu BC. Tlo koucrpyruuju, tpoyraosu CDA u CA1By cy
CIWYHU, Ca KOe(DUIUjeHTOM CIUYHOCTU 2, na je By cpemumre nysxum CA.
Huckycuja: Hema pemema ako je pl A; By (umaue 6u npasa p Guna HOD-
vasnua u Ha BC u na AB) u ako npasa p canp:ku tauke A; u By (unaue
je ABL1BC, na p canpsu A;,Bi1, A u B). Y ocranuMm ciydajeBuMa CBe
KOHCTPYEKIMje cy Moryhe u jeHO3HAUHE, T4 MOCTOjU jeTHO pelemne.

Ilpyru pa3spen — A kareropuja

1. Beanuune mon KopeHOM MOpajy OUTU HEHeraTWBHE, Ia je

x € [-3, 2610 U [H49 4 o0). Heka je u = Va2 +a+1,v = Vo +3,
w = V622 —2x — 18. U3 nonasme jemmaumne mobujaMo cucteM u + 2v =
w, 6u? — 8v? = w?, 1j. mocne emumuuamje w, Su? — 4uv — 12v% = 0. Kaxo

xr = —3 Huje pememe, caemu v # 0, ma mobujamo 5 (%)2 —4 (%) - 12 =0,
u u 6

omHocHo ¢ = 2 mimu ; = —¢. Ilpyra moryhmnocr ornana, jep cy u,v > 0,



31

vz t+ax+1
vr+3

U pemema, jep mpumnanajy obaactu aeGuHUCAHOCTU KODEHA.

3+ 563

=2, omaocuo 2 —3x —11 =0, Tj. z = 5

ma je , IMTO Cy

2. Hexka je x;; € {—1,1} 6poj koju ce Hana3u y Impeceky i-Te BpCTE U j-
Te KojoHe tabaume. [la Ou mpomsBom OGpojeBa y cBakoj om mpBuX m — 1

n—1

BpcTa Omo jemHak 1 mMOTpeGHO je M MOBOJLHO Ha Oyme T, = szl zi; (3a
i=1,2,...,m —1). Ha 6u npoussBoxn 6pojeBa y CBakoj ox OpBuUX n — 1
KOJIOHa 0mo jenHak —1 moTpeCHO je u DOBOJBHO Oa Oyne Tm; = — H;’;l Tij
(3a j=1,2,...,n—1). Ia 6u npoussoxn GpojeBa y m-TOj BPCTU OUO jen-

n—1 n—1 m—1
Hak 1 moTpebHO je m HOBOJBHO ma OYIe T, = H Tmj = H — H Tij | =
j=1 j=1 i=1
n—1m-—1
(=)t H H x;j. lla 6u mpousson GpojeBa y m-TOj KOJOHM OHO jeIHAK
j=1 i=1

m—1 m—1 [n—1
—1 moTpebHO je m MOBOBHO Oa OYIe Ty = — H Tin = — H H Tij | =
i=1 i=1 \j=1
m—1n—1
— H Hmm To je moryhe camo ako je (—1)""! = —1, 1j. ako je n

i=1 j=1

HapHO.] Y ToMm cayuajy ce 3amoBojbaBajyhe momymaBame m00uja TaKO MTO
ce MPBO TOMYHE TOJhba KOja JIeKe Ha MpecelruMa NPBuX m — 1 BpcTa u IpBUX
n —1 KOJIOHA Ha IPOM3BOJLAH HAYWH, a 3aTUM Ce II0Jha KOja JIesKe Y IOCIe-
0] BPCTU U TNOCJHENH0] KOJOHU HA JeAHO3HAUAH HAYWH IMOMYHAaBajy KO-
pu7hemem mperxomuux ¢opmyia. 3aro ce Tabiauma MOKe MOILYHUTU HA
0 maumma ykouamko je n memapmo u Ha 20"~ D(~1) gaypma yromuko je n
TapHo.

3. Kpysxuu ncevak yuju je yrao 60° uma qujamerap 1 (morazaru). dyskuna
1 ce mocTw:ke 3a HajydaJbeHMje Tadyke Ha JIYKy U 3a IEHTAp MCEeYKa U
IIPOM3BOJPHY TAYKY Ha JIyKYy. Kpyr MOkeMO NMOTIyHO IpeKputu ca 6 oBa-
KBUX mcevaka. HajBuine jenHa Ttadka JeXd y HEHTPY Kpyra, ma OJ mIpe-
ocTamux 7 MOXXEMO M3adpaTU MBe Koje Jeke y UCTOM MCEUKYy, a A HUCY
HajynaJ/beHuje Tauke Ha JyKy. IbuxoBo pacrojame je mame on 1. Omosro
BUAMMO na TBpDeme He MOpa Ba:KUATU 33 7 TAYaka, aKO jeIHY IOCTABUMO Yy
IIEHTap KPyra, a OCTajle ¥ TeMeHa IPABUIHOT MIECTOYIJIa YIUCAHOT Y OBY
KPY/KHUILY.

4. Hera je A— B — C,AB = 2r,AC = 2R, O; cpemumre AB, O cpe-
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mumre BC, Os cpemumre AC, O unenrap kpyskHune k nate y 3aTaTKy
u T meH noaymnpeunuk. Tanma je AO3 = O3C = r+ R,0,03 = AO3 —
AOl = R,OQOg = 003 —COQ = T,OlO = T‘+.Z‘,OQO = R+$,O3O =
R +r — x. W3 nmoBpmmue Tpoyria O,003 u3paskeHe MPEKO XepOHOBOT
obpacia, OIHOCHO MPEKO MOJYIPOU3BOAA CTpaHulle u oarosapajyhe Bu-

cune mobujamo /(R +r)r(R — z)x = iRd' Cuanvno, M3 pesnanuja 3a IOBp-

1
munay tpoyraa 0100, mobujamo +/(R+r+ z)Rra = §<R + r)d. Hakon

KBAJApUpama M Oay3UMama OBe ABe peramuje, mobujamo rax?(2R + r) =
ird*(2R +r), onrocuo x = 4

5. Hexka cy t,,tp,t, TeRUmMHEE Oy:KU KOje OAroBapajy cTpaHunama a,b,c
tpoyraa ABC, pemom. Tana je 4t(2l =2c2+2b% —a?, 4tl2, = 2¢* 420> —b?, 4tz =
24 4+ 2b® — ¢?, ma Behoj cTpaHMIU OArOBapa Mama TEKUIIHA y:kK. Des
yMamema OMIMTOCTH, MOKeMO mpernoctaButu na je a < b < c¢. Tanma je
%‘1 = %’ = %C = k, ma xopumhemem ropmux jeanaxoctu umamo 4k?(a? + b2 +
) = 4(t2 + 2 + t2) = 3(a® 4+ b? + ¢?), na raxo je a® + b? + ¢* > 0, caemm

4k? = 3, ogrocHO k = ?

Tpehu paspen — A kareropuja

1. Axo je p <0 dpymsrmaja f(z) = x® — px + ¢ je cTporo pacryha, ma mara
jemHaunHa HEe MOKE UMATU TPU peasHa pememna. OBO cMO MOrau qoburtu u
u3 BuetoBux mpasuia : 1+ o +x3 = 0,122 + Tox3 + T3] = —p, X1T2T3 =
—q, THe cy T1,To,T3 KOpeHW nare jemHaumde, ma je 0 < x? + 23 + x% =
(v1 + 22 + 23)% — 2(2122 + 223 + 2371) = 2p, ma je p > 0 ( 360r ¢ # 0

HUjenaH on X1,%2,x3 HUje 0 ). Ako je ¢ > 0 umamo x12ox3 = —q < 0, a
KakKo je r1+x2+x3 = 0 Mebhy OpojeBuma x1, T2, X3 Cy ABA TO3UTUBHA U jeTaH
HeratuBaH. Heka je x1 =71 > 0,29 = s > 0,r < s. Tazna je 3 = —(r + s),

na je p=—rs+r(r+s)+s(r+s) =r*+rs+s*>3r? 1j. r < /B. Tarobe

q=—rs-(—(r+s)) =rs(r+s) >2r3, j. r < /L. Cnenn r < min (\/, /%),
omakie crenu u TBpheme 3amaTka.

2. 36or meduHUCAHOCTU KOpeHa Mopa butu z; € [—1,1] 3a i = 1,...,100.
Hexa je @) = (VIT 25, V/I—7), b = (100\/1 + 2 100\/1 _ ﬁ) Crcren

100 — _ 77 s
ce cBomu Ha » ., a; = b. Kako je |b|=
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2
\/(100,/1 + 1)+ (100,/1- 100) — 100v2 u [a]| =
\/ VIFz)2+(/IT—2:)2 =2, 3ai=1,...,100, nobujamo |le? a;| =

100
0,1 IIa BaiKM e,HHaI{OCT HE]J € IHAKOCTU TPOYyIJia 3a BEKTOpe al N
’ )

=
@100, Tj. OHE Cy mcTOCMepHH ( MCTOT cMepa Kao u Bektop b ). Axo je

E(V1+z,v/1—12) = (VT+y,v/1T—y),k > 0, nobujamo k*(1 +z) = 1 +
y,k?>(1—2) = 1—y, omHocHo k = 1, ma Cy OBU BEKTOPU MCTOCMEPHU AKKO CY

. 1 7 . .= —
jemnaru (BekTOpy 155 b ). Culemm, jeqHAKOCT BaskM kKO je aj = - -+ = G100,

OIOHOCHO aKKO je X1 = --+ = X100 = Ia je OBO jeOUWHO peIIeHme CUCTEMA
13 3aJaTKA.

L
100°

3. IIpernocrasumo ma yersopoyrao ABCD 3amoBosbaBa TpaskeHe yCIOBE U
—_—
na je AC =2BD. Tana je AC-BD = AC-BD cos45° = BD?-\/2. Mebytum,
T
oBa jemnaroct je uemoryha, jep cy AC-BD = (Tc—Za, Ye —Ya) - (Td — Tb, Yd —

y) = (xc — xa)(@a — @) + (Ye — Ya)(Ya — yo) 1 BD? - (Ta = 26)* + (ya — w)?
nesm Gpojesu, BD? # 0, ma 6u nobumu na je /2 pamuonansan 6poj.

4. Hexra je O memrap maror kpyra, 0 < a < 7 yrao msmeby OP u
retuBe nyskuue tq1(a), myskmHa apyre teruse lo(a), S u Sg cpenumTa
oBux TetuBa,a S(a) = ti(a) + ta(a). Tama je (20“) VR?—- 083, t220‘) =
VR?— 0853, a xako je OS; = dsina, 0S3 = dcos a, nobujamo S(a) =

=2 (VR = @ co?a + VR — @sin’a), j.

4
(S(a))* =4 (232 —d* + 2\/R4 — R2d2 + dz sin? 2a> .

Osaj m3pas je majmamu kan je sin2a = 0, 1j. kan je o € {0, 5}, ommocHo
Kan jeoHa OJ TETWBA IPOJIa3u KpPO3 IICHTAp Kpyra W Tala 30Up TeTUBa
msnocu S(a) = 2(VR?2 — d? + R). Osaj uspas je majsehiu kan je sin2a = 1,

Tj. Kan je o = 7, OMHOCHO KaJ TeTuse rpaje yrao 7 ca OP u tana 30up

rerusa usnocu S(a) =44/ R? — %.

a’ n IyTa

5. Jloka:kMMO MHIYKIIjOM Ha je a < 2003. 3an =1 oo je

TaugHo, jep je a =*%/2003 < 2003. IlpermocraBuMmo ma je TBpbheme TauHO
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a
3a Heko nmpuponHo n. Hexka je b= a® }n YT Tana je b < 2003, ma je

a
1
a® nolLoyra ab < a?%%3 = 2003. 3a n = 2003 mob6ujamo TBpheme

3aJaTKa.

YerBpTH pa3zpen — A kareropuja

1. CucreMm je eKBUBAJIEHTAH CHUCTEMY y KOME je Ipyra jeZHAYWHA II0-
muOxKeHA ca 4, Tj. a2t + 62%y% + y* = 5,423y + 429® = 4, ma u cucremy
KOju ce cacTtoju on 30upa OBe OBE jedHAYMHE W PAa3jNUKe OBE IBE jemHa-
unre, tj. (v +y)* = 9,(zx — y)* = 1. W3 oBux jemmaumma mo6ujamo
a-vV3+p ) = a-V3-p

2
ewma. [lorpebHo je jom BumeTw ma cy OBO pasziuuura pemema. Mebhyrum,

ar \/2§+ﬂ1 = a2 \/2§+52 uMaJau ou ((11—042)\/52 (ﬁg—ﬂl),

ma ako je a; = ap umamo 1 = (2, Tj. UCTO pelleme, a UHAUE V/3 MoskeMo
npenraBuTy y 06Ky r + is, rae ¢y r,s € Q, mro je memoryhie, jep je V3
peaJjiaH U UpalnuoHaJaH Opoj.

, rme ¢y «,3 € {1,-1,i,—i}, tj. 16 pem-

aKo O0u 6mIiIo

2. Kaxoje (14 25)"= (1= &)"=1= (14n- &+ Qe + B abp + )

1 n 1 n 1 _ n 1 n 1
(1 gt (2) (2n)? (3) (2n)3 Jr) —1=2 <<3) (2n)3 (5) (2n)3 Jr) > 0.
MuoskemeMm ca (2n)" mobuja ce TpamkeHa HEjeIHAKOCT. JeTHAKOCT BaKU
akko n =1 mwim n = 2.

3. Hexka je b, = ka, — ap—2 3a n > 3 u ueka je (b,y2,b,43) = d. Tanma
je bpyo —bpy1 = b, memuso ca d, na je u by41 — b, = b,—1 memusBo ca d.
HacraBmameMm oBor moctymka, mobujamo ma cy by =3k + 1 u by =2k + 1
nemwusu ca d. Kako je 3bg —2by =1, 10 je (b3, bs) =1, ma je d = 1.

4. 3a nene OpojeBe m U N U MOJUHOM ca [eJ0OPOjHUM KoeduirjenTuMa P
Baskn (m —n) | (P(m) — P(n)). Heka je | € Z uenobpojHa HyIa IOIUHOMA
P. Tana nocroje k,r € Z, taxksu na je l = kn+r, ma: n|kn| (r—1)|
(P(r) — P(l)) = P(r), wro je memoryhe, jep je 0 < |P(r)| < n.
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5. Heka je S Bpx mupamune, ABCD merosa ocHoBa u F TOIHOMXK]e HOpMaJIe
u3 S wa ABCD. Tpoyrao SEA je npaBoyriuu, a xunorenysa my je AS = 1.
Hera je {SAE = a,0 < a < 5. Tana je SE = sina Bucuna nupamume, a
2AF = 2cos a aujaroHaja KBaApaTa y OCHOBU, Ta je 3ampeMUHA MUPAMUIE

1 (24AE)? 2 2
V(ia) = g( 5 ) SE = gsinacosza. Tana je V'(a) = gCOSO&(COSQOé —
2
2sin ) = gcosa(l — 3sin®a), ma je V/(a) > 0, 3a 0 < sina < %7 a

V'(a) < 0 3a % < sina < 1 ( « je omrap yrao ) , Tj. MaKCUMyM cCe

- L _ 4
JOCTIHE 32 SIl Q= —5 U UZHOCH V= 7 3.

IIpeu paspen — B kareropuja

1. Cpebusamem nobujamo 8n3 — 12n? + 6n + 63 = (8n® — 12n% + 6n —
D+ (634+1) = 2n—12+4% = 2n+3)((2n — 1)2 —4(2n — 1) + 16) =
(2n+3)((2n—1)2 —4(2n—1) +4+12) = (2n +3)((2n — 3)? + 12), na je matn
Opoj mpou3Bon ABa mpupomgHa O6poja Beha ox 1, Tj. cimoxken je.

2. s AB—CD = AD — BC u AB+ CD = AD + BC ( uerBOopoyrao je
taurentHu ), mobuja ce AB = AD u BC = CD, na cy tpoyraosu ABC
u ADC nonymapuu ( momynapHe Cy UM CBe Tpu cTpaHune ). Tazxa je
£ABC = £LADC = 1(£LABC + £ADC) = 90° ( jep je 4eTBOPOYTrao TeTUBHU
), na je AC npevHuK Kpyra.

3. Heka je 3n—m=4k-p,5n+2m=%k-s,(p,s) = 1,k > 1 3a upuponue p, s
k(2 k(3s—5

u k. Onasme ce mobuja n = (1;714_8) um = % Kako cy m u n

y3ajaMHO mpocTu, TO je k = 11.

4. Karo maro tBpheme Baku 3a cBako € R, Baskm u 3a ¢ = 0 u z =
2
1 1
1. Ba 2 = 0 mobujamo f(0) — (f(0))* > 72 OmHOCHO (f(O)—2> <0,

, OIOHOCHO

omarne je f(0) = &. 3Ba z = 1 mobujano f(1) — (f(1))* >

A~

2
(f(l)—;) < 0, omakne je f(1) = 3. Camemm f(0) = f(1), 1j. mara

(GyHKOUja HUje MHjeKTVBHA.
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5. CBaku map mpaBuX OPBOI CKyIla W CBAaKMA Iap OPABUX APYLOT CKyIa
ompebyjy Taumo jemam mapasesorpam u obpuyTo. Ilap mpaBux m3 mpBOT

13 7
CKyIla MO:KeMO m3abpaTtu Ha <2> HauYMHAa, a U3 APYror Ha (2> HAUYMHA,

1
a TpasKeHUX IapaJjejiorpaMa uMa (23> . (;) = 1638.

Ipyru paspen — B kareropuja

1 1 1 1
1. Kakosan+1<k<n?—-1,k €N Bakn — > 2,,11061/1‘]840674—74—

k +1

1 1 1 1 1 n2_n .
t—=>—+—5+-+—5=—+—5— =1, mro je rpebayo n0okazarTu.

n? " n  n? n2 _ n )
2. Jlatu uspasu cy nedunucanu 3a z £ 0. U3 |z| = |%| crema |z| =1, a u3
|z| = |z — 1| cnemm |z — 1] = 1. Axko je z = w+iy, 13 OBUX yCJIOBa H00OUjaMo
$2+y2:1H($—1)2+y2:1 O,IIHOCHOQ? (l'—l)Q,Hajex—f, ay= f
unm y = —i Ilakre, pemema cy 3 + ‘f mi- @

3. Kaxko je a # 1, jenmauuna je KBamgpaTHa, Ta W3 BueToBUX TpaBUIa
nobujamo : (z1 — b)(x2 —b) = x129 — b(wy + 12) + % = 2“ 1 ba+1 +02 =

b2 —b+2+ 1a 21b, ma JaTy m3pa3 He 3aBUCU OX 4 aKKO je b = 5.

4. Iara jemmauuna je nedunucana 3a x > 1. Hera je u = /2 —x,v =
Ve —1. Uz v=1-u,u®+v? =1, nobuja ce u(u — 1)(u + 2) = 0, omaxre
u € {0,1, -2}, 7j. = € {2,1,10}, na xako cy cBu n00ujenu 6pPOjeBU HE MAmHU
on 1, ycBajaMo cBa TpU pellemha.

5. U3 jemmaxoctu AD? = BD - CD mobujamo ma je AD = 6 u DE = 3,
a u3 mpasoyriyor tpoyriaa BED nooujamo BE = 5. Hera je G Tauka Ha
crpanniu AC taksa na je DG||BF. Homto je EF cpenma auHMja TpOyTIa
ADG, u3 EF = x cnemu DG = 2x. U3 cnmuunoctu tpoyraosa BFC u DGC

clen je THAKOCT otz %, oJakJe je r = ‘11—?, oguocuo BF = %.

2x

Tpehu pazpen — b kareropuja

1. Hera je AB = a,CD =b,BC = x,AD = h, AD1AB. Karo je xt+ h =
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a+ b(rpamnes je Tamrentan), us x> —h? = (a —b)? ce nobuja (x —h)(a+b) =

(a—b)?, 1j. v = (2_:132 +h, omakne je h=a+b—z = 3(a+b— ((Z;bbf) = %7
ma je P:‘%b~h:ab.

2. Heka je O uenrtap jgomnre omucane oko nupamune SABCD, R wen
nosynpevnuk, F cpemumre npaBoyraouuka ABCD u M cpenuinre uBuie

CS. Tpoyrao SCFE je nupaBoyrau ca omrpuM yriaom J = £LSCE, a rauka O
SM

sin 3 -
, jep je £SOM = LSCFE = 3 ( yriioBu ca HOpMAJHUM

je jemmako ynmasmena on tadaka C' u S, ma je OM1CS u R=0S5 =

1 Cr d
2cosfBsinf3  2sin2f
KpanmMma ).

3. 36or meduHuMcaHOCTH JOraputMa Mopa 6uth x € (—00,2 — /5) U (2 +
V5, 400). U3 logy(2? —4x — 1) =n,n € Z, cnem x = 2 + /5 + 2. Iomro
je x € Z, nobujamo 5+ 2" = k% k € Z. Awo je n <0, Baxn 27" (k* —5) =1,
mro je memoryhe, jep je 27"(k? —5) = 1 mapam 6poj. Axo je n = 0,
nobujamo k? = 6, mro je memoryhe ( k € Z ). Axo je n >0, 6poj 5+ 2" je
Hemapat, na je k= 2m — 1, 3a Heko m € Z, onakie cpebuBamem nobdbujamo
m(m—1) =2""24+1. 3an =1 6poj 2" 2+1 muje meo, 3an > 2 6poj 2" 2+1
je memapas, a 6poj m(m — 1) je napan neo Gpoj, Ha Cy U OBe CUTyaluje
memoryhe. 3a n = 2 nobujamo 2?2 —4x —5 = 0, 1j. = € {—1,5}, mTO CYy
jemuna pemema ( mpumaznajy oGaacTu KePUHUCAHOCTH JIOTAPUTMA ).

4. TpuronomerpujckuM Tpanchopmanujama godbujamo : sin 20° sin 40° sin 80°
= 1(c0s20°—cos 60°) sin 80° = 3 (cos 20° sin 80° —cos 60° sin 80°) = 3 (3 (sin 100°+
sin60°) — Lsin80°) = 1((sin100° — sin80°) + L) = Y2 mro je TpeGaso
IIOKa3aTHU.

5. Kako je p > 0, 3a k > 0 Basu kp > 0, ma je 20037 > 1 u 1 —
kp
2003%P < 0, omakie je (2003’“”)1*2003 < 1. CabupamemMm OBUX HEjeTHAKOCTU
2
sa k= 1,...,2003, noGujano (20037)1 — 20037 4 (99032p)l —2003% 4 .

2003
(20032003”)1 — 20037 < 2003, mTo je m Tpebaso mOKazaTU. JemHAKOCT

Baxk akko p = 0.
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UYerBpTH; pa3pen — b kareropuja

. 1 1 1 1 1

. 1 . :
je|1=5)an=1-g5mr, omarne jean = 2| 1 — o5y |, omocko lim ay =
2.

21 4y —1 4y —1
x . Tama je y ==+ i , Tj. Mopa butu Y
2 —4 -1

2. Hexka je y =

1
OIHOCHO Y € (—00, Z] U (1,+00), mTo je u TpeBayso TOKA3ATH.

3. Uspas Gt s 201 + (n — 1)d HE 3aBUCH Ol 1 AKKO
Gpy1+ - +as,  2(2a1 +2nd + (2n — 1)d)
je 2a1 4+ (n — 1)d = ¢(2a1 + 2nd + (2n — 1)d), 1j. (1 —4c)dn = (2a; — d)(c —
1). THocnemma jemHakocT je ucnymeHa 3a cBe n arkko je d(1 —4c¢) = 0 u
(2a; —d)(c—1) = 0. Axo je d =0, mopa butu a1 # 0 ( ma He Ou rMann
Iejbermhe HyJOM ) 1 ¢ = 1, Tj. TO je HU3 a, = a # 0 3a cBako n (3a oBakaB
HU3 HEMAMO Oejbeme HysnoM ). Ako je ¢ = %, ouhe d = 2ay, ma mobujamo
pemema a, = (2n — 1)a,a # 0 3a cBako n (omer ma He OM UMAIU JETHLEHE

HysoMm ). OBO cy cBa pemema.

4. Axo cy cBa Tpu pemema peajiHa, MO BUeToBUM TpaBUIMMa UMaMO
T1ToT3 = % > (0, ma je camMo jeqHO MO3WUTUBHO, jep 1m0 BueroBuM npaBuiamMa
uMaMoO U T1Z2 + Toxs + x3x1 = 0, Tj. He MOry OWTU CBa TPU MO3UTUBHA.
Axo je camo jemHo pememe peasHo (HOp. 1 ), TaJa 3a APyTa OBA BAKU
To = T3, Ma je T1T9w3 = T1|72|? = % >0, tj. omer je x; > 0.

5. Heka je r monynpeuyHur ocHOBe, a H BucCHHA BaJbKa. Y TIPECEKY BaJbKA
U PaBHU KOja CAAPKU HEroBy OCy A0o0OMjaMo MpaBOYTAOHUK cTpaHuna H
u 2r, a mujaronane 2v/3. Tama je V(H) = r’rH = ((v/3)* — (£)?)7H,0 <
H <23, na je V/(H) = 3n(1 — £2). Coemn : V/(H) >0, 32 0 < H < 2
uV/(H) <0, 3a 2< H < 2V/3, Tj. MakCUMaJIHy 3aIpeMUHy IOGH]aMO aKo
YOUIIEMO BaJbak Bucuue H = 2.
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PEIMTEIHLA 3AIJATAKA PEITYBJIMYKOI' TAKMNYEIHA N3
MATEMATUKE

IIpBu pa3pen — A kareropuja

1. Heka je v = 1+t,0 <t < 1. Tama jey =1—t, a 22y?(a® +4?) =
(1+8)21 = t)2(1+8)2+ (1 —1)?) = (1 —t2)2(2+2t%) = 2(1 —t1)(1 — t?) < 2,
jep je 0 < 1-t? <1u0 < 1—¢t* < 1. JennarocT Basku arkko 1—t2 = 1—t* =1,
omHOCHO akko t =0, Tj. akko ¢ =y = 1.

2. IlpermocraBumo ma ce mepMmyTamujama mudapa 6poja K = 2F mo6umo
6poj N =2" n > k. Tana je N > K, na nomro N nMa HajBUIIEe OHOJIUKO
nmudapa konuko uMa u K, N u K nmajy ucrtu 6poj nudapa, na je N < 10K.
Hame, N — K je memuB ca 9, momro oba Opoja majy UCTU OCTATAK IPU
nememy ca 9 kao u 36up muxosux mapapa. Caemn 9 | N—K = 2F(2n—kF 1),
omaocuo 9 | 2"k — 1 < 2n—k = % < 10. To zmaum 2"~ % —1 = 9, mro je
memoryhe.

3. Y marom ckymy moctoju ocoba koja je mpummiaa makap 10 mmcama
(unave 6u 6poj mpumsbeHux nucama ouo Mamu ox 9 - 20 = 180, a Taj 6poj
Mopa 6utu jemuak 6pojy nocaatux mmcama, koju je 10-20 = 200). Ta ocoba
je mocmana 10 mmcama HekuM on mpeocTaaux 19 ocoba, a mpuMuiIa MakKap
10 mucama ox nctux 19 ocoba. Ako He OM HOLILIO OO HPEKJIAIAHA, IOPE
youene ocobe 6umno 6u jom 10+ 10 = 20 > 19 ocoba. Crenu ma je ta ocoba
IpUMMUIIa MUCMO O ocobe Koja joj je W mociaaJia MUCMO, MTO je U Tpebaso
IOKA3aTH.

4. Hera je S menrap ynucane kpy:kuuie, A; cpemumre crpanune BC, a
a, f u v yraosu xkon temena A, B u C tpoyraa ABC. Kako je AM = AN
To je LAMN = 90° — 5. Tauke B,S u P cy xonuaeapne, ma mobujamo
ANPS =180°-4PBM—-£PMB = 180°—§—(90°+%) =3 =4NCS. Cnemn
na tauke S,C, P u N npunanajy jensoj kpy:xuumu, na je {CPB = LCPS =
ACNS =90°. lakme PA; je TexumHa JuHuja IpaBoyrior tpoyria BCP,
na je LA PB = KA BP = {ABP, tj. AB||A;P, wro 3uauu na P npunana
cpenwoj nuauju tpoyriaa ABC. Tpoyrao ABP uma 3ajeqHUYKY CTpaH-
nny ca tpoyraom ABC, a omrosapajyha Bucmua My je, MmO IpeTXOmHO
MOKA3aHOM, [Ba IIyTa Mama, OJakie cjaelu TBphHeme 3amaTka.

5. Heka je ACy : C1B = k,BA; : A1C =1l u CBy : BiA = m. Tana je
— — — — — - — —_— — —
3TTy =TA +TB, +TC, = (TA+ AA))+ (TB+ BB;) + (TC + CC) =
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(TA+TB+TC) + (AA + BB, +CCy) = 0 + 25 AB+ 4 BC + -m.CA =

(kil — m—ﬂ) AB + (H—l — Tﬂ) BC. Ako je T = T), u3 nuHeapHe He3aB-

ucunoctu Bexropa AB u BC caemu kL_H — ml-u = l-%l mLH = 0, omHOCHO

i
k=1=m. Ob6puyro, ako je k=1l=m, cnemu TT, = 0 1j. T =1T).

Ilpyru pa3spen — A kareropuja

1. Hexka je a 3ajemqauuro pememe maTux KBaapaTHux jemnauwuHa. Cie-
m 0 = a(aa® + ba + ¢) — (ba? + ca + a) = a(a® — 1), na momTo je a # 0,
mobujamo ma je a® = 1. Axko je a = 1, mobujamo a + b+ c = 0, na u3s
unenturera a® + b+ ¢ = L(a+b+c)((a—b)? + (b—¢)*> + (c — a)?) cremn
na je a® 4+ b® + ¢ = 3abc. Ako je o KOMIIEKCAH KOpeH jeaHaumHe o = 1,
OHJIa je U ( 3ajeTHUYKO pelllelke NaTUX KBAAPATHUX jeTHAUYMHA, Ia CY OBE
jemnaunne exkpuBaJsienTHe. OmaBme je a:b=b:c=c:a, na jea=5b=c,
omarne u a’ +b3 +c3 = 3abe. O6pryTO, aKo je a’ + b3+ = 3abc Ha ocHOBY
ropmer uaeHrturera nobujamo na je a =b=cumm a+b+c=0. Y npsom
cIyJajy maTe jeqHauyuHe Cy UIACHTUYHE, a Y APYTOM 3ajeTHUYKO PeIleHe
uM je 1. OBum je moraszano TBpheme 3amarka.

2. IlpernmocTaBuMO CympoOTHO, Tj. ma moctoje t1,to € T ca tito =u €U n
u,ug € U ca ujug =t € T. Tama je titouius = uujug € U u titsujus =
ti1tot € T MTO je KOHTPAIUKIL]A.

3. Ilo mejemuarocTu uamehy apurMeruvre 1 reOMETPUjCKE CPEIUHE, UMAMO:
(a + 3b)(b + 4c)(c +2a) =(a+b+b+b)b+ct+c+tct+ce)ctata) >
4 (ab¥)i -5 (bc*)5 - (ca?)s = 60 - a2 - b2 - c15. Kako je a < b < ¢, name je
60-ai2 b2 - 15 > 60-al® b1z - ¢ > 60abe. Y NIPBOj HEjeTHAKOCTU j&THAKOCT
BayKM aKKO a = b = ¢, y Apyroj akko b = ¢, a y tpehoj akko a = b. Ilaxue,
jemHAKOCT BasKM aKKO a = b = c.

w\a l

4. Moryhe je. Hera cy Temena maror tpoyria A, B u Cy, K u L Tauke
na AB, takse ma je AK = KL = LB =1, k u | npase xoje canpxe K u
L penowm, wopmanue na AB, a C1 npecek npase [ u BCy. Heka je C,, uu3s
rauaka nedurncan ca {Cy,} = kN ACo,_1,{Cony1} = 1N BCy,, 3a n > 1.
Tpoyraosu AC5,Cony1 32 0 < n < 1000, BCo,—1C5, 3a 1 < n < 1001 u
ABC5002 majy tpaskeno pasbujame(3a i > 0 C;Ciy; > KL = 1, ACy; >
AK = 1,3021‘4_1 > BL = I,AOQH_l > AL = Q,Bcgi > BK = 2)

5. Kako je Z cpemumre ny:xku PX, n3 mpaBuia mapaJjeaorpama 3aKbyuy-



41

jemo ma je 4XZ2 +402Z? = 20X? + 20P?. Ilpu ycinoBuMa 3aIaTKa, BaKN
OX = 0Q+QX, QX? = XZ-XP = 2XZ? u OP = 0Q. Iob6ujamo:
2X724207% = 0Q*+20Q-QX +QX?+0P? =20Q*+20Q-QX +2X 7=
02?2 =0Q-(0Q+QX)=0Q -0X = A0QZ ~ AOZX = £0ZQ = LOXZ,
vMebytum, u LOZQ = LOQY (yrao usmeby Tamrenre m TeTuMBe KpPyra)
= L0QY 2 LOXZ = YQ|PX.

Tpehu pa3spen — A kareropuja

1. IIpermocTaBuUMO ma MOCTOjU HU3 An,N > 1 ca maTuM cBojcTBOM. Tanxa je
HU3 b, = i, Ha OCHOBY yCJIOBa 3aaTKA, apDUTMETUYKA IpPOrpecuja, ma 3a
Heko d # 0 Basku b, = b1+ (n—1)d, 3a cBaKO IPUPOAHO N, A je 3a TOBOJLHO
BeJIMKO N, b, niu Behu ox 1 uam mamu ox 0. Ca mpyre crpase, Kako Cy
OpojeBu a,, npupoanu, mopa outu 0 < b, < 1, MITO je KOHTPAIUKIIL]A.
Konauan mu3 oBakBux OpojeBa moctoju. ¥ ciayuajy 2003 6poja Moxkemo
y3€TU HIOP. Ay = 207?3!, 3a 1 < n < 2003. Jlako ce mpoBepaBa ma OBaj HU3
3a/10BOJbABA yCJIOBE 33,IaTKA.

2. Heka je ¢ mpocr menunan 6poja 2P — 1 (1j. 2P = 1( mod ¢q)) u =eka je
d majMamu npuponan 6poj, takas na je 2¢ = 1( mod ¢). Tazna d | p, ma je
d=1wum d=p. 36or 2¢ = 1( mod q), mopa 6utu d = p. Uz 297 = 1(
mod q) cienn p = d | ¢—1. Kaxo je ¢ nenapan, ¢—1 je nemuso u ca 2. Cremu
na je ¢ = 2kp+1, 3a Hexko npupoaso k. Kako je npou3Bo HEKOIUKO OpojeBa
obmuka 2kp + 1,k € N 6poj ucror obamka, a CBaKM OEIUJIAL IPUPOITHOT
Opoja mpom3BOA HErOBUX MPOCTUX Aejuiala, nobujamMo TBpheme 3amaTka.

3. Heka je v yrao tpoyria kox temena C, R TONyIpEYHUK OTUCAHE KDYk~

wune, a a,b u ¢ crpamune BC,CA u AB, penom, tpoyraa ABC. Tana
2 2 2

je CC? = W,OC& = Rcosy u ¢ = 2Rsiny. Ako je OT mopmaisuo

2

ma CCy, momro T menu CC; y ommocy 2 : 1, mobujamo R? = OT? + %
2 2

u R%cos?y = OT? + Ccl, onakie oxysumameMm RZsin®y = Ccl, OTHOCHO

3
Cz =3 m, 1j. 2¢? = a?+b2. O6pHYyTO, HeKa je X Tpojexnuja Taqu

O Ha CC’1 u 01X : CCy = k. Tana je R2=0X?%+ (1 - k)2CC?, R*cos? v =
2 2 _ 2(a2+b2)752 _
€ = R%sin’y = (1 — 2k) 2050 _
ommocuo X =1T.

OX? + k2CC%, onakne omy3umamem

3c?
(1 —2k)=, j. k=1 3

4. 3a n = 3 tBpheme je ycrBapu HejeqHarocT uzmely apurMmeTndke u re-
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oMeTpujcke cpemue. 3a n > 3, 3600 DATOT MOPETKA, BAKU G103 2> AkAk41,
328 1 <k <n—2, majeajasaz+aza3a4+...+0p_20n_10y < a106203+ 010204+

3
..t araza, = araz(az +as+ ... +ap) < (a1+a2+...+an) . JemHakocT

3
Ha IPBOM MECTY BaKU aKKO 4] = O = G = Gk41 WK apyo = 0, a Ha Apyrom
AKKO ] = a2 = a3 + ...+ Qp, Tj. &KKO ] = G2 = a3 U G4 = ... = a, = 0.

5. YouuMmo o3HaueHa noJba Ha cienehoj caunwm.

Cpara ¢urypa 3ay3mMma TA4HO jeJHO O3HAUYEHO moJse. Kako je O6poj 03-

HAYEHUX [I0Jba jeTHAK [%] . [%] = 1002001, Ba TabIy Ce MOKEe MOCTABUTHI

majsumre 1002001 ¢urype. Ha tabay je moryhe mocrasuru 1002001 durypa,
Ha mpuMmep, Kao Ha ciaexehoj canmu.

Aasian:
Rains

YerBpTH pa3zpen — A kareropuja

1. Osmauumo muMensuje mapadjenenunena ca a,b m c. Tana je abc =
V,2(ab 4+ be + ca) = 18,a + b+ ¢ = 6. 3Bamarak ce cBOmM Ha: 3a KOje
V > 0 oBaj cucreMm jemHaumHa MMa peEIIeHma KOja 3amoBosmaBajy a > 0,0 >
0,c > 0. IIpema BueroBum ¢opmynama, a,b u ¢, cy pemema jeqHadunHE
f(x) = 23 —622+92—V = 0. Tpeba oapeuT Kaga oBaj TOJAHOM mMa 3 (He
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00aBe3HO pa3IMYUTa) MO3UTUBHA peaiHa kKopeHa. I[locmarpajyhu ob6auk
KyOHe KprBe, 3aK/bydyjeMO na je TO eKBUBAJIEHTHO cienelmM yciioBuMa:
f(0) < 0, mTOKAIHU eKCTPEMYMU Ce TOCTUKY y MO3UTUBHUM TaUuKaMa, JIOKAJIHI
MaKCHMYM je HEHeraTHBAH U JIOKAJHU MUHUMYM je HEHO3UTUBaH. Kako je
V > 0, umamo f(0) = =V < 0. JIOKaJHU €KCTPEMYMHU CE€ HOCTUKY Y KO-
permva ussona f'(z) =322 — 120+ 9=0< o =1 wm x = 3. Bumuvo na
je JoKamHM MaKCMMyM DOCTUTHYT 3a & = 1 u mma Bpemmoct f(1) =4 —V,
a JIOKAJHM MMHUMYM je HOCTUTHYT y & = 3 m uma Bpemsoct f(3) = —V.
36or Tora cy cBu ycaoBu ucnywmenu kana je 0 < V < 4. JemmocraBHO ce
IpOBEpaBa Aa IMOCTOje TPU PA3IUUUTA KOpeHa 3a V < 4 u nBa pasandura
ropena 3a V =4.

2. Buneru pememe 2. 3amarka 3a tpehiu paspen A xareropuje.
3. Buneru pememe 3. 3amarka 3a tpehiu paspen A xareropuje.
4. Bugeru pememe 4. 3anatka 3a Tpehin paspen A kareropuje.

5. Ozmaummo ca a, Opoj 06JacTU HA KOJUKO je KPYTr MOHEeJbeH YKOJUKO je
mato n tadaka. Jlako ce Bumm ma je ag = 2. IlomaBamem HOBe Iysku(Kana
ce noxa HOBa Taudka) nobuja ce m+1 HoBa obmact, rae je m Gpoj mysku Koje
Cce CeKy yHyTap Kpyra ca IpuIodaToOM IY:KU, KOjU je MHAUe jeTHAK pq, TIe
P U q TpeacTaBsbajy OpOj Tauaka Ha KPYKHUIM KOje ce HaJjia3e ca jemHe
cTpaHe mpuponare moy:xku. Jlaxie, 3a Opoj HOBUX OOJACTU BaKU Q4] =
n n n
a k—1)(n—k 1), omarise(ropucrehu k:M K =
n+kZ:1(< )(n — k) + 1), onarme(xop k; 5 ;

n

n(n+1)(2n+1) 13— n?(n + 1)2
o E

1
f) MOBUjaMO Ay i1 = an—kén(nQ—3n+8)7

L=
(n* — 6n® 4+ 23n% — 18n + 24).

OIOHOCHO Gp = —
24

Ilpeu paspen — B kareropuja

1. Kaxko je 22 +2xy+3y%+2x+6y+4 = 22 +2x(y+1)+(y+1)2— (y+1)2+3y%*+
6y+4=(r+y+1)2+2y2+4y+3 = (r+y+1)2+2(y+1)2+1>0+0+1=1,
nobujamo tBpbheme 3amarka. JemmakocT Baku akko r +y+ 1=y +1 =0,
OOHOCHO akko = = 0,y = —1.
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2. Is@22 .. Zp4d =TpTp_1...21 32KIDYUYjeMO 1 < 2, Ta 300T JEHUBOCTHA
ca 4, mopa outu 1 = 2. U3 2z5...2, -4 = 2pTpn_1...2, cienu x, > 8, ma
Mopa ma Oyzne z, = 8. Karo je 4-23 > 90, mopa 6utu x5 € {0,1,2}, ma
300r memuBocTu ca 4 Mopa butu xo = 1. 3a Tporupperu 6poj 218 He Baku
218 -4 = 812, na majMamu TakaB 0poj moTpakmMo MeDhy ueTBOpOIUDpPEHUM
opojeBuma. W3 jemmarkoctu 21x38 -4 = 8x312, mobujamo zz = 7. Ilakie,
Tpaskeru O6poj je 2178.

3. Bumeru pememe 3. 3amaTka 3a npBu paspen A kareropuje.

(r+2)(@+u)y+2)(y+u)

(z+y+z+u) B
(vy + x2 + 2y + 22) (Y + 2u + yu + u?)

(x+y+2+u)?
(zu+ z2 + 2y + 22) (2u + 2u + yu + u?)

(@+y+2+u)?

zle+y+z+u) - ulz+y+z+u) )
= 5 = z-u, ma Kako je z,u > 1, caemu
(@+y+z+u)

TBpbheme 3amaTka.

4. Tlocne cpebuBama mobujamo:

5. Ilpw ycnosuma 3sanmartka je F opromenrap tpoyria ABE(unu je E
opronenTap tpoyria ABF-mpernoctaBuMoO na je mpBa CATyaunuja), ma je
EF 1 AB. U3 LCSD = 90°, ciemu LCAD = 45°, ma je tpoyrao ACF
jemnarokpako-upaBoyrau u AC = CF. Kako saxu LECF = LBCA = 90°
u LEFC = {BAC(yrioBu ca HOPMAJHUAM KDalUMa), IIa Cy TPOYILJIOBU
ECF u BCA nonynapuu, onakie je EF = AB.

Ipyru pa3spen — B kareropuja

. : _ 3/3—

1. Jlata jemmaumna uma cmucia 3a  # 1 u x # 3. Hexra je t = §/=F.

Tana je (3 —a)t> —2t+ (z — 1) =0, onaxrzne je t =1 mim ¢t = =L Y npgoj
4

curyanuju gobujamo x = 2, a y Apyroj (%) =1, OAHOCHO WA % =1,

Tj. * = 2 nam i:”f = —1, mro Hema pemema. Jlakie, jeouHO peuIeHE

jemHauuHe je x = 2.

2. Buneru pememe 2. 3amarka 3a Opyru paspen A xareropuje.
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3. Axko je zy,z9 € (0,1), 6uhe 2°T+b = 2-54—3 = 201T9 — T1 — Ty =
T1X9 — X1 + X122 — Ty = x1 (2 — 1) + 29(2x1 — 1) < 0, ma je u a(2¢+ b) < 0.

4. Heka je matu kBaapar ABCD takas ma cy tauke C' u D Ha Kpy:KHUIWN,
a tauke F u F mpecek HopmaJse u3 nentpa kpyra ca CD u AB pemowm.
Heka je R mosmympeunur kpyskuuie, O meHTAp KPY:KHUIE, & 2T CTPAHUIA
kBazgpara. Tama je OE? = R2—x2, OF = g(jep je yrao oxceuka 120°), 2z =

—24+4/1
EF =0FE—-OF =+R? —z2— g, omakye mobujamo x = R(=2+ v19) (apyro

10
pemieme KBaApaTHE jelAHAYMHE OTHALA, jep je HeraTWBHO), Ia je T = %7
OJaKJIe je CTpaHUIa KBaJapaTa 3.

5. Kako je ?/8\/5+16 = (\i/(\/qu 1)3 = \/\/5+1, TO je TpaskeH:m OPOj
2-\/\/3+1.\/\/5f1:4.

Tpehu pazpen — b kareropuja

1. Vs npasoyraux Tpoyraosa ASB u SBC, nobujamo AS = CS = va? — b2,
na je V = V(SABC) = 1BS - P(ASC) = 2(a* — b%). Hexa je D mommoxje
Bucune u3 B ma ocuosuny AC jemmarokpakor tpoyraa ABC. Tana je

AC =+a? =12 -/2,BD? = a? — (Va2 — b2 - g)Q = g\/az + b?, ma je moBp-

—_ 9. bva2-b2 | VaZ-b%Va2-b? at—b%
=2 2 + 2 + 2

muHa nupamuae P

3V bva? — b2

IIOJIYIIPDEYHUK T" = —

P Va4t +2b+ Va5

, TIa je TpasKeHu’

a 6 1 1 6 1
2. Kakoje D = |1 6a 1| =6(a—1)*(a+2),D, =|6 6a 1| =
1 6 a 1 6 a
a 1 1 a 6 1
6(a—1)(a—6),Dy=|1 6 1|=2a-1)Ba+2),D,=|1 6a 6=
1 1 a 1 6 1
6(a — 1)(a — 6), T0 32 a # l,a # —2 cuCTeEM UMAa JEeIUHCTBEHO DelIeHe

_ a—6 (3a+2) a—6 _ _
(l’,y,Z) - ((a—l)(a+2)’3(a—1)(a+2)’ (a—l)(a+2))7 3a a = 725D - OaDI 7é 07

ma CUCTEM HeMa pellema, a 3a ¢ = 1, ony3uMameM IpPBE MBE jeIHAYUNHE
nobujamo 0 = 5, ma HM y OBOM CJIyYajy CHCTEM HEMA DeUIena.
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3. Heka cy a u  yraosu usmeby crpanuna a = AB u b = BC, omHocHO
¢ =CD ud= DA, penom. Tana je P(ABCD) = P(ABC) + P(ACD) =
%absina + %cdsinﬂ < %(ab—i— Cd) < % (a2_2i_b2 + 0242_(12 _ a2+b2j1_62+d2' Jen-
HAKOCT y TPBOj HEjeTHAKOCTU Ba:ki akko « = [ = 90°, a y Opyroj akko

a=>buc=d. Ilakmie, jefHAKOCT BasKM AKKO j€ JaTU YETBOPOYTrao KBaAPAT.

4. TlocTaBUMO KOOPAWHATHU CUCTEM TAKO O je KOOPIAWHATHU MOYETAK Yy
HEeHTpy KBajgpata, Tauka A mma koopmunare A(—a,—a), a tauka B(a, —a),
a > 0. Hexka je k > 0 koedpunujent npasna npase AG. Tana je jenquaunna Te
upase y = k(z+a) —a, na kako Tauka G IeKU U Ha OPABOj Y = a, Ko6UjamMo
Ia Cy meHe KOODIUHATE G(%—a, a). Cnnuno nobujamo: E(0,—a), EF 1y =

kx—a, F(a,ka—a), na je jennauuna npase GF : y = k(k=2) (x—a)+a(k-1).

2(1—k)
Jal 5= — (k —1)]]
Pacrojame on rauke (0,0), no nmpase GF usnocu: " =a,
L+ 4(k—1)2
omakJse ciaenu TBpbheme 3amarka.
.92 2
sin 1 cos
5. VI3 marux jemmakocTu mobujamo cos? o = b = -1=— v _
cos?f3  cos?f3 sin” vy
1 1 1 —cos? . 4
1:f_1_1:m—1:m—1 O,Z[aB,IIeJeCOSO["—
cos? y sin? a

cos?a—1=0, Tj.cosgoz:%‘/g 2

S 2 2 3-\V5 _ (V/5=1)\2 .
Opmasre je sin“a =1—cos* a = =52 = (T) , TIa KaKO je (v oImTap yrao,

crnenu sina = ‘/52_1. Amnajsorno ce mobuja sin§ = siny = @

, a 360r cos? o > 0 ciemu cos? o = %‘/5

YerspTHu paspen — B kareropuja

1. Bumetu pememe 1. 3amaTka 3a yeTBpTU paszpen A karteropuje.

2003 __ 1) =2 —1
2. CpebuBamem mobujamo: lim 2@ ) 003(x ) =
rz—1 (1’ — ]_)2
~ im (22003 — 1) + (22992 — 1)+ ...+ (z— 1) _

x—1

z—1
= lim (@22 + 220+ + 1)+ @+ 22+ D)+ (1) +1] =
2003 - 2004

= 2003 +2002 +...+1 5

= 2007006.
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3. Hera jet = z—y,u = zy. Cucrem mocraje: t+z = 6,t2+2u+2% = 14, t(t>+
u)+2% = 36. U3 npse jemnaunne je t = 6—z, a u3 apyre u = 6z—22—11, ma
3aMenoM y Tpehy u cpebusamemM mobujamo 22 —622+112—6 = 0, omakie je
z €{1,2,3}. Caemu ma je (t,u) € {(5,—6), (4, —3),(3,—2)}, omakue nobujamo
CBa peIlema MOJA3HOT CUCTEMA:

(xvya Z) € {(27 _37 1)a (3’ _2a 1)7 (17 _3a 2)’ (37 _17 2)7 (1 - 2a 3)’ (27 _173)}'

4. Jemmaumma Tamrente y tauku M(a,b), a,b > 0 je T + %’ = 1. Ibenn
2 2
MIPECEI ca KOOPAMHATHUM OCaMa Cy TAuKe A(%, 0), B(0, %). s %—l—% =1

Hasasumo b = 38— a2, ma je P(ABO) = & = a\/%. Kaxko je P'(a) =
2

%, Baskn P'(a) < 03a 0 <a <2 Pla) >0, 3a2<a<2V2 1j.

a —a“)2

MUHUMYM ce qoctwke 3a a = 2. [akiue, tpaskena tauka je M(2,3).

5. Osmaummo ca zp = Xk + Yk, 3a k > 0. Tanma je z,41 = V32, + P2y, +

i(2n + V3yn) = (V3 +i)(@n + iyn) = 2\/‘2“2” :2020(:;;05% + isig()%o)gzn, 3a
n > 0. Kako je zp = 1, To je 2003 = 22°% - (cos( 7T) + isin( 7T)) =

11 11
22003, (cos(%) +i sin(%)), na 2ogp3 IPUMANA YETBPTOM KBAADAHTY.




48

PACIIOPEI TAKMNYEILA 3 MATEMATUKE
3A IMIKOJICKY 2003/2004. TT'O.INHY

ONIITUHCKO TAKMUUECEDE .« .t v e vetee e tn e e eeneeen CpeouHOM jaHyapa
ORDPYHKHO TAKMUITECEDE ¢ v vev ettt et e e e e e e e e e e 28.02.2004.
Penybanuko TAKMUIUEEEE .. .ovt ittt 27.03.2004.
CaBE3HO TAKMUUEEDE . . ot evt e e te e et e et ee e e 17.04.2004.
CAIOPKRAJ
ONIITUHCKO TAKMUUEEDLE .« « .t vt tee et et e e e e e e et et et e et e ie e e e 6
ORPYHHO TAKMIUIUECEDE « « « .+t v v ettt ettt ettt e e et et e e e e 11
PemyOmuKO TAKMIUCIHE « . .o v vttt et e et e e et 16
Pemema 3amaTaka ca ONIITUHCKOT TAKMITUCH . . v vt v vt eee e ee e e 22
Pemema 3anaTaxa ca OKPYKHOD TAKMUAUEEDA .« v .o evnvenneennennnenn.. 29

Pemema 3amaraka ca penyOIUUKOT TAKMUUCEDA .« v v v evn e ennennen... 39



