
DRUXTVO MATEMATIQARA
SRBIJE

MATEMATIQKA TAKMIQEǋA
SREDǋOXKOLACA

2002/2003.

Beograd 2003



SPONZORI REPUBLIQKOG TAKMIQEǋA

• Skupxtina opxtine Xabac

• Turistiqka organizacija opxtine Xabac

• UNO–MARTIN, Xabac

• LUKANA, Xabac

• TRIANGL PAPIR, Xabac

• MLEKARA, Xabac

• REFLEKS, Majur



ORGANIZACIONI ODBOR

REPUBLIQKOG TAKMIQEǋA IZ MATEMATIKE
29. MARTA 2003. GODINE

1. Damǌanovi� Natalija, Skupxtina opxtine Xabac

2. Ili� Veroǉub, direktor Xabaqke gimnazije

3. Lazi� Saxa, pomo�nik direktora Xabaqke gimnazije

4. Beǉi� Milorad, profesor, Ekonomska xkola, Xabac

5. Isailovi� Mioǉub, nastavnik, OX ”Mileva Kosovac”, Xabac

6. Ximi� mr Grozdana, profesor, Vixa xkola za obrazovaǌe va-
spitaqa, Xabac

7. Mozeti� Sinixa, profesor Xabaqke gimnazije

8. �orili� Mirjana, profesor Xabaqke gimnazije

9. Doroslovaqki dr Rade, Druxtvo matematiqara Srbije

10. Cvetinovi� Pera, nadzornik za matematiku

11. Jovanovi� �ivka, profesor Xabaqke gimnazije

12. Nagl mr Mirko, profesor Xabaqke gimnazije

Redakcija i obrada:

�or�e Krtini�



5

REPUBLIQKA KOMISIJA

za takmiqeǌa iz matematike za uqenike sredǌih xkola

xkolska godina 2002/2003.

1. Ani� mr Ivan, Matematiqki fakultet, Beograd

2. Balti� Vladimir, Ekonomski fakultet, Beograd

3. Dolinka dr Igor, PMF, Novi Sad

4. Doroslovaqki dr Rade, FTN, Novi Sad

5. Dragovi� Vladimir, Matematiqki institut SANU

6. Dugoxija �or�e, Matematiqki fakultet, Beograd

7. �uki� Duxan, Matematiqki fakultet, Beograd

8. �ivkovi� dr Miodrag, Matematiqki fakultet, Beograd

9. Kadelburg dr Zoran, Matematiqki fakultet, Beograd

10. Kne�evi� Miǉan, Matematiqki fakultet, Beograd

11. Krtini� �or�e, Matematiqki fakultet, Beograd — predsednik
Republiqke komisije

12. Lazovi� Nebojxa, Ministarstvo prosvete i sporta Republike
Srbije

13. Laudanovi� mr Mladen, Matematiqki fakultet, Beograd

14. Marinkovi� Rastko, Matematiqka gimnazija, Beograd

15. Mati� Ivan, Matematiqki fakultet, Beograd

16. Milosavǉevi� Milox, PMF, Nix

17. Mladenovi� dr Pavle, Matematiqki fakultet, Beograd

18. Nikoli� Nebojxa, Fakultet organizacionih nauka, Beograd

19. Ogǌanovi� mr Sr�an, Matematiqka gimnazija, Beograd

20. Pavlovi� Ivan, Gimnazija Vuk Kara
i�, Loznica

21. Radnovi� mr Milena, Matematiqki institut SANU

22. Tanovi� dr Predrag, Matematiqki institut SANU

23. Tomi� Ivanka, Gimnazija, Vaǉevo

24. Toxi� dr Ratko, PMF, Novi Sad

25. Quki� dr ǈubomir, Gra�evinski fakultet, Beograd



6

OPXTINSKO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE, 18. 01. 2003.

Prvi razred – A kategorija

1. Na�i najve�i zajedniqki delilac brojeva 11111111︸ ︷︷ ︸
8

i 111 . . . 11︸ ︷︷ ︸
100

.

2. Rastojaǌe izme�u sela A i B je 3 kilometra. U selu A ima 100
�aka, a u selu B 50 �aka. Na kom rastojaǌu od sela A treba sagraditi
xkolu, tako da ukupan put koji svi �aci prelaze u toku jednog dana
bude najmaǌi?

3. Neka su a, b i c stranice trougla i

p =
a

b
+

b

c
+

c

a
, q =

a

c
+

c

b
+

b

a
.

Dokazati da je |p− q| < 1.

4. Dijagonala AC qetvorougla ABCD upisanog u krug je preqnik tog
kruga. Dokazati da su projekcije stranica AB i CD na dijagonalu
BD jednake.

5. Student je u toku petogodixǌih studija polo�io 31 ispit. Svake
godine je dao vixe ispita nego prethodne, a na petoj godini je dao tri
puta vixe ispita nego na prvoj. Koliko ispita je student polo�io na
qetvrtoj godini?

Drugi razred – A kategorija

1. Bazen se puni dvema cevima za 6 sati. Prva cev bi ga napunila za
5 sati maǌe od druge. Za koje vreme bi bazen napunila druga cev?

2. U skupu celih brojeva rexiti jednaqinu

x2 + y2 = 3(u2 + v2).
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3. Neka su a i b realni brojevi takvi da je (∀x ∈ R) a cosx+b cos 3x ≤ 1.
Dokazati da je tada |b| ≤ 1.

4. Neka je dat pravougli trougao ABC sa pravim uglom kod temena C
(]BCA = 90◦) i neka simetrala pravog ugla seqe hipotenuzu u taqki
D. Neka su taqke K i E podno�ja normala iz taqke D na stranice BC
i AC, redom. Dokazati da je

AD2 + BD2 = (AE + BK)2.

5. Na katetama jednakokrako–pravouglog trougla ABC (]BCA = 90◦),
izabrane su taqke D ∈ AC i E ∈ BC, takve da je CD = CE. Neka su K
i L taqke sa du�i AB, takve da je DK ⊥ AE i CL ⊥ AE. Dokazati da
je KL = LB.

Tre�i razred – A kategorija

1. Dokazati da jednaqina xn + yn = zn, n ∈ N nema rexeǌa u skupu
prirodnih brojeva, gde je z ≤ n.

2. Rexiti sistem u zavisnosti od realnog parametra a:

3 · 2x + 2y − 3 arcsin z = 7
2x − y − arcsin z = −6

5 · 2x − y + arcsin z = 6a + 2.

3. Na koliko naqina se broj 2002 mo�e predstaviti u obliku zbira
nerastu�ih prirodnih brojeva (vixe od jednog sabirka) takvih da je
i ǌihov proizvod jednak 2002?

4. Neka su b = CA i c = AB stranice trougla ABC i la du�ina

simetrale ugla kod temena A. Dokazati da, ako va�i
1
b

+
1
c

=
1
la

, onda

je ]BAC = 120◦.

5. Mnogougao koji je opisan oko kruga polupreqnika r, razlo�en je na
konaqno mnogo trouglova. Dokazati da je suma polupreqnika upisanih
krugova u te trouglove ve�a od r.
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Qetvrti razred – A kategorija

1. Dokazati da za pozitivne realne brojeve a, b i c va�i nejednakost

(a + b− c)(b + c− a)(c + a− b) ≤ abc.

2. U skupu nenegativnih celih brojeva rexiti jednaqinu

x2 + x = y4 + y3 + y2 + y.

3. Dokazati da za realne brojeve a i b va�i

a ≤ b ⇒ a3 − 12a− 16 ≤ b3 − 12b + 16.

4. Neka su a = BC, b = CA i c = AB stranice trougla 4ABC u kome
je ]BAC = 3 · ]ABC. Dokazati da je tada

bc2 = (a− b)2(a + b).

5. Mnogougao koji je opisan oko kruga polupreqnika r razlo�en je na
konaqno mnogo trouglova. Dokazati da je suma polupreqnika upisanih
krugova u te trouglove ve�a od r.

Prvi razred – B kategorija

1. Ispitati kada izraz (n− 2)3 + n3 + (n + 2)3, n ∈ N nije deǉiv sa 18.

2. Rastojaǌe izme�u sela A i B je 3 kilometra. U selu A ima 100
�aka, a u selu B 50 �aka. Na kom rastojaǌu od sela A treba sagraditi
xkolu, tako da ukupan put koji svi �aci prelaze u toku jednog dana
bude najmaǌi?

3. Buva se nalazi u koordinatnoj ravni. Iz taqke (m, n) buva mo�e
da skoqi u jednu od taqaka (n,m), (m−n, n) ili (m + n, n). Da li buva
mo�e da do�e u taqku (12, 32) ako se na poqetku nalazi u taqki
a) (7, 12); b) (8, 12)?
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4. Poznato je da su svi Plinkovi Plankovi i da su neki od Plonkova
Plinkovi. Koji iskazi moraju biti taqni:
a) ”Neki Plankovi su Plonkovi.”
b) ”Neki Plinkovi nisu Plonkovi.”
v) ”Nijedan Plonk nije Plank.”

5. Student je u toku petogodixǌih studija polo�io 31 ispit. Svake
godine je dao vixe ispita nego prethodne, a na petoj godini je dao tri
puta vixe ispita nego na prvoj. Koliko ispita je student polo�io na
qetvrtoj godini?

Drugi razred – B kategorija

1. Bazen se puni dvema cevima za 6 sati. Prva cev bi ga napunila za
5 sati maǌe od druge. Za koje vreme bi bazen napunila druga cev?

2. Rexiti jednaqinu: (x−3)4 +(x−4)4 = (2x−7)4, u skupu kompleksnih
brojeva.

3. Neka su a, b, c pozitivni brojevi, takvi da va�i a2 + b2 + c2 = 1.
Dokazati da je a(b + c) ≤

√
2

2 .

4. Neka je dat pravougli trougao ABC sa pravim uglom kod temena C
(]BCA = 90◦) i neka simetrala pravog ugla seqe hipotenuzu u taqki
D. Neka su taqke K i E podno�ja normala iz taqke D na stranice BC
i AC, redom. Dokazati da je

AD2 + BD2 = (AE + BK)2.

5. Na�i sve prirodne brojeve n, takve da je broj z =
(

3 + i

2− i

)n

realan.
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Tre�i razred – B kategorija

1. U paralelogramu sa stranama a, b i oxtrim uglom α konstruisane
su simetrale unutraxǌih uglova. Odrediti povrxinu qetvorougla
odre�enog tim simetralama.

2. Rexiti jednaqinu 4log10 x − 32 + xlog10 4 = 0.

3. Na ravnom stolu nalaze se tri lopte, polupreqnika r1, r2, r3. One
dodiruju sto u taqkama A1, A2 i A3, redom, i svake dve se me�usobno
dodiruju. Ako je A1A2 = 4, A2A3 = 6, A1A3 = 8, na�i r1, r2, r3.

4. U trostranoj piramidi SABC svi iviqni uglovi kod temena S
su pravi. Neka je O podno�je visine piramide iz temena S. Ako je
povrxina trougla AOB qetiri puta ve�a od povrxine trougla BOC,
na�i odnos povrxina trouglova ASB i BSC.

5. Kazaǉke na satu su preklopǉene taqno u pono�. Kada �e se slede�i
put preklopiti?

Qetvrti razred – B kategorija

1. Dokazati da svi kompleksni brojevi z, za koje va�i |z−1| = 2|z +1|,
pripadaju jednom krugu. Na�i centar i polupreqnik tog kruga.

2. Na�i sve proste brojeve p za koje je broj 7p + 1 kvadrat prirodnog
broja.

3. Na�i realna rexeǌa sistema jednaqina

x2y2 − 2x + y2 = 0, 2x2 − 4x + 3 + y3 = 0.

4. Neka je a0, a1, . . . , an, an+1 aritmetiqki niz. Dokazati da va�i :

a3
1 + a3

2 + · · ·+ a3
n =

(anan+1)2 − (a1a0)2

4d
,

gde je d razlika niza.



11

5. Kazaǉke na satu su preklopǉene taqno u pono�. Kada �e se slede�i
put preklopiti?

OKRU�NO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE, 01. 03. 2003.

Prvi razred – A kategorija

1. Neka je k prirodan broj. Dokazati da broj 22k−1 +2k +1 nije deǉiv
sa 7.

2. U skupu celih brojeva rexiti jednaqinu

2m2 + n2 = 2mn + 3n.

3. Dokazati da za svako n ≥ 2 postoji n razliqitih prirodnih bro-
jeva, takvih da je zbir ǌihovih kvadrata kvadrat prirodnog broja.

4. Neka su ta i tb te�ixne du�i, koje odgovaraju stranicama BC i CA
trougla ABC, a P ǌegova povrxina. Dokazati da va�i

ta · tb ≥ 3
2
P.

Kada va�i jednakost ?

5. U ravni su date dve taqke i prava. Konstruisati trougao ABC,
kod koga su te dve taqke sredixta stranica BC i CA, a visina iz
temena A pripada datoj pravoj.

Drugi razred – A kategorija

1. U skupu realnih brojeva rexiti jednaqinu
√

x2 + x + 1 + 2
√

x + 3 =
√

6x2 − 2x− 18.
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2. Na koliko naqina tablica m × n mo�e da se popuni brojevima 1 i
−1, tako da proizvod brojeva u svakoj vrsti bude jednak 1, a proizvod
brojeva u svakoj koloni bude −1?

3. Dat je krug polupreqnika 1. U ǌegovoj unutraxǌosti ili na
granici, izabrano je 8 taqaka. Dokazati da me�u ǌima postoje dve,
qije je rastojaǌe maǌe od 1. Da li tvr�eǌe va�i za 7 taqaka ?

4. Taqke A, B i C pripadaju jednoj pravoj. Nad AB, BC i AC, kao
preqnicima, sa iste strane te prave, konstruisane su tri polukru�-
nice. Centar kru�nice k, koja dodiruje svaku od tri date polukru�-
nice, nalazi se na rastojaǌu d od prave AC. Na�i polupreqnik kru�-
nice k.

5. Trougao sastavǉen od te�ixnih du�i trougla ABC sliqan je
trouglu ABC. Na�i koeficijent sliqnosti.

Tre�i razred – A kategorija

1. Data je jednaqina x3−px+q = 0, q 6= 0, koja ima tri realna rexeǌa.
a) Dokazati da je p > 0.
b) Ako je i q > 0, dokazati da za najmaǌi po apsolutnoj vrednosti

koren ove jednaqine, α, va�i |α| ≤ min
(√

p

3
, 3

√
q

2

)
.

2. U skupu realnih brojeva rexiti sistem jednaqina

√
1 + x1 +

√
1 + x2 + · · ·+√

1 + x100 = 100

√
1 +

1
100

√
1− x1 +

√
1− x2 + · · ·+√

1− x100 = 100

√
1− 1

100
.

3. Dokazati da se u koordinatnoj ravni ne mo�e nacrtati konveksni
qetvorougao, kome je jedna dijagonala dva puta du�a od druge, ugao
izme�u dijagonala mu je 45◦, a koordinate svih temena su celi brojevi.
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4. Data je taqka P unutar nekog nekog kruga. Kroz taqku P postavǉamo
dve me�usobno normalne tetive. U kom polo�aju je zbir du�ina tih
tetiva najmaǌi, a u kom najve�i i kolike su te ekstremne vrednosti,
ako je polupreqnik kru�nice R, a rastojaǌe taqke P od centra te
kru�nice d (0 < d < R)?

5. Neka je a = –2003
√

2003. Xta je ve�e aa..
.a

}
2003 puta

ili 2003?

Qetvrti razred – A kategorija

1. U skupu kompleksnih brojeva rexiti sistem :

x4 + 6x2y2 + y4 = 5

x3y + xy3 = 1.

2. Dokazati da za svaki prirodan broj n va�i

(2n + 1)n ≥ (2n)n + (2n− 1)n.

3. Neka je a1 = a2 = 1 i an+2 = an+1 + an za svako n ∈ N. Dokazati da
su za svako k, n ∈ N brojevi kan+2 + an i kan+3 + an+1 uzajamno prosti.

4. Neka je n ∈ N i neka je P polinom sa celobrojnim koeficijentima,
takav da je 0 < |P (i)| < n za i = 1, . . . , n. Dokazati da polinom P nema
celobrojnu nulu.

5. Na�i najve�u mogu�u zapreminu pravilne qetvorostrane piramide,
boqne ivice 1 .
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Prvi razred – B kategorija

1. Neka je n prirodan broj. Dokazati da je broj 8n3 − 12n2 + 6n + 63
slo�en.

2. Neka je qetvorougao ABCD i tetivni i tangentni. Ako je razlika
stranica AD i BC jednaka razlici stranica AB i CD, dokazati da
je AC preqnik kruga opisanog oko qetvorougla ABCD.

3. Neka su m i n uzajamno prosti prirodni brojevi. Poznato je da se

razlomak
3n−m

5n + 2m
mo�e skratiti nekim prirodnim brojem. Na�i broj

kojim se ovaj razlomak mo�e skratiti.

4. Dokazati da funkcija f : R → R, za koju va�i f(x2) − (f(x))2 ≥ 1
4

za svako x ∈ R nije injektivna ( tj. postoje x1, x2 ∈ R, x1 6= x2 takvi da
f(x1) = f(x2) ).

5. U ravni su data dva skupa paralelnih pravih a1, a2, . . . , a13 i b1,
b2, . . . , b7. Prave prvog skupa seku prave drugog skupa. Koliko je par-
alelograma odre�eno ovim pravama ?

Drugi razred – B kategorija

1. Dokazati da za svako prirodno n, n ≥ 2 va�i nejednakost :

1
n

+
1

n + 1
+ · · ·+ 1

n2
> 1.

2. Odrediti sve kompleksne brojeve z za koje va�i |z| = 1
|z| = |z − 1|.

3. Neka jednaqina (a − 1)x2 − (a + 1)x + 2a − 1 = 0, a ∈ R, a 6= 1 ima
rexeǌa x1 i x2. Odrediti vrednost parametra b, tako da proizvod
(x1 − b)(x2 − b) ne zavisi od a.
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4. U skupu realnih brojeva rexiti jednaqinu

3
√

2− x = 1−√x− 1.

5. U pravouglom trouglu ABC taqka D je podno�je visine iz temena
A na hipotenuzu BC, E je sredixte du�i AD, a F je presek pravih
BE i AC. Ako je BD = 4, CD = 9, na�i du�inu du�i BF .

Tre�i razred – B kategorija

1. Osnovice pravouglog trapeza u koga se mo�e upisati krug su a i b.
Izraqunati povrxinu ovog trapeza.

2. U loptu je upisana piramida, qija je osnova pravougaonik dijag-
onale d. Boqne ivice piramide nagnute su prema ravni osnove pod
uglom β. Na�i polupreqnik lopte.

3. Na�i sve cele brojeve x, takve da je log2(x
2 − 4x− 1) ceo broj.

4. Dokazati da va�i sin 20◦ sin 40◦ sin 80◦ =
√

3
8
.

5. Dokazati da za p ≥ 0 va�i nejednakost

(2003p)1− 2003p
+(20032p)1− 20032p

+ · · ·+(20032003p)1− 20032003p ≤ 2003.

Qetvrti razred – B kategorija

1. Izraqunati lim
n→∞

(
1 +

1
2

)(
1 +

1
22

) (
1 +

1
24

)(
1 +

1
28

)
. . .

(
1 +

1
22n

)
.

2. Dokazati da funkcija f(x) =
x2 − 1
x2 − 4

, x ∈ R\{−2, 2}, ne uzima vred-

nosti izme�u 1
4 i 1.

3. Na�i sve aritmetiqke progresije kod kojih je odnos zbira prvih n
qlanova i zbira slede�ih 2n qlanova (n ∈ N) konstanta nezavisna od
n.
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4. Dokazati da jednaqina ax3 + bx2 − 1 = 0, a, b ∈ R, a > 0 ima taqno
jedno pozitivno rexeǌe.

5. Odrediti visinu vaǉka maksimalne zapremine upisanog u loptu
polupreqnika

√
3.

REPUBLIQKO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE,
29. 03. 2003.

Prvi razred – A kategorija

1. Neka su x i y nenegativni realni brojevi takvi da je x + y = 2.
Dokazati da va�i

x2y2(x2 + y2) 6 2.

Kada va�i jednakost?

2. Dat je broj 2k, k > 3. Dokazati da se permutacijama cifara ovog
broja ne mo�e dobiti broj 2n, gde je n > k.

3. Svako od 20 ǉudi xaǉe nekoj desetorici od ostalih po jedno pismo.
Dokazati da postoje dve osobe koje su jedna drugoj poslale pismo.

4. Kru�nica koja je upisana u trougao ABC dodiruje stranice AB i
AC redom u taqkama M i N . Neka je P taqka preseka simetrale ugla
]ABC i prave MN . Dokazati da je povrxina trougla ABC dva puta
ve�a od povrxine trougla ABP .

5. Na stranicama BC, CA i AB trougla ABC uoqene su taqke A1,B1

i C1, redom. Neka je T te�ixte trougla ABC, a T1 te�ixte trougla
A1B1C1. Dokazati da je T ≡ T1 ako i samo ako je AC1 : C1B = BA1 :
A1C = CB1 : B1A.

Drugi razred – A kategorija

1. Dokazati da kvadratne jednaqine ax2 + bx + c = 0 i bx2 + cx + a = 0,
a, b, c ∈ R, a 6= 0, b 6= 0, imaju zajedniqko rexeǌe ako i samo ako va�i
a3 + b3 + c3 = 3abc.
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2. Neka je S podskup skupa realnih brojeva koji je zatvoren u odnosu
na mno�eǌe (to znaqi kad god su a, b ∈ S, onda je i a · b ∈ S). Neka su T
i U disjunktni podskupovi skupa S, qija je unija ceo skup S. Poznato
je da proizvod ma koja tri elementa skupa T (ne obavezno razliqita)
pripada skupu T i da prizvod ma koja tri elementa iz U pripada skupu
U . Dokazati da je bar jedan od podskupova T i U zatvoren u odnosu
na mno�eǌe.

3. Neka su a, b, c realni brojevi, takvi da je 0 < a ≤ b ≤ c. Dokazati
da va�i

(a + 3b)(b + 4c)(c + 2a) ≥ 60abc.

Kada va�i jednakost?

4. Da li je mogu�e jednakostraniqni trougao stranice 3 razrezati na
2003 disjunktna trougla, tako da svaki od ǌih ima sve stranice ve�e
od 1?

5. Krug k u taqkama P i Q dodiruje krake ugla ]pOq. Na polupravoj
Oq je data taqka X, tako da preseqna taqka Z kruga k i prave PX
razliqita od P polovi du� PX. Ako je Y preseqna taqka kruga k i
prave OZ razliqita od Z, dokazati da je PX‖QY .

Tre�i razred – A kategorija

1. a) Da li postoji nekonstantan niz prirodnih brojeva a1, a2, . . .
takav da za svako k > 2 va�i

ak =
2ak−1ak+1

ak−1 + ak+1
?

b) Da li postoji nekonstantan niz prirodnih brojeva a1, a2, . . . , a2003

takav da za svako 2 6 k 6 2002 va�i

ak =
2ak−1ak+1

ak−1 + ak+1
?

2. Neka je p > 2 prost broj. Dokazati da je svaki delilac broja 2p− 1
oblika 2kp + 1 za neko prirodno k.
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3. Neka je O centar opisane kru�nice, a T te�ixte trougla ABC,
koji nije jednakostraniqan. Dokazati da je OT normalna na te�ixnu
du� CC1 ako i samo ako za stranice trougla va�i BC2 + CA2 = 2AB2.

4. Neka je n > 3, a a1, a2, . . . , an realni brojevi takvi da je
a1 > a2 > · · · > an > 0. Dokazati da va�i

a1a2a3 + a2a3a4 + · · ·+ an−2an−1an 6
(

a1 + a2 · · ·+ an

3

)3

.

Kada va�i jednakost?

5. Koliko se najvixe figura podudarnih sa mo�e postaviti u

tablu 2003× 2003 bez preklapaǌa tako da svaka figura pokriva taqno
4 jediniqna poǉa?

Qetvrti razred – A kategorija

1. Na�i skup svih mogu�ih pozitivnih realnih brojeva V takvih
da postoji pravougli paralelepiped sa slede�im osobinama: ǌegova
zapremina je V , povrxina 18, a suma rastojaǌa od centra do strana
je 6.

2. Neka je p > 2 prost broj. Dokazati da je svaki delilac broja 2p− 1
oblika 2kp + 1 za neko prirodno k.

3. Neka je O centar opisane kru�nice, a T te�ixte trougla ABC,
koji nije jednakostraniqan. Dokazati da je OT normalna na te�ixnu
du� CC1 ako i samo ako za stranice trougla va�i BC2 + CA2 = 2AB2.

4. Neka je n > 3, a a1, a2, . . . , an realni brojevi takvi da je a1 > a2 >
· · · > an > 0. Dokazati da va�i

a1a2a3 + a2a3a4 + · · ·+ an−2an−1an 6
(

a1 + a2 · · ·+ an

3

)3

.

Kada va�i jednakost?
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5. Na kru�nici je dato n taqaka. Nikoje tri du�i koje se dobijaju
spajaǌem ovih taqaka se ne seku u jednoj taqki unutar kruga. Na
koliko oblasti ove du�i dele krug?

Prvi razred – B kategorija

1. Dokazati da za sve realne x i y va�i

x2 + 2xy + 3y2 + 2x + 6y + 4 > 1.

Kada va�i jednakost?

2. Na�i najmaǌi prirodan broj koji je qetiri puta maǌi od broja
napisanog istim ciframa, ali u obrnutom poretku.

3. Svako od 20 ǉudi xaǉe nekoj desetorici od ostalih po jedno pismo.
Dokazati da postoje dve osobe koje su jedna drugoj poslale pismo.

4. Ako su x, y, z, u prirodni brojevi ve�i od 1, takvi da va�i
xy = zu, dokazati da je broj

(x + z)(x + u)(y + z)(y + u)
(x + y + z + u)2

slo�en prirodan broj.

5. Dat je polukrug nad preqnikom AB i na ǌemu taqke C i D tako da
je ]CSD prav, gde je S sredixte du�i AB. Neka je E presek pravih
AC i BD, a F presek pravih AD i BC. Dokazati da je EF ⊥AB i
EF = AB.

Drugi razred – B kategorija

1. U skupu realnih brojeva rexiti jednaqinu

(x− 1) 3
√

x− 1
3− x

+ (3− x) 3
√

3− x

x− 1
= 2.
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2. Neka je S podskup skupa realnih brojeva koji je zatvoren u odnosu
na mno�eǌe (to znaqi kad god su a, b ∈ S, onda je i a · b ∈ S). Neka su T
i U disjunktni podskupovi skupa S, qija je unija ceo skup S. Poznato
je da proizvod ma koja tri elementa skupa T (ne obavezno razliqita)
pripada skupu T i da prizvod ma koja tri elementa iz U pripada skupu
U . Dokazati da je bar jedan od podskupova T i U zatvoren u odnosu
na mno�eǌe.

3. Data je kvadratna jednaqina ax2 +bx+c = 0, a, b, c ∈ R, a 6= 0. Ako su
oba rexeǌa jednaqine realna i pripadaju intervalu (0, 1), dokazati
da je a(2c + b) < 0.

4. U kru�ni odseqak kome odgovara centralni ugao od 120◦ upisan
je kvadrat. Odrediti du�inu stranice kvadrata, ako je polupreqnik
kruga 2 +

√
19.

5. Dokazati da je broj
(

6
√

8
√

5 + 16 +
√√

5 + 1
)
·
√√

5− 1 ceo i izraqu-
nati ga.

Tre�i razred – B kategorija

1. Izraqunati du�inu polupreqnika lopte upisane u trostranu pi-
ramidu SABC, ako su ivice SA,SB i SC me�usobno normalne i AB =
BC = a, BS = b.

2. Rexiti sistem u zavisnosti od realnog parametra a:

ax + 6y + z = 1
x + 6ay + z = 6
x + 6y + az = 1.

3. Neka su a, b, c, d stranice, a P povrxina konvesnog qetvorougla.

Dokazati da va�i P 6 a2 + b2 + c2 + d2

4
. Kada va�i jednakost?

4. Neka je E sredixte stranice AB kvadrata ABCD, a F i G taqke
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na stranicama BC i CD, redom, takve da je EF‖AG. Dokazati da je
FG tangenta na krug upisan u kvadrat ABCD.

5. Ako za oxtre uglove α, β i γ va�i cosα = tgβ, cos β = tgγ i cos γ =

tgα, dokazati da je sin α = sin β = sin γ =
√

5− 1
2

.

Qetvrti razred – B kategorija

1. Na�i skup svih mogu�ih pozitivnih realnih brojeva V takvih
da postoji pravougli paralelepiped sa slede�im osobinama: ǌegova
zapremina je V , povrxina 18, a suma rastojaǌa od centra do strana
je 6.

2. Na�i

lim
x→1

x(x2003 − 1)− 2003(x− 1)
(x− 1)2

.

3. Rexiti sistem

x− y + z = 6, x2 + y2 + z2 = 14, x3 − y3 + z3 = 36.

4. Odrediti taqku na elipsi
x2

8
+

y2

18
= 1 u prvom kvadrantu, takvu da

tangenta na elipsu u toj taqki gradi sa koordinatnim osama trougao
najmaǌe povrxine.

5. Dat je niz taqaka Ti(xi, yi) u xOy ravni, tako da je x0 = 1, y0 = 0 i
xn+1 =

√
3xn−yn, yn+1 = xn +

√
3yn za n > 0. U kom kvadrantu se nalazi

taqka T2003?
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REXEǋA ZADATAKA OPXTINSKOG TAKMIQEǋA IZ
MATEMATIKE

Prvi razred – A kategorija

1. Neka je b = 11111111︸ ︷︷ ︸
8

i a = 111 . . . 11︸ ︷︷ ︸
100

.Kada podelimo ove brojeve,

dobija se 1111 = a − qb, gde je q ceo broj – koliqnik. Svaki zajed-
niqki delilac a i b deli i 1111, pa je tra�eni broj najve�i zajedniqki
delilac za b i 1111, a kako je b deǉivo sa 1111, to je NZD(a, b) = 1111.

2. Xkolu treba izgraditi na putu izme�u sela A i B, inaqe mo�emo
smaǌiti oba rastojaǌa. Neka je xkola na rastojaǌu x od sela A. Tada
je ona na rastojaǌu 3− x od sela B, pa je ukupan put koji prelaze svi
�aci do xkole (dva puta maǌi od ukupnog dnevnog puta) 100x + 50(3−
x) = 50x + 150 , xto je za x ∈ [0, 3] najmaǌe za x = 0. Dakle, xkolu
treba izgraditi u mestu A.

3. Kako je, po nejednakosti trougla, |a− b| < c, |b− c| < a i |c− a| < b,
sledi

|p− q| =
∣∣∣∣
(a− b)(b− c)(c− a)

abc

∣∣∣∣ =
|a− b||b− c||c− a|

abc
<

cab

abc
= 1.

4. Neka je P podno�je normale iz centra opisanog kruga O na dijag-
onalu BD, i neka su A1, C1 podno�ja normala iz A,C na BD, redom.
Tada je, zbog AO = CO, A1P = PC1, pa je BA1 = BP−A1P = DP−PC1 =
C1D, xto je i trebalo dokazati.

5. Neka su a, b, c, d, e redom brojevi polo�enih ispita od prve do pete
godine. Tada je a < b < c < d < e, a + b + c + d + e = 31, e = 3a. Ako bi
bilo a ≥ 4, tada b ≥ 5, c ≥ 6, d ≥ 7, e ≥ 12, pa a + b + c + d + e ≥ 34 > 31,
xto je nemogu�e. Ako je a = 1, tada e = 3, pa 1 < b < c < d < 3, xto je
nemogu�e. Ako je a = 2, tada e = 6, pa je 2 < b < c < d < 6, tj. mora biti
b = 3, c = 4, d = 5, odnosno a+b+c+d+e = 20 6= 31. Dakle a = 3, e = 9. Za
d ≤ 7, imamo da je c ≤ 6, b ≤ 5, pa je a+b+c+d+e ≤ 3+5+6+7+9 = 30 < 31.
Znaqi, mora biti d = 8. Posledǌa situacija je mogu�a, npr. za
a = 3, b = 4, c = 7, d = 8, e = 9 ili a = 3, b = 5, c = 6, d = 8, e = 9 (ovo su
jedina rexeǌa).
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Drugi razred – A kategorija

1. Neka su a i b vremena za koja bi se bazen napunio prvom, odnosno
drugom cevi, posebno. Iz uslova zadatka je 1

a + 1
b = 1

6 i b = a + 5.
Rexavaǌem ovog sistema dobijamo b = 2 ili b = 15, a kako je b =
a + 5 > 5, mora biti b = 15.

2. Qetvorka (0, 0, 0, 0) je rexeǌe ovog sistema. Ako bi postojalo jox
jedno rexeǌe, tada bi postojalo i rexeǌe za koje je x2 + y2 najmaǌe.
Kako kvadrati celih brojeva pri deǉeǌu sa 3 daju ostatke 0 i 1, x2+y2

mo�e biti deǉivo sa 3 samo ako su x i y deǉivi sa 3, pa je x = 3x1, y =
3y1, tj. u2 + v2 = 3(x2

1 + y2
1), pa kako je u2 + v2 = 1

3 (x2 + y2) < (x2 + y2),
dobijamo ”maǌe” rexeǌe. Dakle, jedino rexeǌe date jednaqine je
(0, 0, 0, 0).

3. Za x = 0 i x = 2π
3 dobijamo a+b ≤ 1 i −a

2 +b ≤ 1, tj. (a+b)+2(−a
2 +b) ≤

1+2 · 1, odnosno b ≤ 1. Za x = π i x = π
3 dobijamo −a− b ≤ 1 i a

2 − b ≤ 1,
odnosno (−a − b) + 2(a

2 − b) ≤ 1 + 2 · 1, tj. b ≥ −1, xto je i trebalo
dokazati.

4. Qetvorougao CEDK je kvadrat, pa je DK = DE. Kako su trouglovi
EAD i KDB pravougli, iz Pitagorine teoreme dobijamo : AD2 +
BD2 = AE2 + DE2 + BK2 + KD2 =
= AE2 + BK2 + 2DE · DK. Sa druge strane, (AE + BK)2 = AE2 +
BK2 + 2AE ·BK, pa je dovoǉno dokazati da je DE

AE = BK
DK , xto sledi iz

sliqnosti trouglova EAD i KDB.

5. Neka je F taqka za koju va�i D − C − F i DC = CF . Kako je
DC = CF = CE, to je ]DEF = 90◦, pa je FE⊥DE, odnosno FE⊥AB.
Kako je i BE⊥AF , to je E ortocentar trougla AFB, pa je AE⊥FB, tj.
DK‖CL‖FB. Zato je (po Talesovoj teoremi): KL

LB = DC
CF = 1, xto je i

trebalo dokazati.

Tre�i razred – A kategorija

1. Neka je x ≤ y. Tada va�i z > y,z > x i xn = zn − yn = (z − y)(zn−1 +
zn−2y + · · ·+ zyn−2 + yn−1) > (z − y)nxn−1 ≥ nxn−1, tj. x ≤ n,pa je z > n,
xto je suprotno uslovu zadatka.
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2. Uvedimo smenu X = 2x, Y = y, Z = arcsin z. Ovaj sistem postaje
linearan po X, Y, Z i ǌegovo rexeǌe je X = a+1, Y = 5, Z = a+2, pa je
polazni sistem ekvivalentan sa 2x = a+1, y = 5, arcsin z = a+2. Sledi,
ako a ∈ (−∞,−1]∪(π

2 −2,+∞), sistem nema rexeǌa, a ako a ∈ (−1, π
2 −2],

postoji jedinstveno rexeǌe x = log2(a + 1), y = 5, z = sin(a + 2).

3. Kako je 2002 = 2 · 7 · 11 · 13 broj 2002 se kao proizvod prirodnih
brojeva ve�ih od 1 mo�e prikazati na slede�e naqine: 2 · 1001, 7 · 286,
11 ·182, 13 ·154 (4 =

(
4
1

)
naqina), 14 ·143, 22 ·91, 26 ·77, (3 =

(
4
2

)
/2 naqina),

14 · 11 · 13, 22 · 7 · 13, 26 · 7 · 11, 77 · 2 · 13, 91 · 2 · 11, 143 · 2 · 7 (6 =
(
4
2

)
naqina)

i 2 · 7 · 11 · 13 (1 naqin). Svako od ovih rastavǉaǌa odgovara jednom
tra�enom prestavǉaǌu (kada se dopuni potrebnim brojem jedinica).
Dakle, tra�enih predstavǉaǌa ima 4 + 3 + 6 + 1 = 14.

4. Neka je D preseqna taqka simetrale unutraxǌeg ugla kod temena
A i stranice BC. Tada je BD

DC = c
b (osobina simetrale ugla). Iz

kosinusne teoreme primeǌene na trouglove ABD i ADC dobijamo: b2+
l2a − 2bla cos α

2 = DC2 i c2 + l2a − 2cla cos α
2 = BD2, pa ako prvu jednaqinu

pomno�imo sa c2, a drugu sa b2 i oduzmemo ih dobijamo: l2a(c2 − b2) =
2bcla cos α

2 (c − b). Ako je c 6= b, dobijamo 1
b + 1

c = 2 cos α
2

la
, pa po uslovima

zadatka sledi cos α
2 = 1

2 , a poxto je α ugao trougla, sledi α = 120◦.
Ako je b = c, iz poqetnog uslova dobijamo b = c = 2la, pa je cos α

2 = 1
2 ,

te je α
2 = 60◦, odnosno α = 120◦ i u ovom sluqaju.

5. Za svaki tangentni mnogougao obima O, povrxine P i polupreq-
nika upisanog kruga r va�i 2P = r · O.Neka su P,O, r i Pi, Oi, ri, 1 ≤
i ≤ n, povrxine, obimi i polupreqnici upisanih krugova polaznog
mnogougla, odnosno datih trouglova. Tada va�i Oi < O, pa je :

r1 + · · ·+rn =
2P1

O1
+ · · ·+ 2Pn

On
>

2P1

O
+ · · ·+ 2Pn

O
= 2

P1 + · · ·+ Pn

O
=

2P

O
= r.

Qetvrti razred – A kategorija

1. Bez umaǌeǌa opxtosti mo�emo pretpostaviti da je a ≥ b ≥ c.U tom
sluqaju je a + b− c > 0 i a + c− b > 0. Ako je b + c− a ≤ 0, va�i stroga
nejednakost. Inaqe, dati izrazi su pozitivni, pa je (po nejednakosti
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izme�u aritmetiqke i geometrijske sredine) :

(a + b− c)(b + c− a)(c + a− b) =
√

(a + b− c)(b + c− a) ·
√

(c + a− b)(a + b− c) ·
√

(c + a− b)(b + c− a) ≤

≤ a + b− c + b + c− a

2
· c + a− b + a + b− c

2
· c + a− b + b + c− a

2
= abc,

xto je trebalo dokazati.

2. Polazna jednaqina je ekvivalentna sa jednaqinom x(x + 1) = (y2 +
1)(y2 + y). Za y = 0 dobijamo x = 0. Za y = 1, jednaqina x(x + 1) = 4
nema cele korene. Za y = 2, jednaqina x(x + 1) = 5 · 6 ima pozitivan

koren x = 5. Za y ≥ 3 va�e nejednakosti: (y2 +
y

2
− 1

2
)(y2 +

y

2
+

1
2
) <

(y2 + 1)(y2 + y) < (y2 +
y

2
)(y2 +

y

2
+ 1), pa iz (y2 +

y

2
− 1

2
)(y2 +

y

2
+

1
2
) <

x(x + 1) < (y2 +
y

2
)(y2 +

y

2
+ 1), sledi y2 +

y

2
− 1

2
< x < y2 +

y

2
. Kako

je, od brojeva y2 +
y

2
− 1

2
i y2 +

y

2
, jedan prirodan, a drugi oblika

(prirodan–1
2), posledǌa jednaqina nema rexeǌa u skupu nenegativnih

celih brojeva. Dakle, jedina rexeǌa su (0, 0) i (5, 2).

3. Funkcija f(x) = x3 − 12x raste na intervalima (−∞,−2) i (2, +∞),
opada na intervalu (−2, 2), ima lokalni maksimum za x = −2, f(−2) = 16
i lokalni minimum za x = 2, f(2) = −16. Ako je a ≤ b ≤ −2, tada je
f(a) − f(b) ≤ 0. Ako je 2 ≤ a ≤ b, tada je f(a) − f(b) ≤ 0. Ako je,
a ≤ 2 i b ≥ −2, tada je f(a) ≤ f(−2) i f(b) ≥ f(2). Dakle, najve�a
razlika f(a) − f(b), za a ≤ b se posti�e za a = −2 i b = 2. Sledi
f(a) − f(b) ≤ f(−2) − f(2) = 16 − (−16) = 32, odakle sledi tvr�eǌe
zadatka.

4. Neka su D i E taqke na stranici BC, takve da je ]BAD = ]DAE =
]EAC. Neka je EC = x i AE = y. Iz sliqnosti trouglova AEC

i BAC, dobijamo: c
y = a

b = b
x , odnosno x = b2

a , y = bc
a . Trougalovi

ADC i ADB su jednakokraki, pa je DB = a − b i AD = DB, odnosno
AD = a−b,DE = b−x. Iz sliqnosti trouglova BAE i ADE, dobijamo
AB
AD = EB

AE , odnosno c
a−b = a−x

y , odakle, ubacivaǌem vrednosti za x i y,
i sre�ivaǌem, dobijamo tra�eni identitet.
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5. Videti rexeǌe 5. zadatka za tre�i razred A kategorije.

Prvi razred – B kategorija

1. Kako je (n − 2)3 + n3 + (n + 2)3 = 3n(n2 + 8), zakǉuqujemo da je dati
izraz paran akko je n parno, a deǉiv sa 9 uvek ( ako n nije deǉivo sa
3, tada n2 daje ostatak 1 pri deǉeǌu sa 3). Sledi, dati izraz nije
deǉiv sa 18 akko je n neparno.

2. Videti rexeǌe 2. zadatka za prvi razred A kategorije.

3. Iz taqke (12, 32), primeǌuju�i prvi korak, dolazimo u taqku (32, 12),
a ako zatim dva puta primenimo drugi korak, dolazimo u taqku (8, 12).
U taqku (7, 12) ne mo�emo do�i, jer se primenom sve tri operacije quva
najve�i zajedniqki delilac, tj. NZD(m,n) = NZD(n,m) = NZD(m −
n, n) = NZD(m + n, n).

4. Oznaqimo sa A skup Plankova, sa O skup Plonkova, a sa I skup
Plinkova. Prvi iskaz govori da su skupovi I\(A ∪ O) i (O ∩ I)\A
prazni, pa u tom sluqaju drugi iskaz znaqi da je skup A∩O∩I neprazan.
Znaqi, prvo tvr�eǌe je taqno, tre�e nije taqno, a drugo mo�e biti i
taqno i netaqno, u zavisnosti od toga da li je skup (A∩ I)\O neprazan
ili prazan.

5. Videti rexeǌe 5. zadatka za prvi razred A kategorije.

Drugi razred – B kategorija

1. Videti rexeǌe 1. zadatka za drugi razred A kategorije.

2. Ako uvedemo smenu y = x− 7
2 , dobijamo jednaqinu 112y4−24y2−1 = 0,

odakle je y2 = 1
4 ili y2 = − 1

28 , odnosno y ∈ { 1
2 ,− 1

2 , i
√

1
28 ,−i

√
1
28}, tj.

x ∈ {3, 4, 7
2 + i

√
1
28 , 7

2 − i
√

1
28}.

3. Kako je 1 = a2 +b2 +c2 = ( 1
2a2 +b2)+( 1

2a2 +c2), na osnovu nejednakosti
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aritmetiqke i geometrijske sredine, dobijamo :

1 ≥ 2

√
1
2
a2b2 + 2

√
1
2
a2c2 =

√
2ab +

√
2ac,

(
√

a2 = a za a ≥ 0), odakle je a(b + c) ≤
√

2
2 . Jednakost va�i akko

a =
√

2
2 , b = c = 1

2 .

4. Videti rexeǌe 4. zadatka za drugi razred A kategorije.

5. Kako je z =
(

3+i
2−i · 2+i

2+i

)n

= (1+i)n, to je z2 = (2i)n, pa je broj z realan

akko je z2 ≥ 0, a to je taqno akko je broj n deǉiv sa 4.

Tre�i razred – B kategorija

1. Ako je a = b, dati paralelogram je romb, pa je tra�ena povrxina
jednaka 0, jer tada simetrale uglova DAC i BCD sadr�e dijagonalu
AC, a ostale dve simetrale sadr�e dijagonalu BD, pa se sve qetiri
simetrale seku u jednoj taqki. Pretpostavimo da je a > b i neka
je α = ]BAD. Neka je M preseqna taqka simetrala iz A i D, N
preseqna taqka simetrala iz D i C, P preseqna taqka simetrala iz
B i C, a Q preseqna taqka simetrala iz A i B. Qetvorougao MNPQ
je pravougaonik, jer je zbir uglova koji nale�u na jednu stranicu
paralelograma 180◦, pa se ǌihove simetrale seku pod uglom od 90◦.
Dakle, tra�ena povrxina je: S = MN ·MQ = (DN −DM)(AQ−AM) =
(a sin α

2 − b sin α
2 )(a cos α

2 − b cos α
2 ) = (a− b)2 sin α

2 cos α
2 .

2. Data jednaqina je definisana za x > 0. Tada
4log10 x = 4log4 x·log10 4 = xlog10 4, pa je 4log10 x = 16, odnosno log10 x = 2, tj.
x = 100.

3. Neka su O1, O2 i O3 centri datih lopti. Qetvorougao O1O2A1A2

je pravougli trapez sa visinom A1A2, du�im krakom O1O2 = r1 + r2

i osnovicama r1 i r2, pa iz Pitagorine teoreme dobijamo (r1 + r2)2 =
(A1A2)2 + (r2 − r1)2, tj. r1r2 = 4. Sliqno dobijamo da je r1r3 = 9 i
r2r3 = 16. Mno�eǌem ove tri jednakosti dobijamo r1r2r3 = 24, odnosno
r1 = 3

2 , r2 = 8
3 i r3 = 6.
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4. Neka su α i β diedarski uglovi ivica AB i BC piramide. Kako
je CS⊥ASB i AS⊥BSC, to je P (ASB) = P (ABC) cos α i P (BSC) =

P (ABC) cos β, pa je
cos α

cosβ
=

P (ASB)
P (BSC)

=
P (AOB) cos β

P (BOC) cos α
= 4

cos β

cosα
, odakle je

(
cosα

cos β

)2

= 4, tj.
cos α

cosβ
= 2, odnosno

P (ASB)
P (BSC)

= 2.

5. Ako je mala kazaǉka prexla ugao α, velika je za isto vreme prexla
ugao 360◦ + α. Poxto se velika kazaǉka kre�e 12 puta br�e, bi�e
360◦ + α = 12α, tj. α = 360◦

11 = 30◦ + 30◦
11 . Poxto mala kazaǉka za jedan

sat pre�e 30◦, do preklapaǌa kazaǉki prolazi 12
11 sata, tj. preklopi�e

se za jedan sat i 5 5
11 minuta.

Qetvrti razred – B kategorija

1. Kako je |z| =
√

x2 + y2, gde je z = x + iy, iz date jednaqine dobijamo√
(x− 1)2 + y2 = 2

√
(x + 1)2 + y2, odnosno, posle sre�ivaǌa, (x + 5

3 )2 +
y2 = ( 4

3 )2. Dakle, to je krug sa centrom u taqki (− 5
3 , 0) i polupreqnikom

4
3 .

2. Neka je 7p + 1 = n2, n ∈ N. Sledi: 7p = (n − 1)(n + 1), pa kako su
svi prirodni delioci broja 7p brojevi 1, 7, p i 7p, to je n− 1 = 1 ili
n− 1 = 7 ili n + 1 = 1 ili n + 1 = 7. Sledi n ∈ {2, 8, 6, 0}, pa proverom
dobijamo da je jedino rexeǌe n = 6, odnosno p = 5.

3. Ako prvu jednaqinu pomno�imo sa 2, a drugu sa −1 i saberemo ih,
dobijamo:
(y + 1)(2x2(1− y) + y2 − 3y + 3) = 0. Za y = −1 dobijamo x = 1. Za y ≤ 1,
izraz u zagradi je strogo ve�i od 0, a za y ≥ 1, prva jednaqina datog
sistema nema rexeǌa. Dakle, jedino rexeǌe datog sistema je (1,−1).

4. Doka�imo dato tvr�eǌe matematiqkom indukcijom. Kako je

(a1a2)2 − (a1a0)2

4d
= a2

1

(a2 − a0)(a2 + a0)
4d

= a2
1

2d · 2a1

4d
= a3

1,

to je tvr�eǌe taqno za n = 1 (baza indukcije). Pretpostavimo da je
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tvr�eǌe taqno za n. Tada je a3
1 + · · · + a3

n+1 =
(anan+1)2 − (a1a0)2

4d
+

a3
n+1 =

(anan+1)2 − (a1a0)2 + 4da3
n+1

4d
=

a2
n+1(a

2
n + 4d(an + d))− (a1a0)2

4d
=

=
a2

n+1(an + 2d)2 − (a1a0)2

4d
=

(an+1an+2)2 − (a1a0)2

4d
, xto je tra�eno tvr-

�eǌe za n + 1.

5. Videti rexeǌe 5. zadatka za tre�i razred B kategorije.

REXEǋA ZADATAKA OKRU�NOG TAKMIQEǋA IZ
MATEMATIKE

Prvi razred – A kategorija

1. Kako je 23 ≡ 1(mod 7) imamo slede�e mogu�nosti :
ako je k ≡ 0(mod 3), onda 2k−1 ≡ 2, pa 22k−1+2k+1 ≡ 22+20+1 ≡ 6(mod 7);
ako je k ≡ 1(mod 3), onda 2k−1 ≡ 1, pa 22k−1+2k+1 ≡ 21+21+1 ≡ 5(mod 7);
ako je k ≡ 2(mod 3), onda 2k−1 ≡ 0, pa 22k−1+2k+1 ≡ 20+22+1 ≡ 6(mod 7).
Odavde sledi tvr�eǌe zadatka.

2. Sre�ivaǌem dobijamo (2m − n)2 + (n − 3)2 = 9, odakle dobijamo
(2m − n, n − 3) ∈ {(0,−3), (0, 3), (3, 0), (−3, 0)} xto daje rexeǌa (m,n) ∈
{(0, 0), (0, 3), (3, 3), (3, 6)}.

3. Neka je n ≥ 2 proizvoǉan prirodan broj , a1 ≥ 3 proizvoǉan neparan
broj, a a2, a3, ..., an−1 proizvoǉni parni brojevi, takvi da a1 < a2 <
· · · < an−1. Tada je a2

1 +a2
2 + · · ·+a2

n−1 = 2k +1, za neki prirodan broj k.
Ako izaberemo an = k, zbir kvadrata svih n brojeva je k2+2k+1 = (k+
1)2. Pored toga, (an−1−1)2 ≥ (3−1)2 > 2, pa je i

∑n−2
i=1 a2

i +(an−1−1)2 > 2.

Ova nejednakost je ekvivalentna sa an = k = 1
2

(∑n−1
i=1 a2

i − 1
)

> an−1, pa
su svi brojevi a1, a2, . . . , an me�usobno razliqiti.
Zadatak mo�emo rexiti i primenom matematiqke indukcije. Za n = 2,
32 + 42 = 52. Pretpostavimo da postoje a1 < a2 < · · · < an, takvi da je
a2
1 + a2

2 + · · · + a2
n = k2. Tada je (5k)2 = (5a1)2 + (5a2)2 + · · · + (5an)2 =

(3a1)2 + (4a1)2 + (5a2)2 + · · ·+ (5an)2 i va�i 3a1 < 4a1 < 5a2 < · · · < 5an.

4. Neka je A1 sredixte stranice BC, a T0 taqka simetriqna te�ixtu
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T trougla ABC. Du�ine stranica trougla TT0C su 2
3 ta, 2

3 tb i 2
3 tc, a

ǌegova povrxina P
3 , jer je P (TT0C) = P (TA1C)+P (A1T0C), a povrxine

trouglova TA1C i A1T0C su P
6 , poxto je A1C = BC

2 ,a odgovaraju�a
visina tri puta kra�a od visine koja odgovara stranici BC trougla
ABC (jer te�ixte deli te�ixnu du� u odnosu 2:1). Kako je povrxina
trougla maǌa ili jednaka od poluproizvoda prizvoǉne dve ǌegove
stranice, iz trougla TT0C dobijamo P

3 ≤ 1
2 · 23 ta · 23 tb, odnosno P ≤ 2

3 ta ·tb,
xto je tvr�eǌe zadatka. Jednakost va�i akko su u datom trouglu
te�ixne du�i koje odgovaraju stranicama BC i CA normalne, odnosno
akko za stranice datog trougla va�i a2 + b2 = 5c2.

5. Analiza: neka su A1 i B1 sredixta stranica BC i CA, redom.
Oznaqimo datu pravu sa p. Neka je D podno�je normale iz A na BC,
a D1 podno�je normale iz B1 na BC. Va�i p‖B1D1, ]A1D1B1 = π

2 i
B1D1 je sredǌa linija trougla CDA.
Konstrukcija: U preseku kru�nice sa preqnikom A1B1 i prave par-
alelnom sa p koja sadr�i B1 dobijamo taqku D1. U preseku pravih p i
A1D1 dobijamo taqku D. Taqka A se nalazi na pravoj p u istoj polu-
ravni odre�enoj pravom A1D1 kao i taqka B1 i AD = 2B1D1. Taqku C
dobijamo u preseku pravih AB1 i A1D1. Taqka B je taqka na pravoj
A1D1 za koju va�i A1C = A1B razliqita od taqke C.
Dokaz: Iz konstrukcije sledi da visina AD le�i na pravoj p i da je
A1 sredixte du�i BC. Po konstrukciji, trouglovi CDA i CA1B1 su
sliqni, sa koeficijentom sliqnosti 2, pa je B1 sredixte du�i CA.
Diskusija: Nema rexeǌa ako je p⊥A1B1 (inaqe bi prava p bila nor-
malna i na BC i na AB) i ako prava p sadr�i taqke A1 i B1 (inaqe
je AB⊥BC, pa p sadr�i A1, B1, A i B). U ostalim sluqajevima sve
konstrukcije su mogu�e i jednoznaqne, pa postoji jedno rexeǌe.

Drugi razred – A kategorija

1. Veliqine pod korenom moraju biti nenegativne, pa je
x ∈ [−3, 1−√109

6 ] ∪ [ 1+
√

109
6 , +∞). Neka je u =

√
x2 + x + 1, v =

√
x + 3,

w =
√

6x2 − 2x− 18. Iz polazne jednaqine dobijamo sistem u + 2v =
w, 6u2 − 8v2 = w2, tj. posle eliminacije w, 5u2 − 4uv − 12v2 = 0. Kako
x = −3 nije rexeǌe, sledi v 6= 0, pa dobijamo 5

(
u
v

)2 − 4
(

u
v

) − 12 = 0,
odnosno u

v = 2 ili u
v = − 6

5 . Druga mogu�nost otpada, jer su u, v ≥ 0,
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pa je

√
x2 + x + 1√

x + 3
= 2, odnosno x2 − 3x− 11 = 0, tj. x =

3±√53
2

, xto su

i rexeǌa, jer pripadaju oblasti definisanosti korena.

2. Neka je xij ∈ {−1, 1} broj koji se nalazi u preseku i-te vrste i j-
te kolone tablice. Da bi proizvod brojeva u svakoj od prvih m − 1
vrsta bio jednak 1 potrebno je i dovoǉno da bude xin =

∏n−1
j=1 xij (za

i = 1, 2, . . . , m − 1). Da bi proizvod brojeva u svakoj od prvih n − 1
kolona bio jednak −1 potrebno je i dovoǉno da bude xmj = −∏m−1

i=1 xij

(za j = 1, 2, . . . , n − 1). Da bi proizvod brojeva u m-toj vrsti bio jed-

nak 1 potrebno je i dovoǉno da bude xmn =
n−1∏

j=1

xmj =
n−1∏

j=1

(
−

m−1∏

i=1

xij

)
=

(−1)n−1
n−1∏

j=1

m−1∏

i=1

xij. Da bi proizvod brojeva u n-toj koloni bio jednak

−1 potrebno je i dovoǉno da bude xmn = −
m−1∏

i=1

xin = −
m−1∏

i=1




n−1∏

j=1

xij


 =

−
m−1∏

i=1

n−1∏

j=1

xij. To je mogu�e samo ako je (−1)n−1 = −1, tj. ako je n

parno. U tom sluqaju se zadovoǉavaju�e popuǌavaǌe dobija tako xto
se prvo popune poǉa koja le�e na presecima prvih m−1 vrsta i prvih
n−1 kolona na proizvoǉan naqin, a zatim se poǉa koja le�e u posled-
ǌoj vrsti i posledǌoj koloni na jednoznaqan naqin popuǌavaju ko-
ri7�eǌem prethodnih formula. Zato se tablica mo�e popuniti na
0 naqina ukoliko je n neparno i na 2(m−1)(n−1) naqina ukoliko je n
parno.

3. Kru�ni iseqak qiji je ugao 60◦ ima dijametar 1 (dokazati). Du�ina
1 se dosti�e za najudaǉenije taqke na luku i za centar iseqka i
proizvoǉnu taqku na luku. Krug mo�emo potpuno prekriti sa 6 ova-
kvih iseqaka. Najvixe jedna taqka le�i u centru kruga, pa od pre-
ostalih 7 mo�emo izabrati dve koje le�e u istom iseqku, a da nisu
najudaǉenije taqke na luku. ǋihovo rastojaǌe je maǌe od 1. Odozgo
vidimo da tvr�eǌe ne mora va�iti za 7 taqaka, ako jednu postavimo u
centar kruga, a ostale u temena pravilnog xestougla upisanog u ovu
kru�nicu.

4. Neka je A − B − C, AB = 2r,AC = 2R, O1 sredixte AB, O2 sre-
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dixte BC, O3 sredixte AC, O centar kru�nice k date u zadatku
i x ǌen polupreqnik. Tada je AO3 = O3C = r + R,O1O3 = AO3 −
AO1 = R, O2O3 = CO3 − CO2 = r,O1O = r + x,O2O = R + x,O3O =
R + r − x. Iz povrxine trougla O1OO3 izra�ene preko Heronovog
obrasca, odnosno preko poluproizvoda stranice i odgovaraju�e vi-

sine dobijamo
√

(R + r)r(R− x)x =
1
2
Rd. Sliqno, iz relacija za povr-

xinu trougla O1OO2 dobijamo
√

(R + r + x)Rrx =
1
2
(R + r)d. Nakon

kvadriraǌa i oduzimaǌa ove dve relacije, dobijamo rx2(2R + r) =
1
4rd2(2R + r), odnosno x = d

2 .

5. Neka su ta, tb, tc te�ixne du�i koje odgovaraju stranicama a, b, c
trougla ABC, redom. Tada je 4t2a = 2c2+2b2−a2, 4t2b = 2c2+2a2−b2, 4t2c =
2a2 + 2b2 − c2, pa ve�oj stranici odgovara maǌa te�ixna du�. Bez
umaǌeǌa opxtosti, mo�emo pretpostaviti da je a ≤ b ≤ c. Tada je
ta

c = tb

b = tc

a = k, pa korix�eǌem gorǌih jednakosti imamo 4k2(a2 + b2 +
c2) = 4(t2a + t2b + t2c) = 3(a2 + b2 + c2), pa kako je a2 + b2 + c2 > 0, sledi
4k2 = 3, odnosno k =

√
3

2 .

Tre�i razred – A kategorija

1. Ako je p ≤ 0 funkcija f(x) = x3 − px + q je strogo rastu�a, pa data
jednaqina ne mo�e imati tri realna rexeǌa. Ovo smo mogli dobiti i
iz Vietovih pravila : x1 +x2 +x3 = 0, x1x2 +x2x3 +x3x1 = −p, x1x2x3 =
−q, gde su x1, x2, x3 koreni date jednaqine, pa je 0 < x2

1 + x2
2 + x2

3 =
(x1 + x2 + x3)2 − 2(x1x2 + x2x3 + x3x1) = 2p, pa je p > 0 ( zbog q 6= 0
nijedan od x1, x2, x3 nije 0 ). Ako je q > 0 imamo x1x2x3 = −q < 0, a
kako je x1+x2+x3 = 0 me�u brojevima x1, x2, x3 su dva pozitivna i jedan
negativan. Neka je x1 = r > 0, x2 = s > 0, r ≤ s. Tada je x3 = −(r + s),
pa je p = −rs + r(r + s) + s(r + s) = r2 + rs + s2 ≥ 3r2, tj. r ≤ √

p
3 . Tako�e

q = −rs·(−(r+s)) = rs(r+s) ≥ 2r3, tj. r ≤ 3
√

q
2 . Sledi r ≤ min

(√
p
3 , 3

√
q
2

)
,

odakle sledi i tvr�eǌe zadatka.

2. Zbog definisanosti korena mora biti xi ∈ [−1, 1] za i = 1, . . . , 100.

Neka je −→ai = (
√

1 + xi,
√

1− xi),
−→
b =

(
100

√
1 + 1

100 , 100
√

1− 1
100

)
. Sistem

se svodi na
∑100

i=1
−→ai =

−→
b . Kako je |−→b | =
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√(
100

√
1 + 1

100

)2

+
(
100

√
1− 1

100

)2

= 100
√

2 i |−→ai | =
=

√
(
√

1 + xi)2 + (
√

1− xi)2 =
√

2, za i = 1, . . . , 100, dobijamo |∑100
i=1

−→ai | =∑100
i=1 |−→ai |, pa va�i jednakost u nejednakosti trougla za vektore −→a1, . . . ,

−−→a100, tj. oni su istosmerni ( istog smera kao i vektor
−→
b ). Ako je

k(
√

1 + x,
√

1− x) = (
√

1 + y,
√

1− y), k ≥ 0, dobijamo k2(1 + x) = 1 +
y, k2(1−x) = 1−y, odnosno k = 1, pa su ovi vektori istosmerni akko su
jednaki (vektoru 1

100

−→
b ). Sledi, jednakost va�i akko je −→a1 = · · · = −−→a100,

odnosno akko je x1 = · · · = x100 = 1
100 , pa je ovo jedino rexeǌe sistema

iz zadatka.

3. Pretpostavimo da qetvorougao ABCD zadovoǉava tra�ene uslove i
da je AC = 2BD. Tada je

−→
AC ·−−→BD = AC ·BD cos 45◦ = BD2 ·√2. Me�utim,

ova jednakost je nemogu�a, jer su
−→
AC ·−−→BD = (xc−xa, yc−ya) ·(xd−xb, yd−

yb) = (xc − xa)(xd − xb) + (yc − ya)(yd − yb) i BD2 = (xd − xb)2 + (yd − yb)2

celi brojevi, BD2 6= 0, pa bi dobili da je
√

2 racionalan broj.

4. Neka je O centar datog kruga, 0 ≤ α ≤ π
2 ugao izme�u OP i

tetive du�ine t1(α), du�ina druge tetive t2(α), S1 i S2 sredixta
ovih tetiva,a S(α) = t1(α) + t2(α). Tada je t1(α)

2 =
√

R2 −OS2
1 , t2(α)

2 =√
R2 −OS2

2 , a kako je OS1 = d sin α, OS2 = d cosα, dobijamo S(α) =

= 2
(√

R2 − d2 cos2 α +
√

R2 − d2 sin2 α
)
, tj.

(S(α))2 = 4

(
2R2 − d2 + 2

√
R4 −R2d2 +

d4

4
sin2 2α

)
.

Ovaj izraz je najmaǌi kad je sin 2α = 0, tj. kad je α ∈ {0, π
2 }, odnosno

kad jedna od tetiva prolazi kroz centar kruga i tada zbir tetiva
iznosi S(α) = 2(

√
R2 − d2 + R). Ovaj izraz je najve�i kad je sin 2α = 1,

tj. kad je α = π
4 , odnosno kad tetive grade ugao π

4 sa OP i tada zbir

tetiva iznosi S(α) = 4
√

R2 − d2

2 .

5. Doka�imo indukcijom da je aa..
.a

}
n puta

< 2003. Za n = 1 ovo je

taqno, jer je a = –2003
√

2003 < 2003. Pretpostavimo da je tvr�eǌe taqno
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za neko prirodno n. Neka je b = aa..
.a

}
n puta

. Tada je b < 2003, pa je

aa..
.a

}
n + 1 puta = ab < a2003 = 2003. Za n = 2003 dobijamo tvr�eǌe

zadatka.

Qetvrti razred – A kategorija

1. Sistem je ekvivalentan sistemu u kome je druga jednaqina po-
mno�ena sa 4, tj. x4 + 6x2y2 + y4 = 5, 4x3y + 4xy3 = 4, pa i sistemu
koji se sastoji od zbira ove dve jednaqine i razlike ove dve jedna-
qine, tj. (x + y)4 = 9, (x − y)4 = 1. Iz ovih jednaqina dobijamo

x =
α · √3 + β

2
, y =

α · √3− β

2
, gde su α, β ∈ {1,−1, i,−i}, tj. 16 rex-

eǌa. Potrebno je jox videti da su ovo razliqita rexeǌa. Me�utim,

ako bi bilo
α1 ·

√
3 + β1

2
=

α2 ·
√

3 + β2

2
imali bi (α1−α2)

√
3 = (β2−β1),

pa ako je α1 = α2 imamo β1 = β2, tj. isto rexeǌe, a inaqe
√

3 mo�emo
prectaviti u obliku r + is, gde su r, s ∈ Q, xto je nemogu�e, jer je

√
3

realan i iracionalan broj.

2. Kako je
(
1 + 1

2n

)n−(
1− 1

2n

)n−1 =
(
1 + n · 1

2n +
(
n
2

)
1

(2n)2 +
(
n
3

)
1

(2n)3 + . . .
)
−(

1− n · 1
2n +

(
n
2

)
1

(2n)2−
(
n
3

)
1

(2n)3 + . . .
)
− 1 = 2

((
n
3

)
1

(2n)3

(
n
5

)
1

(2n)5 + . . .
)

> 0.
Mno�eǌem sa (2n)n dobija se tra�ena nejednakost. Jednakost va�i
akko n = 1 ili n = 2.

3. Neka je bn = kan − an−2 za n ≥ 3 i neka je (bn+2, bn+3) = d. Tada
je bn+2 − bn+1 = bn deǉivo sa d, pa je i bn+1 − bn = bn−1 deǉivo sa d.
Nastavǉaǌem ovog postupka, dobijamo da su b4 = 3k + 1 i b3 = 2k + 1
deǉivi sa d. Kako je 3b3 − 2b4 = 1, to je (b3, b4) = 1, pa je d = 1.

4. Za cele brojeve m i n i polinom sa celobrojnim koeficijentima P
va�i (m − n) | (P (m) − P (n)). Neka je l ∈ Z celobrojna nula polinoma
P . Tada postoje k, r ∈ Z, takvi da je l = kn + r, pa : n | kn | (r − l) |
(P (r)− P (l)) = P (r), xto je nemogu�e, jer je 0 < |P (r)| < n.
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5. Neka je S vrh piramide, ABCD ǌegova osnova i E podno�je normale
iz S na ABCD. Trougao SEA je pravougli, a hipotenuza mu je AS = 1.
Neka je ]SAE = α, 0 < α < π

2 . Tada je SE = sinα visina piramide, a
2AE = 2 cos α dijagonala kvadrata u osnovi, pa je zapremina piramide

V (α) =
1
3

(2AE)2

2
SE =

2
3

sin α cos2 α. Tada je V ′(α) =
2
3

cos α(cos2 α −
2 sin2 α) =

2
3

cosα(1 − 3 sin2 α), pa je V ′(α) > 0, za 0 < sin α < 1√
3
, a

V ′(α) < 0 za 1√
3

< sin α < 1 ( α je oxtar ugao ) , tj. maksimum se

dosti�e za sin α = 1√
3
i iznosi V = 4

27

√
3.

Prvi razred – B kategorija

1. Sre�ivaǌem dobijamo 8n3 − 12n2 + 6n + 63 = (8n3 − 12n2 + 6n −
1) + (63 + 1) = (2n − 1)3 + 43 = (2n + 3)((2n − 1)2 − 4(2n − 1) + 16) =
(2n + 3)((2n− 1)2− 4(2n− 1) + 4 + 12) = (2n + 3)((2n− 3)2 + 12), pa je dati
broj proizvod dva prirodna broja ve�a od 1, tj. slo�en je.

2. Iz AB − CD = AD − BC i AB + CD = AD + BC ( qetvorougao je
tangentni ), dobija se AB = AD i BC = CD, pa su trouglovi ABC
i ADC podudarni ( podudarne su im sve tri stranice ). Tada je
]ABC = ]ADC = 1

2 (]ABC +]ADC) = 90◦ ( jer je qetvorougao tetivni
), pa je AC preqnik kruga.

3. Neka je 3n−m = k · p, 5n + 2m = k · s, (p, s) = 1, k > 1 za prirodne p, s

i k. Odavde se dobija n =
k(2p + s)

11
i m =

k(3s− 5p)
11

. Kako su m i n

uzajamno prosti, to je k = 11.

4. Kako dato tvr�eǌe va�i za svako x ∈ R, va�i i za x = 0 i x =

1. Za x = 0 dobijamo f(0) − (f(0))2 ≥ 1
4
, odnosno

(
f(0)− 1

2

)2

≤ 0,

odakle je f(0) = 1
2 . Za x = 1 dobijamo f(1) − (f(1))2 ≥ 1

4
, odnosno

(
f(1)− 1

2

)2

≤ 0, odakle je f(1) = 1
2 . Sledi f(0) = f(1), tj. data

funkcija nije injektivna.
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5. Svaki par pravih prvog skupa i svaki par pravih drugog skupa
odre�uju taqno jedan paralelogram i obrnuto. Par pravih iz prvog

skupa mo�emo izabrati na
(

13
2

)
naqina, a iz drugog na

(
7
2

)
naqina,

pa tra�enih paralelograma ima
(

13
2

)
·
(

7
2

)
= 1638.

Drugi razred – B kategorija

1. Kako za n + 1 ≤ k ≤ n2 − 1, k ∈ N va�i
1
k

>
1
n2

, dobija se
1
n

+
1

n + 1
+

· · ·+ 1
n2

>
1
n

+
1
n2

+ · · ·+ 1
n2

=
1
n

+
n2 − n

n2
= 1, xto je trebalo dokazati.

2. Dati izrazi su definisani za z 6= 0. Iz |z| = | 1z | sledi |z| = 1, a iz
|z| = |z− 1| sledi |z− 1| = 1. Ako je z = x + iy, iz ovih uslova dobijamo
x2 +y2 = 1 i (x−1)2 +y2 = 1, odnosno x2 = (x−1)2, pa je x = 1

2 , a y =
√

3
2

ili y = −
√

3
2 . Dakle, rexeǌa su 1

2 +
√

3
2 i 1

2 −
√

3
2 .

3. Kako je a 6= 1, jednaqina je kvadratna, pa iz Vietovih pravila
dobijamo : (x1 − b)(x2 − b) = x1x2 − b(x1 + x2) + b2 = 2a−1

a−1 − ba+1
a−1 + b2 =

b2 − b + 2 + 1−2b
a−1 , pa dati izraz ne zavisi od a akko je b = 1

2 .

4. Data jednaqina je definisana za x ≥ 1. Neka je u = 3
√

2− x, v =√
x− 1. Iz v = 1 − u, u3 + v2 = 1, dobija se u(u − 1)(u + 2) = 0, odakle

u ∈ {0, 1,−2}, tj. x ∈ {2, 1, 10}, pa kako su svi dobijeni brojevi ne maǌi
od 1, usvajamo sva tri rexeǌa.

5. Iz jednakosti AD2 = BD · CD dobijamo da je AD = 6 i DE = 3,
a iz pravouglog trougla BED dobijamo BE = 5. Neka je G taqka na
stranici AC takva da je DG‖BF . Poxto je EF sredǌa linija trougla
ADG, iz EF = x sledi DG = 2x. Iz sliqnosti trouglova BFC i DGC
sledi jednakost 5+x

2x = 13
9 , odakle je x = 45

17 , odnosno BF = 130
17 .

Tre�i razred – B kategorija

1. Neka je AB = a,CD = b,BC = x,AD = h,AD⊥AB. Kako je x + h =
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a + b(trapez je tangentan), iz x2−h2 = (a− b)2 se dobija (x−h)(a + b) =
(a− b)2, tj. x = (a−b)2

a+b +h, odakle je h = a+ b−x = 1
2 (a+ b− (a−b)2

a+b ) = 2ab
a+b ,

pa je P = a+b
2 · h = ab.

2. Neka je O centar lopte opisane oko piramide SABCD, R ǌen
polupreqnik, E sredixte pravougaonika ABCD i M sredixte ivice
CS. Trougao SCE je pravougli sa oxtrim uglom β = ]SCE, a taqka O

je jednako udaǉena od taqaka C i S, pa je OM⊥CS i R = OS =
SM

sinβ
=

1
2

CE

cos β sinβ
=

d

2 sin 2β
, jer je ]SOM = ]SCE = β ( uglovi sa normalnim

kracima ).

3. Zbog definisanosti logaritma mora biti x ∈ (−∞, 2 − √5) ∪ (2 +√
5,+∞). Iz log2(x2 − 4x − 1) = n, n ∈ Z, sledi x = 2 ±√5 + 2n. Poxto

je x ∈ Z, dobijamo 5 + 2n = k2, k ∈ Z. Ako je n < 0, va�i 2−n(k2 − 5) = 1,
xto je nemogu�e, jer je 2−n(k2 − 5) = 1 paran broj. Ako je n = 0,
dobijamo k2 = 6, xto je nemogu�e ( k ∈ Z ). Ako je n > 0, broj 5 + 2n je
neparan, pa je k = 2m− 1, za neko m ∈ Z, odakle sre�ivaǌem dobijamo
m(m−1) = 2n−2+1. Za n = 1 broj 2n−2+1 nije ceo, za n > 2 broj 2n−2+1
je neparan, a broj m(m − 1) je paran ceo broj, pa su i ove situacije
nemogu�e. Za n = 2 dobijamo x2 − 4x − 5 = 0, tj. x ∈ {−1, 5}, xto su
jedina rexeǌa ( pripadaju oblasti definisanosti logaritma ).

4. Trigonometrijskim transformacijama dobijamo : sin 20◦ sin 40◦ sin 80◦

= 1
2 (cos 20◦−cos 60◦) sin 80◦ = 1

2 (cos 20◦ sin 80◦−cos 60◦ sin 80◦) = 1
2 ( 1

2 (sin 100◦+
sin 60◦) − 1

2 sin 80◦) = 1
4 ((sin 100◦ − sin 80◦) +

√
3

2 ) =
√

3
8 , xto je trebalo

dokazati.

5. Kako je p ≥ 0, za k > 0 va�i kp ≥ 0, pa je 2003kp ≥ 1 i 1 −
2003kp ≤ 0, odakle je (2003kp)1−2003kp ≤ 1. Sabiraǌem ovih nejednakosti

za k = 1, . . . , 2003, dobijamo (2003p)1− 2003p
+ (20032p)1− 20032p

+ · · · +
(20032003p)1− 20032003p ≤ 2003, xto je i trebalo dokazati. Jednakost
va�i akko p = 0.
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Qetvrti razred – B kategorija

1. Neka je an =
(

1 +
1
2

)(
1 +

1
22

)(
1 +

1
24

)(
1 +

1
28

)
. . .

(
1 +

1
22n

)
. Tada

je
(

1− 1
2

)
an = 1− 1

22n+1 , odakle je an = 2
(

1− 1
22n+1

)
, odnosno lim

n→∞
an =

2.

2. Neka je y =
x2 − 1
x2 − 4

. Tada je y = ±
√

4y − 1
y − 1

, tj. mora biti
4y − 1
y − 1

≥ 0,

odnosno y ∈ (−∞,
1
4
] ∪ (1, +∞), xto je i trebalo dokazati.

3. Izraz
a1 + · · ·+ an

an+1 + · · ·+ a3n
=

2a1 + (n− 1)d
2(2a1 + 2nd + (2n− 1)d)

ne zavisi od n akko

je 2a1 + (n − 1)d = c(2a1 + 2nd + (2n − 1)d), tj. (1 − 4c)dn = (2a1 − d)(c −
1). Posledǌa jednakost je ispuǌena za sve n akko je d(1 − 4c) = 0 i
(2a1 − d)(c − 1) = 0. Ako je d = 0, mora biti a1 6= 0 ( da ne bi imali
deǉeǌe nulom ) i c = 1, tj. to je niz an = a 6= 0 za svako n (za ovakav
niz nemamo deǉeǌe nulom ). Ako je c = 1

4 , bi�e d = 2a1, pa dobijamo
rexeǌa an = (2n − 1)a, a 6= 0 za svako n (opet da ne bi imali deǉeǌe
nulom ). Ovo su sva rexeǌa.

4. Ako su sva tri rexeǌa realna, po Vietovim pravilima imamo
x1x2x3 = 1

a > 0, pa je samo jedno pozitivno, jer po Vietovim pravilima
imamo i x1x2 + x2x3 + x3x1 = 0, tj. ne mogu biti sva tri pozitivna.
Ako je samo jedno rexeǌe realno (npr. x1 ), tada za druga dva va�i
x2 = x3, pa je x1x2x3 = x1|x2|2 = 1

a > 0, tj. opet je x1 > 0.

5. Neka je r polupreqnik osnove, a H visina vaǉka. U preseku vaǉka
i ravni koja sadr�i ǌegovu osu dobijamo pravougaonik stranica H
i 2r, a dijagonale 2

√
3. Tada je V (H) = r2πH = ((

√
3)2 − (H

2 )2)πH, 0 <

H < 2
√

3, pa je V ′(H) = 3π(1 − H2

4 ). Sledi : V ′(H) > 0, za 0 < H < 2
i V ′(H) < 0, za 2 < H < 2

√
3, tj. maksimalnu zapreminu dobijamo ako

upixemo vaǉak visine H = 2.
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REXEǋA ZADATAKA REPUBLIQKOG TAKMIQEǋA IZ
MATEMATIKE

Prvi razred – A kategorija

1. Neka je x = 1 + t, 0 6 t 6 1. Tada je y = 1 − t, a x2y2(x2 + y2) =
(1 + t)2(1− t)2((1 + t)2 + (1− t)2) = (1− t2)2(2 + 2t2) = 2(1− t4)(1− t2) 6 2,
jer je 0 6 1−t2 6 1 i 0 6 1−t4 6 1. Jednakost va�i akko 1−t2 = 1−t4 = 1,
odnosno akko t = 0, tj. akko x = y = 1.

2. Pretpostavimo da se permutacijama cifara broja K = 2k dobio
broj N = 2n, n > k. Tada je N > K, pa poxto N ima najvixe onoliko
cifara koliko ima i K, N i K imaju isti broj cifara, pa je N < 10K.
Daǉe, N − K je deǉiv sa 9, poxto oba broja daju isti ostatak pri
deǉeǌu sa 9 kao i zbir ǌihovih cifara. Sledi 9 | N−K = 2k(2n−k−1),
odnosno 9 | 2n−k − 1 < 2n−k = N

K < 10. To znaqi 2n−k − 1 = 9, xto je
nemogu�e.

3. U datom skupu postoji osoba koja je primila makar 10 pisama
(inaqe bi broj primǉenih pisama bio maǌi od 9 · 20 = 180, a taj broj
mora biti jednak broju poslatih pisama, koji je 10·20 = 200). Ta osoba
je poslala 10 pisama nekim od preostalih 19 osoba, a primila makar
10 pisama od istih 19 osoba. Ako ne bi doxlo do preklapaǌa, pored
uoqene osobe bilo bi jox 10+10 = 20 > 19 osoba. Sledi da je ta osoba
primila pismo od osobe koja joj je i poslala pismo, xto je i trebalo
dokazati.

4. Neka je S centar upisane kru�nice, A1 sredixte stranice BC, a
α, β i γ uglovi kod temena A,B i C trougla ABC. Kako je AM = AN
to je ]AMN = 90◦ − α

2 . Taqke B,S i P su kolinearne, pa dobijamo
]NPS = 180◦−]PBM−]PMB = 180◦−β

2−(90◦+α
2 ) = γ

2 = ]NCS. Sledi
da taqke S, C, P i N pripadaju jednoj kru�nici, pa je ]CPB = ]CPS =
]CNS = 90◦. Dakle PA1 je te�ixna linija pravouglog trougla BCP ,
pa je ]A1PB = ]A1BP = ]ABP , tj. AB‖A1P , xto znaqi da P pripada
sredǌoj liniji trougla ABC. Trougao ABP ima zajedniqku stran-
icu sa trouglom ABC, a odgovaraju�a visina mu je, po prethodno
dokazanom, dva puta maǌa, odakle sledi tvr�eǌe zadatka.

5. Neka je AC1 : C1B = k,BA1 : A1C = l i CB1 : B1A = m. Tada je
3
−−→
TT1 =

−−→
TA1 +

−−→
TB1 +

−−→
TC1 = (

−→
TA +

−−→
AA1) + (

−→
TB +

−−→
BB1) + (

−→
TC +

−−→
CC1) =
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(
−→
TA +

−→
TB +

−→
TC) + (

−−→
AA1 +

−−→
BB1 +

−−→
CC1) =

−→
0 + k

k+1

−−→
AB + l

l+1

−−→
BC + m

m+1

−→
CA =(

k
k+1 − m

m+1

)−−→
AB +

(
l

l+1 − m
m+1

)−−→
BC. Ako je T ≡ T1, iz linearne nezav-

isnosti vektora
−−→
AB i

−−→
BC sledi k

k+1 − m
m+1 = l

l+1 − m
m+1 = 0, odnosno

k = l = m. Obrnuto, ako je k = l = m, sledi
−−→
TT1 =

−→
0 tj. T ≡ T1.

Drugi razred – A kategorija

1. Neka je α zajedniqko rexeǌe datih kvadratnih jednaqina. Sle-
di 0 = α(aα2 + bα + c) − (bα2 + cα + a) = a(α3 − 1), pa poxto je a 6= 0,
dobijamo da je α3 = 1. Ako je α = 1, dobijamo a + b + c = 0, pa iz
identiteta a3 + b3 + c3 = 1

2 (a + b + c)((a − b)2 + (b − c)2 + (c − a)2) sledi
da je a3 + b3 + c3 = 3abc. Ako je α kompleksan koren jednaqine α3 = 1,
onda je i α zajedniqko rexeǌe datih kvadratnih jednaqina, pa su ove
jednaqine ekvivalentne. Odavde je a : b = b : c = c : a, pa je a = b = c,
odakle i a3 + b3 + c3 = 3abc. Obrnuto, ako je a3 + b3 + c3 = 3abc na osnovu
gorǌeg identiteta dobijamo da je a = b = c ili a + b + c = 0. U prvom
sluqaju date jednaqine su identiqne, a u drugom zajedniqko rexeǌe
im je 1. Ovim je dokazano tvr�eǌe zadatka.

2. Pretpostavimo suprotno, tj. da postoje t1, t2 ∈ T sa t1t2 = u ∈ U i
u1, u2 ∈ U sa u1u2 = t ∈ T . Tada je t1t2u1u2 = uu1u2 ∈ U i t1t2u1u2 =
t1t2t ∈ T xto je kontradikcija.

3. Po nejednakosti izme�u aritmetiqke i geometrijske sredine, imamo:
(a + 3b)(b + 4c)(c + 2a) = (a + b + b + b)(b + c + c + c + c)(c + a + a) >
4 · (ab3)

1
4 · 5 · (bc4)

1
5 · (ca2)

1
3 = 60 · a 11

12 · b 19
20 · c 17

15 . Kako je a 6 b 6 c, daǉe je
60 · a 11

12 · b 19
20 · c 17

15 > 60 · a 11
12 · b 13

12 · c > 60abc. U prvoj nejednakosti jednakost
va�i akko a = b = c, u drugoj akko b = c, a u tre�oj akko a = b. Dakle,
jednakost va�i akko a = b = c.

4. Mogu�e je. Neka su temena datog trougla A,B i C0, K i L taqke
na AB, takve da je AK = KL = LB = 1, k i l prave koje sadr�e K i
L redom, normalne na AB, a C1 presek prave l i BC0. Neka je Cn niz
taqaka definisan sa {C2n} = k ∩ AC2n−1, {C2n+1} = l ∩ BC2n, za n > 1.
Trouglovi AC2nC2n+1 za 0 6 n 6 1000, BC2n−1C2n za 1 6 n 6 1001 i
ABC2002 daju tra�eno razbijaǌe(za i > 0 CiCi+1 > KL = 1, AC2i >
AK = 1, BC2i+1 > BL = 1, AC2i+1 > AL = 2, BC2i > BK = 2).

5. Kako je Z sredixte du�i PX, iz pravila paralelograma zakǉuqu-
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jemo da je 4XZ2 + 4OZ2 = 2OX2 + 2OP 2. Pri uslovima zadatka, va�i
OX = OQ + QX, QX2 = XZ · XP = 2XZ2 i OP = OQ. Dobijamo:
2XZ2 +2OZ2 = OQ2 +2OQ ·QX +QX2 +OP 2 = 2OQ2 +2OQ ·QX +2XZ2⇒
OZ2 = OQ · (OQ+QX) = OQ ·OX ⇒ ∆OQZ ∼ ∆OZX ⇒ ]OZQ ∼= ]OXZ,
me�utim, i ]OZQ ∼= ]OQY (ugao izme�u tangente i tetive kruga)
⇒ ]OQY ∼= ]OXZ ⇒ Y Q‖PX.

Tre�i razred – A kategorija

1. Pretpostavimo da postoji niz an, n > 1 sa datim svojstvom. Tada je
niz bn = 1

an
, na osnovu uslova zadatka, aritmetiqka progresija, pa za

neko d 6= 0 va�i bn = b1 +(n−1)d, za svako prirodno n, pa je za dovoǉno
veliko n, bn ili ve�i od 1 ili maǌi od 0. Sa druge strane, kako su
brojevi an prirodni, mora biti 0 < bn 6 1, xto je kontradikcija.
Konaqan niz ovakvih brojeva postoji. U sluqaju 2003 broja mo�emo
uzeti npr. an = 2003!

n , za 1 6 n 6 2003. Lako se proverava da ovaj niz
zadovoǉava uslove zadatka.

2. Neka je q prost delilac broja 2p − 1 (tj. 2p ≡ 1( mod q)) i neka je
d najmaǌi prirodan broj, takav da je 2d ≡ 1( mod q). Tada d | p, pa je
d = 1 ili d = p. Zbog 2d ≡ 1( mod q), mora biti d = p. Iz 2q−1 ≡ 1(
mod q) sledi p = d | q−1. Kako je q neparan, q−1 je deǉivo i sa 2. Sledi
da je q = 2kp+1, za neko prirodno k. Kako je proizvod nekoliko brojeva
oblika 2kp + 1, k ∈ N broj istog oblika, a svaki delilac prirodnog
broja proizvod ǌegovih prostih delilaca, dobijamo tvr�eǌe zadatka.

3. Neka je γ ugao trougla kod temena C, R polupreqnik opisane kru�-
nice, a a, b i c stranice BC, CA i AB, redom, trougla ABC. Tada
je CC2

1 = 2a2+2b2−c2

4 ,OC1 = R cos γ i c = 2R sin γ. Ako je OT normalno

na CC1, poxto T deli CC1 u odnosu 2 : 1, dobijamo R2 = OT 2 + 4CC2
1

9

i R2 cos2 γ = OT 2 + CC2
1

9 , odakle oduzimaǌem R2 sin2 γ = CC2
1

3 , odnosno
c2

4 = 1
3 · 2a2+2b2−c2

4 , tj. 2c2 = a2 +b2. Obrnuto, neka je X projekcija taqke
O na CC1 i C1X : CC1 = k. Tada je R2 = OX2 + (1− k)2CC2

1 , R2 cos2 γ =
OX2 + k2CC2

1 , odakle oduzimaǌem c2

4 = R2 sin2 γ = (1 − 2k) 2(a2+b2)−c2

4 =
(1− 2k) 3c2

4 , tj. k = 1
3 , odnosno X ≡ T .

4. Za n = 3 tvr�eǌe je ustvari nejednakost izme�u aritmetiqke i ge-
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ometrijske sredine. Za n > 3, zbog datog poretka, va�i a1a2 > akak+1,
za 1 6 k 6 n−2, pa je a1a2a3+a2a3a4+ . . .+an−2an−1an 6 a1a2a3+a1a2a4+

. . . + a1a2an = a1a2(a3 + a4 + . . . + an) 6
(

a1 + a2 + . . . + an

3

)3

. Jednakost

na prvom mestu va�i akko a1 = a2 = ak = ak+1 ili ak+2 = 0, a na drugom
akko a1 = a2 = a3 + . . . + an, tj. akko a1 = a2 = a3 i a4 = . . . = an = 0.

5. Uoqimo oznaqena poǉa na slede�oj slici.

• • •
· · ·

• • •

...
...

Svaka figura zauzima taqno jedno oznaqeno poǉe. Kako je broj oz-
naqenih poǉa jednak

[
2003

2

]·[ 2003
2

]
= 1002001, na tablu se mo�e postaviti

najvixe 1002001 figure. Na tablu je mogu�e postaviti 1002001 figura,
na primer, kao na slede�oj slici.

· · ·

...

· · ·

Qetvrti razred – A kategorija

1. Oznaqimo dimenzije paralelepipeda sa a, b i c. Tada je abc =
V, 2(ab + bc + ca) = 18, a + b + c = 6. Zadatak se svodi na: za koje
V > 0 ovaj sistem jednaqina ima rexeǌa koja zadovoǉavaju a > 0, b >
0, c > 0. Prema Vietovim formulama, a, b i c, su rexeǌa jednaqine
f(x) = x3−6x2+9x−V = 0. Treba odrediti kada ovaj polinom ima 3 (ne
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obavezno razliqita) pozitivna realna korena. Posmatraju�i oblik
kubne krive, zakǉuqujemo da je to ekvivalentno slede�im uslovima:
f(0) < 0, lokalni ekstremumi se dosti�u u pozitivnim taqkama, lokalni
maksimum je nenegativan i lokalni minimum je nepozitivan. Kako je
V > 0, imamo f(0) = −V < 0. Lokalni ekstremumi se dosti�u u ko-
renima izvoda f ′(x) = 3x2 − 12x + 9 = 0 ⇔ x = 1 ili x = 3. Vidimo da
je lokalni maksimum dostignut za x = 1 i ima vrednost f(1) = 4 − V ,
a lokalni minimum je dostignut u x = 3 i ima vrednost f(3) = −V .
Zbog toga su svi uslovi ispuǌeni kada je 0 < V 6 4. Jednostavno se
proverava da postoje tri razliqita korena za V < 4 i dva razliqita
korena za V = 4.

2. Videti rexeǌe 2. zadatka za tre�i razred A kategorije.

3. Videti rexeǌe 3. zadatka za tre�i razred A kategorije.

4. Videti rexeǌe 4. zadatka za tre�i razred A kategorije.

5. Oznaqimo sa an broj oblasti na koliko je krug podeǉen ukoliko je
dato n taqaka. Lako se vidi da je a2 = 2. Dodavaǌem nove du�i(kada
se doda nova taqka) dobija se m+1 nova oblast, gde je m broj du�i koje
se seku unutar kruga sa pridodatom du�i, koji je inaqe jednak pq, gde
p i q predstavǉaju broj taqaka na kru�nici koje se nalaze sa jedne
strane pridodate du�i. Dakle, za broj novih oblasti va�i an+1 =

an +
n∑

k=1

((k − 1)(n − k) + 1), odakle(koriste�i
n∑

k=1

k =
n(n + 1)

2
,

n∑

k=1

k2 =

n(n + 1)(2n + 1)
6

,

n∑

k=1

k3 =
n2(n + 1)2

4
) dobijamo an+1 = an+

1
6
n(n2−3n+8),

odnosno an =
1
24

(n4 − 6n3 + 23n2 − 18n + 24).

Prvi razred – B kategorija

1. Kako je x2+2xy+3y2+2x+6y+4 = x2+2x(y+1)+(y+1)2−(y+1)2+3y2+
6y+4 = (x+y+1)2 +2y2 +4y+3 = (x+y+1)2 +2(y+1)2 +1 > 0+0+1 = 1,
dobijamo tvr�eǌe zadatka. Jednakost va�i akko x + y + 1 = y + 1 = 0,
odnosno akko x = 0, y = −1.
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2. Iz x1x2 . . . xn·4 = xnxn−1 . . . x1 zakǉuqujemo x1 6 2, pa zbog deǉivosti
sa 4, mora biti x1 = 2. Iz 2x2 . . . xn · 4 = xnxn−1 . . . 2, sledi xn > 8, pa
mora da bude xn = 8. Kako je 4 · 23 > 90, mora biti x2 ∈ {0, 1, 2}, pa
zbog deǉivosti sa 4 mora biti x2 = 1. Za trocifreni broj 218 ne va�i
218 · 4 = 812, pa najmaǌi takav broj potra�imo me�u qetvorocifrenim
brojevima. Iz jednakosti 21x38 · 4 = 8x312, dobijamo x3 = 7. Dakle,
tra�eni broj je 2178.

3. Videti rexeǌe 3. zadatka za prvi razred A kategorije.

4. Posle sre�ivaǌa dobijamo:
(x + z)(x + u)(y + z)(y + u)

(x + y + z + u)2
=

=
(xy + xz + zy + z2)(xy + xu + yu + u2)

(x + y + z + u)2
=

=
(zu + xz + zy + z2)(zu + xu + yu + u2)

(x + y + z + u)2
=

=
z(x + y + z + u) · u(x + y + z + u)

(x + y + z + u)2
= z · u, pa kako je z, u > 1, sledi

tvr�eǌe zadatka.

5. Pri uslovima zadatka je F ortocentar trougla ABE(ili je E
ortocentar trougla ABF -pretpostavimo da je prva situacija), pa je
EF ⊥AB. Iz ]CSD = 90◦, sledi ]CAD = 45◦, pa je trougao ACF
jednakokrako-pravougli i AC = CF . Kako va�i ]ECF = ]BCA = 90◦

i ]EFC = ]BAC(uglovi sa normalnim kracima), pa su trouglovi
ECF i BCA podudarni, odakle je EF = AB.

Drugi razred – B kategorija

1. Data jednaqina ima smisla za x 6= 1 i x 6= 3. Neka je t = 3

√
3−x
x−1 .

Tada je (3− x)t2 − 2t + (x− 1) = 0, odakle je t = 1 ili t = x−1
3−x . U prvoj

situaciji dobijamo x = 2, a u drugoj
(

3−x
x−1

)4

= 1, odnosno ili 3−x
x−1 = 1,

tj. x = 2 ili 3−x
x−1 = −1, xto nema rexeǌa. Dakle, jedino rexeǌe

jednaqine je x = 2.

2. Videti rexeǌe 2. zadatka za drugi razred A kategorije.
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3. Ako je x1, x2 ∈ (0, 1), bi�e 2c+b
a = 2 · c

a + b
a = 2x1x2 − x1 − x2 =

x1x2 − x1 + x1x2 − x2 = x1(x2 − 1) + x2(x1 − 1) < 0, pa je i a(2c + b) < 0.

4. Neka je dati kvadrat ABCD takav da su taqke C i D na kru�nici,
a taqke E i F presek normale iz centra kruga sa CD i AB redom.
Neka je R polupreqnik kru�nice, O centar kru�nice, a 2x stranica
kvadrata. Tada je OE2 = R2−x2, OF = R

2 (jer je ugao odseqka 120◦), 2x =

EF = OE−OF =
√

R2 − x2− R
2 , odakle dobijamo x =

R(−2 +
√

19)
10

(drugo

rexeǌe kvadratne jednaqine otpada, jer je negativno), pa je x = 3
2 ,

odakle je stranica kvadrata 3.

5. Kako je
6
√

8
√

5 + 16 = 6
√

(
√

5 + 1)3 =
√√

5 + 1, to je tra�eni broj

2 ·
√√

5 + 1 ·
√√

5− 1 = 4.

Tre�i razred – B kategorija

1. Iz pravouglih trouglova ASB i SBC, dobijamo AS = CS =
√

a2 − b2,
pa je V = V (SABC) = 1

3BS · P (ASC) = b
6 (a2 − b2). Neka je D podno�je

visine iz B na osnovicu AC jednakokrakog trougla ABC. Tada je
AC =

√
a2 − b2 · √2, BD2 = a2 − (

√
a2 − b2 ·

√
2

2 )2 =
√

2
2

√
a2 + b2, pa je povr-

xina piramide P = 2 · b·√a2−b2

2 +
√

a2−b2·√a2−b2

2 +
√

a4−b4

2 , pa je tra�eni

polupreqnik r =
3V

P
=

b
√

a2 − b2

√
a2 + b2 + 2b +

√
a2 − b2

.

2. Kako je D =

∣∣∣∣∣∣

a 6 1
1 6a 1
1 6 a

∣∣∣∣∣∣
= 6(a − 1)2(a + 2),Dx =

∣∣∣∣∣∣

1 6 1
6 6a 1
1 6 a

∣∣∣∣∣∣
=

6(a − 1)(a − 6),Dy =

∣∣∣∣∣∣

a 1 1
1 6 1
1 1 a

∣∣∣∣∣∣
= 2(a − 1)(3a + 2),Dz =

∣∣∣∣∣∣

a 6 1
1 6a 6
1 6 1

∣∣∣∣∣∣
=

6(a − 1)(a − 6), to za a 6= 1, a 6= −2 sistem ima jedinstveno rexeǌe
(x, y, z) = ( a−6

(a−1)(a+2) ,
(3a+2)

3(a−1)(a+2) ,
a−6

(a−1)(a+2) ), za a = −2, D = 0, Dx 6= 0,
pa sistem nema rexeǌa, a za a = 1, oduzimaǌem prve dve jednaqine
dobijamo 0 = 5, pa ni u ovom sluqaju sistem nema rexeǌa.
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3. Neka su α i β uglovi izme�u stranica a = AB i b = BC, odnosno
c = CD i d = DA, redom. Tada je P (ABCD) = P (ABC) + P (ACD) =
1
2ab sin α + 1

2cd sin β 6 1
2 (ab + cd) 6 1

2

(
a2+b2

2 + c2+d2

2

)
= a2+b2+c2+d2

4 . Jed-
nakost u prvoj nejednakosti va�i akko α = β = 90◦, a u drugoj akko
a = b i c = d. Dakle, jednakost va�i akko je dati qetvorougao kvadrat.

4. Postavimo koordinatni sistem tako da je koordinatni poqetak u
centru kvadrata, taqka A ima koordinate A(−a,−a), a taqka B(a,−a),
a > 0. Neka je k > 0 koeficijent pravca prave AG. Tada je jednaqina te
prave y = k(x+a)−a, pa kako taqka G le�i i na pravoj y = a, dobijamo
da su ǌene koordinate G( 2a

k −a, a). Sliqno dobijamo: E(0,−a), EF : y =
kx−a, F (a, ka−a), pa je jednaqina prave GF : y = k(k−2)

2(1−k) ·(x−a)+a(k−1).

Rastojaǌe od taqke (0, 0), do prave GF iznosi:
|a[k(k−2)

2(1−k) − (k − 1)]|
√

1 + k2(k−2)2

4(k−1)2

= a,

odakle sledi tvr�eǌe zadatka.

5. Iz datih jednakosti dobijamo cos2 α =
sin2 β

cos2 β
=

1
cos2 β

− 1 =
cos2 γ

sin2 γ
−

1 =
1

1
cos2 γ − 1

− 1 =
1

cos2 α
sin2 α

− 1
− 1 =

1− cos2 α

2 cos2 α− 1
− 1. Odavde je cos4 α +

cos2 α−1 = 0, tj. cos2 α = −1±√5
2 , pa zbog cos2 α > 0 sledi cos2 α = −1+

√
5

2 .

Odavde je sin2 α = 1− cos2 α = 3−√5
2 =

(√
5−1
2

)2
, pa kako je α oxtar ugao,

sledi sin α =
√

5−1
2 . Analogno se dobija sinβ = sin γ =

√
5−1
2 .

Qetvrti razred – B kategorija

1. Videti rexeǌe 1. zadatka za qetvrti razred A kategorije.

2. Sre�ivaǌem dobijamo: lim
x→1

x(x2003 − 1)− 2003(x− 1)
(x− 1)2

=

= lim
x→1

(x2003 − 1) + (x2002 − 1) + . . . + (x− 1)
x− 1

=

= lim
x→1

[
(x2002 + x2001 + . . . + 1) + (x2001 + x2000 + . . . + 1) + . . . + (x + 1) + 1

]
=

= 2003 + 2002 + . . . + 1 =
2003 · 2004

2
= 2007006.
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3. Neka je t = x−y, u = xy. Sistem postaje: t+z = 6, t2+2u+z2 = 14, t(t2+
u)+z3 = 36. Iz prve jednaqine je t = 6−z, a iz druge u = 6z−z2−11, pa
zamenom u tre�u i sre�ivaǌem dobijamo z3−6z2 +11z−6 = 0, odakle je
z ∈ {1, 2, 3}. Sledi da je (t, u) ∈ {(5,−6), (4,−3), (3,−2)}, odakle dobijamo
sva rexeǌa polaznog sistema:
(x, y, z)∈{(2,−3, 1), (3,−2, 1), (1,−3, 2), (3,−1, 2), (1.− 2, 3), (2,−1, 3)}.

4. Jednaqina tangente u taqki M(a, b), a, b > 0 je xa
8 + yb

18 = 1. ǋeni
preseci sa koordinatnim osama su taqke A( 8

a , 0), B(0, 18
b ). Iz a2

8 + b2

18 = 1
nalazimo b = 3

2

√
8− a2, pa je P (ABO) = 72

ab = 48
a
√

8−a2 . Kako je P ′(a) =
96(a2−4)

a2(8−a2)
3
2
, va�i P ′(a) < 0 za 0 < a < 2, P ′(a) > 0, za 2 < a < 2

√
2, tj.

minimum se dosti�e za a = 2. Dakle, tra�ena taqka je M(2, 3).

5. Oznaqimo sa zk = xk + iyk, za k > 0. Tada je zn+1 =
√

3xn + i2yn +
i(xn +

√
3yn) = (

√
3 + i)(xn + iyn) = 2

√
3+i
2 zn = 2(cos π

6 + i sin π
6 )zn, za

n > 0. Kako je z0 = 1, to je z2003 = 22003 · (cos(
2003π

6
) + i sin(

2003π

6
)) =

22003 · (cos(
11π

6
) + i sin(

11π

6
)), pa z2003 pripada qetvrtom kvadrantu.
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