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GH–nejednakost

Ilija Ilišević∗

Sažetak. Dana je GH nejednakost. Primjena GH nejednakosti
ilustrirana je na nizu zanimljivih zadataka koji su prilagod̄eni učenicima
srednjih škola.

Ključne riječi: GH-nejednakost

GH–inequality

Abstract. GH-inequality is given. Application of GH inequality
is illustrated on a number of interesting tasks adapted for high school
students.

Key words: GH-inequality

Neka je a = (a1, a2, . . . , an) dana n-torka pozitivnih brojeva. Tada su harmoni-
jska, geometrijska, aritmetička i kvadratna sredina n-torke a definirane redom sa

Hn(a) =
n

1
a1

+ 1
a2

+ · · ·+ 1
an

,

Gn(a) = n
√

a1a2 · · ·an,

An(a) =
a1 + a2 + · · ·+ an

n
,

Kn(a) =
a2
1 + a2

2 + · · ·+ a2
n

n
.

Vrijedi
Hn(a) ≤ Gn(a) ≤ An(a) ≤ Kn(a).

Pritom jednakosti vrijedi ako i samo ako je a1 = a2 = · · · = an.
Nejednakosti Gn(a) ≥ Hn(a), An(a) ≥ Hn(a), An(a) ≥ Gn(a), Kn(a) ≥

An(a), nazivamo redom geometrijsko–harmonijska, aritmetičko–harmonijska, arit-
metičko–geometrijska, kraće, GH–nejednakost, AH–nejednakost, AG–nejednakost,
KA–nejednakost.

Dokazat ćemo GH–nejednakost i primijeniti je na rješavanje nekoliko zadataka.

Dokaz GH–nejednakosti. Primijenimo AG–nejednakost (dokaz AG–nejedna-
kosti se može vidjeti primjerice u [2]) na brojeve

1
a1

,
1
a2

, . . . ,
1
an

.
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Imamo
1
a1

+ 1
a2

+ · · ·+ 1
an

n
≥ n

√
1
a1

· 1
a2

· · · 1
an

,

odakle slijedi
n
√

a1a2 · · ·an ≥ n
1
a1

+ 1
a2

+ · · ·+ 1
an

.

Jednakost vrijedi ako i samo ako je a1 = a2 = · · · = an.

Zadatak 1. Dokažite da za svaki prirodni broj n > 1 vrijedi nejednakost

1 +
1

n
√

2
+

1
n
√

3
+ · · ·+ 1

n
√

n
> n

√
2nn

n + 1
.

Rješenje. Nejednakost je ekvivalentna sa

n

1 + 1
n√2

+ · · ·+ 1
n
√

n

<
n

√
n + 1

2
.

Prema GH–nejednakosti je

n

1 + 1
n√2

+ · · ·+ 1
n
√

n

<
n

√
1 · n

√
2 · · · n

√
n =

n

√
n
√

1 · 2 · · ·n,

a prema AG–nejednakosti je dalje

n

√
n
√

1 · 2 · · ·n <
n

√
1 + 2 + · · ·+ n

n
=

n

√
n(n+1)

2

n
= n

√
n + 1

2
.

Zadatak 2. Dokažite da za svaki prirodni broj n vrijedi nejednakost

nn ≤ (n!)2.

Rješenje. Za n = 1 i n = 2 vrijedi jednakost. Ako je n ≥ 3, primijenimo GH–
nejednakost na brojeve 1 · 2, 2 · 3, . . . , (n − 1)n :

n − 1
1

1·2 + 1
2·3 + · · ·+ 1

(n−1)n

< n−1
√

(1 · 2) · (2 · 3) · · ·((n − 1)n
)
,

n − 1
(1
1
− 1

2
) + (1

2
− 1

3
) + · · ·+ ( 1

n−1
− 1

n
)

<
n−1

√(
(n − 1)!

)2 · n,

n − 1
1 − 1

n

<
n−1

√(
(n − 1)!

)2 · n,

n − 1
n−1

n

< n−1
√

((n − 1)!)2 · n,

n <
n−1

√(
(n − 1)!

)2 · n.
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Potenciramo posljednju nejednakost sa n − 1 i dobivamo

nn−1 <
(
(n − 1)!

)2 · n.

Pomnožimo posljednju nejednakost sa n. Dobivamo

nn < (n!)2.

Zadatak 3. Neka je O oplošje kvadra, a V njegov obujam. Dokažite da vrijedi

O3 ≥ 216V 2.

Rješenje. Neka su a, b, c duljine bridova tog kvadra. Prema GH–nejednakosti je

3
√

abc ≥ 3
1
a + 1

b + 1
c

.

Dalje imamo, redom,

3
√

abc ≥ 3abc

bc + ac + ab
,

abc ≥ 27a3b3c3

(ab + bc + ac)3
,

1 ≥ 27a2b2c2

(ab + bc + ac)3
,

(ab + bc + ac)3 ≥ 27a2b2c2,(
2(ab + bc + ac)

)3 ≥ 216(abc)2,

O3 ≥ 216V 2.

Jednakost vrijedi ako i samo ako je a = b = c, tj. ako i samo ako je taj kvadar
kocka.

Zadatak 4. Dokažite da za prirodne brojeve a1, a2, . . . , an vrijedi nejednakost

(a1 + a2 + · · ·+ an

n

)a1+a2+···+an ≤ aa1
1 aa2

2 · · ·aan
n .

Rješenje. Broj a1 uzmimo a1 puta, broj a2 uzmimo a2 puta, . . . , broj an uzmimo
an puta. Prema GH–nejednakosti imamo

a1 + a2 + · · ·+ an(
1
a1

+ · · ·+ 1
a1

)
+

(
1
a2

+ · · ·+ 1
a2

)
+ · · ·+ (

1
an

+ · · ·+ 1
an

)
≤ (aa1

1 aa2
2 · · ·aan

n )
1

a1+a2+···+an .
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Dalje je
a1 + a2 + · · ·+ an

a1 · 1
a1

+ a2 · 1
a2

+ · · ·+ an · 1
an

≤ (aa1
1 aa2

2 · · ·aan
n )

1
a1+a2+···+an ,

a1 + a2 + · · ·+ an

n
≤ (aa1

1 aa2
2 · · ·aan

n )
1

a1+a2+···+an ,(a1 + a2 + · · ·+ an

n

)a1+a2+···+an ≤ aa1
1 aa2

2 · · ·aan
n .

Jednakost vrijedi ako i samo ako je a1 = a2 = · · · = an.

Zadatak 5. Dokažite da za prirodne brojeve a, b, c vrijedi nejednakost

a
a

a+b+c · b b
a+b+c · c c

a+b+c ≥ 1
3
(a + b + c).

Rješenje. Broj a uzmimo a puta, broj b uzmimo b puta, a broj c uzmimo c puta.
Prema GH–nejednakosti imamo

a + b + c(
1
a + · · ·+ 1

a

)
+

(
1
b + · · ·+ 1

b

)
+

(
1
c + · · ·+ 1

c

) ≤ a+b+c
√

aabbcc.

Dalje imamo

a + b + c

a · 1
a + b · 1

b + c · 1
c

≤ a+b+c
√

aabbcc,

a
a

a+b+c · b b
a+b+c · c c

a+b+c ≥ 1
3
(a + b + c).

Jednakost vrijedi ako i samo ako je a = b = c.

Zadatak 6. Neka su a1, a2, . . . , an pozitivni brojevi čija je suma jednaka 1.
Dokažite da tada vrijedi nejednakost(

1 +
1
a1

)(
1 +

1
a2

)
· · ·

(
1 +

1
an

)
≥ (n + 1)n.

Rješenje. Nejednakost je ekvivalentna nejednakosti

n
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1
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1
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)
· · ·

(
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1
an

)
≥ n + 1.

Dokažimo ovu nejednakost. Prema GH–nejednakosti je

n

√(
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1
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)(
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1
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)
· · ·

(
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1
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)
≥ n

1
1+ 1
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+ · · ·+ 1
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=
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1
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an+1
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=
n
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+ a2
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+ · · ·+ an

an+1

=
n

a1+1
a1+1 + a2+1

a2+1 + · · ·+ an+1
an+1 − (

1
a1+1 + 1

a2+1 + · · ·+ 1
an+1

)
=

n

n − (
1
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a2+1 + · · ·+ 1

an+1

) =
1

1 −
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.
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Sada primijenimo AH–nejednakost na brojeve a1 + 1, a2 + 1, . . . , an + 1 :

n
1

a1+1
+ 1

a2+1
+ · · ·+ 1

an+1

≤ (a1 + 1) + (a2 + 1) + · · ·+ (an + 1)
n

=
n + (a1 + a2 + · · ·+ an)

n
=

n + 1
n

,

odakle slijedi
1

a1+1 + 1
a2+1 + · · ·+ 1

an+1

n
≥ n

n + 1
i konačno

n

√( 1
1 + a1

)( 1
1 + a2

)
· · ·

( 1
1 + an

)
≥ 1

1 −
1

a1+1 + 1
a2+1 +···+ 1

an+1

n

≥ 1
1 − n

n+1

=
1
1

n+1

= n + 1.

Jednakost vrijedi ako i samo ako je a1 = a2 = · · · = an = 1
n
.
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