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Sazetak: U ovom radu razmatramo neke elementarne algebarske metode u odredivanju ekstremnih
vrijednosti. Ove metode su ponekad slozenije, ali ukazuju na raznovrsnost matematickog misljenja kao i
na bogatstvo matematike i njene primjene.

1. Uvod

Zivimo u vremenu kada ¢esto ¢ujemo rije¢ optimizacija. Optimizacija ima vrlo znac¢ajnu ulogu u svijetu u
kojem zivimo. Mnoge stvari koje radimo pokusavamo napraviti na optimalan nac¢in, maksimizirati korisnost
ili minimizirati trosak. Matematicki gledano, optimizacijski problemi sastoje se u odredivanju ekstrema
(maksimuma ili minimuma) neke funkcije. NalaZenje ekstrema zadane funkcije u zadacima kako teorijskog
tako i prakti¢nog karaktera spada u grupu veoma znacajnih zadataka matematike i njenih primjena.

Metode nalazenja ekstrema zavise od osobina posmatrane funkcije, od oblasti u kojoj se traze ekstremi
i od matematickog aparata koji se koristi. Poznato je da za nalazenje ekstremnih vrijednosti postoji opsta
metoda zasnovana na pojmovima i teoriji diferencijalnog racuna. S druge strane, postoji velika potreba
za metodama nalazenja ekstremnih vrijednosti funkcija koje ne pretpostavljaju poznavanje i moguénost
primjene diferencijalnog racuna. Takve metode zovemo elementarnim metodama. Za mladog matematicara
srednjoskolca korisnije je da pomenute probleme rjesava elementarnim metodama, jer mu one proSiruju
pogled na matematicku metodologiju.

Zadaci, koji su ilustrovani u ovom radu, ¢esto se pojavljuju na takmicenjima i predstavljaju veoma dobru
pripremu za ucenike osnovnih skola.

2. Ekstremne vrijednosti

2.1. Osnovni pojmovi o minimumu i maksimumu

Definicija 2.1. Neka je data realna funkcijo y = f (x) na nekom skupu Dy. Minimum (maksimum) funkcije
y = f(x) je takav broj m (odnosno M ), za koji je ispunjeno sljedeée

f(x) >m, Yo € Dy (odnosno f(z) < M,Yxz € Dy).

Ciljna skupina: srednja skola

Kljuéne rijeci: ekstremi, funkcija troskova, funkcija prihoda, funkcija dobiti
Kategorizacija: Struéno-metodicki rad

Rad preuzet: juli 2021.
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Minimum funkeije y = f (z) oznacavamo sa min f (x), a maksimum sa max f ().
Polazeéi od navedene definicije za odredivanje ekstremnih vrijednosti funkcija, vrlo ¢esto se koristi

sljedeca jednostavna lema.

Lema 2.2. Za svaki realan broj t je t2 > 0, pa je najmanja (najveéa) vrijednost funkcije f(t) = t2
(f (t) = —t?) nula i ona se dostize za t = 0.

Koristec¢i ovu jednostavnu lemu lahko uocavamo sljedece:
e Za funkciju f; (z) =22 +1jemin f; (z) =1 za z = 0.
e Za funkciju fo (z) = (z — 2)° + 3 je min fo (z) = 3 za z = 2.
o Za funkciju f3 (v) = —2% — 2 je max f3 (v) = —2 za x = 0.
Za nalazenje ekstremnih vrijednosti slozenijih funkcija koriste se sljedeée jednostavne tvrdnje.
1. Ako postoji min f (z) ili max f (z) i ako je ¢ > 0, onda je
min(g- f(z)]=¢ -min f (z), max[¢- f (z)] = ¢ - max f (z).
2. Ako postoji min f (z) ili max f (z) i ako je ¢ < 0, onda je
min[q - f ()] = ¢ -max f (z), max|g- f(2)]=q¢-minf(z).

3. Ako je f(z) > 0 za sve z iz domena funkcije f, onda je

o (75) s 0 (7)o

4. Ako postoji maksimum, odnosno minimum, funkcije f (x) i ako je f () > 0 za sve z iz domena funkcije
f, tada je

max /f (z) = \/max f (z), min+/f (z) = /min f ().

-3
Primjer 2.3. Odrediti ekstremnu vrijednost funkcije f () = —————.
V3r2 +2x+1

+12 1
R
3 9

Funkcija f1 () ima minimum, min f; () = %, za T = —3, pa je

RjesSenje: Neka je

filz)=32>4+2r+1=3

S S (1> _ L _ 6
min+/f1 (z) f1(z) \/% 2

Dakle,
3 max|————-— | Emin| —n-—-w——1,
V3x2 42z + 1 V3x2 42z +1
odnosno
3V6 1
min f (z) = fT\f, 288 =—73.

O

Pored navedenih postupaka, vrlo Cesto se ekstremne vrijednosti funkcija i algebarskih izraza mogu
odrediti i direktno koristenjem jedne od sljede¢ih elementarnih algebarskih transformacija:
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L (z+y)’ = (z—y)*+4ay,
2. 22 +y? = (x—y)* + 2ay,
3. (x+y)2+(x—y)2:2(902+y2).

2.2. Zadaci iz oblasti minimuma ¢ maksimuma

Primjer 2.4. Proizvod dva pozitivna broja, ¢iji je zbir dat, ima najveéu vrijednost kada su ti brojevi jednaki.
Dokazati.

RjeSenje: Neka je dat zbir brojeva x + y = a. Tada iz identiteta (z + y)2 = (z— y)2 + 4xy slijedi,
ay =7 [@+v) - @-v)].

Kako je (z —y)° >0, to je

1 1
max (zy) = 1 (x+y)* = Zaz,

za, (mfy)zzO, to jest za x = y. m|

Primjer 2.5. Dokazati da proizvod dva pozitivna broja, ¢iji je zbir kvadrata stalan, ima najveéu vrijednost
kada su ta dva broja jednaka.

Rjesenje: Neka je 22 + y? = a. Iz ve¢ spomenutog identiteta 22 + y? = (z — y)2 + 2y slijedi,

1 1
wy =5 (@ +y) — 5 (@ -).

1
Kako je (z —y)® > 0, imamo da je max (zy) = 0 72 (. —y)*> =0, to jest za z = y. O

Primjer 2.6. Dokazati da zbir kvadrata dva broja, ¢iji je zbir dat, ima najmanju vrijednost kada su ti
brojevi jednaki.

Rjesenje: Neka je z +y = a. Koristedi identitet (z 4 y)* + (z —y)° = 2 (2% 4+ y*) dobijamo,

1 1
x2+y2=§(x+y)2+§(w*y)2~

2

1 1
Kako je (sc—y)2 >0, to je min (x2 +y2) == (x+y)2 = 54", 7a (Z‘—y)2 =0, to jest za x = y. m]

2

Primjer 2.7. Odrediti pravougaonik maksimalne povrsine ako je njegov obim 8cm. Kolike su stranice tog
pravougaonika?

Rjesenje 1: Poznato je da za povrsinu P i obim O pravougaonika vrijede formule: P = abi O = 2a + 2b.
Primjenom identiteta (a + b)* = (a — b)* 4 4ab imamo,

1
ab:4—i(a—b)2.

Kako je (a — b)* > 0, vrijedit ée max (ab) = 4, za a = b = 2. O
Rjesenje 2: Iz ¢injenice da je O =2 (a + b) = 8 slijedi a + b = 4, odakle je b = 4 — a. Dalje imamo
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(a+b)° =16 < a’>+2ab+b*> =16 < 2ab=16—a> —b*> < 2ab=16—a> — (4 —a)’
= 2ab=—2a%>+8a < ab=—a’+4a < ab=—(a—2)" +4,

iz cega slijedi

max (ab) =4, zaa=21b=2.

Primjer 2.8. Odrediti pravougaonik najmanjeg obima ako je njegova povriina P = 100cm?.

RjeSenje: Kako je povrsina pravougaonika P = ab = 100, primjenom identiteta (a + b)2 = (a— b)2 + 4ab
imamo,

(a+b)% = (a — b)® + 400.

Kako je (a — b)2 > 0, to je min ((a + b)2) =400, i postize se za a = b, a odatle imamo da je najmanji obim

Omin = 40cm, za a = b = 10cm. a
Primjer 2.9. Koji od svih pravougaonika dijagonale d = 4cm ima najveéi obim?

Rjesenje: Kako za dijagonalu d pravougaonika vrijedi d?> = a? + b2, imamo da je a? + b? = 16. Primjenom
identiteta (a + b+ (a—b)2=2 (a? + b?) imamo,

(a+b)* =32 —(a—b)>.
Kako je (a — b)2 > 0, vrijedit ée max ((a + b)2> = 32, za a = b, odnosno

max (a + b) = 4v/2.
Stoga je Opax = 8v2em, za a = b= 2v/2cem. O

Primjer 2.10. Od svih pravouglih trouglova datog poluprecnika opisane kruznice R naci onaj s najveéim
poluprecnikom upisane kruzZnice.

Rjesenje:

Neka je dat pravougli trougao ABC kao na slici. Neka je r poluprecnik
upisane, a R zadani polupre¢nik opisane kruznice. Poznato je da
je polupre¢nik opisane kruznice pravouglog trougla jednak polovini
hipotenuze, to jest R = 5. Neka je S centar kruznice upisane u trougao
ABC inekasu M, N i P redom projekcije tacke S na stranice trougla
a,b i c. Tada je |SM| = |SN| = |SP| = r. Cetverougao CMNS je
oCigledno kvadrat stranice r, pa vrijedi |[BM|=a —7r i |[AN|=b—r.
Kako je

c\r n b-r A |AS|:|AS\
|SN|=|SP|=r S5Y AANS = AAPS = |AN| = |AP|,
/ANS = Z/APS = 90°

pa je

|AP| = b—r. (1)
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Analogno se dokazuje da je ABMS = ABPS, odakle slijedi |BM| = |BP], pa je

|BP|=a—r. (2)
Iz (1) i (2) slijedi

c=|AB|=|AP|+ |BP|=b—r+a—1r=a+b—2r,
odakle je

a+b—c a+b

5 5 R.

Kako je R konstanta

Tmax = Max (GTH) —R=

1
2
() - )

max (a +b) — R

- R.

Odredimo max ((a + b)2> .

(a+b)* = a® + 2ab+ b* = ¢ + 2ab,
te je

2ab = (a +b)* — 2. (3)
S druge strane,

(a—b)* = a® — 2ab+ b* = ¢* — 2ab,
odakle je

2ab = ¢* — (a — b)*. (4)

Iz (3) i (4) slijedi

(a+b)? - = —(a—b)’ e (a+b)°=22—(a—b),
pa je

max ((a + b)z) =2, zaa=0b.

Dakle,

Tmax =

fR:%\/@fR:\@RfR:O@fl)R,

max ((a + b)2>

| =

zaa=b=+2R. O
2 —1
22+ 3

Primjer 2.11. Odrediti ekstremne vrijednosti funkcije f (x) =
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Rjesenje: Funkciju f () mozemo napisati u obliku

22 -1 22+3-4 4
f (:Z:) = 2 = B} - T T3 a
443 ¢+ 3 ¢ +3
4 4 4 4 4
Kako je m S m = g, to je max <m) = g, odnosno
4 4 1
i =1— = )=1-Z=_2= =0.
min f (z) max (x2+3) 3 3 28t
0O
Primjer 2.12. Ako je 2z + y = 8, nadéi najveéu vrijednost koju moze imati proizvod xy.
Rjesenje 1: Neka je 2z = ¢, onda je t + y = 8. Primjenom identiteta (z + y)? = (z — y)* + 4zy imamo,
1

day = (x+y)’ — (v —y)* < wy= 1 [(m+y)2 - (w—y)ﬂ :

Zamjenom z sa t dobijamo
1 2 2

ty=7|t+y)" -y

Kako je t + y = 8, vrijedit ¢e
1 2 1 2

ty:Z {64—(t—y) } — ty:16—1(t—y) .
Dakle, izraz ty ima maksimalnu vrijednost za t — y = 0, to jest za t = y, pa je

max (ty) = 16 = max (2zy) =16 = max(zy) =8, zay=4iz=2.

O
RjeSenje 2: Pomnozimo li uslov zadatka 2x 4+ y = 8 sa ¥, dobijamo 2zy + y? = Sy, odakle je
1

20y = —y> + 8y — 2zy:—(y—4)2+16 = zy:8—§(y—4)2,

pajemax(xy) =8, zay=41ixz=2. O

Primjer 2.13. Za koju vrijednost x funkcija f(x) = (x +a+b) (x +a —b) (x — a +b) (x — a — b) ima najmanju
vrijednost?

Rjesenje:
f@=l+@+b)] fz—(@a+b)] [z+@—b)] [z—(a—b)] = [xt(am)?] : [xt(afbf]
—at =2 (a—b)? =22 (a+ b+ (a+b)? (a—b)? = 2" =2 (> + %) 2® + (a® — )
=a" —2(a® +b?) 2® + a* — 2a°V* + b* + 4a®H? — 4a®D’
=x —2(a +b2)m +a* + 2a%% + bt — 4a2b2:x4—2(a2+b2)x2+(a2+b2)2—4a262
= [2% = (a® +8%)]" — 4a?0® > —4a®?, jer je [2% — (a® +1%)]" > 0.
Sada je

min (f (z)) = —4a°b*, za 2° — (a® +b°) =0, to jest za x = £v/a® + V2.
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3y? — day

FC ima najvecu, a za koje najmanju vrijednost?

Primjer 2.14. Za koje vrijednosti x iy izraz A =

RjesSenje: Za x # 01 y # 0 izraz A mozemo napisati u obliku

A_3y2—41:y_x2—4xy+4y2—x2—y2_(acny)Qf(x2+y2)_(x—2y)2 L> 1
- x2—|—y2 - $2+y2 - x2+y2 - xz_,_yz :

Dakle,

32— 4 — )2
min (2278 Z g B2 et gm = 2
$2+y2 -732+?JQ

Izraz A mozemo transformisati i na drugi naéin.

A 3y% — day _ 422 + 4y — 422 — 4y° + 3y® — day

$2+y2 $2+y2
42?4 y?) —4a® —day —y? 4 (2 +y°) — (407 +day +3P)
- $2+y2 - x2+y2
2
gy Qety)
l’2+y2
Dakle,
3y> —4 2 2
max L =4, zamzo, to jest za y = —2x.
m?_'_yQ $2+y2

O

dry —42% — 2 +1
Primjer 2.15. Za koje vrijednosti promgenljivih x i y razlomak R = 077 63;2; T ;2 — 632 —|J—r2y T ma

najveéu vrijednost?

Rjesenje: Dati razlomak mozemo napisati u obliku

- dory —4x® — 2 + 1 B 17(4m274xy+y2)
T 922 — 6y 492 —6x+2y+ 11 922 —6xy+y2 —2(3z—y) + 11
1- (22 —y)* 1- (22 —y)*

C Br-y)-2Br—-y) +1+10 Br—y—1)7+10
Razlomak ima najveéu vrijednost ako je brojnik maksimalan i nazivnik minimalan, to jest za 2z —y =01

3x7y=1.Dakle,za;z:zliy:Q,Rmale—lo. O

22+ 9% -2y +2
202 +2y% — 4y + 7

Primjer 2.16. Za koje vrijednosti promjenljivih x iy izraz A = ima najmangju vrijednost?

Rjesenje: Dati izraz mozemo napisati u obliku

22422 2 (y-1)7 41 22+ (y—1)° +1
20+ 27 —dy+ 7 22242(y—1)°—2+47 2[m2+(y*1)2+171}+5
S VRt ) Nt W e el Vi S B Sl

2[o2+ (-1’ +1]+3 22+ -1 +1+]

1 3 1 3

2 2les-07+3] % afrw-1+3]
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Vrijednost izraza A ¢e imati minimalnu vrijednost kada je razlomak = maksimalan, to jest kada
2

1
1)
je izraz 2 + (y — 1) + 5 minimalan. Dakle o
j y : . :

22+ y? -2y +2
202 +2y? — 4y +7

1
=5 zax=0iy=1.

2.8. Prakti¢ni optimizacijski problemi

Matematicke zadatke, kad god je to moguce, treba vezivati za konkretne situacije iz svakodnevnog
zivota. Na taj nacin dolazi do izrazaja povezanost matematike sa stvarnoséu, sto svakako povecava interes
za rjeSavanje problema. U nastavku navodimo nekoliko takvih primjera.

Primjer 2.17. Treba sa 400m Zice ograditi dio dvorista tako da se dobije ogradeni pravougaoni prostor
najveée moguce povrsine, pri cemu ograda ima 4 struke, a zid zgrade sluzi kao jedna strana ograde. Odrediti
stranice ogradenog prostora.

MANN

Slika 1

Rjesenje: Oznac¢imo sa z dvije strane ograde, a sa y onu stranu koja ima duzinu zida (Slika 1). Kako
ograda ima 4 struke vrijedi

42z +y) =400 <= 2 +y =100 < y =100 — 2.
Povrsina pravougaonika je
P =zy=12(100 - 2z) = —22% + 100z = —2 (2 — 50z + 625 — 625) = —2 [(z —25)° — 625}
= —2(x —25)% + 1250.
Dakle, maksimalna povrsina ogradenog prostora je Ppax = 1250m?, za = 25m i y = 50m. O
Primjer 2.18. Iz tacaka A i B, prema Slici 2, polaze istovremeno dva voza u naznacenim smjerovima
brzinom od 40%”, odnosno SOkTm. Poslije koliko ce vremena rastojanje izmedu vozova biti nagmanje, ako je

|AB| = 80km i koliko je to rastojanje?

RjeSenje: Sa Slike 2 vidimo da je y = |BD| = 30t, gdje je ¢ vrijeme za koje voz prede dato rastojanje, te
z =|BC| =|AB| — |AC| = 80 — 40¢t. Dalje je,

d? =22 + 1 = (80 — 40t)° + (30t)* = 40% (2 — t)° + 30%¢
—10? [16 21>+ 9t2} ,
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Slika 2

pa je

d =10/16 (4 — 4t + t2) + 9t2 = 10+/25¢2 — 64t + 64
64 32\*  /32\?
=10,(25 [ 12 — — =) (= 4
o5 (- S () (2) ) vo

32 2 1024 32\? 576
—10¢/25 (¢t —22) —25. — 164 =104/25(t — == 20
Owt LY 2 OMt Ly

576
<104/ — =48
— 25 b
a znak jednakosti se postize za t = g—gh. Dakle, dyin = 48km, za t = %h =1h16'32". O

Primjer 2.19. Prozor ima oblik pravougaonika koji se na vrhu zavrsava jednakostraniénim trouglom éija se
osnovica poklapa sa gornjom osnovicom pravougaonika. Obim prozora iznosi 4 m. Kolika mora biti osnovica
pravougaonika da bi prozor imao najveéu povriinu?

a

Slika 3
Rjesenje: Neka je O obim prozora prikazanog na Slici 3. Tada je O = 3a + 2b = 4, odakle je

b:2—ga. (5)
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2—§a 1 :2a—§a2+ 1 = — 1 a® + 2a

' 6—4\/3“+ (6—4\/3)2 - (6—4\/§>2}
_6—V§<a_6_4\/§) L0-v3 16 —6_\/§(a—6_4\/§> Y

P=ab+

(12\/3 (5) ( 3 ) + a2\/§ 3 a2\/§ 67\/§ 2
=a
4

|
|
(=]
|
&
1
no
I
[N]

4 (6—\/3)2 4
S5 VA

a jednakost se postize za a = ﬁ, pa je

4 4 10 — 2v/3
Prax = 77712, za a = ib= Jm.

m
6—+/3 6—3 11

2.4. Primjena u ekonomiji

Funkcija troskova

Ako je @ obim proizvodnje (koli¢ina proizvoda), onda je funkcija T'(Q) funkcija ukupnih troskova u
funkcionalnoj zavisnosti o obimu proizvodnje. Funkcija ukupnih troskova mora zadovoljavati odredene
uvjete (da bi uopée imala ekonomskog smisla).

1. @ > 0, odnosno obim proizvodnje ne moze biti negativna vrijednost.
2. T(Q) > 0, to jest troskovi su uvijek pozitivni.
3. Porast obima proizvodnje uvijek dovodi do rasta ukupnih troskova.

Vrlo vaznu ulogu u praksi igraju tzv. prosjecni troskovi, koji predstavljaju iznos ukupnih troskova po
jedinici proizvoda. Ako funkciju prosjecnih troskova oznacimo sa T (Q). Tada je

Q-1

Oblast definiranosti prosje¢nih troskova je ista kao i oblast definiranosti ukupnih troskova.

Funkcija prihoda i dobiti

Ukupni prihod predstavlja proizvod koli¢ine odredene robe prodate na trzistu u odredenom vremenskom
periodu i cijene po kojoj je ta roba prodata. Ako za cijenu uvedemo oznaku p, a za prihod P, onda je

P=Q- p.

Uocimo da je koli¢ina prodate robe na trzistu ustvari funkcija potraznje za tom robom. Poznato je da se
potraznja izrazava kao funkcija cijene proizvoda, to jest @ = @ (p), pa je u tom slucaju ukupni prihod
funkcija cijene p,

P(p)=Q () p

Medutim i cijena robe se moze posmatrati kao funkcija potraznje, to jest p = p(Q) i tada je ukupni prihod
funkcija potraznje Q

PQ)=Q-p(@Q).
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Pri tome su p(Q) i Q (p) medusobno inverzne funkcije.

Ukupna dobit ostvarena u proizvodnji jednog artikla definira se kao razlika ukupnog prihoda prodate
koli¢ine artikla na trziStu u odredenom vremenskom periodu i ukupnih troskova proizvodnje te prodate
kolicine artikla. Uvedemo li oznaku D za ukupnu dobit, tada je

D=P-T.

Ukoliko su nam poznate funkcije ukupnih trogkova i ukupnih prihoda kao funkcije potraznje @, tada je i
ukupna dobit funkcija potraznje

D(@Q)=P@Q)-T(Q).

Za proizvodnju nekog artikla vrlo je znacajan interval rentabilnosti (Q1, Q2) . Pod tim pojmom podrazumijevamo
interval nezavisne varijable u funkciji ukupne dobiti gdje je ukupna dobit pozitivna. Nivo proizvodnje

Q* € (Q1, Q2) za koji se ostvaruje maksimalna dobit naziva se optimalnom proizvodnjom, a cijena p = p (Q*)

se naziva optimalnom prodajnom cijenom.

Primjer 2.20. Data je funkcija ukupnih troskova T (Q) = 2Q3 — 6Q? + 5Q, gdje Q oznacava kolicinu
proizvoda. Odrediti minimalne prosjeéne troskove i na kojem nivou proizvodnje se dostizu.

T(Q)

Rjesenje: Prosjecni trogkovi se definiraju kao T (Q) = o

pa imamo

T(Q)=2Q2—6Q+5=2(Q2—3Q+%_9)+5

4
2
3 1.1
=2 — >
(Q 2> Tty

a jednakost vrijedi kada je Q = % Zbog toga je min (T(Q)) = %, za @ = o

IV

Primjer 2.21. Data je funkcija potraznje Q (p) = 200, 5p, gdje je p cijena proizvoda i prosjeénih troskova
TQ) =Q+30+ %, gdje je Q koli¢ina proizvoda. Odrediti funkciju ukupne dobiti i maksimalne dobiti.

Rjesenje: Neka je P (Q) — ukupan prihod, T (Q) — ukupni trosak, T (Q) — prosjeéni trosak, p — cijena,
@ — potraznja. Ukupan prihod je jednak proizvodu prodate koli¢ine proizvoda i cijene proizvoda, to jest

PQ)=Q-p

Cijena mora biti izrazena kao funkcija koli¢ine, to jest p = p(Q), pa je P(Q) = Q - p(Q) . Zbog toga iz
potraznje @ (p) odredimo cijenu preko kolic¢ine Q.

QZQO—%p <— 2Q =40—p < p=40-2Q.
Dakle,

P(Q) = Q- (40 —2Q) = —2Q° + 40Q.
S druge strane, ukupni trogak je iz formule T (Q) = % dat sa

T(Q)=Q-T(Q)=Q*+30Q +3.
Ukupna dobit (ukupni profit) je razlika ukupnih prihoda i ukupnih troskova. Dakle,

D(Q):P(Q)—T(Q):—2Q2+4OQ—Q2—30Q—3=—3Q2+10Q—3:—3<Q2—?Q+1>

2
1 1

a jednakost vrijedi kada je Q = g Prema tome, Dy = 13—6 za ) = 2. O
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Zadaci za samostalan rad

1. Odrediti najmanju vrijednost izraza % + % ako su x i y pozitivni realni brojevi takvi da je z + y = 5.
2. Izmedu svih kvadrata upisanih u kvadrat stranice a, odrediti onaj koji ima najmanju povrsinu.
3. Koji od svih pravougaonika obima 2s ima najkraéu dijagonalu?

4. U deltoid datih dijagonala d; i do upisati pravougaonik tako da su mu stranice paralelne sa dijagonalom
deltoida. Koji od upisanih pravougaonika ima najveéu moguéu povrsinu?

5. Koji uspravni valjak datog obima osnog presjeka s = 100cm ima najveéu boénu povrsinu?

6. Normandijski prozor ima oblik pravougaonika koji se gore zavrSava polukrugom. Kolika mora biti
osnovica u pravougaoniku da pri obimu od 2m prostorija dobije najvise svjetlosti?

7. Dat je polinom P (z,y) = 2* 4222 +42—2y+2. Naéi najmanju vrijednost ovog polinoma i odgovarajuée
vrijednosti promjenljivih z i y.

8. Koji uslov moraju zadovoljavati promjenljive a,b,c, i d da bi vrijednost polinoma P = a? + d? —
2b(a + ¢ — b) + 2¢ (¢ — d) bila minimalna.

9. Za koje vrijednosti promjenljivih izraz

a® + 4ab+ 4% — 1

B=5
t 102+ 12ab+ 902 + da + 6b 1 3

ima najmanju vrijednost?
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