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Ристо Малчески
Скопје

КОЈ ПОБЕДИ? КОЛКУ ПОЕНИ ОСВОИ?

Задачите со турнири во кои да се определи колку победи остварил не-
кој играч, колку поени освоиле еден или повеќе играчи или да се докаже
некое тврдење во врска со турнир кој се игра според определени правила,
апаѓаат во групата логичко-комбинаторни задачи. Истите често пати се
задаваат на натпреварите по матемтика, при што најчесто се поврзани со
популарните спортови, како што се: фудбал, шах, тенис, одбојка, кошарка
и слично. Во оваа статија ќе разгледаме поголем број вакви задачи, при
што на крајот ќе дадеме три задачи за кои препорачуваме читателите
самостојно да ги решат.

1. На тениски турнир учествуваат 78 тенисери, меѓу кои нема двајца што
се на иста возраст. Тие вкупно одиграле 310 меча, при што секои два
тенисера меѓу себе одиграле најмногу еден меч. Докажи дека може да
се најдат четири тенисери, меѓу кои или највозрасниот или најмла-
диот ги победил преостанатите тројца.
Решение. Нека претпоставиме дека не постои таква четворка. Да ги
подредиме тенисерите според нивната возраст така што прв е најмла-
диот. Првиот (како и 78-миот) тенисер не може да има повеќе од две
победи. Вториот (како и 77-миот) тенисер не може да има повеќе од 3
победи. Понатаму, секој од преостанатите 7 тенисери не може да има
повеќе од 4 победи (ако некој има 5 победи, тој победил или три по-
возрасни или три помлади тенисери од него). Според тоа, вкупниот
број на победи, а бидејќи во тенисот нема нерешени резултати и вкуп-
ниот број мечеви е најмногу 2 2 2 3 74 4 306      , што е противреч-
ност. Конечно, од добиената противречност следува тврдењето на за-
дачата.

2. На тениски турнир учествувале 20 тенисери и турнирот се реализирал
во три круга. Во секој од трите круга секој тенисер играл по еден нат-
превар (не задолжително со различни противници во различните де-
нови). Победник на турнирот е тенисерот кој остварил најмногу побе-
ди. На крајот се покажало дека дека турнирот има единствен победник
и дека ниту еден тенисер не загубил во сите три натпревари во кои
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играл. Колку тенисери победиле два пати, а колку тенисери победиле
еднаш?
Решение. На турнирот се одиграле 3 10 30  натпревари, па како тур-
нирот има единствен победник добиваме дека победникот имал три
победи. Според тоа, преостанатите 19 тенисери оствариле 30 3 27 
победи. Бидејќи ниту еден тенисер не ги загубил сите три натпревари
заклучуваме дека x тенисери имале една и 19 x тенисери имале две
победи. Затоа 2(19 ) 27x x   , од каде добиваме 11x  . Значи, 11
тенисери оствариле по една победа и 19 11 8  тенисери оствариле
по две победи.

3. На фудбалски турнир учествувале пет екипи, при што секоја екипа
требало да игра по еден натпревар со секоја друга екипа. Поради не-
мање публика некои натпреваи не се одиграле и на крајот на турнирот
секоја екипа имала барем по еден бод и немало две екипи кои освоиле
еднаков број бодови. Кој е најмалиот можен број одиграни натпрева-
ри, ако за победа се добиваат три бода, за пораз не се добиваат бодови
и при нерешен резултат двете екипи добиваат по еден бод?
Решение. Најмалиот можен број бодови кои ги освоиле екипите е
1 2 3 4 5 6 15      . Ако се одиграни пет натпревари, тогаш секој
натпревар мора да заврши со победа на едната екипа, па затоа бројот
на бодовите на секоја екипа мора да е делив со 3, што не е случај. Ќе
покажеме дека може да се одиграат 6 натпревари во кои секоја екипа
ќе има најмалку по еден бод и нема да има екипи кои освоиле еднаков
број бодови. Нека екипите се , , , ,A B C D E и нека A играла нерешено
со B и загубила од , ,C D E ; потоа E играла нерешено со B и D , а
преостанатите натпревари не се одиграни. Тогаш A освоила 1 бод, B
освоила 2 бода, C освоила 3 бода, D освоила 4 бода и E освоила 5
бода.

4. На фудбалски турнир учествувале 6 екипи и секоја екипа одиграла со
секоја друга екипа по еден натпревар. Определи ги сите броеви t за
кои е можно екипите да освојат , 1, 2, 3, 4, 5t t t t t t     бодови. (На
фудбалски натпревар за победа се добиваат 3 бода, за нерешен ре-
зултат секоја екипа добива 1 бод и за пораз не се добиваат бодови).
Решение. На турнирот вкупно се одиграле 6 5

2
15  натпревари. Најго-

лем број бодови се освоени ако сите натпревари завршиле со побед-
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ник и тоаш се освоени 15 3 45  бодови. Најмал број бодови се ос-
воени ако сите натпревари завршиле нерешено и тогаш се освоени
15 2 30  бодови. Ако екипите, во некој редослед, освоиле , 1,t t 

2, 3, 4, 5t t t t    бодови, тогаш 30 15 6 45t   , од каде добиваме
1
2

2 5t  .

Ако 5t  , тогаш ниту еден натпревар не завршил нерешено, па затоа
секоја екипа бодовите ги освоил само со победи. Тоа значи дека бро-
јот на бодовите на секоја екипа е делив со 3, што противречи на тоа
дека сите шест броевите 5, 6, 7, 8, 9 и 10 не се сите деливи со 3.
Ако 3t  , тогаш вкупно се освоени 6 3 15 33   бодови, што значи
дека точно три натпревари завршиле со победник, а екипите освоиле
3, 4, 5, 6, 7 и 8 бодови. Бидејќи секоја екипа играла по пет натпревари,
заклучуваме дека екипата која освоила 8 бодови мора да има 2 победи
и 2 нерешени натпревари, екипата која освоила 7 бодови мора да има
најмалку 1 победа и притоа 4 нерешени натпревари, а екипата која
освоила 6 бодови мора да има најмалку 1 победа и притоа 3 нерешени
натпревари. Според тоа, ако 3t  , тогаш бројот на победите мора да е
поголем или еднаков на 1 1 2 4   , што противречи на тоа дека во
овој случај имаме точно 3 победи.
Ако 4t  , тогаш на турнирот се освоени вкупно 6 4 15 39   бодови,
т.е. 9 натпревари завршиле со победник, екипите освоиле 4, 5, 6, 7, 8 и
9 бодови во некој редослед и освоените бодови може да се како во
следниов пример

31000, 0 1031, 11 301,

330 10, 3031 1, 31131 ,

А X Б X В X
Г X Д X Ѓ X
  

  

каде X означува дека соодветната екипа не играла со самата себе.

5. На фудбалски турнир 16 тимови играле секој со секој по еден нат-
превар (за победа се добиваат 3 бода, за нерешен резултат секој тим
добива по 1 бод и за пораз се добиваат 0 бодови). Имало само еден
тим со 15 бодови и само еден тим со подобар резултат, Колку нат-
превари завршиле нерешено?
Решение. На турнирот, без натпреварите кои ги играл победникот
вкупно се одиграни 1514

2
105  натпревари, на кои може да се освојат

најмалку 105 2 210  бодови (сите натпревари да завршат нерешено).
Ако вториот тим го победил победникот, тогаш тој има 12 бодови од
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натпреварите со преостанатите 14 тима, што значи дека тие меѓу себе
поделиле најмалку 198 бодови, што не е можно бидејќи никој од овие
тимови нема повеќе од 14 бодови, а 14 14 198  . Ако вториот тим за-
губил од победникот, тогаш тој има 15 бода од натпреварите со преос-
танатите 14 тима, што значи дека тој победил барем еден од преоста-
натите тимови, а од преостанатите 13 тимови има 12 бодови, што зна-
чи дека загубил барем од еден од нив. Според тоа, сите тимови без по-
бедникот имаат 212 бода. Значи, во натпреварите меѓу себе послед-
ните 14 тимови освоиле 212 15 197  бодови, што не е можно бидеј-
ќи никој од овие тимови нема повеќе од 14 бодови, а 14 14 197  . Зна-
чи, вториот тим играл нерешено со првиот тим и има 14 бодови од
натпреварите со преостанатите 14 тимови, па така тие меѓу себе по-
делиле 196 бодови. Последното е можно само ако секој тим има по 14
бодови и секој од овие тимови загобил од победникот на турнирот.
Значи, последните 15 тимови имаат од напреварите меѓу себе точно
210 бодови, што значи дека сите 105 натпревари меѓу нив завршиле
нерешено, а нерешено  завршил само уште натпреварот меѓу побед-
никот на турнирот и второпласираниот тим. Конечно, нерешено
завршиле 105 1 106  натпревари.

6. На фудбалски турнир учествувале 5 тима, при што секој тим играл со
секој друг тим точно по еден натпревар. За да се подобри ефикасноста
на турнирот за победа се добивале 5 бода, за пораз 0 бодови, за нере-
шен резултат без постигнати голови секој тим добивал по 1 бод, а за
нерешен резултат со постигнати голови секој тим добивал по 2 бода.
На крајот од турнирот се покажало дека бодовите на петте тима се пет
последователни природни броја. Кој е најмалиот можен број голови
кои се постигнати на овој турнир?
Решение. На турнирот се одиграни 5 4

2
10  натпревари, при што од

секој натпревар се добиваат 2, 4 или 5 бода. Значи, вкупниот број
бодови е најмалку 20, а најмногу 50. Од друга страна, бодовите на
тимовите се , 1, 2, 3, 4a a a a a    , што значи дека тимовите вкупно
освоиле 5 10a  бодови. Ако вкупно се освоени 20 бода (соодветно
50), тогаш сите натпревари завршиле нерешено без голови (соодветно
со победа) и затоа сите тимови имаат еднаков број бодови, што про-
тивречи на условот на задачата. Според тоа, 5 10 25,30,35,40a   или
45, при што бодовите на тимовите се:
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а) 3, 4, 5, 6, 7;
б) 4, 5, 6, 7, 8;
в) 5, 6, 7, 8, 9;
г) 6, 7, 8, 9, 10,
д) 7, 8, 9, 10, 11.
Ако на турнирот има v победи, d нерешени натпревари без голови и
s нерешени натпревари со голови, тогаш вкупниот број освоени бо-
дови е 5 2 4v d s  , при што најмалиот можен број голови е 2v s .
Во случајот а) се добива дека таков трунир не постои (Провери!).
Во случајот б) се добива дека најмалиот број постигнати голови е 6
(при 2v  и 2s  ) и постои таков турнир:

A B C D E Бодови
A 5 1 1 1 8
B 0 1 1 5 7
C 1 1 2 2 6
D 1 1 2 1 5
E 1 0 2 1 4

Во секој од пресотанатите случаи се добива дека бројот на головите е
поголем од 6. (Провери!)

7. На одобојкарски турнир учествуваат 8 екипи, при што секоја екипа
гра со секоја друга екипа по еден натпревар. За победа се добива 1
бод, а за пораз 0 бодови (во одбојката нема нерешени резултати). Ако

1 2 8...a a a   се поените кои ги освоиле екипите, определи ја најго-

лемата можна вредност на изразот

1 2 3 4 5 6 7 8a a a a a a a a       .

Решение. Бидејќи 1 7a  , имаме

1 2 3 4 5 6 7 8

1 2 3 4 5 6 7 8

1 8

1

( ) ( ) ( )

7.

S a a a a a a a a

a a a a a a a a

a a

a

       

       

 

 

Ако 7S  , тогаш 1 2 3 4 5 6 7 87, , , , 0a a a a a a a a     , па затоа на
збирот на сите освоени бодови е

1 2 3 4 5 6 7 8 2 4 67 2( )a a a a a a a a a a a          

е непарен број, што противречи на тоа дека тој е еднаков на бројот на
сите одиграни натпревари, т.е. на 8 7

2
28  . Сега, од добиената против-
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речност следува дека 6S  . Следниот пример покажува дека нави-
стина 6S  :
А х1111111, Б 0х011111, В 01х00111, Г 001х1011,
Д 0010х111, Ѓ 00010х01, Е 000001х1, Ж 0000000х,

8. На еден шаховски турнир секој шахист играл по една партија со секој
друг шахист. Победник на турнирот е Иван. Потоа заради употреба на
допинг бил дисквалификуван Петар и сите негови резултати биле
анулирани. Како резултат на ова на турнирот победил Стамен. Петар
изјавил дека ако наместо него бил дисквалификуван Стамен, тогаш тој
ќе победел на турнирот. Дали Петар е во право?
Решение. Бидејќи Иван бил победник на турнирот, тој имал најмалку
половина поен повеќе од секој друг учесник, што значи дека имал
најмалку половина поен повеќе од Стамен. По дисквалификацијата на
Петар победник станал Стамен, што значи дека сега тој имал најмалку
половина поен повеќе од Иван. Последното е можно само ако Иван
претходно имал точно половина поен повеќе од Стамен, Иван го
победил Петар, а Стамен загубил од Петар. Значи, ако наместо Петар
бил дисквалификуван Стамен, тогаш претходно освоените поени на
Петар ќе се намалат за 1, а претходно освоените поени на Иван може
да се намалат најмногу за 1. Но, Иван претходно има најмалку поло-
вина поен повеќе од Петар, па затоа со дисквалификувањето на Ста-
мен не е можно Петар да биде победник на турнирот.

9. На брзопотезен шаховски турнир учествувале 35 шахисти и секој
шахист одиграл со секој друг шахист точно по една партија шах. До-
кажи дека барем во една партија играле шахисти кои до моментот на
играњето на таа партија одиграле вкупно непарен број партии.
Решение. На секој шахист му придружуваме карактеристика 1, ако до
тој момент одиграл непарен број партии, и 0 ако до тој момент оди-
грал парен број партии. Јасно, со секоја одиграна партија каракте-
ристиката на секој шахист се менува. На почетокот сите шахисти
имаат карактеристика 0, а на крајот секој шахист одиграл по една
партија со секој од преостанатите 34 шахисти, па затоа на крајот сите
карактеристики повторно се 0.
Нека претпоставиме дека секоја партија е играна од шахисти со еднак-
ви карактеристики пред партијата. Тогаш со секоја партија бројот на
единиците се зголемува или се намалува за 2. Според тоа, за да на кра-
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јот на турнирот повторно имаме еднаков број единици како на поче-
токот на турнирот, односно нула единици, треба да се одиграат непа-
рен број партии шах. Но, вкупниот број одиграни партии е еднаков на
35 34

2
35 17   , т.е. е непарен број. Противречност.

10. На брзопотезен шаховски турнир учествувале 35 шахисти и секој ша-
хист одиграл со секој друг шахист точно по една партија шах. Докажи
дека е можно да е одиграна само една партија меѓу шахисти кои до
моментот на играњето на таа партија одиграле вкупно непарен број
партии.
Решение. На секој шахист му придружуваме карактеристика 1, ако до
тој момент одиграл непарен број партии, и 0 ако до тој момент оди-
грал парен број партии. Јасно, по секоја одиграна партија од некој
шахист неговата карактеристика се менува. На почетокот сите караке-
тристики се 0, па бидејќи на крајот секој шахист одиграл по 34 партии
повторно сите каракетристики се 0.
Со математичка индукција ќе докажеме дека е можно да се реализира
само една партија меѓу шахисти со различни карактеристики (0-1) за
секој турнир со 4 3k  шахисти.
За 1k  партиите 1 2 2 3 1 3( , ),( , ),( , )A A A A A A го задоволуваат условот,
бидејќи само втората е од видот 0-1.
Нека 4 1k  шахисти може да се распоредат на саканиот начин и да
вклучиме уште 4 шахисти. Прво се играат партиите меѓу (4 1)k   ви-

те шахисти, меѓу кои партии само една е од видот 0-1. Досега секој од
овие шахисти одиграл 4 2k  партии, што значи дека секој има ка-
рактерстика 0. Последователно се играат серии од по четири партии
со учество на 4kA и 4 1kA  :

4 2 1 4 1 2 4 2 4 1 2 1( , ),( , ), ( , ), ( , )k m k m k m k mA A A A A A A A   

за секој 1,2,...,2 1m k  . На крајот на секоја серија сите шахисти се со
каракетристика 0 и во рамките на тие серии нема партии од видот 0-1.
Аналогно играат 4 2kA  и 4 3kA  . Така шахистите 1 2 4 2, ,..., kA A A  ги
одиграле сите свои партии, а преостанатите шахисти играле по парен
број партии. Сега, последователно се играат партиите:

4 4 1 4 1 4 2 4 1 4 1 4 4 2 4 1 4 2

4 4 3 4 1 4 3 4 1 4 3 4 4 1 4 2 4 3

( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , ),

( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , ).
k k k k k k k k k k

k k k k k k k k k k

A A A A A A A A A A

A A A A A A A A A A
       

       

Со тоа индуктивниот доказ е завршен.
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11. Во едно кошаркарско првенство секој тим игра со секој друг тим по
два натпревари, при што победникот од секој натпревар добива по 2
бода, а поразениот по 1 бод (во кошарката нема нерешени резултати).
На крајот на првенството се покажало дека сите тимови без шампио-
нот вкупно освоиле 2016 бодови. Колку тимови учествувале во ова
првенство и колку бодови освоил шампионот?
Решение. Нека во првенството учествувале n тимови, а шампиоот
освоил k бодови. Значи, на првенството вкупно се одиграни ( 1)n n 

натпревари и се освоени 3 ( 1)n n  бодови. Од условот следува дека
2016 3 ( 1)k n n   . Понатаму, бидејќи преостанатите тимови имаат

помалку од k бодови, важи ( 1) 2016n k  . Според тоа,
2016 2016

1 1
2

3 ( 1) 2016 ,

( 1) 672,

27.

n
n n

n n

n

n

    

 


Од друга страна, победникот во натпреварите со секој од преостана-
тите 1n тимови може да освои најмногу 4 бодови, па затоа важи

4( 1)k n  , од каде добиваме
3 ( 1) 2016 4( 1),

(3 4)( 1) 2016

n n n

n n

   
  

и со непосредна проверка наоѓаме дека 27n  . Значи, 27 27n  , па
затоа 27n  , а победникот освоил

3 27 (27 1) 2016 90k      

бодови.

Задачи за самостојна работа

12. На фудбалски турнир учествуваат n екипи и секоја екипа игра со се-
која друга екипа по еден натпревар. На турнирот за победа се доби-
ваат 3 бода, за пораз се добиваат 0 бодови и за нерешен резултат двете
екипи добиваат по 1 бод. На крајот од турнирот се покажало дека
разликата на бодовите на секои две соседни екипи на табелата е ед-
наква на 1. Определи го најмалиот број n за кој ова е можно, а потоа
определи како завршиле сите натпревари.

13. На фудбалски турнир учествуваат n екипи и секоја екипа игра со се-
која друга екипа по еден натпревар. На турнирот за победа се доби-
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ваат 3 бода, за пораз се добиваат 0 бодови и за нерешен резултат двете
екипи добиваат по 1 бод. На крајот од турнирот се покажало дека раз-
ликата на бодовите на секои две соседни екипи на табелата е еднаква
на 1. Определи ги сите природни броеви n за кои ова е можно.

14. На турнир секои два играча меѓусебно играат по две партии нова за-
нимлива игра. Пре почетокот на секој партија случајно се избира кој
го игра првиот потез. Партијата не може да заврши нерешено, за по-
беда се добива 1 бод, а за пораз се добиваат 0 бодови.
На крајот на турнирот сите натпреварувачи имале различен број бодо-
ви. Но, организаторите заклучиле дека правилата биле неправедни.
Затоа додале по 1 бод за секоја победа која ја остварил играчот кој не
го играл првиот потез. Дали може со новото бодување сите играчи да
имаат еднаков број бодови?


