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SAMPIONI

Jedna c¢injenica je nepobitna — mi Zivimo u svetu matematike!

Vekovima je MATEMATIKA nesporno nauka broj jedan.

Neki je nazivaju sluskinjom nauke, a ona je u stvari — kraljica!

MATEMATIKA je gotovo savrsenal

Prvi naucnici bili su matematicari.

Najnovija, najsavrsenija, najneverovatnija tehnologija danasnjice je
plod koji je oprasen na matematickim granama — to je elektronski racu-
nar. Sve to, emu se s pravom svi divimo, samo je proizvod maleckog

napora ljudskog uma. To su samo mrvice, nedovoljno iskoris¢enog,
ogromnog potencijala ljudske pameti.

Taj Tvorac, taj BOG NAUKE — ljudski mozak, mora neprestano da
se upotrebljava. Mora da se gimnasticira! A najbolja, idealna gimnastika
uma je — igranje matematikom.

Kad procitate ovu knjigu, najpazljivije, sa obracanjem maksimalne
paznje i na naizgled sitne detalje, bi¢ete kao sportista u punom treningu
pred odlucujuée takmicenje. Rezultati koje postignete na predstojeéim
matematickim takmicenjima pokazace koliko ste se pripremili. Ako ste
ve¢ postigli Sampionski nivo — primite cCestitke, a ako ste propustili jednu
sansu, nemojte se predati! Pojacajte tempo rada i — uspeh nece izostati.

DANASNJE VREME JE ZLATNO DOBA MATEMATIKE
POZLATITE SE I VI!
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KAKO SE POSTAJE
SAMPION

Treba biti sampion bez mane, a to zahteva dosta truda. Naravno, ne
treba raditi “s brda, s dola”, t.j. sve $to ti padne (i kad ti padne) u ruke.
Samo sistematski rad donosi zrele plodove, a najbolji su plodovi sopstvenog,
samostalnog rada.

Prvo, treba temeljno obraditi gradivo iz aktuelnog skolskog udzbenika i
usvojiti s razumevanjem sve nove pojmove (uz pretpostavku da su pojmovi
iz prethodnih razreda usvojeni). Sve to proverimo i utvrdimo resavanjem
zadataka iz ZBIRKE za redovnu nastavu. Pritom ne biramo lekcije i ne
preskacemo zadatke (osim onih najjednostavnijih).

Pre nego Sto se upustite u produbljivanje i prosirivanje novoste¢enog zna-
nja, treba osveziti staro znanje. Najkraéi put za to je da proucite dodatnu
nastavu za prethodne razrede. Ucenici V razreda treba da temeljno proce-
sljaju knjige PLUS IITi PLUS IV (izdanja MATEMATISKOP-a), a ucenici
VI razreda jos i PLUS V.

Kad osvezite staro znanje, predite na aktuelnu dodatnu nastavu. Peta-
ci neka uzmu u ruke PLUS V, a Sestaci PLUS VI. Odatle uradite sve
zadatke. Ako neki zadatak ne moZete resiti sami, pogledajte RESENJA
ZADATAKA SA UPUTSTVIMA, jer su tamo data kompletna resenja svih
zadataka. U tom slucaju izvucite pouku: sta niste znali ili cega se niste
setili. To ée vam koristiti ubuduée kao vazna iskustva. Zatim, uzmite ovu
knjigu i proradite je do kraja.

Teme koje su ovde u SADRZAJU oznacene crvenom bojom, predvidene
su samo za ucenike VI razreda, pa ih petaci preskacu.

Tekstovi zadataka koji su samo za Sestake, odstampani su ljubicastom
bojom.

Kad sve preporuceno uradite, mozete znanje proveriti resavanjem pro-
blema, “s brda, s dola”. Medutim, dobro je i da nastavite sa sistematskim
radom. Na primer, mozete videti Sta ima i u drugim knjigama, kao sto su:
INOSTRANA TAKMICENJA OSNOVACA (izdanje MATEMATISKOP-
a), MATHEMATISKOP 3, 1000 ZADATAKA (Drustvo matematicara
Srbije) i druge sli¢cne knjige, koje se bave matematickim takmicenjima.

Posle ovakvog rada doziveéete takmicenja kao rutinsko vezbanje i to bez
treme.

Mojim Indijancima
U Beogradu, 2017. godine.

Vladimir Stojanovié¢
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Pomozite trojici decaka sa slike da se
rasporede tako da cifre na njihovim dre-

sovima obrazuju broj deljiv sa 7.



Celi brojevi

1.1. Zadaci za zagrevanje

Prvih 30 zadataka, kao sto kaze naslov, namenjeni su zagrevanju, pri-
premnom “razmrdavanju vijuga”. Za njihovo resavanje nije neophodno
neko posebno znanje iz matematike. Mnogo je vise logike i kombinato-
rike, nego racunanja. I to Sto treba racunati, zahteva primenu osnovnih
racunskih operacija.

Dakle, osnovne su ideje, a ne rac¢un!

Kad resite ove zadatke biCete spremni da se uhvatite u kostac sa
problemima iz narednih poglavlja.

1. Prazna polja u tabeli popuni bro- 6
jevima, tako da zbir svaka tri susedna 2
broja, kako u horizontalnim, tako i u ver- | 7
tikalnim redovima bude 15. 3

2. Kako ¢emo 12 ¢unjeva rasporedi-
ti u 6 redova, a da u svakom redu budu po 4 cunja? ResSenje nacrtaj!

3. Zoran je u svom vrtu zasadio 19 ruza, rasporedivsi ih u 9 redova,
tako da u svakom redu bude 5 ruza. Kako je on to uc¢inio?

4. Nikola je slozio po krugu, jedan za drugim, 10 belih i 10 crnih kamen-
¢i¢a. Iduéi po krugu uvek u istom smeru, uzimao je svaki sedmi kamencic.
Posle izvesnog vremana svi crni kamencié¢i bili su pokupljeni, a svi beli su
ostali. U kakvom su rasporedu ovi kamenciéi bili slozeni na pocetku?

5. Na stolu je 6 casa i na pocetku sve su postavljene sa otvorom nagore.
One se mogu prevrtati, tako da se u svakom koraku prevrne po 5 c¢asa. Da
li je moguée postié¢i da se svih 6 Casa u jednom momentu nadu sa dnom
okrenutim nagore?



6. Pomocu tri kabla, sivog, crvenog i zelenog, povezi parove telefona
iste boje, tako da ovi kablovi leze na stolu i ne ukrstaju se.

a AR
@'sﬁ‘@@sﬁ .

7. Razmesti u tri vrste kartice sa slike desno, tako da zbir brojeva u
prvoj vrsti bude jednak zbiru brojeva u drugoj vrsti i zbiru brojeva u trecéoj
vrsti.

8. Mlekarica je imala u kanti 8 litara mleka. Jedan kupac sa balonom
od 5 litara hteo je da kupi 4 litra mleka. Mlekarica je imala jos jednu praznu
kantu od 3 litra. Kako su oni kupcu nasuli 4 litra mleka?

9. Imamo dve posude. U prvoj je mleko, a u drugoj skuvana kafa. Iz
druge posude zahvatimo punu Soljicu kafe, naspemo je u prvu posudu i
sadrzaj ove posude promesamo. Potom iz prve posude zahvatimo punu istu
Soljicu dobijene “bele kafe” i saspemo je u posudu s kafom. Da li u prvoj
posudi ima kafe viSe nego sto u drugoj posudi ima mleka? Obrazlozi!

10. Tri ortaka, Zoran, Dusan i Nikola, imaju zajednicku kasu, ali ne
zele da bilo koji moze sam da je otvori, nego bi hteli da to mogu da ucine tek
svaka dvojica od njih zajedno. Koliko brava treba da ima kasa i kako treba
ortacima podeliti kljuceve tih brava?

11. Jednom se vodio ovakav porodic¢ni razgovor.

Majka: Juce mi rekose da je Milan, sin Nade Stojanovi¢, zavrsio drugi
razred, iako mu je tek 8 godina.

Otac: Bojim se da gresis. Sin Nade Stojanovié¢ zove se Dusan i tek mu
je b godina.

K¢i: Ja ne poznajem porodicu te Nada Stojanovié, ali mi je nedavno
drugarica pricala o njenom sinu i dobro se se¢am da je rekla da on ima 10
godina, pri ¢emu je pomenula neko ime koje sigurno nije Milan.

Gost: Izvinite Sto se mesam, ali budué¢i da dobro poznajem porodicu
Stojanovié¢, moram vam reéi da je svako od vas napola u pravu. Naime, kada
se radi o imenu sina i njegovim godinama, svako od vas izrekao je jedno
tacno i jedno netacno tvrdenje.

Gost je bio u pravu. Kako se zove i koliko je star sin Nade Stojanovié¢?



12. Na stolu su tri svecée jednakih duzina, ali nejednakih debljina. Goca
je u 8 sati upalila prvu svecu, a posle jednog sata i ostale dve. Sat posle toga
izjednacile su se po duzini prva i treca sveca. Kada ¢e se izjednaciti po duzini
prva i druga sveca, ako treéa cela izgori za 8 sati, a druga cela izgori za 12
sati?

13. Bane i Mirjana, ljuti sahovski protivnici, igraju medusobno mec,
menjajuéi naizmeni¢no boju Sahovskih figura. Oboje igraju veoma ostro i
nijedna od 11 do sada odigranih partija nije zavrsena remijem. Uvek je nei-
zvesno ko ¢e pobediti, ¢ak ni bele figure nisu nikakva prednost. Naime, cak
pet puta do sada pobedio je igra¢ sa crnim figurama. Ukupan rezultat je
7 : 4 za Baneta. Koji igra¢ ima bele figure u dvanaestoj partiji?

14. Na jednom teniskom turniru svaki igrac¢ je odigrao po jedan mec
sa svakim od ostalih ucesnika. Na kraju se ispostavilo da je devet desetina
ucesnika ostvarilo bar po jednu pobedu. Koliko je igraca ucestvovalo na ovom
turniru?

15. Raspolazemo sa dva pescana sata. Kod prvog sav pesak iscuri iz
jedne polovine u drugu za ravno 25 minuta, a kod drugog za 20 minuta. Kako
¢emo pomocu ova dva pescana sata najjednostavnije izmeriti pola sata?

16. Raspolazemo sa 9 klikera, jednakih po izgledu i veli¢ini, od kojih
je jedan malo laksi od ostalih 8 koji imaju jednake mase. Kako ¢emo sa dva
merenja na osetljivim terazijama utvrditi koji je kliker najlaksi?

17. Od 8 nov¢iéa jednakih po izgledu, jedan je neispravan (ne znamo
da 1i je laksi ili tezi od ostalih). Kako ¢emo sa tri merenja na osetljivim
terazijama utvrditi koji je novci¢ neispravan i da li je on tezi ili laksi od
ostalih?

18. U deset kutija spakovano je po 20 kesica napunjenih kafom. Bruto
masa kesica (zajedno s kafom) iznosi 100 g za svaku kesicu iz devet kutija.
U jednoj kutiji, ne znamo kojoj, upakovane su kesice mase 90 g. Kako ¢emo
samo jednim merenjem utvrditi u kojoj su kutiji kesice od 90 g?

19. Zbir Cetiri broja je 208. Ako se prvom broju doda 3, ili se drugom
oduzme 3, ili se tre¢i pomnozi sa 3, ili se cetvrti podeli sa 3, uvek se dobije
isti rezultat. Odredi ova Cetiri broja.

20. Jedna crkva ima dva razli¢ita zvona. Oba udaraju ravnomerno.
Udari prvog zvona c¢uju se svake Cetvrte sekunde, a udari drugog svake trece
sekunde. Istovremeni udari oba zvona ¢uju se kao jedan udar. Jednog dana su
se oba zvona oglasila istovremeno. Neko je pazljivo brojao i izbrojao 20 udara
zvona. Koliko je vremena proteklo od prvog do poslednjeg udara zvona?



21. Svaki covek, od nastanka obicaja rukovanja do danas, rukovao se
odreden broj puta. Dokazi da je parni broj onih ljudi, koji su se rukovali
neparan broj puta.

22. Guska i po, za dan i po, snese jaje i po. Koliko jaja snese 9 gusaka
za 9 dana?

23. Nadica je donela jaja na pijacu. Prvom kupcu prodala je polovinu
od ukupnog broja jaja i jos pola jajeta. Drugom kupcu prodala je polovinu
od preostalih jaja i jos pola jajeta. Tako je bio usluzen i treéi kupac, a zatim
cetvrti i peti. Kada je peti kupac otisao, korpa je ostala prazna. Koliko je
jaja donela ova seljanka?

24. Obrcéudi se na vrhu klizaljke Irena se za 10 sekundi 20 puta nasla
licem prema svom partneru Dusanu, koji je nju za to vreme obisao dva puta.
Koliko obrta u sekundi napravi Irena? Razmotri oba slucaja: kada se partneri
obréu u istom smeru, ili u suprotnim smerovima.

25. Nadi najmanji prirodni broj koji poc¢inje cifrom 1 i koji postaje tri
puta veéi kada mu se prva cifra prebaci na poslednje mesto.

26. Da li je mogucée na Sahovskoj tabli od 64 polja dospeti konjem
iz levog donjeg ugla u desni gornji ugao, tako da konj prethodno skoc¢i po
jednom na svako od ostalih polja sahovske table?

27. Na Sahovskoj tabli od 64 polja rasporedi pet kraljica (dama) tako
da sva polja na tabli budu zauzeta tim damama, ili su od njih tucena.

28. Koliko se najvise dama moze postaviti na
sahovsku tablu od 64 polja, tako da one ne tuku jed-
na drugu?

29. Figuru na slici podeli sa dva reza na delove od
kojih se moze sastaviti kvadrat.

30. Desifruj mozaik, tj. slova zameni odgovaraju-
¢im ciframa, tako da budu ispunjene sve operacije, horizontalno i vertikalno.
Zatim dobijene cifre poredaj u rastuéi niz sleva udesno. Ako ispod svake cifre

napises odgovarajuce slovo, dobices rec ¢iji smisao je istaknut ispod svakog
mozaika.

a) EDE— AR=EBA  b) IRE : RA= RE

: - - - : +
G - FEO= DE UNC - UT = UEE
AO + RE =BER EEI —TII =UCM

(grad u Srbiji) (planina u Srbiji)



1.2. Elementarni problemi s brojevima

Poznavanje strukture brojeva i osobina osnovnih rac¢unskih operacija
olaksava razumevanje i reSavanje problema o brojevima. Slede¢a grupa
od 40 zadataka takve je prirode, da za njihovo resavanje treba samo
dobro razmisliti, nekad manje, a nekad dublje. Od “velike matematike”
ovde vam je potrebno samo poznavanje osnovnih racunskih operacija i
bistra glava.

Svi zadaci se odnose na dekadni zapis broja.

31. Broj zapisujemo tako sto prirodne brojeve 1, 2, 3,... dopisujemo
redom jedan za drugim. Tako dobijemo: 123456789101112... Koja se cifra
nalazi na 2017-om mestu?

32. Koliko se cifara upotrebi za numerisanje strana enciklopedije, ako
su oznacene sve strane ove knjige, od prve do dvehiljadite?

33. U broju 275486392 Milica je izbrisala tri cifre, tako da je preostali
broj:

a) najmanji, b) najvedi.

Koji je broj ostao?

34. Nadi najmanji prirodni broj koji ima zbir cifara 100.

35. Kako se broj 121 moze dobiti kao rezultat mnozenja dva broja koji
nisu veéi od 107

36. Kojom se cifrom zavrsava proizvod prvih 2017 neparnih brojeva?

37. Koja se peta cifra zdesna (cifra desetina hiljada) dobija u rezultatu
slede¢eg mnozenja (proizvoda): 6-7-8-...-28-297

38. Brojeve, 25, 26, 27,...,55, 56 podeli u ¢etiri grupe, tako da su zbi-
rovi brojeva u svim grupama jednaki medu sobom.

39. U kvadratic¢e upisi devet razli¢itih cifara: 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9,
tako da budu tac¢ne jednakosti:

(Imamo dva jednocifrena, dva dvocifrena i jedan trocifreni broj.) Pokusajte
da nadete dva (nesimetri¢na) resenja.



40. Data je sledeca tabela:

1
2
3
4
5

U polja roze obojenog pravougaonika upisuju se proizvodi brojeva prve kolo-
ne, redom sa odgovarajuéim brojevima prve vrste, kao Sto je na slici deli-
mi¢no zapisano.

Pokusaj napamet (bez zapisivanja) da izrac¢unas zbir svih proizvoda iz
roze obojenog pravougaonika. Koliki je taj zbir, ako obojeni pravougaonik
ima 10 x 10 polja?

41. Na skolskoj tabli napisano je nekoliko znakova minusa i nekoliko
pluseva. Svaki ucenik moze izbrisati dva znaka, bilo koja, ali mora umesto
dva izbrisana upisati jedan novi znak. Ako izbrise dva plusa ili dva minusa,
upisuje novi plus, a ako izbrise jedan plus i jedan minus, upisuje novi minus.
Ovaj postupak ponavlja se dotle dok na tabli ne ostane samo jedan znak.

Mozemo li redosled brisanja znakova podesiti tako da na kraju ostane
znak koji zelimo?

42. Dva c¢asovnika sa kazaljkama navijena su 1. aprila 2017. godine u
podne. Jedan od njih radi tacno, a drugi napreduje po 45 sekundi za jedan
sat. Kog ¢e dana i u koliko sati oba c¢asovnika prvi put ponovo pokazivati
isto vreme?

43. Deda i unuk imaju zajedno 65 godina. Koliko godina ima svaki od
njih, ako unuk ima onoliko meseci koliko deda ima godina?

44. Moj pradeda je roden u XIX veku. Koje je godine on slavio Sezdeseti
rodendan, ako je u XX veku imao x godina one kalendarske godine koja se
zapisuje brojem z%?

45. Aca i Nemanja su posli u kupovinu. Aca je od svog oca dobio 350
dinara, a Nemanja od svog oca 150 dinara. Tada su Aca i Nemanja zakljucili
da imaju 350 dinara vise nego pre polaska u kupovinu.

Da 1i su dobro izracunali?



46. “Deda Vlada i unuk Luka imaju danas rodendan. Godine jednog
i drugog pisu se istim ciframa. Razlika njihovih godina jednaka je tvom
kuénom broju”, re¢e Lana Ivoni.

Ivona je vrlo brzo izracunala koliko godina imaju Vlada i Luka. Koliko
su stari deda i unuk?

47. Filip i Luka rese da kupe po jednu zbirku zadataka. Filipu nedostaje
16 dinara za tu zbirku, a Luki nedostaje 5 dinara. Zbog toga odluce da
zajedno kupe jednu knjigu. Medutim, ni tada nisu imali dovoljno novca.
Nedostajala su im jos 2 dinara. Koliko staje ta zbirka zadataka? Koliko je
dinara imao svaki od ova dva decaka?

48. Uros i Stefan imaju nesto novca i reSe da kupe po jednu zbirku
zadataka. Prvom nedostaje 7 dinara, a drugom 2 dinara. Zbog toga rese da
kupe jednu zbirku zajednicki. Medutim, ni tada nisu imali dovoljno novca.
Kolika je cena ove zbirke zadataka i koliko je novca imao svaki od ovih
decaka, ako je cena izrazena celim brojem dinara?

49. Za dve olovke i pet svezaka treba platiti 110 dinara, a za osam
olovki i dve sveske 80 dinara. Odredi cene olovke i sveske.

50. Za pola sveske treba platiti 10 dinara vise nego za pola olovke, a
za tri olovke treba 10 dinara vise nego za dve sveske. Koliko treba platiti za
olovku, a koliko za svesku?

51. U dvoristu su kokoske i ovce. Ima svega 40 glava i 130 nogu. (Sve
kokoske i ovce su zdrave i ¢itave.) Koliko ima kokosaka, a koliko ovaca?

52. U jednoj skoli na dva decaka dolaze tri devojcice, a na deset decaka
ima jedan nastavnik. Koliko je u skoli decaka i devojcica, ako ima ukupno
936 ucenika i nastavnika?

53. Brac¢ni parovi Stepanovi¢, Cvetkovié i Selmié takmiéili su se u stre-
ljastvu. Na kraju su imali ukupno 1000 poena. Muzevi su bili precizniji i
postigli su 604 poena. Cvetkovi¢ (Predrag) imao je isti broj poena kao i nje-
gova zena. Stepanovi¢ (Aca) imao je jedan i po puta vise pogodaka od svoje
zene, a Selmi¢ (Ratko) postigao je dva puta vise poena od svoje zene. Od
zena Ljuba je bila najbolja i za 10 poena je pobedila Sanju, koja je takode
za 10 poena bila bolja od Vanje. Odredi koliko su poena imali poimenic¢no i
ko je kome muz, odnosno Zena.

54. Nakon odredenog broja radnih dana, pri izgradnji nekog industrij-
skog postrojenja, brigada je pocela raditi udarnicki, pa je svaka 3 dana posla
skratila na 2 dana. Ako je celi posao zavrsen za 70 umesto za 90 dana, koliko
se dana radilo udarnicki?



55. Na udaljenosti od 125 metara pas je spazio zeca i pojurio za njim.
Istog trenutka zec se dao u beg. Jednim skokom zec preskace pola metra,
a pas 2 metra. Osim toga, dok zec skoci sedam puta, pas skoc¢i dva puta.
Koliko je metara pretréao pas od trenutka kada je spazio zeca, do trenutka
kad ga je ulovio?

56. U trci kornjaca pobedila je favorit Zeljka, koja je za 5 minuta presla
8 metara. Svaki od sudija pratio je trku ta¢no po jedan minut i svaki je tvrdio
da je za to vreme Zeljka presla tacno jedan metar. Kako je to moguée, ako
je u svakom trenutku bar jedan od sudija pratio trku?

57. Putnicki voz se krece brzinom od 48 km na sat i mimoilazi se sa
brzim vozom koji se kreée u suprotnom smeru brzinom od 72 km na sat.
Masinovoda putnickog voza utvrdio je da je brzi voz pored njega prolazio
tac¢no 6 sekundi. Kolika je duzina kompozicije brzog voza?

58. Puz se krece po ravnom stolu konstantnom brzinom i posle svakih
15 sekundi okrene se za 90°, a u intervalima izmedu okretanja krece se pra-
volinijski. Dokazi da se puz moze vratiti u pocetni polozaj samo posle celog
broja minuta.

59. Pomoc¢u tri tega moguce je na terazijama izmeriti bilo koju masu
izrazenu prirodnim brojem manjim od 14. Kolike su mase tih tegova?

60. Promucurni trgovac ima u jednom dzaku 80 kg secera, koji prodaje
samo na celi broj kilograma i raspolaze terazijama (sa dva tasa). Odredi
koji je najmanji broj tegova koje treba nabaviti da bi za svakog kupca bilo
dovoljno samo jedno merenje. Kolike su mase tih tegova?

61. Dat je lanac od 60 karika, od kojih svaka ima masu 1 g. Koliko
najmanje karika treba raseé¢i da se od lanca dobiju delovi, od kojih se kom-
binovanjem mogu naciniti “tegovi” pomocu kojih se na terazijama jednim
merenjem moze izmeriti svaka celobrojna masa od: 1 g,2 g,3 g,...,60 g?

62. Odredi najveéi prirodni broj kod kojeg bilo koje dve uzastopne cifre
odreduju broj deljiv sa 23.

63. Od tri broja, a, b, ¢, sabiranjem po dva dobili smo: 332, 408, 466.
Odredi brojeve a, b, c.

64. Na jednom listu napisan je niz od pet celih brojeva, a na drugom
listu su svi moguéi zbirovi od po dva ¢lana prvog niza. Na drugom listu pise:
0,2,4,4,6,8,9, 11, 13, 15. Sta pise na prvom listu?

65. Zbir jednog dvocifrenog i jednog trocifrenog broja je Cetvorocifreni
broj. Svaki od ta tri broja jednako se Cita, kako sleva udesno, tako i zdesna
ulevo, tj. u svim brojevima su cifre simetri¢no rasporedene. Nadi te brojeve.



66. Izmedu dva naselja, na svakom kilometru puta postavljen je stub
sa dve table. Na jednoj pise rastojanje u kilometrima od prvog naselja, a
na drugoj rastojanje od drugog naselja. Zanimljivo je da ukupni zbir cifara
oba broja na svakom stubu iznosi 14. Koliko je rastojanje izmedu ova dva
naselja?

67. Branki je saopsten zbir dva jednocifrena (prirodna) broja, a Valen-
tini je poznat zbir njihovih kvadrata. Izmedu ovih devojc¢ica vodio se sledeéi
razgovor:

Valentina: “Ja ne znam koji su to brojevi”.
Branka: “Njihov zbir je dvocifren”.
Valentina: “Sada znam koji su to brojevi”.

Koja su ta dva broja?

68. Nadi najmanji prirodni broj koji se zavrsava cifrom 6, a uvecava se
Cetiri puta ako mu se poslednja cifra premesti na prvo mesto.

69. Odredi Sestocifreni broj, ¢iji su proizvodi sa 2, sa 3, sa 4, sa 5 i sa
6, takode Sestocifreni brojevi, koji se pisu istim ciframa kao i trazeni broj,
samo u razli¢itim rasporedima.

70. Dve prijateljice, Vera i Nada, koje su zajedno isle u osnovnu skolu i
ucestvovale na matematickim takmicenjima, srele su se u Nisu pred skolom
u kojoj su ucila njihova deca. Vera se setila da je Nadi danas rodendan i
poljubila je uz cestitku. Nada se zahvali i rece:

“Interesantno je da i sve tri moje ¢erke danas slave rodendan”.
“Zaista”, zacudi se Vera, “a koliko su stare?”

“Proizvod brojeva njihovih godina je 36, a zbir tih brojeva jednak je
broju na skoli”, rece Nada i pokaza kuéni broj na skolskoj zgradi.

Vera pogleda broj i sleze ramenima, jer na osnovu onoga sto je c¢ula i
videla nije mogla odrediti starost devojcica.

“Najstarija, Milena, obozava matematiku”, dodade Nada.
“Divno”, uzvrati Vera, “sad znam koliko su stare tvoje ¢erke”.

Kako je Vera izracunala starost devojcica?



1.3. Deljivost brojeva

Pored bitnih ¢injenica koje smo naucili na casovima redovne nastave,
isticemo jos neke osobine.

Ako je a deljivo sa b, onda je a® deljivo sa b%.
Nijedan broj nije deljiv nulom. (Deljenje nulom nije moguéno.)
Nula je deljiva svakim brojem razli¢itim od nule.

Definicija koli¢nika i ostatka deljenja u skupu celih brojeva zahteva
pazljiv rad sa negativnim brojevima. Tako, na primer, iz
58 =—9-(—6)+41—-58 =9 (=7) + 5, sledi da deljenja
58 : (—9) i —58 : 9 nemaju jednake koli¢nike, ni jednake ostatke.

Broj je deljiv sa 6, ako je deljiv sa 2 i sa 3.

Broj je deljiv sa 11, ako se zbirovi cifara na parnim mestima i na
neparnim mestima razlikuju za broj koji je deljiv sa 11.

71. Misa je kupio nekoliko olovki po 12 dinara i nekoliko svezaka po
60 dinara. Prodavac mu je naplatio 1240 dinara. MiSa se pobunio. Kako je
Misa odmah znao da je prodavac pogresio?

72. Nadi Cetvorocifreni broj koji pri deljenju sa 131 daje ostatak 112,
a pri deljenju sa 132 daje ostatak 98.

73. Kad se prirodni broj n podeli sa 3 ostatak je 1, a ako ga podelimo
sa 37 ostatak je 33. Koliki je ostatak pri deljenju broja n sa 1117

74. Dokazi da broj ¢ije su sve cifre ¢etvorke nije deljiv sa 8.
75. Nasumice je odabran broj zapisan sa 2017 cifara, koji je deljiv sa

9. Oznac¢imo sa m zbir cifara odabranog broja, a sa n zbir cifara broja m.
Koliki je zbir cifara broja n?

76. Odredi najmanji Sestocifreni broj sa razli¢itim ciframa, tako da
bude deljiv sa 9.

77. Odredi najmanji ¢etvorocifreni broj koji je deljiv sa 9 i kome je
proizvod cifara jednak 180.

78. Dokazi da je 10217 — 7 deljivo sa 3, ali nije deljivo sa 27.

79. Odredi najmanji osmocifreni broj ¢ije su sve cifre medusobno razli-
c¢ite i koji je deljiv sa 33.

80. Niz brojeva formira se na sledeéi naéin: prvi ¢lan niza je 3'%%9, a

svaki slede¢i ¢lan, pocev od drugog, jednak je zbiru cifara prethodnog. Nadi
broj koji je na 2000-tom mestu.



81. Nadi sve prirodne brojeve n za koje je 10™ — 1 deljivo sa 3%.

82. Nadi najveéi zajednicki delitelj svih Sestocifrenih brojeva koji se
pisu pomoéu cifara: 1, 2, 3, 4, 5, 6, pri ¢emu su u svakom broju sve cifre
razlicite.

83. Izracunaj prirodni broj n, tako da je x71x : 36 = n.
84. Desifruj mnozenje: *8 % - 45 = 26 x 17x.
85. Nadi sve Sestocifrene brojeve oblika A1996B, deljive sa 72.

86. U broju 1994A6B odredi nepoznate cifre, tako da dobijeni broj
bude deljiv sa 12.

87. Odredi cifre A i B, tako da broj A2016B bude deljiv sa 36.

88. Odredi cifre M i N, tako da broj n, n = M1995 + 1996/ N bude
deljiv sa 44, M # 0.

89. U broju 1996 * * % % zvezdice zameni ciframa, tako da se dobije
osmocifreni broj deljiv sa 5, 7, 8 i 9.

90. Broju 623 dopisi zdesna trocifreni broj, tako da se dobije Sestocifre-
ni broj koji ima sledece osobine: ako mu oduzmemo 9, dobi¢emo broj deljiv
sa 9, ako mu dodamo 8, dobi¢emo broj deljiv sa 8 i ako mu oduzmemo 7,
dobi¢emo broj deljiv sa 7.

91. Zvezdice u broju 123 * x* zameni ciframa, tako da dobijeni Sestoci-
freni broj pri deljenju sa 7, 8 i 11 daje ostatak:

a) 0; b) 5.

92. Odredi nepoznatu cifru jedinica broja 401512, tako da ostaci delje-
nja ovog broja sa 3 i sa 5 budu jednaki.

93. Pravougaonu ploc¢u dimenzija 462 cm i 726 cm treba razrezati na
najve¢e medusobno jednake kvadrate. Duzine stranica ovih kvadrata iznose
celi broj centimetara. Koliko smo kvadrata dobili?

94. Cetvorica biciklista kreéu se po zatvorenim stazama koje su posta-
vljene tako da imaju zajednicki pocetak i formiraju figuru koja li¢i na detelinu
sa Cetiri lista. Duzina svake staze iznosi tre¢inu kilometra. Biciklisti istovre-
meno krenu iz zajednicke pocetne tacke u 12 sati i svaki vozi svojom stazom,
ravnomernom brzinom. Brzine kretanja su: prvi 6 km/h, drugi 9 km/h, treéi
12 km/h i éetvrti 15 km/h. Posle koliko vremena ¢e svi zajedno biti prvi put
ponovo u polaznoj tacki?



95. U 6 Casova izjutra tri autobusa istovremeno su krenula sa stanice u
tri razlic¢ita pravca. Prvi autobus vratio se u stanicu posle 1 sata i 5 minuta i
posle 10 minuta ponovo krenuo istom trasom; drugi se vratio posle 56 minuta
i krenuo na istu liniju posle 4 minuta odmora; treé¢i se vratio posle 48 minuta
i posle zadrzavanja od samo 2 minuta vratio se u redovnu voznju.

Za koje ¢e najkrace vreme sva tri autobusa ponovo istovremeno krenuti
sa stanice?

96. Vozedi paralelno sa gradskom autobuskom linijom izmedu dva dela
grada, biciklista je primetio da ga je svakih 9 minuta stizao, a svakih 6
minuta susretao po jedan autobus s te linije. U kojim vremenskim intervali-
ma autobusi te linije kre¢u sa polazne stanice? (Autobusi sa polazne stanice
kreéu u jednakim razmacima vremena i kreéu se priblizno jednakim brzina-
ma. Biciklista se takode kreé¢e ravnomernom brzinom.)

97. Deda i unuk imaju rodendan istog dana. Prilikom proslave jednog
rodendana deda je konstatovao da je broj njegovih godina deljiv brojem
godina unuka i da ¢e to vaziti i za tacno pet slede¢ih rodendana. Koliko su
godina imali deda i unuk kada je deda to primetio?

98. Odredi broj veéi od 100 i manji od 200, koji pri deljenju sa 2 daje
ostatak 1, pri deljenju sa 3 daje ostatak 2, pri deljenju sa 4 daje ostatak 3 i
pri deljenju sa 5 daje ostatak 4.

99. Odredi najmanji broj koji pri deljenju sa 4 daje ostatak 2, pri delje-
nju sa b5 daje ostatak 3, pri deljenju sa 6 daje ostatak 4.

100. Nadi najvedi Cetvorocifreni broj koji pri deljenju sa 3, 4, 5,61 7
daje ostatak 2.

101. Odredi sve trocifrene brojeve koji pri deljenju sa 7 daju ostatak
2, pri deljenju sa 9 daju ostatak 4 i pri deljenju sa 12 daju ostatak 7.

102. Na stolu su knjige koje treba spakovati. Ako bismo ih pakovali po
4, po 5 ili po 6, svaki put bi ostale po dve knjige, a ako ih pakujemo po 7,
sve ¢e biti spakovane. Koliko najmanje knjiga moze biti na stolu?

103. Ako su u sestocifrenom broju prva i ¢etvrta cifra jednake, druga
i peta cifra jednake, trec¢a i Sesta cifra jednake, dokazi da je taj broj deljiv
sa 7,111 13.

104. Dokazi da je Sestocifreni broj ¢ije su sve cifre jednake deljiv sa 3,
7,11, 131 37.

105. Nadi najmanji broj, zapisan samo jedinicama, koji je deljiv sa 33.

106. Odredi sve trocifrene brojeve koji imaju zbir cifara 10 i deljivi su
sa 11.



107. Broj n dobijamo tako $to dopisujemo redom prirodne brojeve od
1 do 101, tj. n = 1234567891011 ...99100101.

a) Koliko cifara ima broj n?

b) Koliko je puta upotrebljena cifra 57
¢) Dokazi da je n = a - b, gde su a i b prirodni brojevi veéi od 1.
d) Dokazi da n nije kvadrat nekog prirodnog broja.

108. Od pet uzastopnih neparnih brojeva postoji jedan koji nije deljiv
ni sa 3, ni sa 5, ni sa 7. Dokazi.

109. Ako su u trocifrenom broju deljivom sa 7 dve poslednje cifre jed-
nake, dokazi da je zbir cifara tog broja deljiv sa 7.

110. Odredi prirodni broj koji ima tacno Cetiri razli¢ita delioca, uklju-
¢ujuéi 1 i samog sebe, takav da je zbir svih delilaca za 2000 veéi od tog
broja.

1.4. Prosti i slozeni brojevi

Prirodni broj p je prost ako ima tac¢no dva razlicita delioca. To su 1
ip.

Prirodni broj je sloZen ako ima vise od dva razlicita delioca. Slozeni
broj s, dakle, moze da se predstavi u vidu proizvoda dva prirodna broja
vecaod l: s=a-b,a>1ib>1.

Broj 1 nije ni prost, ni sloZen.

Svaki prosti broj veéi od 3 moze se predstaviti u obliku: 6k 4 1 ili
6k —1, ke N.

Ako dva prirodna broja a i b imaju najveéi zajednicki delilac broj
1, tj. D(a, b) = 1, tada su a i b uzajamno prosti brojevi. Za uzajamno
proste brojeve a i b vazi: S(a, b) = a - b.

Ako su a i b uzajamno prosti brojevi i broj n je deljiv i sa a i sa b,
tada je n deljivo sa a - b.

Ako je broj n deljiv sa a i b, onda je n deljiv i sa S(a,b).

111. Resi jednacinu: (x —2)(z — 3)(x — 4)(z — 5) = 3024 u skupu celih
brojeva.

112. Ako je p prost broj, dokazi da je broj 1995p + 1 slozen.



113. Ako je p prost broj veéi od 2, dokazi da je p'®®® + 1999 slozeni
broj.

114. Odredi sve proste brojeve p, takve da su brojevi p+8 i p + 10
prosti.

115. Odredi prosti broj p, takav da je prost i broj 37 + p>.

1995 + p1996

116. Ako je p prost broj, dokazi da je broj p slozen.

117. Ako je p prost broj, dokazi da su brojevi p? + 71 i p3 4 17 slozeni.

118. Koliko ima prirodnih brojeva koji su manji od 3000, a proizvod
cifara im je 2107

119. Odredi sve prirodne brojeve kod kojih je proizvod cifara jednak
528.

120. Napisi najmanji prirodni broj kod kojeg je proizvod cifara jednak
5040.

121. Odredi najmanji prirodni broj kod kojeg je proizvod cifara jednak
453600. Da li postoji najveéi takav broj?

122. Odredi najmanji prirodni broj kojim treba pomnoziti broj 8316
da se dobije kvadrat jednog prirodnog broja. Kojeg broja?

123. Nadi najmanji prirodni broj kojim treba pomnoziti broj 21168 da
bi se dobio kub nekog prirodnog broja.

124. Nadi najmanji prirodni broj, koji pomnozen sa 2 postaje kvadrat
nekog prirodnog broja, a pomnozen sa 3 postaje kub nekog drugog prirodnog
broja.

125. Nadi najmanji prirodni broj kome je:

a) polovina potpuni kub, a tre¢ina potpuni kvadrat;

b) polovina potpuni kvadrat, a treéina potpuni kub.

126. Dat je prosti broj p ¢ije su sve cifre jedinice. Dokazi da je zbir
cifara ovog broja prost broj. Vazi li obrnuto?

127. Desifruj mnozenje: A- B - AB = BBB.

128. Odredi tri uzastopna prosta broja p, ¢, r, takva da je
p-q-r=ABBA.

129. Napisi milijardu u obliku proizvoda dva broja, tako da u zapisima

ova dva broja nema cifre 0.

130. Proizvod dva dvocifrena broja je broj koji je zapisan samo Cetvor-
kama. Koji su to brojevi?



131. Proizvod jednog dvocifrenog i jednog trocifrenog broja je broj koji
se zapisuje samo dvojkama. O kojim brojevima je re¢?

132. Proizvod dva trocifrena broja zapisuje se samo ciframa 7. Odredi
ove trocifrene brojeve.

133. Data su dva prosta broja razli¢ita od 3. Dokazi da je zbir ili razlika
datih brojeva deljiva sa 3.

134. Dati su pozitivni jednocifreni brojevi a, b, ¢, d, koji nisu svi jed-
naki medu sobom. Uzimajuéi date brojeve za cifre, mozemo napisati neke
cetvorocifrene brojeve. Dokazi da je razlika najveéeg i najmanjeg medu ovim
cetvorocifrenim brojevima uvek sloZzeni broj.

135. Dokazi da ne postoji najveéi prosti broj.

136. Odredi prirodne brojeve ny,no,...,ng, k > 1, koji ne moraju biti
razliciti, tako da bude n1 +ng + -4+ np = 1996 i ny - ng - ... - nk = 1996.
Nadi resenja i ako umesto 1996 stoji broj 1995.

137. Elementi troclanog skupa A = {a, b, ¢} jesu ma koji stepeni nekih
(ma kojih) prostih dvocifrenih brojeva manjih od 20. Dokazi da medu ele-
mentima skupa A postoje dva broja, takva da je zbir ili razlika ta dva broja
deljiva sa 5.

138. Zbir dva trocifrena broja deljiv je sa 37. Dokazi da je Sestocifreni
broj, koji se dobija dopisivanjem jednog broja iza drugog (nije vazno kojim
redom), takode deljiv sa 37.

139. Na skolskoj tabli napisan je trocifreni broj * % 8. Tri uc¢enika su
pogadala osobine ovog broja.

Zoran: Sve su mu cifre parne i deljiv je sa 32.

Dusan: Deljiv je sa 9 i predstavlja kvadrat nekog prirodnog broja.

Nikola: Manji je od 400 i 13 puta je veéi od kvadrata jednog prirodnog
broja.

Ispostavilo se da je svaki od ovih ucenika pogodio samo po jednu oso-
binu napisanog broja.
Koje cifre stoje umesto zvezdica?

140. Dokazi da postoji 15 uzastopnih prirodnih brojeva, takvih da su
svi oni slozeni brojevi.



1.5. Par-nepar

Parni broj je nenegativan celi broj deljiv sa 2.
Neparni broj je prirodni broj koji nije deljiv sa 2.

Parne brojeve oznacavamo sa 2k, k € Ny, a neparne sa 2k—1, k € N,
ili sa 2k 4+ 1, gde je k =01ili K € N, odnosno k € Ny.

Zbir (razlika) dva prirodna broja je neparan samo ako je jedan parni,
a drugi neparni broj (tj. ako sabiramo dva broja razli¢ite parnosti).

Proizvod dva prirodna broja je neparan samo ako su oba broja nepar-
na.

Ako je zbir dva prirodna broja parni broj, tada je i razlika ova dva
broja parni broj.

Ako je zbir dva prirodna broja neparni broj, onda je neparna i razlika
ta dva broja.

Definicije i osobine parnih i neparnih brojeva su veoma jednostavne
i lako uocljive. Medutim, ima i veoma teskih zadataka, koji se resavaju
koriséenjem samo pojma par-nepar.

141. Turisticki brod ima 29 kabina sa ukupno 86 lezajeva. Kabine imaju
2, ili 3, ili 4 lezaja. Dokazi da je broj trokrevetnih soba paran.

142. Na proslavi rodendana kod Maje skupilo se 9 gostiju. Da i je
moguce da se svaki od 9 gostiju odranije poznaje sa Majom i sa tac¢no troje
od njenih gostiju?

143. Razmesti kartice sa slike, tako da zbir brojeva
u prvoj vrsti bude jednak zbiru brojeva u drugoj vrsti. |E|

144. Mogu li se 2015 telefona vezati medusobno
tako da svaki ima direktnu vezu sa ta¢no 13 drugih tele-
fona? Zasto?

145. U jednom redu stoji 100 ucenika. Dozvoljeno je da svoja mesta
u redu zamene samo oni ucenici (tj. parovi uc¢enika) koji imaju zajednickog
suseda. Da li je ovakvim promenama mesta moguce da ucenik, koji stoji na
kraju reda, dospe na drugi kraj?

146. Na skolskoj tabli redom su zapisani prirodni brojevi: 1,2,3,.. .,
1995,1996. Brisemo ma koja dva broja i umesto njih upisujemo njihovu
nenegativnu razliku. Taj postupak se ponavlja dotle, dok na tabli ne ostane
samo jedan broj. Moze li taj poslednji broj biti:

a) nula;  b) 19957



147. Dusan sa sinom i Vlada sa sinom bili su u ribolovu. Dusan je
ulovio toliko riba koliko i njegov sin, a Vlada trostruko vise od svog sina.
Svega je bilo ulovljeno 25 riba. Dusanov sin zove se Lazar. Kako se zove
Vladin sin?

148. Na kruznici u proizvoljnom poretku napisane su cetiri jedinice i
pet nula. Zatim se izmedu jednakih cifara napise nula, a izmedu razlic¢itih
jedinica, pa se prvobitne cifre izbrisu. Dokazi, ma koliko puta se ponovio
ovaj postupak, ne moze se dobiti devet nula.

149. Dato je n brojeva: x1,x2,...,Zy, od kojih je svaki jednak +1 ili
—1. Ako je z1x9 + 203+ - - -+ Tp_12n + xnx1 = 0, dokazi da je broj n deljiv
sa 4.

150. Prva cetiri ¢lana jednog niza su: 1, 2, 3, 5. Svaki sledeéi ¢lan ovog
niza je cifra jedinica zbira prethodna cetiri ¢lana. Dokazi da se u ovom nizu
ne moze pojaviti ¢etvorka sa redosledom: 1, 2, 3, 4.

1.6. Dirihleov princip

Dirihleov princip je jednostavan, kao i princip par-nepar. Kada utvr-
dimo da se zadatak moze resiti ovim principom, dalji postupak uglavnom
nije komplikovan. Dirihleov princip glasi:

Ako (nk + 1) predmeta treba rasporediti u n kutija, tada bar u jednu
kutiju moramo staviti najmange (k + 1) predmeta.

Primer A) U jednoj skoli u¢i 1100 ucenika. Dokazi da u toj skoli
postoje bar dva ucenika koji imaju identi¢ne inicijale i da bar cetiri ucenika
slave rodendan istog dana.

Dokaz. Od 30 slova azbuke ima 30 - 30 = 900 razlicitih inicijala, a
ucenika ima za 200 viSe, pa bar dva imaju jednake inicijale.

Godina ima najvise 366 dana i toliko ima razli¢itih rodendana. Kako
je 1100 = 3-366 + 2, to znaci da bar cetiri ucenika imaju rodendan istog
dana.

Primer B) Neko je po beloj ravni prosuo crni tus. Dokazi da u ovoj
ravni postoje dve tacke iste boje, udaljene 2016 m jedna od druge.



Dokaz. Konstruisatéemo u ovoj ravni jednakostrani¢ni trougao sa
stranicom duzine 2016 m. Od tri temena ovog trougla, dva moraju biti
bela, ili je jedno belo, a dva su crna. Dva temena iste boje su trazene
tacke.

Primer C) Na terenu dimenzija 20 metara sa 50 metara zasadeno je
48 ¢okota vinove loze. Da li je mogucée na tom terenu ograditi bastu duzine 5
metara i Sirine 4 metra za gajenje Sargarepe, tako da u toj basti nema vinove
loze?

Resenje. Ako dati teren izdelimo na parcele dimenzija 4 m sa 5 m,
dobi¢emo 50 takvih parcela. Ma kako rasporedili 48 cokota loze, dve
parcele dimenzija 4 m sa 5 m bice slobodne.

151. Dokazi da se od 1996 bilo kojih prirodnih brojeva mogu izabrati
20 takvih da razlika izmedu svaka dva od njih bude deljiva sa 101.

152. U Sesti razred jedne skole upisalo se 110 ucenika. Svaki od njih
odranije poznaje bar 11 ucenika. Dokazi da svaki ucenik Sestog razreda ima
bar dva poznanika kojima on nije jedini zajednicki poznanik.

153. U odeljenju od 30 ucenika jedan ucenik je na testu nacinio 13
gresaka, dok je svaki od ostalih ucenika ili tacno uradio test, ili je nacinio
manje od 13 gresaka. Dokazi da postoje tri ucenika koji su nacinili isti broj
gresaka (ili su tacno uradili test).

154. Dato je 2007 razlicitih prostih brojeva. Dokazi da se bar 502 od
tih brojeva zavrsavaju istom cifrom.

155. Grupa od 64 decaka treba da podeli 2015 klikera. Dokazi da ¢e se
u svakom sluc¢aju naci dva decaka koji su dobili jednak broj klikera (ili nisu
dobili nijedan).

156. Dokazi da postoji broj oblika 11...100...0 (zapisan pomoéu izve-
snog broja jedinica, a zatim izvesnog broja nula), koji je deljiv sa 1999.

157. Tablica sa 5 x 5 polja popuni se na proizvoljan nacin brojevima:
—1, 0, 1. Zatim se izracunaju zbirovi brojeva u pojedinim vrstama i kolonama
i u obe dijagonale. Dokazi da se medu ovim zbirovima moraju naé¢i bar dva
jednaka.

158. Dokazi da se medu deset uzastopnih prirodnih brojeva uvek moze
nad¢i jedan koji je uzajamno prost sa svakim od ostalih devet.



159. Dokazi da se od 1000 celih brojeva moze odabrati nekoliko brojeva,
tako da njihov zbir bude deljiv sa 1000, ili je neki od njih deljiv sa 1000.

160. Dokazi da se medu (n + 1) razli¢itih prirodnih brojeva manjih od
2n, mogu izabrati tri takva broja, da jedan od njih bude jednak zbiru druga
dva.

161. Ucenik je u toku godine resavao zadatke iz matematike. On svakog
dana resi bar jedan zadatak, ali, da se ne bi premorio, u toku jedne sedmice
resi najvise 12 zadataka. Dokazi da postoji nekoliko uzastopnih dana, u toku
kojih ¢e resiti 20 zadataka (ukupno).

162. Stranice i dijagonale konveksnog Sestougla obojene su ili plavom,
ili crvenom bojom. Dokazi da se moze uociti bar jedan trougao kome su sve
stranice obojene jednom bojom.

163. Gradovi A, B, C, D, I, F, povezani su svaki sa svakim jednom
direktnom linijom: ili autobusom, ili Zeleznicom (ali ne obema). Dokazi da
medu njima postoje tri grada koji su medusobno povezani direktnim linijama
iste vrste.

164. U takmicenju ucestvuje 35 uc¢enika. Dokazi da medu njima postoje
bar 2 koji medu prisutnim imaju jednak broj poznanika. Da li isto vazi i za
7 ucesnika na takmicenju?

165. Ma kako izabrali 501 razli¢itih neparnih prirodnih brojeva manjih
od 1996, dokazi da je zbir neka dva od njih jednak 1998.
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Skupovi i kombinatorika

2.1. Skupovi

Prikazivanjem skupova pomoc¢u Ojler-Venovih dijagrama mozemo
neke relativno apstraktne probleme prikazati “plasti¢no” i postiéi oci-
glednost, koja nam izuzetno olaksava resavanje zadatka.

Primer A) Poznati decji pisac Lewis Caroll (Luis Kerol), ¢ije je pra-
vo ime Dodgsn (Dodzsn), po zanimanju matematicar, u jednoj knjizi daje
ovakav zadatak:

“U Zestokoj borbi 70 od 100 gusara izgubilo je jedno oko, 75 jedno uho,
80 jednu ruku i 85 jednu nogu. Koliko je najmanje gusara izgubilo i oko, i
uho, i ruku, i nogu istovremeno?”

Odgovorite na ovo pitanje.

Resenje. Jedno oko i jedno uho izgubilo je najmanje 70+ 75— 100 =
45 gusara. Jedno oko i jedno uho i jednu ruku izgubilo je najmanje
45 4+ 80 — 100 = 25 gusara. Jedno oko, jedno uho, jednu ruku i jednu
nogu izgubilo je najmanje 25 + 85 — 100 = 10 gusara.

Primer B) Koliko ima prirodnih brojeva manjih od 1000, koji nisu
deljivi ni sa 4, ni sa 67

Resenje. Predstavimo Ojler-Venovim dija-
gramima skupove: A = {1,2,3,...,999}, B =
{4,8,12,...,996} i C = {6,12,18, ...,996} (sli-
ka desno). Elemeni skupa B su brojevi deljivi
sa 4, a elementi skupa C' su brojevi deljivi sa 6.
Ljubicasto obojen deo na slici je presek: BN C,
koji sadrzi brojeve deljive sa 4 i sa 6. To su bro-
jevi deljivi sa 12. Skup A sadrzi 999 elemenata,
skup B ima 249 elemenata (999 : 4 = 249,...),




a skup C ima 166 elemenata. Skup BN C ¢ine 83 broja deljiva sa 12 (jer
je 999 : 12 = 83,...). (Svaki Cetvrti broj deljiv je sa 4, svaki Sesti sa 6 i
svaki dvanaesti sa 12.)

Trazene brojeve (koji nisu deljivi ni sa 4, ni sa 6) sadrzi skup
A\(BUC), i ima ih 999 — 249 — (166 — 83) = 667.

166. Dati su skupovi: A ={1,2,3,4,5,6,8} 1 B = {2,4,5,6,8}. Odredi
skup X koji zadovoljava uslove:

ANX ={3,4i BUX ={2,3,4,5,6,7,8,9}.

167. Odredi elemente skupova A, B, C, ako je:
AUBUC ={1,2,3,4,5,6}, (AnC)U(BNC) =2, A\B=1{1,3,5},
C\B =1{2,4} i (An B)\C = {6}.

168. Neka je dato: AUBUC = {1,2,3,4,5,6}, ANBNC = {1,4},
B\C ={2,5,6}, C\A = @. Odredi skup C.

169. Neka su dati skupovi:

A=A{a,b,c,d, e}, B=A{a,d, f},C={b,e, f,g}1D=A{a, f, g, h}.
Odredi skup S, ako se zna:

SCA SN(BUD)=g, (ANC)\S =g, {c}\S ={c}.

170. Napisano je prvih 1200 prirodnih brojeva. Prvo su izbrisani svi
koji se zavrsavaju nulom. Zatim su izbrisani svi brojevi koji su deljivi sa 6,
a na kraju su izbrisani svi brojevi kojima je zbir cifara deljiv sa 9. Koliko je
brojeva ostalo neizbrisano?

171. U skoli ima 60 nastavnika. Od tog broja njih 39 pije kafu, 28 pije
¢aj, 16 pije i ¢aj i kafu. Ima li nastavnika koji ne piju ni ¢aj, ni kafu?

172. Na pismenoj vezbi iz matematike postavljena su tri zadatka. Svaki
ucenik je resio bar jedan zadatak, a niko nije resio treéi zadatak. Prvi zadatak
je resilo 25 ucenika, drugi zadatak je resilo 27 ucenika, a 20 ucenika je tacno
izradilo i prvi i drugi zadatak.

a) Koliko je uc¢enika radilo pismenu vezbu?

b) Koliko je ucenika resilo samo prvi zadatak?



173. Na Kongresu matematicara svaki od 100 ucesnika govori bar jedan
od stranih jezika: engleski, francuski ili ruski. Ruski jezik govori 57 ucesni-
ka, ruski i francuski 28, engleski i francuski 34, a 5 ucesnika govori samo
francuski. Samo dva strana jezika govori 49 ucCesnika, a sva tri 11 ucesnika.

a) Koliko ucesnika govori francuski jezik?
b) Koliko ucesnika govori samo engleski jezik?
c¢) Koliko ucesnika govori samo jedan strani jezik?

174. U skolskom izvestaju dati su podaci o sportskim aktivnostima uce-
nika: 50% igra kosarku, a 40% rukomet. Svaki deseti ucenik bavi se rukome-
tom i fudbalom, a 5% se bavi sa sva tri sporta. Za fudbal nije zainteresovano
40% ucenika. Istice se da 30% ucenika igra fudbal, a ne igra kosarku, da 20%
igra rukomet, a za kosarku se ne interesuje.

a) Koliko procenata ucenika ove skole ne upraznjava nijedan od nave-
denih sportova?

b) Koliko procenata ucenika upraznjava samo jedan od navedenih spor-
tova?

175. U letnjoj skoli mladih matematic¢ara svaki ucesnik se bavio bar
jednim od sportova: kosarkom, fudbalom, rukometom ili odbojkom. Znamo:

a) Onaj koji igra kosarku ili odbojku, igra i fudbal.
b) Onaj koji igra rukomet, igra i odbojku.
¢) Onaj koji igra fudbal i rukomet, igra i kosarku.

Kojim od ovih sportova se bavi najvise, a kojim najmanje ucesnika
letnje skole?

2.2. Kombinatorika — prebrojavanje

Problemi iz kombinatorike mogu da budu veoma slozeni. Ovim pro-
blemima bavili su se mnogi matematicari i otkrili mnoge veoma kompli-
kovane principe i teoreme. Medutim, poznavanje ovih principa i odgo-
varaju¢ih formula nije dovoljno za uspesno resavanje zadataka iz kom-
binatorike. Potrebno je ¢esto veoma duboko razmisljanje i proucavanje
nematematicke strane problema. Treba, ustvari, osetiti logiku zadatka.

Ovde se neéemo baviti mnogo komplikovanom kombinatorikom. Za
reSavanje narednih zadataka nije potrebno znati komplikovane formule.
Dovoljno je udubiti se u probleme i vesto prebrojati ono sto se zahteva.
Navodimo nekoliko karakteristi¢nih primera.




2.2. Kombinatorika — prebrojavanje 31
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Primer A) Koliko ima neparnih ¢etvorocifrenih brojeva koji nisu veéi
od 6000, ako:

a) sve cifre su razlicite;

b) cifre mogu da se ponavljaju.

Resenje. a) Zamislicemo da su Cetiri mesta na koja treba upisati
cifre, Cetiri stolice, a cifre su odredene osobe, koje treba rasporediti na
ove cetiri stolice.

Najpre ¢emo popuniti prvu i ¢etvrtu “stolicu” jer za njih postoje ¢vr-
sta ogranicenja. One ¢ine neparan broj izmedu 13 i 59, ne uzimajuéi u
obzir 33 i 55. Takvih brojeva ima 22. Sada za popunjavanje druge “stoli-
ce” ostaju 8 moguénosti (veé su dve cifre potrosene), a za popunjavanje
trece “stolice” preostaje jos 7 mogucnosti. Dakle, trazenih brojeva ima
22 -8 -7, odnosno 1232.

b) Za Cetvrtu “stolicu” ima 5 kandidata (5 neparnih cifara), za prvu
“stolicu” takode 5 kandidata (cifre 1, 2, 3, 4, 5), a za drugu i treéu

“stolicu” konkurisu sve cifre. Trazenih brojeva, kod kojih se cifre mogu
ponavljati, ima 5 - 10 - 10 - 5 = 2500.

Primer B) Koliko se “re¢i” od 5 slova moze naciniti razmestanjem
slova re¢i OLOVO? Dobijene “rec¢i” ne moraju imati nekakvo jezicko znace-
nje.

Resenje. Kad bi sva slova bila razlicita, onda bismo, slicno prethod-
nom primeru a), imali 5-4-3-2-1 moguénosti. Medutim, svaki raspored
tri slova O, ma kako ih premestali, imaju samo jedno znacenje. To zna-

¢i da svakih 3 -2 -1 rasporeda slova O predstavljaju jednu moguénost.
5-4-3-2-1
Dakle, broj razlicitih “reci” je 391 20.

(S1 é od reci TRAJATI mozemo naciniti  ukupno
7-6-5-4-3-2-1

(2 )(21)

¢emu se T i A pojavljuju po dva puta.)

= 1260 re¢i koje imaju po sedam slova, pri



Primer C) Sedam ljudi treba rasporediti u tri grupe, tako da u jednoj
budu troje, a u druge dve po dvoje. Na koliko nacina to mozemo uciniti?

Resenje. Ako sa A oznac¢imo pripadnost prvoj grupi, sa B drugoj i sa
C trecoj, tada ée jedan od moguéih izbora biti BAACBAC'. Prakti¢no

trazimo broj razli¢itih reci, kao u prethodnom primeru. Dakle, imamo
7-6-5-4-3-2-1

(3-2-1)-(2-1)-(2-1)

ukupno: , odnosno 210 nacina.

Primer D) U lift ulaze jedan decak i jedna devojéica. Lift polazi iz
prizemlja, a zgrada ima 5 spratova. Na koliko se razli¢itih nac¢ina moze ispra-
zniti 1ift?

Resenje. Decak i devojéica mogu izaéi na istom spratu, ili na razli-
¢itim spratovima. U prvom sluc¢aju imamo 5 razli¢itih nacina. (Decak i
devojcica izlaze na jednom od 5 spratova.) U drugom slucaju, lift ée se
zaustaviti dva puta. To moze da se ucini na 5 - 4 nacina. U svakom od
ovih sluéajeva lift se mozZe isprazniti na 2 nacina (prvo izade decak, pa
devojcica, ili obrnuto). U drugom sluc¢aju imamo (5-4) - 2, tj. 40 nacina.

Dakle, lift se moze isprazniti na 45 nacina (5 + 40).

176. Koliko je na slici dole levo nacrtano duzi ¢iji su krajevi tacke
oznacene slovima S, A, B, C, D, M, N, P, Q7 Koliko je nacrtano trouglova
Cija su temena ove tacke?

S

M N P Q A P B

177. Na slici gore desno prebroj nacrtane duzi, trouglove i ¢etvorou-
glove, odredene kao u prethodnom zadatku.

178. Koliko je trouglova nacrtano na sledecoj slici levo?
179. Koliko je duzi i koliko rombova nacrtano na slici u sredini, tako

da su im krajevi (temena) praznim kruzi¢éima oznacene tacke? (Figura na
slici dobija se presecanjem dvaju podudarnih jednakostrani¢nih trouglova.)



180. Koliko se nacrtanih kvadrata moze uociti na Sahovskoj tabli sa 64
polja?

181. Paralelogram je presecen sa tri prave koje su paralelne jednom
paru njegovih stranica i sa cetiri prave paralelne drugom paru stranica tog
paralelograma. Koliko se paralelograma moze uociti na dobijenoj slici?

182. Koliko je pravougaonika kvadratne mreze 7 X 7 na poslednjoj slici
preseceno sa obe zelene linije?

183. Iz grada A u grad B vode 5 puteva, a iz grada B u grad C vode 3
puta. Iz grada A u grad C' moze se sti¢i samo kroz grad B. Jedan stanovnik
grada A treba da ode autom u grad C' i da se vrati u grad A. Na koliko
nacéina on to moze uciniti, ako je jedan od puteva iz A u B jednosmeran?

184. Koliko se trocifrenih brojeva zavrsava cifrom 47
185. Koliko Sestocifrenih brojeva pocinje cifrom 7 i zavrsava cifrom 27
186. Koliko ima ¢etvorocifrenih brojeva kojima su dve cifre parne?

187. Na koliko nacina 6 lica mogu istovremeno da se smeste na 6 od 9
pri¢vrséenih i numerisanih stolica?

188. Za ispisivanje ¢etvorocifrenih brojeva koristimo samo cifre 1, 2 i
3. Koliko ima takvih brojeva deljivih sa 97

189. Koliko ima petocifrenih brojeva zapisanih ciframa 0, 1, 2, takvih
da su im bar neke dve susedne cifre iste?

190. Cetiri u¢enika VI razreda treba rasporediti u tri odeljenja. Na
koliko nacina to mozemo uciniti?

191. Nikola je slavio rodendan i pozvao drugove i drugarice. Svi gosti
su se rukovali sa Nikolom i medusobno. Jedan od gostiju je prebrojao koliko
je bilo rukovanja. Utvrdio je da ih je bilo ta¢no 120. Koliko je gostiju imao
Nikola?
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192. Na polici su slozene knjige: 4 plave, 2 zute i 3 crvene, i to tako da
su knjige iste boje jedna do druge. Na koliko se nacina mogu rasporediti ove
knjige?

193. Na teren istréavaju prve postave dveju kosarkaskih ekipa (po 5
igraca svake ekipe). Igradi izlaze u jednoj koloni, naizmeni¢no “plavi”, pa
“crveni”, ili obrnuto: “crveni”, pa “plavi”, tako da dva susedna igraca nisu
iz iste ekipe. Na koliko se nacina moze formirati ova kolona igraca?

194. U stroju su rasporedena 4 decaka i 3 devojcice, ali tako da devoj-
¢ice ne budu jedna do druge. Koliko se razli¢itih rasporeda moze izabrati?

195. Na zidu je u jednom nizu okaceno 8 slika. Treba skinuti 3 slike,
vodedi racuna da se ne uzimaju dve susedne. Na koliko se nac¢ina to moze
uciniti?

196. Devet razli¢itih predmeta treba podeliti na tri lica, i to jednom dva
predmeta, drugom tri predmeta i tre¢em cetiri predmeta. Na koliko nacina
to mozemo uciniti?

197. Osam decaka rese da igraju basket. Na koliko se nac¢ina mogu
podeliti u dve ekipe po Cetiri igraca?

198. Nada zeli da kupi 3 kifle. Nude joj “prazne”, sa sirom i sa dzemom.
Nada je u dilemi. Na koliko raznih nacina Nada moze resiti ovu dilemu?

199. Zoran i Maja organizuju zurku. Oboje ée pozva- /A\
ti po troje prijatelja, ali tako da bude ukupno jednak broj R R,
decaka i devojcica. Zoran ima na spisku imena cetiri deca- )'|\ /Fk )'k
ka i dve devojéice iz VI razreda, a Maja ¢e odabrati izmedu | | |

N xf N N\p S
dva decaka i Cetiri drugarice iz VII razreda. Na koliko se M\ /M\ M
nacina moze formirati drustvo za njihovu zurku? E\ /E

200. Na koliko se nacina moze procitati re¢ ARHI- D
MED, iduéi odozgo nadole prema nacrtanoj skici? (U svakom koraku biramo
susedno slovo iz sledeceg reda, bez preskakanja redova.)

2.3. Okrugli sto

Pod okruglim stolom podrazumevamo sto koji je “idealno okru-
gao”, orijentisan, sa neobelezenim mestima za sedenje. Na primer, ako
za okrugli sto zasedne vise osoba, tada su njihova mesta ravnopravna,
nema prvog mesta, zadnjeg mesta i sl. Ako za okruglim stolom sede

najmanje tri osobe, tada svaka ima levog i desnog suseda.



Dva rasporeda za okruglim stolom razlikuju se, ako bar jedna osoba
ima bar jednog (levog ili desnog) razli¢itog suseda.

Jedna osoba, ili dve osobe, za okruglim stolom imaju samo po jednu
mogucnost rasporedivanja.

Tri osobe mogu se samo na dva nacina rasporediti za okruglim stolom.
To su rasporedi prikazani na slici dole levo. U prvom rasporedu B je
desni sused osobi A, a u drugom sluc¢aju C je desni sused istoj osobi.

c B B A
D A C D
c A D D c
BQC AQB

A A

Za okruglim stolom, t.zv. ciklicne permutacije nisu razliciti raspore-
di. Na slici desno vidimo cikli¢ne permutacije osoba ABC'D. (Ako bro-
jimo od “donjeg desnog sedista”, imamo cikli¢ne permutacije: ABCD,
DABC,CDABiBCDA.) U sva Cetiri slutaja ovde sve osobe imaju iste
leve i iste desne susede.

Drugim rec¢ima, ako se rotiranjem okruglog stola dva nacrtana raspo-
reda mogu poklopiti, oni su jedan isti raspored. To znaci da rotiranjem
stola, sa osobama koje sede okolo, ili bez njih, ne dobijamo nov raspored.

Primer A) Za okruglim stolom treba rasporediti 9 ljudi: 3 nastavnika,
3 roditelja i 3 ucenika, tako da su medu bilo koje tri uzastopno izabrane
osobe: po jedan nastavnik, roditelj i uéenik (ne mora ovim redom). Na koliko
se nacina to moze uciniti?

Resenje. Ocigledno je, izmedu bilo koja dva nastavnika su jedan
roditelj i jedan ucenik (odnosno jedan ucenik i jedan roditelj), a tako-
de, izmedu bilo koja dva ucenika su jedan roditelj i jedan nastavnik,
itd. Rasporedimo najpre tri nastavnika. To je moguée uciniti na 2 naci-
na, kao Sto je prikazano na slici gore levo. Zatim, na tri mesta, izmedu
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nastavnika, rasporedimo tri roditelja. To mozemo uciniti na 6 nacina.
(Sli¢no primeru A) a) iz odeljka 2.2.) Sada tri u¢enika mozemo raspo-
rediti tako da svaki sedi izmedu nastavnika i roditelja, ili (iduéi u istom
smeru) izmedu roditelja i sledeéeg nastavnika. To je 6 mogucénosti u
prvom i 6 moguénosti u drugom slucaju.

Ukupan broj mogucéih rasporeda je 2 -6 - 12, odnosno 144.

Ogrlica je specificna vrsta “okruglog stola” jer nju mozemo rotirati u
prostoru, tako da “gornja” strana postane “donja” i obrnuto. Na primer,
ako tri perle ABC' ¢ine ogrlicu, obrtanjem dobijamo ogrlicu AC'B i ona
je ta ista, dakle, jedna ogrlica.

Ovo se ne moze primeniti i na okrugli sto, jer na primer, ne mozemo
okrenuti sto na poslednjoj slici levo, jer bi se osobe A, B, C, okrenule
naglavacke, sa nogama uvis. Zato su za okruglim stolom ABC i ACB
razli¢iti rasporedi. U slucaju éetiri osobe, rasporedi ABCD i DCBA su
razli¢iti, a u slucaju Cetiri perle, ogrlice ABC'D i DC'BA su samo jedna
ogrlica.

Dakle, ogrlica se moze opisati kao neorijentisani okrugli sto.

Primer B) Ogrlica je nacinjena od 20 po obliku i veli¢ini jednakih
perli, i to 5 belih, 5 zutih, 5 plavih i 5 crvenih, tako da su svake cetiri
uzastopne perle razli¢ito obojene. (Znadi, perle se razlikuju samo po boji.)

a) Koliko se razli¢itih ogrlica moze naciniti od ovih 20 perli?

b) Koliko se razli¢itih ogrlica, pet puta veé¢ih, moze naciniti pod istim
uslovima, od 100 perli (po 25 od svake boje)?

Resenje. a) Rasporedimo najpre bele perle. One su sve iste pa
postoji samo jedan raspored. Sada izmedu dve bele, mozemo rasporediti
po jednu zutu, plavu i crvenu, menjajuéi redosled boja, na 6 nacina.
Zbog uslova, da su svake cetiri uzastopne perle razli¢ito obojene, ovaj
redosled je istovetan za sve ostale trojke zutih, plavih i crvenih perli.
Zbog moguénosti obrtanja ogrlice za 180°, broj razlic¢itih ogrlica je 6 : 2,
tj. 3.

b) Resenje je isto kao a), jer broj uzastopnih ¢etvorki perli ne pove-
¢ava broj razlicitih mogucnosti.
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Primer C) Na Cetiri mesta za okruglim stolom treba rasporediti ¢etiri

decaka. Medutim, za ta cetiri mesta konkurise sest decaka. Na koliko nacina
mozemo popuniti ovaj okrugli sto?

Resenje. Najpre od Sest decaka odaberemo cetvoricu. To je moguce
6:-5-4-3
na ———— = 15 nacina, tj. mozemo izabrati 15 razli¢itih cetvorki

decaka. Svaka od ovih ¢etvorki moze se, kao Sto znamo, rasporediti na
6 nacina. Dakle, postoji 6 - 15, tj. 90 razlic¢itih moguénosti.

Radi lakseg prebrojavanja rasporeda, mozemo zamisliti da smo okru-
gli sto “rasekli” kod jedne osobe i “ispravili ga u niz”. Ta osoba, kod
koje je napravljen rez, fiksira se na pocetak niza, a ostali se razmestaju.
Na primer, u sluc¢aju rasporedivanja tri osobe A, B, C “rasecimo” sto
kod osobe A. Dobijamo niz “na desno” koji pocinje sa A: A.. (Osobe
B i C rasporedujemo umesto tackica). Ove osobe mogu formirati dva
rasporeda: BC ili C'B, $to znaci da se osobe A, B i C' mogu rasporediti
za okruglim stolom na dva nacina. (Levo od A “nema nista”.)

201. Za okrugli sto seli su 1. januara pet drzavnika iz pet zemalja.
Dogovarali su se o vaznim stvarima i zasedali su svakog dana, ali svaki put u
drugom rasporedu. Savetovanje je zavrseno onog dana kada su iscrpene sve
mogucénosti razli¢itog rasporedivanja drzavnika. Kada je to bilo?

202. Na nekoj veceri sSef sale je dobio zadatak da oko jednog okruglog
stola rasporedi cetiri muskarca i izvestan broj zena, i to na taj nacin da ni
jedna zZena ne sedi pored druge Zene, i da se nasuprot svake osobe nalazi
osoba suprotnog pola. Da li je Sef sale uspeo da nacini takav raspored?

203. Oko okruglog stola treba rasporediti troclane porodice (muz, Zena,
dete), tako da budu ispunjeni uslovi:

1) Na krajevima istog precnika sede ili dva muza, ili dve Zene, ili dva
deteta.

2) Clanovi svake porodice sede na tri susedna mesta.

3) Dve osobe istog pola (dve muske ili dve Zenske), ne mogu sedeti
jedna do druge.

Nacrtaj trazeni raspored sa najmanje osoba.

204. Na koliko nac¢ina mozemo za okrugli sto postaviti 4 decaka i 2
devojcice, tako da devojcice ne sede jedna do druge?



205. Oko okruglog stola treba rasporediti tri nastavnika, tri decaka i
tri devojcice, tako da izmedu svaka dva nastavnika bude jedan decak i jedna
devojcica. Na koliko se nac¢ina to moze uciniti?

206. Narukvica u obliku zatvorenog lanca, nacinjena je od numerisa-
nih alki, i to 5 srebrnih i 5 platinskih. Alke su povezane, tako da su svake
dve uzastopne od razli¢itih metala. Na koliko nacina mozemo sastaviti ovu
ogrlicu?

207.U grupi od 100 ljudi svaki se poznaje sa najmanje 50 ostalih.
Dokazi da se iz te grupe mogu izdvojiti 4 ¢oveka i postaviti za okrugli sto,
tako da svaki od njih sedi izmedu svojih poznanika.

208. Dvanaest vitezova okruglog stola treba da izaberu dvoclanu dele-
gaciju za posetu kralju Arturu. Na koliko je nac¢ina to moguée uciniti, ako u
delegaciji ne mogu biti dva viteza koji su susedi za okruglim stolom?

209. Za okruglim stolom kralja Artura sede dvanaest vitezova. Svaki
od njih je u svadi sa svojim susedom. Treba izabrati tri viteza da oslobo-
de zarobljenu princezu. Na koliko se nacina to moze uciniti, a da su medu
izabranim vitezovima svi medu sobom u slozi?

210. Za okruglim stolom sedi kralj Artur i dvanaest vitezova. Svi oni
su se zakleli da ¢ée ili uvek govoriti istinu ili ée uvek lagati. Sede oni tako,
kad stize jedan stranac i svakog viteza upita Sta misli o svom susedu s desne
strane. Svi su odgovorili da je taj njihov sused lazov, samo je kraljev savetnik
Merlin, koji je sedeo levo od kralja Artura, rekao da kralj nikad nije slagao u
zivotu. Na pitanje dosljaka, da li za stolom ima vise lazova, ili onih koji govore
istinu, kralj odgovori da vise ima onih koji ne lazu, a njegov savetnik je jos
rekao da istinoljubivih ima za tri vise. Koliko ima lazova medu vitezovima?
Da li su medu njima kralj Artur i njegov savetnik?
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Racionalni brojevi

Racionalni broj r je kolicnik celog broja m i prirodnog broja n, t.j.
r="1 Broj n nazivamo imeniocem, a broj m brojiocem. Ako m nije
delj ivg sa n, tada broj r nazivamo razlomkom. Racionalni broj zapisuje se
najcesce u obliku razlomka, npr. —, ili u decimalnom obliku: — = 3, 25.
Decimalni zapis racionalnog broja ¢esto se naziva vrednoscu razlomka.

Decimalni zapis razlomka ne menja se, ako brojilac i imenilac razlom-
ka istovremeno pomnoZimo (podelimo) prirodnim brojem koji je veéi od
1. To je tzv. prosirivanje (skrac¢ivanje) razlomka. Prirodni oblik razlom-
ka je koliénik dva uzajamno prosta broja (koji se ne mogu skratiti). To
je najjedostavniji ili neskrativi oblik razlomka.

Zapamtimo: po definiciji, imenilac razlomka ne moze biti nula.

3.1. Razlomci

A-R-H-I-M-E-D
211. Odredi vrednost razlomka r D Brojilac i ime-

nilac su proizvodi jednocifrenih brojeva. Razli¢ita slova predstavljaju razlicite
jednocifrene brojeve.

3xbk  4x%T
212. Vrednosti brojeva ;6 * i —15 * su celi brojevi. Odredi te brojeve.
213. Sta je vede:
13 117 1 11 1994 1995
— ili b) — ili : ili
) 17 g D) g7 M gge60 ) Tog5 M 196

19 1919 . 191919
96" 9696 = 969696

214. Poredaj po veli¢ini brojeve:

35 . 28
215. Odredi najmanji broj koji je deljiv razlomcima: 306 i 207 (koli¢nik

je celi broj).
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8 12 . 20

216. Nadi najveci broj koji deljivi razl =, —=i—.
adi najvedi broj kojim su deljivi razlomci 5 35 157

3 4
217. Nadi pet racionalnih brojeva, veé¢ih od T a manjih od —.

218. Odredi razlomke a, b, ¢ i d, sa jednocifrenim imeniocima, tako da
L7 8
vazi: §<a<b<c<d< 9

1—n - 11
5 12°

219. Odredi sve cele brojeve n, za koje je 3 <

220. Odredi sve proste brojeve p, koji zadovoljavaju nejednakosti:
2 1 3

< =< —.
145 " p 194

221. Nadi sve jednocifrene prirodne brojeve a, b i ¢, takve da je

2 b 30+c

a 77 3
222. Odredi sve uredene parove (z, y) celih brojeva z i y, takvih da je

6
2% 4 = = 10.
y

1-2-442-4-84+3-6-12+---+100-200 - 400
1-3:942-6-1843-9-27+---+4100-300- 900

223. Izrac¢unaj: B =

w1 1 1 R
224. Dokazi da je: — — = , & zatim izraCunaj:
n n+1l nn+1)
) 1 N 1 i 1 T 1 . 1 N 1
Zi‘ .. *
1-2 2.3 3-4 97-98  98-99  99-100’

1)1_’_1_’_1_'_1_'_14_1
b)) —+ =+ —+ =+ =+ —.
20 30 42 56 72 90

225.Dokaii:1'§-§-...-9—7‘£< L
2 4 6 98 100 10

3.2. Problemi sa razlomcima

226. Na proslavi rodendana Radmila je posluzila tortu. Prvo je Novica

1 1 1
dobio T torte. Zatim je Ilija dobio g ostatka, pa je Milica dobila 3 onoga
1
sto je ostalo posle Ilije. Dara je dobila - ostatka i na kraju je Milan dobio

1
6 poslednjeg ostatka. Koliki je deo torte ostao za Radmilu i njenu decu?
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227. Gumena lopta koja slobodno pada, svaki put odskoci od zemlje do

visine za — manje od visine sa koje pada. Izracunaj sa koje je visine pustena
ta lopta, ako je u treéem odskoku dostigla visinu od 648 mm. Do koje ¢e
visine lopta odskoditi u petom skoku?

228. Odredi brojeve a, b, ¢, ako se zna da je njihov zbir veéi od broja
= = C =

a za 2 od broja b za 5 i od broja c za 3"

5 ) 3
229. Razlika izmedu T2 prvog i T2 drugog broja je 3 Cemu je jednaka

4 4
razlika - prvog i - drugog broja?

230. Jedna cev puni bazen za 15 minuta, druga za 20, a tre¢a za 30
minuta. Za koje ¢e vreme bazen napuniti sve tri cevi, ako ga pune istovre-
meno?

231. Ucenik je potrosio izvesnu sumu novca pri kupovini tasne, knjige
i olovke. Ako bi tasna bila 5 puta jeftinija, olovka upola jeftinija, a knjiga
2,5 puta jeftinija od stvarne cene, tada bi tasna, knjiga i olovka bile pla¢ene
1600 dinara. Ako bi tasna bila upola jeftinija, olovka 4 puta jeftinija, a knjiga
3 puta jeftinija, ucenik bi na ovu kupovinu potrosio 2400 dinara. Koliko je
novca ucenik potrosio?

1997
1998 5
imeniocu, da bi se posle skraéivanja dobio razlomak g?

232. Dat je razlomak Koji broj treba oduzeti brojiocu i dodati

25 % 3

233. Koji broj treba oduzeti od brojioca i od imenioca razlomka 576

4
da bi se posle skraé¢ivanja dobio razlomak 1—3?

1
234. Dusko je otpio 6 pune Soljice crne kafe i dopunio je mlekom,
1
napravivsi belu kafu. Zatim je otpio 3 te Soljice i ponovo je dopunio mlekom.

1
Onda je otpio 3 Soljice i dolio mlekom do vrha. Najzad je popio sve iz Soljice.

Cega je Dusko viSe popio: kafe ili mleka?
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1
235. Nikola je popio R mleka iz pune Solje i Solju dopunio kafom. Zatim
1
je opet popio 3 sadrzine Solje i dopunio je kafom. Kada je i tre¢i put popio

£ sadrzaja Solje, u Solji je ostalo za 28 cm® vise mleka nego kafe. Izracunaj

zapreminu te Solje.

4 3
236. Trideset litara soka pretoceno je u 39 boca, i to od 5 litra i 1

litra. Koliko ima boca od Z litra?

237. Zaboravni profesor je otvorio slavinu za vodu nad kadom i zabo-
ravio da zacepi kadu. Poznato je da se ova kada prazna puni za 20 minuta,
a puna prazni za 30 minuta. Profesor se setio ¢epa tek posle 48 minuta. Da
li se kada prelila?

238. Kad se iz jedne pune cisterne prelije u drugu praznu cisternu,

1 1
najpre — tecnosti, a zatim jos — preostale tecnosti, onda u drugu cisternu

moze stati jos 24 litra tecnosti. Koliko litara zahvata svaka od ovih cisterni,
ako u prvu moze stati dva puta vise te¢nosti nego u drugu?

1
239. U tri gajbe nalazi se ukupno 300 jabuka. Ako iz prve uzmemo 3’
3 3
iz druge R iiz trece T onda ¢emo uzeti ukupno 160 jabuka. Koliko bismo

5
imali jabuka da smo uzeli £ iz druge i 3 iz trece gajbe?

2
240. Sud i voda u njemu imaju masu ukupno 1 kg. Ako se odlije -
1
tecnosti, ukupna masa se smanji za 1 kg. Izra¢unaj masu suda.

241. U sudu A pomesano je 8 litara vina i 7 litara vode. U sudu B
pomesano je 11 litara vina i 9 litara vode. Iz oba suda izvadimo po 7 litara.
Zatim je 7 litara iz suda A sipano u sud B, a 7 litara iz suda B sipano je u
sud A. Izracunaj koliko ée posle toga biti vode u sudu A i koliko u sudu B.

242. U prodavnici je bilo ukupno 180 kg jabuka i krusaka. Prodato je

3 3 1
3 jabuka i 10 krusaka, sto iznosi = ukupne kolic¢ine jabuka i krusaka. Koliko
je u prodavnici bilo jabuka?

243. Vlada i Lazar medusobno podele 816 dinara. Kad Vlada potrosi

3 3
£ svog dela, a Lazar - svog dela, ostanu im jednake sume novca. Koliko je

novca dobio svaki od njih?
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244. Zoran, Dusan i Nikola poneli su na ekskurziju ukupno 2220 dinara.

1 1 7
Zoran je potrosio — svoje sume, Dusan — svoje sume, a Nikola — svoje sume.
Posle toga ostale su im jednake sume novca. Koliko je novca svaki od njih
poneo na ekskurziju?

245. Luka moze na racunaru otkucati izvestan broj stranica za 5 sati i
20 minuta, a Filip isti posao obavi za 4 sata i 40 minuta. Kad su kucali jedan
tekst zajedno, Filip je otkucao tri stranice vise od Luke. Koliko stranica ima
dati tekst?

246. Kako podeliti sedam jabuka na dvanaest ucenika ako:
a) samo jednu jabuku smemo rase¢i na vise od dva dela;

b) svaka se jabuka moze ise¢i na najvise Cetiri dela?

247. RaspolaZzemo sa tri posude ukupne zapremine 120 litara. Ako prvi
sud napunimo vodom, pa ga prelijemo u druga dva, ili ¢e drugi biti pun do
vrha i tre¢i do svoje trecine, ili ¢e treci biti pun do vrha, a drugi do polovine.
Odredi kapacitete ovih posuda.

37
248. Odrediti z, y i z ako je: — =2+

13 1

T+ —1
Y+
z

249. Cetiri gusara su zaplenili kutiju sa zlatnicima. Najjaéi je uzeo 33
zlatnika, a trojica su podelili ostale zlatnike, srazmerno svojoj snazi. Tada je
voda naredio da najjaci svakom od ostalih gusara da onoliko zlatnika koliko
ih oni ve¢ imaju. Sada je drugi imao najvise, pa je morao po naredenju
ostaloj trojici dati onoliko zlatnika koliko ih svaki veé¢ ima. Zatim je tako
morao postupiti treéi, pa cetvrti. Posle toga se ispostavilo da svi imaju isti
broj zlatnika. Koliko je svaki gusar prigrabio na pocetku?

250. Pesak se kre¢e po uskom mostu izmedu njegovih krajnjih tacaka

A i B. Presavsi — duzine mosta, Cuje iza sebe sirenu automobila koji mu

se priblizava konstantnom brzinom od 60 km/h. Ako pesak potr¢i nazad,
susresce se sa automobilom na pocetku mosta (u tacki A). Ako potréi napred,
automobil ¢ée ga susti¢i na kraju mosta (u tacki B). Kojom brzinom tréi
pesak?



3.3. Procenti

1
Procenat je razlomak: — = 0,01 = 1 % (jedan stoti deo, a uobiéa-

jeno je da se kaze “jedan (deo) od 100”). Za obracunavanje procenata
Cesto se koristi proporcija G : P =100 : p (Sa G je oznacena veli¢ina od
koje se racuna p procenata.) Mnogo jednostavnije se ra¢una sa decimal-
nim zapisima. Npr. 15% od 340 je 0,15 - 340 = 51. Broj m smanjen za
10% daje 0,9 - m. Cena x, poveéana za 7%, je 1,07 - x i sl.

Dobro je prepoznati sledeée vrednosti:

1 1 1

5—0,5—50% 1—0,25—25% 5—0,2—20%

1 1

§=0,125=12,5% — =0,1=10% =0,05=5%

10 20

251. Ako se brzina na nekom putu poveéa za 50%, za koliko ée se
procenata smanjiti vreme putovanja?

252. Nikola i Nemanja istovremeno su posli u skolu. Nikolin korak je
za 10% kraéi od Nemanjinog, ali je Nikola za isto vreme nacinio koraka za
10% vise od Nemanje. Koji je decak pre stigao u skolu?

253. Sestina od ukupne koli¢ine neke robe prodata je sa zaradom od
20%, a polovina je prodata sa gubitkom od 10%. Sa koliko procenata zarade
treba prodati ostatak robe da bi se pokrio gubitak?

254. Na pocetku skolske godine u jednoj skoli bio je jednak broj decaka
i devojcica. Na polugodinstu dode jos 15 devojcica i 5 decaka. Posle toga broj
devojcica predstavlja 51% od ukupnog broja ucenika te skole. Koliko je bilo
decaka, a koliko devojéica na pocetku skolske godine?

255. Morska voda sadrzi 5% soli. Koliko litara obi¢ne vode treba dodati
u 40 litara morske vode, da bi u vodi bilo 2% soli?

256. U posudi je bilo 420 g dvadesetprocentnog rastvora soli u vodi.
Posle izvesnog vremena, usled isparavanja, koli¢ina rastvora se smanjila na
300 g. Koliki je sada procenat soli u vodi?

257. Sveze grozde sadrzi 80% vode, a suvo sadrzi 12% vode. Koliko
kilograma svezeg grozda treba da bi se dobilo 16 kilograma suvog grozda?

258. U magacinu je bilo 100 kg jagoda, koje sadrze 91% vode. Posle
izvesnog vremena koli¢ina vode se smanjila na 90%. Kolika je sada masa
jagoda?



259. Ivan je dobio novac da zajedno sa trojicom drugova kupi fudbalsku
loptu, tako da svako plati jednaki deo. Onda je dosao Marko, pa su platili
svako po petinu cene. Koliko je procenata dobijenog novca Ivan ustedeo?

260. Aca i Nemanja, ucenici VII razreda, ¢lanovi su matematicke sek-
cije, koju ¢ine “sedmaci” i “osmaci”. U grupi je vise od 70% “osmaka”. Koliko
je najmanje clanova u grupi?

261. Cena ulaznice za utakmicu je 180 dinara. Kada je cena ulaznice
smanjena, broj posetilaca se poveéao za 50%, a prihod je porastao za 25%.
Kolika je nova cena ulaznice?

262. Poznato je da je cena dijamanta proporcionalna kvadratu njegove
mase. Prilikom brusenja nekog dijamanta otpao je komadi¢, tako da se cena
smanjila za 36%. Koliko je procenata od ukupne mase iznosio odlomljeni
komadié¢?

263. Ukupna masa posude napunjene vodom iznosi 2000 g. Odlijemo
li 20% vode, ukupna masa ¢e se smanjiti na 88% prvobitne mase. Odredi
masu prazne posude i masu vode.

264. U nepunoj posudi je 85-procentni rastvor alkohola. Ako je dopu-
nimo do vrha 21-procentnim rastvorom alkohola, promesamo, pa odlijemo
onoliko tec¢nosti koliko smo i dolili, pa opet dopunimo do vrha 21-procentnim
rastvorom alkohola, dobi¢emo rastvor koji sadrzi 70% alkohola. Koliki je deo
posude bio ispunjen pre dolivanja?

265. U jednoj $koli ima manje od 400 ucenika. Sest odeljenja imaju
jednak broj ucenika i u tih Sest odeljenja ima vise od 150 ucenika. U ostalim
odeljenjima ima ukupno za 15% ucdenika vise nego u ovih Sest odeljenja.
Koliko je ukupno ucenika u ovoj skoli?



PRE
UPOTREBE
PROMUCKATI

e Zabistre glave

e Macke i misevi

e Merenja




Pre upotrebe

promuckati

Zadaci iz ove glave u najveéem broju pripadaju tzv. rekreativnoj
matematici. Za njihovo resavanje najbolje uputstvo je naslov glave. Poje-
dini zadaci su iz one grupe problema koji se resavaju na zurkama, na
putovanjima, u svim prilikama u kojim treba “ubiti vreme”.

Primer A) U tri korpe nalaze se redom 6, 7 i 11 jabuka. Treba sa tri
prebacivanja izjednaciti broj jabuka u korpama, pri ¢emu se iz jedne korpe
u drugu moze prebaciti tacno onoliko jabuka koliko u toj drugoj korpi veé
ima. Kako se to moze uciniti?

Resenje. Najpre iz trece korpe prebacimo u drugu 7 jabuka. Sada
imamo u prvoj korpi 6 jabuka, a u drugoj 7+ 7 = 14 jabuka i u trecoj
11 — 7 = 4 jabuke. Onda, iz druge u prvu korpu prebacimo 6 jabuka, pa
je u prvoj 6 + 6 = 12 jabuka, a u drugoj 14 — 6 = 8 jabuka i u trecoj 4
jabuke. Na kraju, iz prve korpe prebacimo 4 jabuke u tre¢u korpu. Tada
se u svakoj korpi nalazi po 8 jabuka.

Primer B) Iz jedne raskrsnice polaze
tri ulice, na slici oznacene sa OA = OB =
OC, iz kojih su svi izlazi zatvoreni. Inspektor
je u raskrsnici (u tacki O) i on juri prestupni-
ka, koji se nalazi u jednoj od ulica. Inspektor
moze da vidi prestupnika samo ako njihovo
medusobno rastojanje nije veée od r. Mak-
simalna brzina inspektora dva puta je veca
od brzine prestupnika. U pocetnom momen-
tu inspektor ne vidi prestupnika.

Dokazi da inspektor moze uhvatiti pre-
stupnika.
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Dokaz. Inspektor ide najpre do polozaja 3r u ulici OC. Ako je
prestupnik u toj ulici uhvati¢e ga sigurno, a ako nije, inspektor se mak-
simalnom brzinom vra¢a u O. Onda trazi prestupnika u ulicama OA i
OB, vodedi racuna da ovaj ne umakne u ulicu OC'. Prestupnik je u ulici
OA ili OB, udaljen od O za vise od r (inace bi ga inspektor video i uhva-
tio. Kreéudi se stalno maksimalnom brzinom, inspektor ulazi u ulicu OA
do tacke 27 i odmah se vra¢a u O. On zna, ako je prestupnik u ulici OA,
nalazi se izmedu tacaka 3r i 4r (inace bi ga video). Dok se inspektor
vrati u O, prestupnik (ako je u ulici OB) ne moze pobeéi u OC' dalje od
tacke r. Ako inspektor ne vidi prestupnika u OC, on produzava u ulicu
OB do tacke 3r. Ako je prestupnik u OB inspektor ée ga uhvatiti, a ako
nije, inspektor se vraca u ulicu OA do kraja i tu hvata prestupnika.

4.1. Za bistre glave

266. Ucenici: A (Andrija), B (Bora), C (Cvetko) i D (Dusan) takmi¢ili
su se na Skolskom krosu. Oni su bili neprikosnoveni favoriti i osvojili su
prva Cetiri mesta. Pre trke svaki od njih prognozirao je redosled prvih cetiri
na cilju. Andrija: ABDC'; Bora: BAC D; Cvetko: CBDA; Dusan: DCBA.
Pokazalo se da niko nije tacno prognozirao redosled svih takmicara na cilju,
veé je samo jedan od njih pogodio plasman samo jednog od takmicara.

Kakav je bio redosled na cilju trke?

267. Od tri olovke, oznac¢imo ih sa A, B, C, jedna je crvena, jedna bela
i jedna plava. Odredi koje boje imaju ove olovke, ako je samo jedno od tri
tvrdenja tac¢no: “A je crvena”, “B nije crvena”, “C' nije plava.”

268. U svakoj od tri kutije nalazi se po jedna kuglica: ili bela, ili crna,
ili zelena. Na prvoj kutiji pise “bela”; na drugoj “crna” i na treéoj “bela ili
zelena.” Medutim, nijedan od natpisa ne odgovara istini. Odredi gde je koja
kuglica.

269. Na stolu su tri istovetne kutije, razlicite samo po boji: crna, bela i
siva. U jednoj od njih nalaze se dve crne kuglice, u drugoj jedna crna i jedna
bela i u tre¢oj dve bele kuglice. Na crnoj kutiji piSe “2 crne”, na beloj “2
bele” i na sivoj “crna i bela”. Medutim, zna se da nijedan od ovih natpisa ne
odgovara istini. Moze li se, bez gledanja u kutiju, izvuéi samo jedna kuglica,
pa na osnovu njene boje odrediti koje su kuglice u crnoj, beloj i sivoj kutiji?
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270. Vera, Lidija i Nada su predsednice matematicke, hemijske i sport-
ske sekcije u svojim odeljenjima. Sportistkinja je najmlada i nema ni brata,
ni sestru u skoli. Vera, koja sedi u klupi sa Lidijinim bratom, starija je od
clanice hemijske sekcije.

Odredi imena predsednica matematicke, hemijske i sportske sekcije.

271. Jedan mis gricka parce sira u obliku kocke ivice 3. Kocka sira je
sastavljena od 27 kockica ivice 1. Mis$ gricka sir na taj nacin Sto pocinje sa
kockicom u jednom od temena. Pojevsi celu kockicu, prelazi na susednu, koja
sa tek pojedenom ima zajednicku stranu. Da li miS moze pojesti celo parce
sira, tako da poslednja kockica koju pojede bude ona iz centra kocke?

272. Na casu fizickog vaspitanja 40 ucenika se postroji u jednu vrstu i
svi imaju na ledima okacene redom brojeve: 1, 2, 3,..., 38, 39, 40. Na zvi-
zduk nastavnika svaki uc¢enik moze da zameni mesto sa drugim ucenikom, ili
da ostane na mestu. Da li je moguée da posle drugog zvizduka nastavnika
ucenici budu postrojeni u redosledu: 40, 1, 2, 3,..., 38, 397

273. U jednoj kutiji ima 1996 belih, 1997 crvenih i 1998 plavih kugli-
ca. Koliki je najmanji broj kuglica koje moramo uzeti, bez gledanja i bez
vrac¢anja u kutiju, da bi medu izvucenim bile sigurno tri kuglice:

a) iste boje;  b) bele boje;  ¢) razlicitih boja?

274. U centru sobe je macka i oko nje 10 miseva, i to 9 crnih oznacenih
brojevima od 1 do 9, i jedan beli miS oznacen brojem 10. MiSevi trée ukrug,
stalno u istom smeru, ne menjajué¢i medusobni redosled (1,2,3,...,9,10).
Macka ih lovi jednog po jednog i, svaki put kad ulovi jednog misa, dok ga
pojede, ispred nje protrce cetiri misa. Petog macka ulovi, dok ostali trcée
ukrug, bez prestanka. Dok macka jede misa, Cetiri opet protrce, a petog
macka ulovi, itd.

Ispostavilo se da je beli mis poslednji ulovljen. Koji je mis prvi pojeden?

275. Dva ribara su posla zajedno u ribolov. Nenad je ulovio 3 ribe, a
Predrag 5 riba. Kada su poceli da ih peku, naide Marko i sedne da doruckuje
sa njima. Pojeli su sve ribe, tako da su sva trojica dobili jednake porcije.
Posle dorucka Marko plati svoju porciju 8 dinara. Kako ¢e Predrag i Nenad
pravedno podeliti taj novac?

276. Jedne godine su 1. januar i 1. april pali u éetvrtak. Koliko u toj
godini ima meseci sa pet petaka?

277. U nekom mesecu tri subote su pale na parni datum. Koji je dan
u nedelji bio 25. dan u tom mesecu?



4.1. Za bistre glave 51
il il il il et d il

278. Ciframa 4, 5, 6, 7, 8, 9 je napisan jedan Sestocifren broj. Zoran,
Maja i Milica pogadali su taj broj. Zoran: 574698, Maja: 786945, Milica:
456789. Ispostavilo se da je Zoran pogodio tacna mesta za tri cifre. Isto
toliko je pogodila i Maja, dok je Milica pogodila mesto samo jedne cifre.
Koji je taj sestocifreni broj?

279. Koliko prababa imaju sve Oljine prababe?

280. U kvadratnoj mrezi 100 puta 100 upisano je bilo kojih 10000 bro-
jeva. Oznacimo sa a1 zbir prve vrste, sa as zbir druge vrste, itd, sa aigg zbir
stote vrste. Dalje, sa b; oznac¢imo zbir prve kolone, sa by zbir druge kolone,
itd, sa b1gg zbir stote kolone. Odredi maksimalnu vrednost izraza:

(a1 —b1) + (a2 — ba) + - - - + (a100 — b100)-

281. Testirana su 22 ucenika iz osam skola. Oni su tacno resili ukupno
50 zadataka. Svaki ucenik iz iste skole resio je jednak broj zadataka, a uce-
nici iz raznih skola resili su razli¢iti broj zadataka. Svaki je resio bar jedan
zadatak. Koliko je ukupno ucenika resilo samo po jedan zadatak?

282. U tri kutije A, B i C nalaze se kuglice: u kutiji A su 2, u kutiji
B su 31 u kutiji C' su 4 kuglice. Dva igraca igraju slede¢u igru: naizmenic¢no
uzimaju iz proizvoljne kutije proizvoljni broj kuglica. Pobednik je onaj igrac,
posle ¢ijeg poteza sve kutije ostaju prazne. Kako treba da igra prvi igra¢ da
bi sigurno pobedio svog protivnika?

283. Da bi oslobodio zarobljenu princezu, Carevi¢ mora proéi sest kapi-
ja zamka. Na svakoj kapiji oduzimaju mu polovinu zlatnika koje ima u tom
trenutku i jos jedan zlatnik. Kada je konacno usao u zamak, ostao mu je
jedan zlatnik. Koliko je zlatnika imao pre prolaska kroz prvu kapiju?

284. Mi¢i su javili lepu vest i on je resio da to proslavi. Usao je u jedan
restoran, platio garderobu 1 dinar, potrosio polovinu preostalog novca i na
kraju ¢astio konobara 1 dinar. Zatim je otisao u drugi restoran. Na ulazu
je ponovo platio garderobu 1 dinar. Opet je potrosio polovinu preostalog
novca i Castio konobara 1 dinar. Tako je postupio u tretem restoranu, pa
u cetvrtom. Kad je zeleo da ude u peti restoran, utvrdio je da nema vise
novaca. Sa koliko je dinara Mica krenuo u veselje?

285. Suzana je prvi utorak u mesecu provela u Parizu, a prvi utorak
posle prvog ponedeljka istog meseca boravila je na Floridi. Sledeéeg meseca
Suzana je prvu sredu provela u Beogradu, a prvu sredu posle prvog utorka
u Ulcinju. Gde je Suzana te godine proslavila 8. mart?

286. Mika ugovori posao: pokosice livadu, a kao nadoknadu dobiée kosu
kojom je kosio livadu i 1000 dinara. Medutim, Mika je pokosio pola livade i
dobio kosu i 300 dinara. Koliko vredi kosa?
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287. Na sahovskom turniru Fiéa i Sonsi odigrali su sve partije iz prvih
pet kola, a onda su napustili turnir. Zbog toga je na turniru odigrano svega
38 partija, a bilo je predvideno da igra svako sa svakim po jednu partiju. Da
li su Fiéa i Sonsi odigrali partiju jedan sa drugim?

288. Na jednokruznom Sahovskom turniru (svako sa svakim igra jednu
partiju) ucestvovalo je 8 igraca i na kraju je svaki osvojio razli¢it broj poena.
Drugoplasirani je imao toliko poena, koliko cetiri poslednja zajedno. Kako
je zavrsena partija izmedu igraca koji su osvojili treée i sedmo mesto?

289. Za bojenje jedne strane kocke treba 5 sekundi. Koliko je najkrace
vreme u toku kojeg tri ¢oveka mogu obojiti 188 kocki, ako ne mogu dva
coveka istovremeno bojiti istu kocku?

290. Potkivac postavi jednu potkovicu na kopito konja za tacno 5 minu-
ta. Koliko najmanje vremena treba da 48 potkivaca potkuju 60 konja? Treba
voditi racuna da tokom potkivanja jednog kopita konj mora stajati na tri
noge, pa nije moguce da jednog konja istovremeno potkivaju dva potkivaca.

291. U ribnjak je pusteno 25 gladnih stuka. Jedna stuka, da bi se zasi-
tila, mora da pojede tri Stuke (bilo koje — gladne ili site). Koliko najvise
Stuka moze da ostane u ribnjaku (da sve budu site)?

292. Prosle godine u ribnjak je ubacena mlad sarana. Kako se ove godi-
ne moze priblizno izracunati koliko u ovom ribnjaku ima odraslih Sarana
starih godinu dana?

293. Da bi se isprzila jedna przenica, potrebno je dva minuta. (Svaka
strana se przi po jedan minut.) Koliko je najmanje vremena potrebno da
se isprze 3 przenice, ako je u tiganju moguée prziti odjednom najvise dve
przenice?

294. Jedan hirurg u ratnoj bolnici treba da operise tri pacijenta. Svaki
od pacijenata je zarazen veoma opasnim virusom (od tri razli¢ite bolesti).
Kako ¢e hirurg obaviti ove operacije sa samo dva para gumenih rukavica,
a da pri tome ni sebe, ni pacijente ne inficira novim virusom? (Mozda je i
hirurg zarazen nekim virusom.)

295. Trava na livadi raste svuda jednako brzo i jednako gusto. Znamo
da bi 70 krava popaslo livadu za 24 dana, a 30 krava za 60 dana. Koliko bi
krava popaslo tu livadu za 96 dana?

296. U tabelu 10 puta 10 upisani su redom prirodni brojevi od 1 do
100, i to u prvoj vrsti od 1 do 10, u drugoj od 11 do 20, itd. Zatim je polovina
upisanih brojeva dobila znak “minus”, bez utvrdenog reda, ali tako da je u
svakoj vrsti i u svakoj koloni po pet brojeva negativno. Dokazi da je zbir
svih brojeva u tabeli jednak nuli.
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297. Voja, Ratko i Mile su resavali zadatke. Da je Voja resio 5 zadataka
vise nego sto je uspeo, tada bi imao resenih zadataka koliko Ratko i Mile
zajedno. Da je Ratko resio 9 zadataka vise nego Sto jeste, tada bi on imao
resenih zadataka koliko su zajedno resili Voja i Mile. Prezimena ovih decaka
su: Milovanovié. Tosi¢ i Petrovié. Odredi svakom decaku ime i prezime i
koliko je zadataka resio, ako je broj zadataka koje je resio Tosi¢ deljiv sa 3,
a Petrovié je resio 11 zadataka.

298. Na izletu su bili 4 decaka i 4 devojcice, i to éetiri para brat-sestra,
iz Cetiri porodice. Pili su coca colu i popili ukupno 32 c¢ase. Devojcice su
popile: Iva jednu c¢asu, Maja dve casSe, Suzana tri c¢ase i Jela Cetiri case.
Decaci su popili: Kahari jednako kao njegova sestra, Jeroti¢ dva puta vise
od svoje sestre, Babi¢ tri puta vise od svoje sestre i Camilovié¢ &etiri puta
vise od svoje sestre.

Kako glase imena i prezimena devojcica?

299. Na jednom takmicenju iz matematike, ucenici su sedeli po dva u
klupi. Na svaku klupu je postavljena boca mineralne vode. Zatim su ucenici,
za vreme pauze, razvrstani u grupe od po tri ucenika, i svakoj je grupi
posluzena po jedna boca limunade. Za vreme rucka, za svakim stolom su
sedela po Cetiri uCenika i na svaki sto je postavljena boca voénog soka. Pored
toga, svaki ucéenik je popio po jednu bocicu pepsi cole.

Posle takmicenja pokupljeno je ukupno 50 praznih boca. Poznato je
da su sva posluzena pi¢a popijena i sve su boce ostale na mestu posluzenja.
Koliko je ucenika ucestvovalo na takmicenju?

300. Posto je nacinio grubu gresku i zbog toga bio matiran, tempera-
mentni Sahista je tresnuo Sahovsku tablu o pod. Tabla se raspukla na osam
delova, prikazanih na slici. Preslikaj ovih osam delova na jaci karton, iseci
ih i pomozi nervoznom sahisti da sklopi sahovsku tablu. (Postoje dva nepo-

dudarna reSenja.)
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4.2. Macke i misevi

301. Cetiri macke za Cetiri dana
ulove Cetiri misa. Za koliko ¢ée dana 100
macaka uloviti 100 miSeva?

302. Macka i po za dan i po ulovi
misa i po. Koliko miseva ulovi 9 macaka
za 6 dana?

303. Tri macke za trii po dana sma-
Zu tri i po misa. Za koliko ée dana 12
macaka smazati 28 miseva?

304. Macka i po za tri i po dana
ulovi Cetiri i po misa. Koliko ée miseva
uloviti pet i po macaka za 21 dan?

305. Macka i po za dan i po ulovi jednog misa. Koliko ¢e miseva uloviti
60 macaka za 36 dana?

306. Dve i po macke za dva i po dana smazu tri i po misa. Koliko ¢e
miseva smazati 100 macaka za 45 dana?

307. Deset macaka za pet minuta smazu deset miseva. Za koje ¢e vreme
dvadeset macaka smazati Cetrdeset miseva?

308. Tri macke za cetiri dana ulove pet miseva. Koliko treba macaka
da bi za sedam dana potamanile svih 140 miSeva iz podruma?

309. Da bi se najele, dve i po macke za dan i po moraju da smazu deset
i po miseva. U podrumu ima 168 miseva. Za koliko dana deset macaka imaju
obezbeden pansion?

310. Nekoliko macaka ulovilo je i smazalo sve misSeve iz podruma. Prva
macka je smazala jednog misa i sedminu preostalih miseva i najela se. Posle
je dosla druga macka, koja se zasitila tako sto je smazala dva misa i sedminu
preostalih miSeva. Zatim je tre¢a macka smazala tri misa i sedminu preostalih
miseva, itd. Kad se tako zasitila i poslednja macka u podrumu vise nije bilo
miseva.

Koliko se macaka zasitilo i koja je macka smazala najvise miseva?
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4.3. Merenja

311. Raspolazemo sa 9 kg
brasna, terazijama i tegom od
250 grama. Kako éemo sa tri o
merenja odmeriti tacno 2 kg bra- A Jf’_ 7
$na? ‘

312. Trgovac treba da pre-
pakuje 20 kg SeCera u kese od 2
kilograma. Medutim, kada je tre-
balo da zapoc¢ne pakovanje, utvr-
dio je da nema odgovarajudéi teg.
Zapravo, imao je samo jedan teg
od 3 kilograma i jedan teg od 7
kilograma. Medutim, snasao se i
sa 9 merenja prepakovao Secer u
10 paketa po 2 kilograma. Kako je to ucinio?

313. U vredi se nalazi Seéer u prahu. Raspolazemo terazijama sa dva
tasa i samo jednim tegom od 1 gram. Kako ¢emo sa deset merenja izmeriti
1 kilogram secera?

314. Od 3 naizgled potpuno jednake kuglice, jedna je malo teza od
ostalih. Ova razlika se moze otkriti uporedivanjem na terazijama bez tegova.
Pokazi kako se samo jednim merenjem na ovim terazijama otkriva koja je
kuglica najteza.

315. Od 9 po izgledu jednakih zetona, jedan je neispravan, malo je laksi
od ostalih. Kako ¢emo sa dva merenja na terazijama bez tegova otkriti koji
je zeton neispravan?

316. Pokazi da se sa 5 merenja na terazijama bez tegova, od 100 po
izgledu jednakih Zetona, moze otkriti zeton, koji je malo laksi od ostalih 99
(ispravnih i jednakih po masi).

317. Od 4 medaljona, potpuno jednakog izgleda, 3 su zlatna i 1 pozla-
¢en. Pozlacdeni se razlikuje od zlatnih samo u masi. Sa koliko se najmanje
merenja na terazijama bez tegova moze otkriti pozlac¢eni medaljon i da se
jos utvrdi da li je laksi ili tezi od ostalih?

318. Izmedu cetiri naizgled jednaka novci¢a jedan je neispravan, tj.
razlikuje se po masi od ostalih, ali nije poznato da li je nesto laksi ili tezi od
ispravnih nov¢i¢a. Pored toga, imamo na raspolaganju jos jedan novcié, za
koji sigurno znamo da je ispravan. Pomoc¢u najvise dva merenja na terazijama
sa dva tasa treba pronaéi neispravni nov¢ié¢ i utvrditi da li je tezi ili laksi od
ispravnog.
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319. Izmedu cetiri naizgled jednaka novcica, dva su neispravna, a dva
ispravna. Ispravni nov¢iéi su jednake mase, a neispravni su takode jednake
mase medu sobom, ali nesto laksi od ispravnih. Kako ¢emo sa dva merenja
na terazijama sa dva tasa utvrditi koji su nov¢iéi ispravni, a koji neispravni?

320. Od 8 nov¢ica, jednakih po izgledu, jedan je neispravan (laksi ili
tezi). Kako ¢emo sa 3 merenja na terazijama bez tegova utvrditi koji je nov¢ié
neispravan, kao i da li je laksi ili tezi?

321. Resi prethodni zadatak sa 12 novcica, od kojih je 1 neispravan,
takode sa samo 3 merenja.

322. Izmedu sedam naizgled jednakih novc¢iéa dva su neispravna. Svi
ispravni nov¢iéi su iste mase, a neispravni su nesto laksi od ispravnih, a
jednake mase izmedu sebe. Pomo¢u tri merenja na terazijama treba pronadi
neispravne novcice.

323. Imamo 10 gomilica novéic¢a, potpuno jednakih po izgledu. U sva-
koj gomilici ima bar po 9 moneta. Jedna gomilica sadrzi samo neispravne
monete, mase po 11 grama. Ostali nov¢iéi su ispravni, sa masom od 10 grama.
Raspolazemo preciznom vagom, bazdarenom na grame. Koliko je najmanje
merenja potrebno izvrsiti da bi se otkrila gomilica sa neispravnim moneta-
ma?

324. U pet ¢upova nalaze se zlatnici. Svi zlatnici koji se nalaze u istom
¢upu imaju istu masu. Po izgledu, zlatnici se ne razlikuju. Znamo da svaki
zlatnik ima masu od 5 grama ili od 6 grama. Niko ne zna da li postoje
zlatnici od obe vrste, ili mozda samo od jedne vrste. Kako éemo jednim
merenjem, koristeéi vagu iz prethodnog zadatka utvrditi mase svih novci¢a
(iz svih ¢upova)?

325. Imamo pet ¢upova i u svakom po 100 zlatnika. Poznato nam je
da su u svakom ¢éupu svih 100 zlatnika iste mase. Znamo da su moguce
mase zlatnika 9 grama, 10 grama i 11 grama. Da li je moguce samo jednim
merenjem na vagi iz zadatka 323 utvrditi mase zlatnika u svih pet ¢upova?
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Trougao

Proucavanje osobina trougla izuzetno je znacajno, jer ako to uc¢inimo
kvalitetno, slozenije geometrijske figure neée nam predstavljati krupan
problem. Zbog toga ovoj glavi posveti¢emo najveéu paznju. Trougao se
pazljivo proucava i u redovnoj nastavi. Iz tog razloga ovde ¢emo resavati
veéi broj zadataka tzv. takmicarskog tipa. U svakom odeljku pocinjemo
sa jednostavnijim zadacima, koji su po sadrzaju i tezini bliski tipi¢nim
skolskim zadacima, a onda pojacavamo tempo, tako da su po pravilu
najtezi zadaci na kraju odeljka.

5.1. Duzi i uglovi

Primer A) Duz AB ima duzinu m. Neka je C proizvoljna tacka duzi
AB. Ako je M srediste duzi AC' i N srediste duzi BC, odredi duzinu duzi
MN.

Resenje. Na slici levo vidimo da je MN = MC + CN. Kako je
1 1 1
MC = §AC’ iCN = §C’B, to je MC+CN = E(AC—i—BC’). Medutim,
1
kako je AC+ BC = AB,toje MN = MC+CN = §AB. Prema tome,

duzina duzi MN je %
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Primer B) Dokazi da simetrale uporednih uglova obrazuju prav ugao.
Da li vazi obrnuto: ako su simetrale dva susedna ugla normalne medu sobom,
onda su ta dva ugla uporedna?



Dokaz. Neka su « i § uporedni uglovi. Tada je a + 8 = 180°. Ugao
koji odreduju simetrale s; i sy ovih uglova, vidi poslednju sliku desno,
iznosi:

a B  a+p  180°

2 2 2 2
Time smo dokazali prvo tvrdenje.

=90°.

Obrnuto, neka je « = Opgq, 8 = Oqr i Os1s9 = 90°. Pri tome je

1 1
0Os189 = 0s1q + Oqsy = §Opq + §qu.

1 1
Bududi da je Osiso = 90°, to je §Opq + §qu = 90°. Medutim:

1 1 1 1 5
§Opq + §qu = §(Opq + Ogqr) = §Opfr = 90°,

pa je Opr = 180°. Otuda zakljucujemo da su uglovi Opq i Ogr uporedni.

Dakle, vazi i obrnuto tvrdenje.

Primer C) Ugao « je suplementan sa uglom 3, a komplementan sa
tre¢inom ugla . Odredi uglove a i 3.

2
Resenje. Iz datih uslova zaklju¢ujemo da je 55 prav ugao (visak od

2
komplementa), tj. 55 = 90°. Dakle, 8 = 135°, a o = 45°.

326. Date su redom tacke A, B, C jedne prave. Ako je M srediste duzi
AB i N srediste duzi AC, dokazi da je BC = 2MN.

327.Na duzi AB duzine k data je tacka C, tako da rastojanje od

2
sredista duzi AB do sredista duzi BC' iznosi gk Izracunaj duzinu duzi AC.
328. Duz AB tackom C' je podeljena na delove ¢ije se duzine razlikuju

za 1 cm. Izracunaj duzinu duzi AB, ako je srediSte manjeg dela pet puta
blize tacki A nego tacki B.

329. Tacke A i B dele duz M N na tri odsecka ¢ije se duzine odnose
kao 2 : 3 : 4. Rastojanje izmedu sredista krajnjih delova je 30 cm. Kolika je
duzina duzi MN?



330. Tri tacke dele datu duz AB na cetiri dela. Rastojanje izmedu
sredista unutrasnjih delova je 6 cm, a izmedu sredista krajnjih delova 16 cm.
Kolika je duzina duzi AB?

331. Date su tacke A, B, C jedne prave, navedenim redom, tako da
duzina duzi AB iznosi 3 cm, a duzina duzi BC je 2 cm. Neka su M, N, P
redom sredista duzi AB, AC, BC. Kolike su duzine duzi NP, AP i MN?

332. Na duzi AB, ¢ija je duzina 40 cm, uzete su tri tacke, tako da je
rastojanje izmedu sredista krajnjih delova 33 cm. Koliko je rastojanje izmedu
sredista unutrasnjih delova?

333. Na duzi M N su redom tacke A, B, C'i D, tako da je AB=BC =
CD. Rastojanje izmedu sredista duzi AB i C'D je 28 cm, a rastojanje izmedu
sredista duzi AM i DN je 51 cm. Kolika je duzina duzi M N?

334. Na pravoj a dat je niz tacaka: A1, Ao, ..., A1go, tim redom, a na
pravoj b redom niz tacaka Bi, Bs,...,Bjg. Rastojanje izmedu svake dve
susedne tacke na pravoj a jednako je rastojanju izmedu ma koje dve susedne
tacke prave b. Ako duzina duzi BjBjg iznosi 10 cm, kolika je duzina duzi
A1 A100?

335. Na duzi AB dato je 10 tacaka, koje su dve po dve simetri¢ne u
odnosu na srediste duzi AB. Bilo kojih 5 od ovih tacaka oznac¢imo sa C1,
Cy, Cs, Cy, Cs, a ostale sa D1, Do, D3, Dy, Ds. Dokazi da je zbir rastojanja
tacaka C1, Cq, C3, Cy i C5 od A jednak zbiru rastojanja tacaka Dy, Dy, Ds,
D4 i D5 od B.

336. Ako tri prave neke ravni imaju jednu zajednicku tacku, tada je
zbir tri nesusedna ugla koji su odredeni ovim pravim, jednak opruzenom
uglu. Dokazi.

337. Zbir ugla « i njemu uporednih uglova je 325°. Odredi ugao « i
njemu uporedni ugao.

338. Simetrale susednih uglova « i § normalne su jedna na drugu.
Izrac¢unaj o i 3, ako je a — B = 30°10'20".

339. Ostar ugao « i Sestina njemu uporednog ugla komplementni su.
Odredi ugao a.

340. Razlika ugla « i njemu uporednog ugla 3 je 56°. Izracunaj ugao
~ koji je komplementan uglu 5.

341. Petina ugla o jednaka je sedmini njemu suplementnog ugla 5.
Koliki je ugao koji je komplementan sa a7

342. Koji je ugao za 1° vedi od svog suplementnog ugla?



343. Koliki je zbir dva ugla koji su suplementni sa dva komplementna
ugla?

344. Uglovi o i f su komplementni sa dva suplementna ugla ¢ i 6.
Izracunaj uglove «, 3, ¢ i 6.

345. Odredi ugao « koji je od svog suplementnog ugla manji tacno za
onoliko za koliko je veéi od svog komplementnog ugla.

5.2. Uglovi trougla

Koristi¢emo sledece osobine uglova.

Uglovi sa normalnim kracima jednaki su, slika dole levo, ili suple-
mentni, slika u sredini.

@ N

X A y

Uglovi sa paralelnim kracima, slika gore desno, jednaki su (a = ) ili
suplementni (o + v = 180°).

Zbir unutrasnjih uglova trougla jednak je opruzenom uglu:

a+ B+~ =180°

Zbir spoljasnjih uglova trougla jednak je punom uglu:

ai + B1 + 71 = 360°.

Spoljasnji ugao trougla jednak je zbiru dva nesusedna unutrasnja ugla,
na primer: a; = 5+ 7.

Primer A) Na stranici AC trougla ABC data je tacka K, tako da
je prava BK simetrala unutrasnjeg ugla 8. Ako je <BKC = 70° izracunaj
razliku uglova: <ACB = v i <CAB = a.

Resenje. Ugao BK A je uporedan sa datim uglom, pa prema tome
je <BKA =110°. Ugao BKC je spoljasnji ugao trougla ABK (sledeca




slika). Zbog toga je <BKC = 70° = o + g, odakle je @ = 70° — =

B

B
5"
Sli¢no, ugao AK B je spoljasnji ugao trougla BCK, pa je v = 110° — 5"

Prema tome, imamo:

(e} /8 (o) IB (o)
—a=110° - = — — = | =40°.
v -« 0 > 70 5 0
C
3 75°
2
B Ay

Primer B) Dokazi da je trougao pravougli ako i samo ako je jedan
njegov ugao jednak zbiru ili razlici druga dva ugla.

Dokaz. Ako je trougao pravougli, tada je zbir ostrih uglova jednak
tre¢em, pravom uglu, odnosno, jedan ostar ugao je jednak razlici pravog
ugla i drugog ostrog ugla.

Obrnuto, neka je o = 8 + . Kako je a+ (8 + v) = 180°, sledi da je
a+ a = 180°%, tj. « = 90°. Sledi da je trougao pravougli. Ako je, pak,
a = f—+,onda je o+ = 3, pa kao u prethodnom slu¢aju dokazujemo
da je 8 =90°.

Primer C) Simetrale spoljasnjih uglova a1, 1 i 71 trougla ABC' seku
se u tackama Aj, By i C1, tako da je <AC1B = 55°, <«BA;C = 75° i
<CB1A = 50°. Odredi unutrasenje uglove trougla ABC.

Resenje. Neka se, na primer, simetrale uglova 51 i y1 seku u tacki
Bi m .
— i

Aj, kao na slici gore. U trouglu BA;C' unutrasnji uglovi su R




B
2 2

a1+ B1 +v1 = 360°, odnosno fal + =+ N _ 180°. Onda je <BAC =

<BA;C = 75°. Pritom je <BA;C = 180° — — — N Znamo da je

P

2 2 2
o B B o o _ar e
2+2—|—2 5 5 = 2.SledldaJe<IBAlC— 5 2 Paje 5 =75 a

a1 = 150°. Onda je o = 180° — a;; = 180° —150° = 30°, Sli¢no odredimo
da je f1 = 100° i y; = 110°, pa je B =80° i v = 70°.

346. Ako je zbir dva spoljasnja ugla trougla jednak 270°, dokazi da je
taj trougao pravougli.

347. Simetrale dvaju unutrasnjih uglova trougla seku se pod uglom koji
je jednak tre¢em unutrasnjem uglu. Izracunaj taj treéi ugao trougla.

348. U trouglu ABC' simetrale uglova v i #; imaju zajednicku tacku

D. Dokazi da je <BDC = %

349. Ako se simetrale dvaju unutrasnjih uglova trougla seku pod uglom
od 135°, dokazi da je taj trougao pravougli.

350. U trouglu ABC' za unutrasnje uglove vazi relacija: o« — § = 3.
Dokazi da je tada o — v = 90°.

351. Spoljasnji uglovi trougla odnose se kao 9 : 16 : 20. Neka su sy
i ha simetrala ugla i visina povucene iz temena najveéeg unutrasnjeg ugla
trougla. Odredi ugao izmedu s4 1 ha.

352. Ako se spoljasnji ugao kod temena A poveéa za 45°, a spoljasnji
ugao kod temena B smanji za 35°, tada se unutrasnji ugao kod temena C
trougla ABC poveca za svoju petinu. Izracunaj <ACB.

353. Duzi AA; i C'Cy su visine ostrouglog trougla ABC'. Dokazi da je
unutrasnji ugao 8 trougla jednak zbiru uglova CAA; i ACC1.

354. Izracunaj ugao koji obrazuju visina i simetrala ugla iz temena C
trougla ABC, ako su poznati i uglovi i 1« > 3.

355. U ostrouglom trouglu ABC (AC < BC) visina h, = CC} i sime-
trala s, = CM ugla ~ seku se pod uglom od 9°, a simetrale spoljasnjih uglova
kod temena A i B seku se pod uglom od 61°. Odredi unutrasnje uglove tog
trougla.



5.3. Nejednakosti trougla

Medu elementima trougla uoc¢imo sledeée nejednakosti:

e Zbir dve stranice trougla vedéi je od trece stranice.

(Najkracée rastojanje izmedu dve tacke je duz ¢iji su krajevi te
tacke.)

¢ Razlika dve stranice trougla manja je od treée stranice.

e U svakom trouglu vazi slede¢i odnos izmedu stranica i uglova:
1° Naspram vece stranice veéi je ugao i obrnuto;

2° Naspram manje stranice manji je ugao i obrnuto.
¢ Hipotenuza je najduza stranica pravouglog trougla.

¢ Spoljasnji ugao trougla veéi je od nesusednog unutrasnjeg ugla.

(Na primer: a3 = 5+ 7, odakle je a1 > i a1 > 7.)

Primer A) Centar upisanog kruga trougla najblizi je temenu najveéeg
ugla. Dokazi.

Dokaz. Neka je S centar kruga upisanog u trougao ABC' u kojem je
a < B < 7, sledeéa slika. Tacka S je presek simetrala uglova. U trouglu

ABS za unutrasnje uglove vazi: % < g, odakle sledi da je BS < AS.

Sli¢no, iz trougla BC'S nalazimo: g < %, odakle sledi da je C'S < BS.
Konacno je C'S < BS < AS, sto je i trebalo dokazati.

B
C
N
S
C A A B




Primer B) U unutrasnjosti trougla ABC' izabrana je proizvoljna tac-
ka M. Dokazi da je:

a) <AMB > <ACB; b) AC+CB > AM + MB.

Dokaz. a) Neka je N presecna tacka pravih AM i BC' (vidi posled-
nju sliku desno). Ugao AM B je spoljasnji ugao trougla BM N, pa je
<IAMB > <M N B. Sli¢no, u trouglu ANC' vazi nejednakost: <M NB >
<JACN. Otuda sledi da je <AMB > <ACB.

b) U trouglu BMN je MN + NB > MB. Dodajmo na obe strane
nejednakosti duz AM i ima¢emo: AM + MN + NB > AM + MB,
odnosno AN + NB > AM + MB. U trouglu ACN vazi: AC + CN >
AN, pa kad na obe strane nejednakosti dodamo duz N B, dobi¢emo:
AC+CN + NB > AN + NB, tj. AC+ CB > AN + NB. Sada iz:
AC+CB > AN+ NBi AN + NB > AM + MB, sledi: AC +CB >
AM + MB.

Primer C) Dokazi da je zbir tezisnih linija trougla veéi od poluobima
tog trougla.

Dokaz. Neka su AM, BN i CP tezisne linije trougla ABC, sledeca
1
slika levo. U trouglu ABM je AM > AB— BM, tj. AM > AB — §BC.

1
Sli¢no iz trougla BC'N dobijamo: BN > BC — §C'A i iz trougla CAP

1
je: CP > CA— §AB. Sabiranjem ove tri nejednakosti dobijamo trazeni

uslov: AM + BN + CP > %(AB + BC + CA).

C

A P B A B

Primer D) Dokazi da je tezisna linija, koja odgovara jednoj stranici
trougla, manja od poluzbira drugih dveju stranica.



Dokaz. Neka je AM data tezisna linija trougla ABC i A; tacka,
takva da je M srediste duzi AA;, poslednja slika. Trouglovi ACM
i A1BM podudarni su po stavu SUS (MC = MB, AM = AiM i
JAMC = <A1 M B, kao unakrsni). Otuda sledi da je AC' = BA;. Medu-
tim, u trouglu ABA; je AA; < AB + BA;. Kako je AA; =2AM, to je

1
2AM < AB + AC, odnosno AM < §(AB + AC), sto se i tvrdi.

Primer E) Neka je P tacka u ostrouglom trouglu ABC'. Posmatrajmo
rastojanja tacke P od tacaka na obimu trougla. Oznac¢imo sa d najmanje i
sa D najvece rastojanje.

Dokazi da je 2d < D. Kada vazi znak jednakosti?

Dokaz. Najkraca rastojanja od stranica
su, oCigledno normale PA;, PB ili PC (vidi C
sliku). Dakle, d je najmanja od ove tri duzi.
Sliécno, D je najveéa od duzi PA, PB, PC.
Od Sest uglova sa zajednickim temenom P B A
ne mogu svi biti manji od 60°. Neka je, npr. !
<A1 PB > 60°. Tada je PB > 2PA;. (Ako P
je <BPA; = 60°, onda je trougao A;PB :
polovina jednakostrani¢nog trougla i BP = A G B
2A;P.) Buduéi da je D > PB i PA; > d, sledi da je D > 2d.

Zmak jednakosti vazi ako su svi uglovi sa zajednickim temenom P

jednaki 60°. Tada je ABC' jednakostrani¢ni trougao, a P je njegov cen-
tar.

356. U trouglu ABC' je AB = AC'. Na pravoj BC' izabrana je tacka
D, iza C' u odnosu na B. Dokazi da je

a) <ABD > <ADB; b) AD > AC.

357. Dokazi da je svaka stranica trougla manja od poluobima tog tro-
ugla.

358. U ravni trougla ABC' izabrana je proizvoljna tacka P, koja je
izvan trougla. Dokazi da je zbir duzi PA, PB i PC veéi od poluobima
trougla ABC.

359. Neka je M proizvoljna tacka u trouglu ABC. Dokazi da je zbir
duzi AM, BM i CM manji od obima, a ve¢i od poluobima trougla ABC'.



360. Simetrala unutrasnjeg ugla trougla deli naspramnu stranicu na
dva dela, tako da je svaki od njih manji od susedne stranice. Dokazi.

361. U trouglu ABC iz temena C' ugla izmedu dve nepodudarne strani-
ce, date su simetrala C'D ugla i tezisna linija C'M. Dokazi da je CM > CD.

362. Na simetrali spoljasnjeg ugla kod temena C trougla ABC' izabrana
je proizvoljna tacka M. Dokazi da je AM + BM > AC + BC.

363. U trouglu ABC tacka M je srediste stranice AB. Dokazi tvrdenje:
ako je BC > AC, onda je <ACM > <BCM.

364. Dokazi da u svakom trouglu vecoj stranici odgovara manja tezisna
linija, a manjoj stranici odgovara veca tezisna linija.

365. U jednakokrakom trouglu ABC tacka C1 je srediste osnovice AB
i Ay je srediste stranice BC'. Duzi AA; i CCq seku se u O. Ako je <A,0C =
121°; utvrdi da li je osnovica veéa od kraka.

5.4. Jednakokraki trougao

Pored stavova o podudarnosti trouglova (stavovi: SSS, SUS, USU i
SSU), podseéamo se na jos neke vazne osobine.

Vees

trougla, jednaka je polovini naspramne stranice trougla i paralelna je toj
stranici, na primer: A1 By = %AB i A1B1||AB, gde su A; i B; sredista
stranica BC'i AC.

U trouglu naspram jednakih stranica jednaki su uglovi, i obrnuto:
naspram jednakih uglova jednake su stranice. Dakle, u trouglu ABC),
ako je AC' = BC (u jednakokrakom trouglu), vazi: 8 = a.

Obrnuto, ako trougao ABC ima jednaka dva ugla, onda je on jed-
nakokraki. (Iz « = B, sledi BC = AC.) AC i BC su kraci, a AB je
osnovica jednakokrakog trougla ABC. Teme naspram osnovice AB je
vrh C.

U jednakokrakom trouglu ABC, gde je AC' = BC, spoljasnji ugao
kod vrha dva puta je veéi od unutrasnjeg ugla na osnovici: v; = 2a.

Visina koja odgovara osnovici jednakokrakog trougla ujedno je i sime-
trala ugla kod vrha i simetrala osnovice i tezisna linija.

Ako trougao ABC ima jednake sve stranice (AB = BC = AC), onda
je on tzv. jednakostranicni i ima jednake uglove: « = 8 = v = 60°.




Primer A) Jedan od unutrasnjih uglova trougla je 75°. Koliki su ostali
unutrasnji uglovi datog trougla, ako postoji prava koja sadrzi jedno teme i
deli dati trougao na dva jednakokraka trougla?

Resenje. Neka je ABC' dati trougao sa uglom « = 75°. Na stranici
BC odredimo tacku D, tako da su trouglovi ABD i ACD jednakokraki.

Moguéa su dva slucaja: AD = BD i AC = CD, slika levo, ili AC' =
AD = BD, slika desno.

A B A B

Oznacimo sa x i sa y jednake uglove jednakokrakih trouglova. U oba
slucaja je y spoljasnji ugao kod vrha jednakokrakog trougla ABD, pa
je y = 2z. U prvom slucaju je x + y = 75°, tj. 3x = 75°, pa je x = 25°.
Tada su uglovi trougla ABC: o = 75°, § = 25°, v = 80°. U drugom
slucéaju je = + y + 75° = 180°, tj. 3z = 105°, pa je x = 35°. Tada su
uglovi trougla ABC: o = 75°, 8 = 35°, v = 70°.

Primer B) Hipotenuza je dva puta veca od katete pravouglog trougla.
Izracunaj unutrasnje uglove ovog trougla.

Resenje. Neka je AC = 2AB i <ABC = 90°. Odredimo tacku D na
produzetku katete AB, tako da je B srediste duzi AD, slika dole levo.
Lako se dokazuje da su trouglovi ABC' i DBC podudarni (stav SUS).
Otuda sledi da je DC = AC. Kako je AD = 2AB, to jei AD = AC, pa
je trougao ADC' jednakostranic¢ni. Zbog toga su uglovi datog trougla:
a =60° 1~ =30°.

C




Primer C) Dokazi da je u svakom pravouglom trouglu hipotenuzina
tezisna linija jednaka polovini hipotenuze.

Dokaz. Neka je M srediste katete BC' i s simetrala duzi BC' (vidi
poslednju sliku desno). Simetrala se¢e hipotenuzu AB u tacki N. Na
osnovu osobina simetrale duzi, sledi da je BN = NC, tj. trougao BCN
je jednakokraki, pa je <BCN = . Kod pravouglog trougla ABC' je a =
90° — 3, pa kako je i <ACN = 90°—f3, to je <ACN = <CAN = «. Zbog
toga je i AN = CN. Prema tome: BN = AN, pa je tacka N srediste
hipotenuze AB i tezisna linija C' N jednaka je polovini hipotenuze.

Primer D) Simetrala pravog ugla proizvoljnog pravouglog trougla polo-
vi ugao kojeg obrazuju visina i tezisna linija iz temena pravog ugla. Dokazi.

Dokaz. Neka su CD i C'M visina i tezisna linija, a C'S simetra-
la pravog ugla ACB, slika levo. Na osnovu prethodnog primera je
JACM = a. Trougao BCD je pravougli, pa je <BCD = 90° — 8 = «.
Zbog toga je <MCS = 45° — a = <SCD, sto se i tvrdilo.

E

A C D B

Primer E) Neka su C'i D tacke duzi AB, takve da je AC = CD =
DB ineka su E i F tacke sa iste strane prave AB, takve da su trouglovi
ADE i DBF jednakostranic¢ni. Dokazi da je trougao C EF' jednakostrani¢ni.

Dokaz. Lako se dokazuje da su trouglovi CDE i F'DFE podudarni, po
stavu SUS (CD = DF = DB, DE = DE i <CDE = <FDE = 60°).
Otuda sledi da je CE = FE i <CED = <FED. Kako je <CED =

1
§<IAED = 30°, to je <CEF = 60°, pa je trougao C EF jednakostranic¢ni
(slika gore desno).




Primer F) Neka je D tacka na stranici BC' datog trougla ABC, takva
da je DC' = 2- BD. Pritom je <ABC = 45° i <ADC = 60°. Odredi unutra-
$nje uglove trougla ABC'.

Resenje. Neka je E podnozje
normale iz C' na AD. Tada je CDFE
polovina jednakostrani¢nog trougla
stranice C'D, pa je CD = 2DEFE.
Sledi da je BD = DE i trou-
gao BDFE je jednakokraki sa spo-
ljasnjim uglom kod vrha: <CDFE =
60°. Sledi da je <DBE = 30° =
<DEB, pa je <ABE = 45°—30° =
15°. Iz trougla ABD, sa spoljasnjim
uglom <ADC = 60°, dobijamo:
<BAD = <ADC —<ABD = 60° —
45° = 15°. Dakle, i trougao ABD
je jednakokraki i AE = BE. Trougao BCFE je sa uglovima <EBC =
30° = «FCB, pa je i on jednakokraki: BE = C'E. Konacno je i trou-
gao ACFE jednakokraki, ali i pravougli, pa je <CAE = <ACE = 45°.
Sada lako izracunamo uglove trougla ABC: o = 45° + 15° = 60°,
v =<ACB = 45° + 30° = 75° i dato je = <ABC = 45°.

366. Na produzetku kraka AC' jednakokrakog trougla ABC, AC =
BC, iza tacke C' data je tacka D, takva daje CD = AC. Dokazi da je
trougao ABD pravougli.

367. U trouglu ABC' tacka D pripada stranici AB. Ako je AC = CD
i <BAC — <ABC = 37°, izracunaj <BCD.

368. Dat je pravougli trougao ABC' sa pravim uglom kod temena C.
Ako hipotenuzu AB produzimo preko temena A za duz AM i preko temena B
za duz BN, tako da je AM = AC' i BN = BC, dokazi da je <M CN = 135°.

369. U trouglu ABC je AB = AC' i <CAB > 30°. Na stranici BC data
je tacka M i na stanici AC' tacka N, tako da je <BAM = 30° i AM = AN.
Izracunaj <CMN.

370. U trouglu ABC' je AC = BC'. Na stranici BC' date su tacke
M, N, tako da je AM = MN, a raspored tacaka jee B— M — N — C' i
<BAM = <CAN. Odredi <BAN.



371. Dat je trougao ABC, takav da je AC = BC. Kroz vrh C je
povucena prava p koja seCe osnovicu AB u tacki D, tako da su trouglovi
ACD i BCD jednakokraki, ali ne i podudarni medu sobom. Odredi uglove
trougla ABC.

372. U trouglu ABC' je AC = BC i H je tacka u kojoj se seku visine
povucene iz A i B na stranice BC' i AC. Neka je H; tacka simetri¢na sa H
u odnosu na pravu AB. Izrac¢unaj <CAH;.

373. Simetrale uglova ABC' i ACB trougla ABC seku se u tacki O.
Prava p, koja sadrzi tacku O i paralelna je sa BC, sece stranicu AB u tacki
P i stranicu AC u tacki Q). Dokazi da je PQQ = BP + CQ.

374. Na stranici AB trougla ABC' izabrana je tacka S, takva da prava
CS polovi ugao ACB. Neka je P proizvoljna tacka duzi AB, razli¢ita od S.
Prava p, koja sadrzi tacku P i paralelna je pravoj C'S, sece pravu AC u M
i pravu BC' u N. Dokazi da je trougao C M N jednakokraki.

375. U trouglu ABC je AC = BC, a visina AD i simetrala ugla BAC
seku se pod uglom od 15°. Izra¢unaj uglove trougla ABC.

376. Ugao izmedu hipotenuzine visine i simetrale pravog ugla je 12°.
Izracunaj ostre uglove datog pravouglog trougla.

377. Odredi ostre uglove v i § pravouglog trougla ABC', ako je ugao
izmedu simetrale pravog ugla i hipotenuzine tezisne linije jednak petini tupog
ugla, koji obrazuju simetrale tih ostrih uglova.

378. Data je tacka N na osnovici AB jednakokrakog trougla ABC.
Prava n, koja sadrzi tacku N i normalna je na osnovicu, sece pravu BC' u P

i pravu AC u Q. Dokazi da je zbir NP + N(@Q konstantna veli¢ina, koja ne
zavisi od polozaja tacke N.

379. Visine AD i CE trougla ABC seku se u tacki H, tako da je
AB = CH. Izracunaj ugao ACB.

380. Na hipotenuzi AB pravouglog trougla ABC' date su tacke M i IV,
takve da je AM = AC' i BN = BC. Izrac¢unaj ugao MCN.

381. Na najvecoj stranici BC tupouglog trougla ABC' date su tacke D
i F, takve da je <BAD = <ACB i <CAE = <ABC'. Dokazi da je trougao
ADEF jednakokraki.

382. U trouglu ABC data je visina C'E. Simetrala spoljasnjeg ugla

1
kod temena C' seée pravu AB u tacki D. Ako je CE = §CD, dokazi da je
a— = 60°.



383. U pravouglom trouglu hipotenuzina visina deli hipotenuzu na dva
odsecka ¢ija je razlika jednaka duzini jedne katete. Odredi uglove trougla.

384. Dat je trougao ABC, takav da je AC' = BC. Na pravoj AC, po
redosledu: C', A, D, uzeta je tacka D, a na kraku BC' tacka E, tako da je
AD = BE. Dokazi da osnovica AB polovi duz DE.

385. U trouglu ABC je 8 = 15° i v = 30°. Prava koja sadrzi teme A i
normalna je na AB, seCe stranicu BC' u tacki D. Dokazi da je BD = 2AC.

386. Jedan ugao jednakokrakog trougla je od 108°. Dokazi da je odse-
cak simetrale ugla na osnovici, od temena do preseka sa krakom, dva puta
duzi od visine koja odgovara osnovici.

387. U trouglu ABC stranica AB je najduza. Na stranici AB odabrane
su tacke D i F, takve da je AD = AC i BE = BC'. Odredi <ACB, ako je
<ECD = 20°.

388. U trouglu ABC u kojem je AC = BC i <ACB = 70°, data je
tacka P, takva da je <BAP = 5° i <ABP = 30°. Izra¢unaj <BPC.

389. Data je tacka D na stranici BC trougla ABC, takva da je DC =
2BD, <ADC = 60° i <ABC = 45°. Izracunaj ostale unutrasnje uglove
trougla ABC.

390. Dat je trougao ABC, takav da je <ABC = <ACB = 40°. Na
pravoj AB iza B u odnosu na A data je tacka D, takva da je AD = BC.
Odredi uglove trougla ADC.

5.5. Razni trouglovi

Posebne osobine trouglova (jednakokrakih, pravouglih, itd.) koristimo
prilikom resavanja problema vezanih za proizvoljne trouglove.

Primer A) Izracunaj uglove trougla ABC, ako visina i tezisna linija
iz temena C' dele ugao AC'B na tri jednaka dela.

Resenje. Neka je C'D visina, CM teziSna linija i N podnozje nor-
male iz M na BC, sledeé¢a slika levo. Pravougli trouglovi CDA i CDM
podudarni su (zajednicka kateta i jednak ostar ugao kod temena C), pa
je AD = DM. Podudarni su i pravougli trouglovi CM D i CM N (zajed-
nicka hipotenuza i jednak ostar ugao kod temena C'), pa je DM = MN.




Zakljucujemo da je AM = 2MN, a kako je AM = MB, sledi da je
MB = 2MN. Dakle, u pravouglom trouglu BM N hipotenuza BM je
dva puta veca od katete M N. Prema resenju primera B iz prethod-
nog odeljka, sledi da je 5 = <MBN = 30°. Zbog toga je u pra-
vouglom trouglu BCD drugi ostar ugao <BCD = 60°. Konacno je
<IMCN = 30° = <MCD = <ACD. Uglovi trougla ABC su: a = 60°,
B =30° ~v=90°.

c

. 30°
A D M B

Primer B) Dat je trougao ABC. Iz temena A je konstruisana duz
AD normalna na AC' i duz AF normalna na AB, tako da je AD = AC'i
AFE = AB. Tacke B i D su sa raznih strana prave AC, a tacke C'i F su sa
raznih strana prave AB. Dokazi da je BD = CFE.

Dokaz. Trouglovi ABD i AEC su podudarni, po stavu SUS. (Ovde
je: AD = AC, AB = AE i <BAD = a+90° = <CAE.) Otuda sledi da
je BD = CFE, slika gore.

Primer C) Na simetrali spoljasnjeg ugla ay trougla ABC odredi tac-
ku P, takvu da zbir duzi C'P 4+ BP bude najmanji mogudi.

Dokaz. Neka je P bilo koja tac-
ka date simetrale s spoljasnjeg ugla !
a1 i neka je C tacka simetri¢na sa
C u odnosu na s. Tacka C’ pripada A
pravoj AB. Tada je PC' = PC, pa
je BP +CP = BP + C'P, a na
osnovu nejednakosti trougla bice:
BP + PC' > BC', gde je duz BC'
fiksirana. Znak jednakosti vazi samo B c




ako je P € BC', a to ¢ée biti kada je P = A. Prema tome, traZena je
tacka A = P.

391. U jednakokrakom trouglu ABC' ugao izmedu krakova AC i BC
je 30°. Neka je D podnozje visine iz temena A.

a) Izracunaj uglove trougla ABD.
b) Dokazi da je BC' = 2AD.

392. U pravouglom trouglu ABC duz CD je hipotenuzina visina. Ako
su M i N sredista kateta, dokazi da je ugao M DN prav.

393. Prave p i ¢ su simetrale spoljasnjih uglova (31 i 1, trougla ABC.
Iz temena A konstruisane su prave m i n, takve da je m_Lp i m seCe pravu
BC u tacki M, a nlqg i n seCe pravu BC' u tacki N. Dokazi da je obim
trougla ABC jednak duzi M N.

394. Na stranici AB trougla ABC' odredena je tacka D, tako da su
obimi trouglova AC'D i BC'D redom 45 c¢cm i 35 cm. Ako je obim trougla
ABC 50 cm, kolika je duzina duzi C'D?

395. U pravouglom trouglu ABC' simetrale ostrih uglova « i 5 seku
naspramne katete u tackama Ay i By. Tacka M je podnozje normale iz Aq
na hipotenuzu, a tacka N je podnozje normale iz B; na hipotenuzu. Koliki
je ugao MCN?

396. Dat je jednakokraki trougao ABC, tacka M na kraku AB i tacka
N na kraku AC. Kroz srediste S duzi M N konstruisana je prava s, paralelna
sa BC, koja se¢e AB u K,i AC u L. Tacka P je podnozje normale iz M na
s, a tacka @ je podnozje normale iz N na s. Dokazi da je KL = PQ.

397. U pravouglom trouglu ABC tacka D je srediste hipotenuze AB.
Prava d kroz D, normalna na CD, sece duzu katetu AC u M i produzetak
katete BC' u N. Ako je S srediste duzi M N, dokazi da je CSLAB.

398. Na hipotenuzi AB pravouglog trougla ABC data je tacka M,
takva da je BM = BC'ina kateti AC tacka N, takva da je duz C'N jednaka
hipotenuzinoj visini. Dokazi da je <CNM = 90°.

399. Tacka O je centar jednakostranicnog trougla ABC. Ako je D tacka
stranice AB i E tacka stranice AC, tako da je AD + AE = AB, dokazi da
je OD = OF i <DOE = 120°.

400. Duz AM je tezisna linija trougla ABC'. Ako je N tacka stranice
AB, takva da prava C'N polovi datu tezisnu liniju, dokazi da BN = 2AN.



401. Dat je trougao ABC sa pravim uglom BAC. Iza A u odnosu na
B odredimo tacku C1 iiza A u odnosu na C tacku By, tako da je ACy = AC
i ABy = AB. Ako je D podnozje visine AD trougla ABC, dokazi da prava
AD polovi duz B1Ch.

402. U unutrasnjosti jednakostrani¢nog trougla ABC' izabrana je tacka
O iz koje se stranica AC' vidi pod uglom od 150°. Dokazi da postoji pravougli
trougao sa stranicama koje su jednake duzima OA, OB i OC.

403. U nejednakostranicnom trouglu ABC sredista stranica AB, AC
i BC su redom tacke: E, F' i G. Van trougla su date tacke M i N, takve
1 1
da je EM1AB i EM = §AB, a FNLAC i FN = iAC' Dokazi da je
GM = GN.
404. Date su redom tacke A, B, C na pravoj p i tacke D i E sa iste
strane prave p. takve da su trouglovi ABD i BCE jednakostrani¢ni. Ako je

M tacka duzi AE i N tacka duzi CD, tako daje ME =2AM i CN = 2DN,
dokazi da je trougao BM N jednakostranican.

405. Dato je Sest tacaka u ravni, takvih da ne postoje tri koje pripa-
daju jednoj pravoj. Dokazi da postoji trougao, ¢ija su temena neke od datih
tacaka, takav da mu je bar jedan unutrasnji ugao manji od 30° ili jednak
30°.

5.6. Znacajne tacke trougla

Pod znacajnim tackama trougla podrazumevamo sledece Cetiri tacke:
centar opisanog kruga, centar upisanog kruga, ortocentar i teziste. Ove
tacke odreduju se na osnovu sledeéih teorema:

Simetrale stranica ma kog trougla imaju zajednicku tacku (centar
opisanog kruga).

Stmetrale unutrasngjih uglova ma kog trougla imaju zajednicku tacku
(centar upisanog kruga).

Sve wvisine trougla seku se u jednoj tacki (ortocentar).

Sve tezisne linije trougla seku se u jednoj tacki (teziste).

Teziste deli svaku tezisnu liniju tako da je odsecak od temena trougla
do tezista jednak dvostrukom odsecku od tezista do srediSta naspramne
stranice. (Na primer: AT = 2T Ay, T je teziste).

Interesantno je da su centar upisanog kruga i teziste uvek unutrasnje
tacke trougla. Medutim, kod tupouglog trougla centar opisanog kruga




i ortocentar su van trougla. Kod pravouglog trougla ove dve tacke su
na trouglu: centar opisanog kruga je srediste hipotenuze, a ortocentar je
teme pravog ugla.

Primer A) Data je tacka M na stranici BC' trougla ABC, tako da
je duz AM visina, ili tezisna linija, ili simetrala stranice, ili simetrala ugla.
Ako duz AM ima dva od cCetiri navedena svojstva, dokazi da ona onda ima
sva Cetiri navedena svojstva.

Dokaz. Neka je na primer, duz AM visina trougla ABC, slika levo.
Pretpostavimo da je istovremeno AM i tezisna linija. Tada su pravougli
trouglovi AM B i AMC podudarni po stavu SUS (imaju jednake katete:
BM = CM, AM = AM i zahvaéeni prav ugao). Zbog toga je <CAM =
<IBAM, pa je AM simetrala ugla BAC'. Takode je AM i simetrala duzi
BC, sto sledi direktno iz ¢injenice da je AM visina (AM 1 BC') i tezisna
linija (BM = CM).

Slicno dokazujemo slucaj kad je AM visina i ima bilo koje drugo
svojstvo ili ako je AM simetrala stranice i ima jos neko svojstvo.

Dokazimo jo$ slucaj kad je AM simetrala ugla i tezisna linija. Najpre
¢emo dokazati da uglovi ABC' i AC'B moraju biti ostri.

A
A
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Pretpostavimo da na primer, ugao ABC moze biti tup ili prav. Kon-
struisimo kroz M normalu na AM i njene zajednicke tacke sa AB i AC
oznac¢imo sa D i E slika desno. Tacke D i E su sa raznih strana prave
AM, a tacka E je na duzi AC. Tada su pravougli trouglovi AMD i
AME podudarni po stavu USU (AM = AM, itd.), a uglovi ADM i
AEM su ostri. Sada su i trouglovi BMD i CMFE podudarni po sta-
vu SUS (uglovi BMD i CME unakrsni DM = EM po prethodnom
dokazu i BM = CM po pretpostavci da je CM tezisna linija). Ako je




to tacno, onda je <BDM = <CFEM. Ovo ne moze biti iz razloga sto
je BDM ostar, a CEM tup (jer je suplementan oStrom uglu AEM).
Dakle, pretpostavka da ugao ABC nije ostar dovodi do protivrecnosti.
Zaklju¢ujemo da su uglovi ABC i ACB ostri.

Sada se lako dokazuje da su trouglovi ABM i ACM podudarni (po
stavu SSU), odakle izvla¢imo neophodne zakljucke.

Dokazane ¢injenice iz ovog primera imaju interesantne posledice:

— Visina koja odgovara osnovici jednakokrakog trougla istovremeno
je simetrala osnovice, simetrala ugla kod vrha i tezisna linija.

— Kod jednakostrani¢nog trougla visina iz svakog temena istovremeno
je 1 simetrala stranice i simetrala ugla i tezisna linija.

— Kod jednakostranicnog trougla sve cetiri znacajne tacke se pokla-
paju.

Primer B) Tacka M je srediste hipotenuzine visine C'D pravouglog
trougla ABC. Ako je N srediste duzi BD, dokazi da je AM LCN.

Dokaz. Duz M N je srednja linija trougla BC'D, pa je MN|BC.
Kako je BCLAC, sledi da jei M N 1L AC. Po uslovu je CDLAN. Dakle,
u trouglu ACN visine AM i NM seku se u M, pa je tacka M ortocentar
ovog trougla. Sledi da je AM treéa visina, pa je AM LCN. (Nacrtaj
odgovarajuéu sliku).

406. U trouglu ABC centri upisanog i opisanog kruga simetri¢ni su u
odnosu na pravu AB. Izracunaj unutrasnje uglove trougla ABC.

407. Tacka A je teme pravog ugla, a S centar upisanog kruga pra-
vouglog trougla ABC'. Izracunaj unutrasnje uglove trougla ABC, ako je
JASC — <ASB = 20°.

408. Ako su O i S centri opisanog i upisanog kruga trougla ABC),
1
dokazi da je <SAO = 5(5 —).
409. Neka su M, N i P sredista stranica trougla ABC'. Dokazi da se
tezista trouglova ABC i M N P poklapaju.

410. U ravni su date tacke A, B, C, D, takve daje AB1CDi AC1LBD.
Dokazi da je ADLBC.



411. U jednakokrakom trouglu ABC' tacka M je srediSte osnovice AB.
Neka je N tacka kraka BC, takva da je M N L BC' i neka je S srediste duzi
M N. Dokazi da je prava AN normalna na pravoj C'S.

412. Neka je D podnozje normale konstruisane iz temena C pravou-
glog trougla ABC na hipotenuzu AB, a Oy i Oy centri krugova upisanih u
trouglove CAD i CBD. Dokazi da je simetrala pravog ugla trougla ABC
normalna na duz 010s.

413. U ravni proizvoljnog trougla ABC' date su tacke D i E, takve
da su trouglovi AC'D i BCFE jednakokraki pravougli, sa hipotenuzama C'D
i CE. Dokazi da prave AF, BD i visina iz temena C' datog trougla ABC
imaju jednu zajednicku tacku.

414. Neka su tacke K, L, M sredista stranica redom BC, AC, AB
trougla ABC, a P, ), R sredista izlomljenih linija BAC, CBA, ACB. Dokazi
da se prave K P, LQ i M R seku u jednoj tacki.

415. Iz jednog temena raznostranog ostrouglog trougla konstruisana je
visina, iz drugog simetrala ugla, iz treceg tezisna linija. Njihove presecne
tacke su temena novog trougla. Dokazi da taj novi trougao ne moze biti
jednakostranicni.
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Cetvorougao

Problemi o ¢etvorouglovima nece biti teski ako smo ovladali osobina-
ma trouglova i tehnikom dokazivanja podudarnosti. Sve Sto smo naucili
o trouglovima moze se pametno iskoristiti u ovoj glavi. Posebne osobine
cetvorouglova se takode dokazuju koriséenjem osobina trouglova.

— Zbir unutrasnjih uglova jednak je punom uglu: o+ 5+~ +46 = 360°.

Duz ¢iji su krajevi sredista dveju naspramnih stranica nazivamo sred-
njom linijom cetvorougla.

6.1. Paralelogram

Pod paralelogramom podrazumevamo ¢etvorougao koji ima dva para
paralelnih stranica.

Paralelogram je centralno simetrican cetvorougao. Centar simetrije
je presecna tacka dijagonala.

Ako se dijagonale ¢etvorougla polove, onda je taj ¢etvorougao para-
lelogram.

Paralelogram kome su jednake sve stranice naziva se romb.

Primer A) U svakom cetvorouglu obe srednje linije i duz koja spaja
sredista dijagonala imaju jednu zajednicku tacku, koja predstavlja srediste
za svaku od ove tri duzi. Dokazi.

Dokaz. Neka su K, L, M, N redom sredista stranica AB, BC, CD,
DA P, @ sredista dijagonala AC i BD cetvorougla ABC D, slika.

1
Duz KL je srednja linija trougla ABC, pa je KL||AC i KL = §AC.
Sli¢no, u trouglu ACD je MN srednja linija, pa je MN|AC i MN =




%AC. Otuda sledi da je K L||MN. Sli¢no se dokazuje i da je LM||KN.
Prema tome, cetvorougao K LM N ima dva para paralelnih stranica,
pa je po definiciji paralelogram. Zbog toga se KM i LN polove. (Da
bismo utvrdili da je K LM N paralelogram, dovoljno je dokazati da je

1
KL|MN i KL = MN = -AC.) Neka je tacka S njihovo zajednicko
srediste. Dokazacemo da je S srediste i duzi PQ, tako sto ¢emo utvrditi

da je ¢etvorougao KQM P paralelogram. (K@ je srednja linija trougla
ADB, a MP je srednja linija trougla ADC, itd.)
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Primer B) Dat je paralelogram ABCD kojem je ugao kod temena
B tup. Stranice AB i BC' produzene su preko temena B i na produzecima
su odredene tacke F i F, tako da su duzi BE i BF osnovice jednakokrakih
trouglova BCE i ABF. Dokazi da je trougao DEF' jednakokraki.

Dokaz. Utvrdiéemo da su trouglovi AFD i CDE podudarni, slika
desno. Trougao ABF je jednakokraki, pa je AF = AB. Medutim, AB =
CD (naspramne stranice datog paralelograma), pa je AF = CD. Sli¢no
se dokaze da je AD = CE. Jednakokraki trouglovi ABF' i C BE imaju
na osnovicama jednake uglove kod temena B, kao unakrsne, pa su im i
ostali uglovi jednaki. Zbog toga je i <BAF = <BCFE. Kako je <DAB =
<DCB (naspramni uglovi datog paralelograma), to je

IDAF = <DAB + <BAF = <DCB + <«BCE = <DCE.

Prema tome, trouglovi AF'D i CDE podudarni su po stavu SUS.
Otuda sledi da je DF = DE.




Primer C) Na produzetku stranice AC trougla ABC, iza C' u odnosu
na A data je tacka P, takva da je AC = 2CP. Uocimo tacku M, srediste
stranice AB i tacku S stranice BC, takvu da je BS = 3S5C. Dokazi da su
tacke M, S i P kolinearne.

Dokaz. Neka je N sredi-
ste stranice BC, slika desno.
Duz MN je srednja linija tro-
ugla ABC, pa je MN = %AC’
i MN je paralelno sa AC. Iz
uslova AC = 2CP je CP =
%AC, paje MN =CPi MN
je paralelno sa CP. Dakle,
cetvorougao M N PC' je parale-
logram.

1 1
Po konstrukciji je NC = §BC’, pa kako je SC = ZBO (po uslovu),

zakljucujemo da je S srediste dijagonale C'N paralelograma M N PC.
Dijagonale paralelograma se polove, pa je S srediste i dijagonale M P.
Sledi da su tacke M, P i S na jednoj duzi, pa su kolinearne.

416. Na takmicenju izvidaca jedan takmicar od starta ide najpre 4 km
pravo. Tada skrene za 120° levo i prede jos 3 km, pa opet skrene ulevo za
120° i prede pravo 2 km. Zatim, ponovo skrene, ali desno za 60° i prede jos
2 km. Koliko je najkrace rastojanje od starta do cilja?

417. Dat je paralelogram ABCD. Tacka M je srediste stranice BC, a
tacka NN srediste stranice AD. Dokazi da duzi AM i CN dele dijagonalu BD
na tri jednaka dela.

418. Unutrasnji uglovi romba odnose se kao 1 : 2 : 1 : 2. Dokazi da
visine romba, konstruisane iz jednog temena tupog ugla, dele ve¢u dijagonalu
na tri jednaka dela.

419. U trouglu ABC je AC = BC'i AD je visina. Neka je P proizvoljna
tacka prave AB, a M i N podnozja normala iz tacke P na krake AC i BC.
Dokazi:

a) ako je P tacka duzi AB, onda MP + NP = AD;

b) ako P nije tacka duzi AB, onda MP—NP=ADili NP—-MP=AD.



420. Dijagonala AC paralelograma ABCD jednaka je 18 cm. Ako je
N srediste stranice AB, a M tacka u kojoj duz DN preseca dijagonalu AC,
odredi duzinu duzi AM.

421. U paralelogramu ABC'D stranica AB je dva puta duza od stranice
BC'. Neka je tacka M srediste stranice AB. Dokazi da je prava C'M normalna
na pravu DM.

422. Dat je romb sa oStrim uglom od 60°. Prava M N odseca na stra-
nicama AB i BC odsecke M B i NB, tako da je M B + NB = AB. Dokazi
da je trougao M DN jednakostranic¢ni.

423. Dijagonale cetvorougla ABCD seku se u tacki O. Dokazi da su
centri O, O, O3, O4 krugova opisanih oko trouglova AOB, BOC, COD,
DOA, temena paralelograma.

424. Dijagonale paralelograma ABCD seku se u tacki O. Dokazi da
centri upisanih krugova trouglova ABO, BCO, CDO, DAO predstavljaju
temena romba.

425. Dat je paralelogram ABC'D i prava p koja sa paralelogramom ima
samo jednu zajednicku tacku, teme D. Neka su Ay, By, C1 podnozja normala
iz tacaka A, B, C na pravu p. Dokazi da je AA; + CC1 = BB;.

426. U trouglu ABC tacke M, N i P su sredista stranica redom: BC,
CA, AB. Neka je D proizvoljna tacka stranice BC, tacke E i F' sredista

duzi BD i CD i Q presek duzi AD i NP. Dokazi da je ¢etvorougao EFN P
paralelogram, cije se dijagonale seku na duzi M Q.

427. Ako su u cetvorouglu ABCD tacke M, N, P i @ sredista stranica
AB, BC, CD i DA, a 2MP = BC + AD i 2NQ = AB + CD, onda je
cetvorougao ABC'D paralelogram. Dokazi.

428. Ako su u cetvorouglu ABCD tacke M, N, P i Q srediSta stranica

AB, BC,CD i DAi2MP +2NQ = AB+ BC + CD + DA, dokazi da je
cetvorougao ABC D paralelogram.

429. U paralelogramu ABC'D na stranici AB data je tacka K, tako da
je <AKD = <DKC'. Ako je tacka S srediste duzi K D, dokazi da je duz CS
normalna na duz DK.

430. Neka je P tacka u datom trouglu ABC| takva da <PAC = <PBC
i neka su M i L podnozja normala iz P redom na prave AC i BC. Ako je
D srediste stranice AB, dokazi da je DM = DL.



6.2. Pravougaonik

Ako paralelogram ima jedan prav ugao, onda su mu i svi ostali uglovi
pravi. Takav ¢etvorougao se naziva pravougaonik. Ako su sve stranice
pravougaonika jednake, onda imamo kvadrat.

Pored osobina koje imaju paralelogrami, za pravougaonik vazi i:

o dijagonale pravougaonika su jednake;

o oko pravougaonika moze se opisati krug.
Pored osobina kojim se odlikuje pravougaonik, za kvadrat vazi i:

o dijagonale kvadrata su simetrale unutrasnjih uglova;
o dijagonale kvadrata su uzajamno normalne;

o u kvadrat se moze upisati krug.

Primer A) Dat je pravougli trougao ABC sa pravim uglom ACB i
tacke K, L, M, N, takve da su BCKL i CAM N kvadrati. Neka su L i M;
podnozja normala iz L i M na pravu AB.

Dokazi da je LLy + MM, = AB.

Dokaz. Neka je tacka C', podnozje hipotenuzine visine, sledeca slika
levo. Pravougli trouglovi ACC} i M AM; podudarni su, jer imaju jedna-
ke hipotenuze (AC = M A, kao stranice jednog kvadrata) i ostre uglove:
<CAC) = <AM M, (uglovi sa normalnim kracima). Iz ove podudarno-
sti sledi da je AC; = M M;. Sli¢no se dokazuje podudarnost trouglova
BCCl i LBL1, odakle je ClB = LLl.

Prema tome: LL; + MM, = BC, + C1A = AB, sto se i tvrdilo.

Primer B) Simetrale unutrasnjih uglova paralelograma ABCD seku
se u tackama P, ), R, S. Dokazi da je:

a) Cetvorougao PQRS pravougaonik;

b) dijagonala ¢etvorougla PQRS jednaka razlici susednih stranica para-
lelograma ABC'D.
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Dokaz. a) Neka je tacka P presek simetrala uglova « i 3, slika desno.
Tada u trouglu ABP imamo:

LBt B g,

<PAB + <PBA = 5 5

| R

jer su « i 8 suplementni. Zbog toga je <APB = 90°. Sli¢no se dokazuje
da su i ostali uglovi ¢etvorougla PQ RS pravi, pa je PQRS pravougaonik.

b) Oznac¢imo sa M presek simetrale CR, a sa N presek simetrale DR
sa stranicom AB. Tada je, na primer, <BMC = <M CD (sa paralelnim
kracima), pa kako je <MCD = <BCM (polovine ugla BCD), to je
i <BMC = 9«BCM, pa je trougao BC'M jednakokraki i BM = BC.
Tada visina BS polovi osnovicu, pa je tacka S srediste duzi C'M. Sli¢no
utvrdimo da je tacka @ srediste duzi DN. Dokaza¢emo da je QS| AB.
Neka je K tacka prave C'D, takva da je ¢etvorougao DKMN para-
lelogram. Tada je KM = DN. Oznac¢imo sa L srediste duzi KM. U
trouglu CKM je LS srednja linija, koja zbog KL = D@ sadrzi i tacku
Q. Dakle, QS||CD, pa je i QS| AB. Zbog toga je ¢etvorougao AMSQ
paralelogram, pa je: QS = AM = AB— BM = AB — BC.

Primer C) Nad stranicama paralelograma ABC D, izvan paralelogra-
ma, konstruisani su kvadrati. Dokazi da su centri ovih kvadrata temena
novog kvadrata.

Dokaz. Neka su K, L, M, N centri ovih kvadrata, sledeca slika.
Tada su jednakokraki pravougli trouglovi ABK i CDM podudarni. S
druge strane su podudarni medu sobom jednakokraki pravougli trouglovi
BCL i ADN. Sada mozemo dokazati da su podudarni trouglovi: AK N,
BKL,CML i DMN (po stavu SUS). Tupi uglovi u ovim trouglovima




su a + 90°. Iz ove podudarnosti slede jednakosti: NK = KL = LM =
MN, pa je ¢etvorougao K LM N romb, kao i da je <AKN = <BKL.U
trouglu ABK je <AKB = 90°, pa je

INKL =<NKB+ <BKL =<NKB+ <AKN = <AKB = 90°.

Prema tome, K LM N je pravougaonik i romb, dakle, K LM N je kvadrat.

Primer D) Na stranicama kvadrata ABC'D izabrane su tacke P, @ i
R, tako da dele obim kvadrata na tri jednaka dela. Dokazi da je zbir duzina
duzi OP, OQ i OR najmanji u slucaju kad je jedna od tacaka P, @ ili R
srediste jedne stranice kvadrata. Tacka O je centar kvadrata.

Dokaz. Neka su P, @ i R izabrane tacke, tako da je P srediste
stranice AB, slika gore desno. Uoc¢imo trojku tacaka P, 1, R1, koje
dele obim kvadrata na tri jednaka dela, a nijedna nije srediste stranice
kvadrata. Tada je PP, = QQ1 = RR;. Neka je Q2 tacka simetricna
sa (1, u odnosu na pravu OP. Tada je RQs = QQ1 = RRi, pa je
OR tezisna linija trougla OR1Q2. Prema primeru D) iz odeljka 5.3
je: 20R < ORy + 0Q3. Kako je zbog simetrije, OQ = OR i OQ; =
0Q3, ova nejednakost prelazi w: OR + OQ < OR; + OQ;. Sem toga,
u pravouglom trouglu OPP; je OP < OP;. Sabirajuéi poslednje dve
nejednakosti dobijamo:

OP +0Q+ OR < OP; +0Q1 + OR;y.

To je upravo i trebalo da se dokaze.




Primer E) Pravougaonik ABCD ima stranice AB = 2AD. Na stra-
nici AB data je tacka P i na stranici AD tacka @, tako da je AP = BP i
AQ = DQ. Duzi BQ i DP seku se u tacki R.

Dokazi da su tacke A, C' i R kolinearne.

Dokaz. Dijagonale AC i BD
datog pravougaonika seku se u tac-
ki O, kao na slici, tako da je O
zajednicko srediste dijagonala. Obra-
timo paznju na trougao ABD. Po Q R
uslovu su BQ i DP tezisne linije
ovog trougla. (Tacke P i @, redom,
predstavljaju sredista stranica AB i A P B
AD.) Onda je tacka R teziste trougla
ABD, pa je AO treca tezisna linija i ona prolazi kroz teziste R. Prema
tome, tacka R pripada dijagonali AC, pa su tacke A, R i C kolinearne.

431. Dat je pravougaonik ABCD ¢ija je stranica AB dva puta duza
od stranice BC'. Na stranici C'D je izabrana tacka M, takva da je <AMD =
<AM B. Izracunaj ugao AM B.

432. Izvan jednakostrani¢nog trougla ABC date su tacke M, N, P i Q),
takve da su cetvorouglovi ABMN i BCPQ kvadrati. Duzi AQ i CM seku
se u tacki S. Dokazi da je <ASC prav, AQ = CM i CQ = 2AS.

433. Dat je pravougaonik ABCD i tacka A; simetri¢na temenu A u
odnosu na dijagonalu BD. Prava BA; sece stranicu C'D u tacki M. Dokazi
da je trougao BDM jednakokraki.

434. Kroz presecnu tacku dijagonala kvadrata ABC'D konstruisane su
dve uzajamno normalne prave k i | koje seku stranice AB, BC, CD, DA
kvadrata u tackama K, L, M, N redom. Dokazi da je KM = LN.

435. Ortocentar ostrouglog trougla ABC je tacka H. Tacke M, N, P,
Q@ su redom sredista duzi BH, CH, AC, AB. Dokazi da je ¢etvorougao
M N P() pravougaonik.

436. Dat je pravougaonik ABCD i AB > BC. Nad stranicama AB i
BC kao osnovicama konstruisani su jednakostrani¢ni trouglovi ABL i BCM,
tako da je trougao ABL van pravougaonika, a tacka M je u pravougaoniku.
Dokazi da je duz LM jednaka dijagonali pravougaonika.

437. Van pravougaonika ABC D konstruisani su jednakostranicni tro-
uglovi BCE i CFD. Dokazi da je i trougao AEF jednakostranicni.



438. Dat je pravougli trougao ABC' sa pravim uglom ACB. Van tro-
ugla konstruisani su kvadrati ABMN i ACPQ. Dokazi da su centri ovih
kvadrata jednako udaljeni od sredista A; katete BC.

439. Nad stranicama AB i BC paralelograma ABC'D konstruisani su
kvadrati AEFB i BGHC. Dokazi da je duz GF jednaka jednoj od dijagonala
paralelograma ABC'D.

440. Van datog trougla ABC' konstruisani su kvadrati ABM N i BCPQ.
Dokazi da centri ovih kvadrata i sredista duzi AC' 1 M @Q predstavljaju teme-
na novog kvadrata.

441. Dat je romb M N PQ. Simetrale uglova odredenih dijagonalama
seku stranice u tackama A, B, C, D. Kojoj vrsti pripada ¢etvorougao ABCD?

442. Dijagonale romba ABCD seku se u tacki O. Dokazi da centri
krugova upisanih u trouglove ABO, BCO, CDO, DAO predstavljaju temena
kvadrata.

443. Data su tri podudarna kvadrata: ABCD, CDEF i EFGH. Doka-
7i da je <ADB + <AEB + <AHB = 90°.

444. U pravougaoniku ABCD tacka N je podnozje normale iz B na
AC, tacka S je srediste duzi AN i tacka M je srediste duzi C'D. Dokazi da
je <BSM = 90°.

445. U pravougaoniku ABC'D tacka M je na stranici C'D, takva da je
DM = 2CM. Ako se prave AC i BM seku pod pravim uglom, izracunaj
ugao BOM , gde je tacka O presek dijagonala.

446. U pravougaoniku ABC'D simetrala ugla kod temena B seCe prave
AC i AD redom u tackama F i F. Kroz E je konstruisana prava paralelna
sa AB i ona sece dijagonalu BD u tacki K. Dokazi da je FK 1 AC.

447. Dat je kvadrat ABC'D i proizvoljna tacka M stranice BC. Ako je
K tacka stranice C'D, takva da je <AM B = <AM K, izrac¢unaj ugao K AM.

448. Na stranici AB kvadrata ABC'D data je proizvoljna tacka F.
Simetrala ugla CDFE sece stranicu BC' u tacki K. Dokazi da je AE+ KC' =
DE.

449. Neka su M i N sredisSta stranica AD i CD kvadrata ABCD. Duzi
BN i CM seku se u tacki P. Dokazi da je duz AP jednaka stranici kvadrata.

450. U unutrasnjosti kvadrata ABCD data je tacka P, takva da je
trougao ABP jednakokraki i <PAB = <PBA = 15°. Dokazi da je trougao
PCD jednakostranican.



6.3. Razni cetvorouglovi

Medu cetvorouglovima koje do sada nismo isticali, posebno su zna-
cajni trapezi. Trapez je ¢etvorougao koji ima samo jedan par paralelnih
stranica. Pomenimo jos i deltoid, ¢etvorougao koji ima dva para jedna-
kih susednih stranica. Iz definicija ovih ¢etvorouglova proizlaze njihove
osobine. Medu trapezima izdvajaju se pravougli (imaju dva prava ugla)
i jednakokraki (imaju jednake neparalelne stranice). Paralelne stranice
trapeza nazivamo osnovicama. Navedimo neke od osobina ovih ¢etvoro-
uglova:

lelna je osnovicama i jednaka je poluzbiru osnovica.

Odsecak srednje linije trapeza izmedu dijagonala jednak je polu-
razlici osnovica.

Oko jednakokrakog trapeza moze se opisati krug.

Dijagonala deltoida ¢iji su krajevi temena u kojim se spajaju jedna-
ke stranice, polovi drugu dijagonalu i predstavlja simetralu dvaju
unutrasnjih uglova. Ona je ujedno i simetrala druge dijagonale.

Dijagonale deltoida su normalne medu sobom.

U deltoid se moze upisati krug.

Primer A) Ugao izmedu simetrala dvaju uglova, koje odreduju pro-

duzeci po dve naspramne stranice ¢etvorougla, jednak je poluzbiru dva suprot-

na ugla c¢etvorougla. Dokazi.

Dokaz. Oznacimo sa 0 i ¢ uglove odredene parovima naspramnih
stranica, sledeca slika. Trazeni ugao x izrazimo najpre preko 6 i . Iz
trougla ON E nalazimo:

0
r=¢€c+ 5,
a iz trougla AFN je:
E=a+ g

Prema tome:




Izrazimo 0 iz trougla ADFE i ¢ iz trougla ABF'. Dobijamo:

0=180°—a—6 i ¢=180°—a— 0,

pa je
1
x=a+§(360°—2a—6—5).

Zamenimo 360° sa o+ 8+ v+ d (= 360°), pa dobijemo:

1
m:a+§(a+ﬁ+’y+5—2a—ﬂ—5).

1 1
Odavde je = = §(a+'y). Ugao uporedan sa z je y = 180° —x = §(ﬁ+5).

F

Primer B) Dokazi da srediSta stranica i podnozje bilo koje visine pro-
izvoljnog raznostranog trougla predstavljaju temena jednakokrakog trapeza.

Dokaz. Neka su M, N, P sredista stranica trougla ABC i K pod-
nozje visine iz temena C', kao $to je prikazano na slici gore desno. Kako
je AC # BC, to je i K # M, pa postoji ¢etvorougao KM N P. Duz NP
je srednja linija trougla ABC, pa je NP||AB, odnosno NP|KM. Sem
toga, MN||AC i K P se¢e AC, pa M N i K P nisu paralelne medu sobom.

1
Prema tome, cetvorougao KM NP je trapez. Dalje, MN = §AC’ kao
1
srednja linija trougla ABC'i KP = §AC , kao tezisna linija koja odgova-

ra hipotenuzi u trouglu ACK. Dakle, MN = PK, pa je trapez K MNP
jednakokraki.




Primer C) U cetvorouglu ABCD tacka M je srediSte stranice AB i
tacka N je srediste stranice C'D. Ako je BC + AD = 2M N, dokazi da je
cetvorougao ABC'D trapez ili paralelogram.

Dokaz. (Vidi resenje zadatka 452.). Neka je tacka S srediste dija-
gonale AC, slika dole levo. Duz SM je srednja linija trougla ABC, pa

1
je SM||BC i SM = EBC'. Sli¢no, iz trougla AC'D zakljucujemo da je
1
SN||AD i SN = §AD. Na osnovu nejednakosti trougla, za tacke M, N

iSvazi: SM+SN > M N, odakle dobijamo %BC’—}—%AD > M N, odno-
sno BC' + AD > 2M N. Znak jednakosti vazi samo ako je S tacka duzi
M N. Medutim, taj uslov vazi bas za na$ ¢etvorougao. Ali, u tom sluc¢aju
se poklapaju prave SM, SN i MN, pa je MN||BC i MN|AD, odakle
sledi: BC||AD. Dakle, ¢etvorougao ABCD je trapez ili paralelogram
(ako je i AB||CD).

A M B A B

Primer D) Dokazi da u ravni ne postoje ¢etiri nekolinearne tacke A,
B, C, D, takve da su svi trouglovi ABC', BCD, CDA, DAB ostrougli.

Dokaz. Ako su A, B i C tacke jedne prave, tada je, na primer, tacka
B izmedu A i C. U tom slucaju su uglovi ABD i CBD uporedni, pa
bar jedan od njih nije ostar.

Ako ne postoje tri kolinearne tacke, tada su A, B, C'i D temena
cetvorougla, slika gore. Ako je ABCD konveksni cetvorougao, slika u
sredini, tada bar jedan od njegovih uglova nije ostar, jer je zbir cetiri
ugla jednak 360°.

Ako je ABCD nekonveksan, kao na slici desno, sa nekonveksnim
uglom kod C, tada bar jedan od uglova ACB, BC'D, DC'A mora biti
vedi ili jednak 120°. Time je tvrdenje dokazano.




451. Jednakokraki trapez ABCD, gde AD||BC' i BC < AD, dijagona-
lom AC podeljen je na dva jednakokraka trougla. Izracunaj uglove trapeza.

452. Obim jednakokrakog trapeza jednak je petostrukoj duzini krace
osnovice, a dijagonala polovi ostar ugao trapeza. Koliki su uglovi ovog tra-
peza?

453. Dat je trapez ABC D. Produzeci krakova AB i C'D seku se u tacki

1
E. Odredi ugao AED ako je MN = §(AD—BC), gde je M srediste stranice
AD, a N srediste stranice BC.

454. Dokazi da je prava koja je odredena sredistima osnovica jednako-
krakog trapeza, normalna na osnovice.

455. Ako je manja osnovica trapeza jednaka zbiru krakova, dokazi da
se simetrale unutrasnjih uglova na vecoj osnovici seku u tacki koja pripada
manjoj osnovici.

456. Dijagonale trapeza dele srednju liniju na delove, od kojih je jedan
jednak zbiru druga dva dela. Kako se duzine osnovica odnose jedna prema
drugoj?

457. Dokazi da je zbir uglova na manjoj osnovici trapeza veéi od zbira
uglova na vecoj osnovici.

458. U ravni trapeza ABC'D data je tacka P. Dokazi da su duzi PA,
PB, PC, PD jednake stranicama nekog konveksnog Cetvorougla.

459. Dat je trougao ABC, takav da je AB = AC, i tacke K i L na
polupravim AB i AC, takve da je AK + AL = AB + AC. Dokazi da je
BC < KL.

460. U ravni trougla ABC data je prava p. Ako su A, By, C1, Th
podnozja normala iz A, B, C, T na pravu p, gde je T teziste trougla ABC,
dokazi da je: AA + BB +CCy = 3T1T;.

461. Dijagonale AC i BD jednakokrakog trapeza sa osnovicom AB
seku se u tacki O, tako da je <AOB = 60°. Dokazi da su sredista duzi OA,
OD i BC temena jednakostrani¢nog trougla.

462. Na jednoj gusarskoj karti pise:

“Na Zutom ostrvu nalaze se bor, ¢empres i palma. Podi od bora
prema Cempresu i broj korake. Od cempresa se okreni udesno za 90° i
idi isti toliki broj koraka. Tu postavi znak. Zatim, ponovo podi od bora
prema palmi i broj korake. Od palme se okreni ulevo za 90° i idi isti



toliki broj koraka. Tu postavi drugi znak. Kopaj na sredistu izmedu dva
znaka i naci ¢es sakriveno blago.”

Jedan mornar je nasao ostrvo i na njemu ¢empres i palmu, ali bora, od
kojeg je trebalo poceti traganje, nije bilo, pa se mornar vratio praznih ruku.
Medutim, da je znao malo geometriju, nasao bi kovceg sa blagom.

Da li vi mozete da pronadete skriveno blago?

463. U konveksnom cetvorouglu ABC'D zbir duzi AB i BD nije vedi
od zbira duzi AC' i C'D. Dokazi da je AB < AC.

464. Ako su uglovi « i 8 ¢etvorougla ABCD jednaki medu sobom, a
ugao ¢ je veéi od ugla ~, dokazi da je BC > AD.

465. Data su dva konveksna ¢etvorougla ABCD i A; B1C1D; jednakih
stranica: AB = A1By, BC = BiCy, CD = C1D{, DA = D1 A,. Za unutra-
$nje uglove ovih cetvorouglova vazi: ako je a > «, tada je 6 < 81, v > 71 i
0 < 1. Dokazi.

6.4. Povrsine trouglova i cetvorouglova

Primer A) Stranica datog kvadrata produzi se za 2 cm, pa je povrsina
novog kvadrata za 48 cm? veéa od povrsine datog. Izracunaj obim datog
kvadrata.

Resenje. Na slici levo vidimo da povrsinu od 48 ¢cm? &ne dva pravo-
ugaonika sa stranicama 2 cm i ¢ cm i jedan kvadrat stranice 2 cm, gde
smo sa a cm ozgnacili duzinu stranice datog kvadrata. Povrsina svakog od
ova dva pravougaonika je 2-a, pa je 2a +2a+4 = 48, odakle je 4a = 44.
Dakle, stranica datog kvadrata je a = 11 cm, pa je trazeni obim 44 cm.

2 cm 2

2 cm A B



Primer B) Neka su M i N sredista stranica AD i BC' pravougaoni-
ka ABCD. Obim pravougaonika ABCD je 52 cm, a obim pravougaonika
ABNM je 44 cm. Izracunaj povrsinu pravougaonika ABCD.

Resenje. Neka su duzine stranica pravougaonika ABCD oznacene
sa AB = a i BC = 2b. Tada su duzine stranica pravougaonika ABN M
jednake: AB = MN = ai BN = AM = b. Sledi da je obim pravou-
gaonika ABCD za 2b veéi od obima pravougaonika ABN M (poslednja
slika). Iz 52 — 44 = 8, sledi da je 2b = 8. Dalje, iz 2a + 2b = 44, tj. iz
2a + 8 = 44, nalazimo da je a = 18 cm. Povrsina pravougaonika ABCD
je P=AB-BC =18 -8 = 144 cm?.

Primer C) Koristeéi makaze, lepak i pravougaonu papirnu traku Siri-
ne 2 cm, duzine 1999 cm, napravi od te trake tri kvadrata. Mora se utrositi
sav papir.

Resenje. Povrdina trake je 2-1999 = 3998 cm?. Kako je 632 = 3969,
a 642 = 4096, nacini¢emo najpre kvadrat stranice 63 cm. Od preostalog
papira, povrsine 29 cm?, nadini¢emo jedan kvadrat stranice 5 cm i jedan
kvadrat stranice 2 cm.

Primer D) Tri jednaka pravougaonika, svaki

obrazuju novi pravougaonik. Kolika je povrsina

Vs

r vougaonika sa slike?

obima 48 cm, spojeni su kao na slici, tako da

Resenje. Ako je x cm manja stranica malog pravougaonika, onda
mu je veca stranica 2x cm. Iz obima 6z = 48 cm, dobijamo z = 8 cm.
Dakle, stranice velikog pravougaonika su 24 cm i 16 cm, pa mu je obim
O = 80 cm. Tada je stranica trazenog kvadrata 20 cm, a povrsina P =
400 cm?.

466. Ako je S bilo koja tacka u jednakostrani¢nom trouglu, a M, N i P
podnozja normala iz S na stranice trougla, dokazi da je SM +SN+SP = h,
gde je h visina trougla.

467. Duzine dveju stranica trougla su 6 cm i 3 cm. Odredi duzinu trece
stranice tog trougla, ako je poluzbir visina koje odgovaraju datim stranicama
jednak trecoj visini.



468. Na produzecima stranica trougla ABC date su tacke D, E i F,
takve da je B srediste duzi AD, tacka C srediste duzi BE i tacka A srediste
duzi CF. Povrsina trougla ABC je 1 dm?. Kolika je povrsina trougla DEF?

469. Povrsina trougla ABC' je 6 cm?. Tezisne duzi dele ovaj trougao
na Sest delova. Kolika je povrsina svakog dela?

470. Oko travnjaka kvadratnog oblika napravljena je betonska staza
sirine 2 m. Dok se beton nije osusio staza je sa obe strane (do travnjaka i
spolja) zasti¢ena bodljikavom zicom. Ukupno je utroseno 216 m bodljikave
zice. Kolika je povrsina travnjaka?

471. Manja stranica pravougaonika je 5 puta kraca od vece stranice.
Koliki je obim ovog pravougaonika, ako mu je povrsina 720 cm??

472. Od papira koji ima oblik pravougaonika sa stranicama duzina
9 cm i 13 cm, treba izrezati 15 nejednakih pravougaonika. Mogu li svi ovi
pravougaonici imati celobrojnu povrsinu, izrazenu u cm??

473. Ako se obe stranice datog pravougaonika povecaju istovremeno za
5 cm, dobija se pravougaonik koji ima povrsinu za 135 cm? veéu od povrsine
datog. Kolika je povrsina datog pravougaonika, ako mu je duzina za 4 cm
veéa od Sirine?

474. Ako jednu stranicu kvadrata smanjimo za 2 cm, a drugu pove¢amo
za 3 cm, dobi¢emo pravougaonik ¢ija je povrsina jednaka povrsini datog
kvadrata. Odredi stranicu kvadrata.

475. Ako se duzina pravougaonika poveca za 3 cm, a Sirina smanji za

2 cm, dobi¢emo kvadrat ¢ija je povrsina za 15 cm? veéa od povrsine datog
pravougaonika. Odredi stranice datog pravougaonika.

476. List kvadratnog oblika, sa dva reza makazama (sa dve prave)
podeljen je na dva kvadrata i dva pravougaonika. Povrsina jednog od dobi-
jenih kvadrata je 81 cm?, a povrdina jednog od dobijenih pravougaonika
63 cm?. Kolika je povrsina datog lista?

477. Kvadrat je sa dve prave podeljen na ¢etiri pravougaonika. Kolika
je stranica datog kvadrata, ako su povrsine triju od c¢etiri dobijena pravou-
gaonika poznate: 48 cm?, 96 cm? i 144 cm?? Seenje je izvrieno tako da dva
veca od ovih poznatih pravougaonika imaju zajednicko samo jedno teme.

478. Obim pravougaonika je 2 m. Kad mu se jedna stranica poveca
za 10 cm, a druga smanji za 10 cm, dobije se kvadrat. Kolika je povrsina
kvadrata?

479. Kvadrat ¢ija je stranica 10 cm preseCen je jednom pravom na
dva pravougaonika. Izracunati obime tih pravougaonika, ako se zna da je
dvostruki obim jednog pravougaonika jednak trostrukom obimu drugog.



480. Za pokrivanje poda potrebno je 200 plocica oblika pravougaonika
dimenzija 22 cm puta 11 cm. Koliko bi plocica, oblika kvadrata ivice 20 cm
trebalo za pokrivanje istog poda?

481. Ako se jedna stranica kvadrata produzi za 2 cm, a druga za 5 cm,
dobiée se pravougaonik koji ima povrsinu za 45 cm? veéu od povrsine datog
kvadrata. Kolika je povrsina kvadrata?

482. Obim pravougaonika je 72 c¢m, a jedna stranica je dva puta kraca
od druge stranice. Izracunaj povrsinu Cetvorougla ¢ija su temena sredista
stranica datog pravougaonika.

483. Sto podudarnih kvadrata stranice 3 cm treba sloziti tako da se
dobije pravougaonik:

a) najmanjeg obima; b) najveéeg obima.

484. Svaka stranica kvadrata je produzena preko oba temena po 2 cm.

Tako je dobijena figura u obliku krsta. Povrsina tog krsta je 105 cm?. Kolika
je stranica datog kvadrata?

485. Tacke M, N, P, (Q su sredista stra-
nica kvadrata ABC D, stranice AB = 1 dm. Izra- D P C
¢unaj povrsinu obojenog ¢etvorougla na slici.

486. U trapezu ABCD prava p, paralelna
osnovici AB, sec¢e duzi AC i BC redom u tacka-
ma M i N. Dokazi da trouglovi DAM i DBN @ N
imaju jednake povrsine.

487. Visina jednakokrakog trapeza ima

duzinu h, a povrsina trapeza je P = h?. Pod
kojim se uglom seku dijagonale trapeza? A M

488. U cetvorouglu ABCD nejednakih stranica dijagonale AC i BD
seku se u tacki O. Trouglovi ADO i BCO imaju jednake povrsine. Dokazi
da je ABCD trapez.

489. U cetvorouglu ABCD tacke M i N su sredista stranica AB i
CD. Neka MD se¢e AN u P i MC sece BN u (). Dokazi da je povrsina
cetvorougla M QN P jednaka zbiru povrsina trouglova APD i BCQ.

490. Na stranici AB konveksnog cetvorougla ABCD date su tacke M
i N, a na stranici CD tacke P i @), tako da je AM = MN = NBi CP =
PQ = QD. Ako je povrsina etvorougla ABCD jednaka 3 dm?, izra¢unaj
povrsinu ¢etvorougla M N PQ.

B
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e Konstruisanje raznih figura
e Konstrukcije sa primenama simetrije
e Konstrukcije sa ogranicenjima

e Problemi maksimumai minimuma




Konstruktivni zadaci

Resavanje konstruktivnih zadatka je odlicna provera stecenog znanja.
U ovom odeljku resava¢emo zadatke na osnovu podudarnosti, koju smo
proucavali u prethodnim glavama.

Kompletno resenje konstruktivnog zadatka zahteva:

analizu zadatka, tj. proucavanje datih podataka, povezivanje sa
poznatim osobinama trazene figure, trazenje puta ka resenju;

konstruisanje trazene figure;

dokaz konstrukcije, tj. provera da li je konstruisana figura resenje
zadatka;

diskusiju, tj. razmatranje svih moguéih resenja, uz obrazlozenja slu-
¢ajeva u kojim nije moguce doci do resenja.

Pod reSenjem podrazumevamo ne samo jednu dobijenu figuru tra-
zenih osobina, veé¢ sve figure podudarne sa dobijenom. Pod razli¢itim
reSenjima podrazumevamo nepodudarne figure.

Pod konstruisanjem trazene figure podrazumevamo pre svega opis
postupaka kojim se uz pomoé¢ unija, preseka i razlika pravih i krugova
postupno odreduje trazena figura.

Crtanje figure samo olaksava nalazenje resenja.

Za graficki prikaz prave koristimo lenjir, a za graficki prikaz kruga
koristimo Sestar. Zbog toga se kaze da resavamo konstrukcije lenjirom i
sestarom.

7.1. Konstruisanje raznih figura

Primer A) Konstruisi jednakokraki trougao ako su mu date obe visine
hq i hy, gde je h, visina koja odgovara osnovici.



Analiza. Neka je ABC trazeni trougao sa visinama AD = h, i BE =
hy, slika levo. Uoc¢imo podnozje F' normale iz D na AC. Po konstrukeiji

1 1
je DF srednja linija trougla BCFE, pa je DF = §BE = §hb' Sada smo

dobili pravougli trougao ADF koji mozemo konstruisati.

ha
E
hb .E F n
F
/] a
B D B D c\

Konstrukcija. Na proizvoljnoj pravoj p izaberemo proizvoljnu tacku
F' i u njoj konstruisemo normalu n, slika desno. Na pravoj n odredimo

1
tacku D, takvu da je DF = 5hb' Konstruisemo krug k sa centrom D i

poluprec¢nikom h,. Oznac¢imo sa A presecnu tacku kruga k sa pravom p.
Sada u tacki D konstruiS$emo pravu a, normalnu na AD. Njen presek sa
p oznacimo slovom C. Na pravoj a odredimo tacku B, takvu da je tacka
D srediste duzi BC. Trougao ABC je traZeni.

Dokaz. Treba dokazati da je dobijeni trougao ABC jednakokraki i
da ima visine h, i hy, kao Sto je u postavci zadatka.

Trouglovi ADB i ADC' su pravougli, imaju prav ugao kod D (jer
je al AD), zajednicku katetu AD i BD = CD, po konstrukciji. Prema
tome, ova dva trougla su podudarna, pa je AB = AC. To potvrduje da
je ABC' jednakokraki trougao.

Zbog AD 1 a, sledi da je AD visina koja odgovara osnovici BC, a kako
je AD polupreénik kruga k, bice AD = h,. Konstrui§imo visinu BFE
trougla ABC'. Kako je BELAC i DF 1 AC, sledi da je DF||BE. Kako
je tacka D po konstrukciji srediste duzi BC, to je duz DF srednja linija

1
trougla BCE, pa je BE = 2DF = 2. §hb = hy. Dakle, jednakokraki
trougao ABC' ima visine AD = h, i BE = hy,.




Diskusija. Zadatak nema resenja ako krug k ne sece pravu p, tj. ako

1 1
je hq < §hb. Ako je ha > §hb, zadatak ima samo jedno resenje.

Doduse, odredivanje tacaka D i A nije jednoznacno, ali u svim drugim
sluc¢ajevima dobijaju se trouglovi podudarni sa trouglom ABC, ¢iju smo
konstrukciju opisali, a to, po definiciji, nisu razli¢ita resenja.

Ovaj primer smo uradili sa svim detaljima. Ostale ¢emo resiti uz
skracena izlaganja.

Primer B) Konstruisi krug &, koji sadrzi date tacke A i B i seCe dati
krug ¢ u tackama Cj i Cs, tako da je tetiva C1Cy paralelna datoj pravoj p.

Analiza. Neka je S centar trazenog kruga i C' centar datog kruga.
Prava C'S mora biti normalna na zajednicku tetivu, pa je zbog toga
normalna i na datu pravu p, slika dole levo. Sem toga, simetrala tetive
AB prolazi kroz S. (Dati elementi, duz AB, krug c i prava p, obojeni su
plavo.)

Konstrukcija. KonstruiSemo simetralu s duzi AB i normalu n iz tacke
C na datu pravu p. Neka je S presecna tacka pravih s i n. Konstruisemo
krug k sa centrom S i polupre¢nikom SA.

Dokaz prepustamo ¢itaocu, jer je zaista jednostavno utvrditi da krug
k sadrzi tacke A i B i da je presecna tetiva C1Cs krugova k i ¢ paralelna
pravoj p.

Diskusija. Zadatak ima jedinstveno resenje ako se prave s i n seku u
tacki S i krug k seCe dati krug. Zadatak nema resenja ako krug k, ¢iji
je centar S, a polupreénik duz S A, ne sece dati krug, ili ako prave s in
nemaju zajednickih tacaka. Zadatak ima neograni¢en broj resenja ako
se prave s i n poklapaju, t.j. ako je AB||p i s prolazi kroz C.




Primer C) Konstruisi pravoguli trapez ABCD, kome je visina AD =
2,5 cm, manja dijagonala 3 cm, a veca osnovica jednaka veéem kraku.

Analiza. Pravougli trougao AC'D odreden je katetom AD i hipo-
tenuzom AC, pa se moze odmah konstruisati. U trouglu ABC je
AB = BC, pa se tactka B nalazi na simetrali dijagonale AC' i AB||CD.

Konstrukcija. (slika gore desno) i dokaz sledi jasno iz analize.

Diskusija. Buduéi da je AC > AD, zadatak ima jedno reSenje.

Primer D) Konstruisi paralelogram ABC'D kome su visine 2 cm i 3,5
cm, a zbir dva unutrasnja ugla iznosi 270°.

Analiza. Zbir dva razlic¢ita
ugla paralelograma je 180°, pa

je dati zbir 270° ustvari dvo- % C
struki tupi ugao: 26 = 270° i D

B = 135°. Sledi da je a = 45°. 3.5 cm

Onda, ako su visine DD = 2 cm

2 cm i BBy = 3,5 cm, tada 450 B

su trouglovi ADD; i ABB; A D, B

pravougli jednakokraki, pa je
AD1=DD1=2CI'I1iABl=
BBy = 3,5 cm.

Konstrukeija. Prvo konstruiSemo ugao o = 45° sa temenom A, pa
na kraku tog ugla odredimo tacku D1, tako da je AD; = 2 cm. Zatim,
normala u D; na pravu AD; sec¢e drugi krak ugla o u tacki D. Dalje,
sli¢no konstruisemo tacku Bi, tako da je ABy = 3,5 cm. Onda odredimo
tacku B, itd.

491. Konstruisi pravougli trougao, ako mu je dat jedan ostri ugao i zbir
kateta (o, a + b).

492. Konstruisi trougao ABC, ako mu je <BAC = 60°, visina iz teme-
na B je 4 cm i visina iz temena C' je 3 cm.

493. Konstruisi trougao ABC, ako su mu date dve tezisne linije: AM =
3cmi BN =4,5cm i visina h, = 2 cm.

494. Konstruisi trougao kojem je dat poluprec¢nik opisanog kruga i visi-
na i tezisna linija iz temena A (R, hq, t4).



495. Konstruisi trougao ABC' kome su unutrasnji uglovi o = 60°, 8 =
45° i obim 1 dm.

496. Konstruisi jednakostrani¢ni trougao kome je stranica za 6 mm
duza od visine.

497. Na osnovici BC' jednakokrakog ostrouglog trougla ABC' odredi
tacku M, tako da razlika njenih rastojanja od krakova tog trougla bude
jednaka polovini kraka AB.

498. Konstruisi jednakokraki trapez, ako mu je dat zbir osnovica, krak
i dijagonala (a + b, ¢, d).

499. Konstruisi trapez ABCD, ako su mu date osnovice i dijagonale
(AB, CD, AC, BD).

500. Konstruisi kvadrat kojem je zbir dijagonale i poluobima 5 cm.

501. Konstruisi pravougaonik ako je data jedna stranica i zbir druge
stranice i dijagonale (a,b+ d).

502. Data je prava p, tacka A na pravoj p i tacka B van p. Konstruisi
krug koji prolazi kroz datu tacku B i datu pravu p dodiruje u datoj tacki A.

503. Prave a i b seku se u tacki O. Na pravoj a data je tacka A. Kon-
struisi krug koji dodiruje a i b i to pravu a u datoj tacki A.

504. Dat je krug k, na krugu tacka M i van kruga prava p. (Krug i
prava nemaju zajednickih tacaka.) Konstruisi krug koji dodiruje datu pravu
i dati krug dodiruje u datoj tacki.

505. Konstruisi krug k koji sadrzi datu tacku A i dodiruje dati krug k;
u datoj tacki B.

506. Dat je krug k i izvan njega tacka A. Konstruisi pravu a, koja
sadrzi tacku A i seCe krug k u tackama B i C, tako da je B izmedu Ai C' i
AC =2BC.

507. Date su tacke M, N i C1, koje nisu na jednoj pravoj. Konstruisi
trougao ABC, tako da mu je tacka M srediste stranice BC, tacka N srediste
stranice AC' i C} podnozje visine h,.

508. Date su tacke M, A; i C, koje ne pripadaju jednoj pravoj. Kon-
struisi trougao ABC, tako da je tacka M srediste stranice BC, tacka A;
podnozje visine h, i tacka C7 podnozje visine h.

509. Konstruisi trougao ABC' ako su date tacke Ay, By, C takve da
su A, B, C, redom sredista duzi CCq, AA,, BB;.

510. Date su tacke A, M, N, koje ne pripadaju jednoj pravoj. Kon-
struisi paralelogram ABC D, kojem su tacke M i N srediSta dveju stranica.



7.2. Konstrukcije sa primenama simetrije

Koristi¢emo se osobinama centralne i osne simetrije.

Tacka M je simetri¢na tacki M u odnosu na tacku S, ako je tacka
S srediste duzi M M;. Tacka S je sama sebi simetri¢na.

Prave simetri¢ne u odnosu na neku tacku paralelne su medu sobom.

Tacka M; simetriéna je tacki M u odnosu na pravu s ako je s sime-
trala duzi MM (tj. ako s polovi duz M My i sL M My).

Ako je tacka M; simetri¢na tacki M, onda je i tacka M simetri¢na
tacki M. Mozemo reéi, tacke M i M su simetri¢ne (u odnosu na tacku
ili u odnosu na pravu).

Kraci ugla su simetri¢ni u odnosu na simetralu ugla.

Simetricne figure su podudarne.

Primer A) Date su tacke M, N i O koje ne pripadaju jednoj pravoj.
Konstruisi kvadrat ABC D, tako da tacka M pripada pravoj AB, tacka N
pripada pravoj C'D i tacka O je presecna tacka dijagonala.

Analiza. Paralelne prave AB i C'D simetri¢ne su u odnosu na tacku
O, pa tacka My, simetricna sa M u odnosu na O, pripada pravoj C'D.

Konstrukcija. Konstruisemo tacku Mj simetriénu sa M u odnosu na
O, slika levo. Prava My N sadrzi stranicu C'D. Prava kroz M, paralelna
sa My N, sadrzi stranicu AB. KonstruiSemo zajednicku normalu PQ
ovih pravih kroz tacku O. Tacke P i ) su sredista stranica AB i CD, a
jednake su duzi: OP, OQ, AP, BP, CQ i DQ.

Dokaz sledi neposredno iz konstrukcije.

Diskusija. Zadatak uvek ima jedno resenje.




Primer B) Konstruisi kvadrat ¢ija dva suprotna temena pripadaju
datoj pravoj p, a druga dva dvama datim krugovima k i c.

Analiza. Neka su B i D tacke prave p, teme A pripada krugu & i teme
C pripada krugu ¢, slika desno. Tacke A i C' su simetri¢ne u odnosu na
pravu p. Srediste O duzi AC' je na pravoj p.

Konstrukcija. Preslikamo krug k u k1, simetriécno u odnosu na pravu
p. (Preslikamo S u simetriénu tacku Sj. Krugovi k; i k imaju jednake
poluprecnike.) Na taj nacin svakoj tacki kruga k odgovara simetricna
tacka kruga ki. Zbog toga je teme C kvadrata upravo presecna tacka
kruga ki sa krugom c. Dalja konstrukcija je ocigledna. (Duzi OC, OA,
OB i OD su jednake.)

Dokaz sledi iz konstrukcije, pa prepustamo ¢itaocu da ga sam izvede.

Diskusija. Imamo jedno reSenje, ili dva resenja (kao na slici) ili nijed-
no, zavisno od toga da li krug k; dodiruje ili sece krug c, ili k; i ¢ nemaju
zajednickih tacaka.

511. Date su prave p i ¢ koje se seku i tacka C' van datih pravih.
Konstruisi trougao ABC' u kojem je prava p simetrala ugla «, a prava ¢
simetrala ugla j.

512. U pravougaoniku P dat je pravougaonik P, takav da im se stra-
nice ne seku. Zatim je pravougaonik P; “iseCen i izvaden” iz pravougaonika
P. Konstruisi pravu s, kojom je ostatak pravougaonika P podeljen na dva
dela jednakih povrsina.

513. Data je prava s i dve tacke A i B sa raznih strana prave s. Kon-
struisi pravu a kroz tacku A i pravu b kroz tacku B, tako da prava s polovi
jedan od uglova odredenih pravim a i b.

514. Van datih pravih a i b data je tacka C. Konstruisi tacku A na
pravoj a i tacku B na pravoj b, tako da C bude srediste duzi AB.

515. Date su prave a, b i ¢. Konstruisi pravu n normalnu na c, koja
prave a, b, ¢ seCe redom u tackama A, B, C, tako da je AC = BC.

516. Konstruisi trougao ABC ako su date tacke Ay, Ay, B1, takve da
su Ay i Ay redom simetricne sa A u odnosu na B i u odnosu na C, a B je
simetri¢na sa B u odnosu na C.

517. Date su prave a, b i c¢. Konstruisi jednakostrani¢ni trougao ABC),
tako da teme A pripada pravoj a, teme B pripada pravoj b, a visina h.
pripada pravoj c.



518. Neka su M i N tacke simetriéne temenu C' trougla ABC, u odnosu
na simetrale uglova « i 8. Konstruisi tacku S, u kojoj upisani krug trougla
ABC' dodiruje stranicu AB, ako su date samo tacke M i N. (Nisu data ni
temena, ni stranice trougla ABC'.)

519. Date su tacke O, M, N, P, takve da medu njima ne postoje tri
koje pripadaju jednoj pravoj. Konstruisi romb ABC'D, tako da tacka O bude
presek dijagonala AC' i BD, a tacke M, N, P, redom pripadaju pravim AB,
BC, CD.

520. Data su dva kruga k i k1 koji se seku u tackama A i B. Konstruisi
pravu a, kroz tacku A, tako da ona na krugovima k i k; odseca jednake
tetive.

7.3. Konstrukcije sa ogranicenjima

Sustina resavanja konstruktivnog zadatka nije u crtanju slike, veé¢ u
dokazu da trazena figura postoji. Crtez se koristi samo radi ocigledno-
sti. Ali, u ovom odeljku baviéemo se upravo crtezom. Poznavanje osobi-
na geometrijskih figura koristi¢emo za “crtanje” u naizgled nemoguéim
uslovima. Razmatra¢emo konstrukceije koje u geometrijskom smislu nisu
problematicne. Na primer, konstrukcija duzi ako su dati njeni krajevi,
konstrukcija simetrale datog ugla, i sl. To su elementarne konstrukcije i
uvek imaju resenja. Medutim, ako treba nacrtati duz ¢iji su krajevi uda-
ljeni 20 cm, a mi imamo lenjir duzine 10 cm, nastaju problemi tehnicke
prirode.

Ovde ¢emo resavati dve vrste tehnickih problema:

19 nedovoljne dimenzije papira (table) na kojem se crta;

2° “mali pribor”, tj. kratak lenjir i Sestar kojim nije mogucée nacrtati
krug dovoljno velikog poluprec¢nika.

U narednim zadacima koristicemo i pojam nedostizna tacka. Pod
nedostiznom tackom podrazumevamo presec¢nu tacku dveju pravih, koju
“ne vidimo”, jer se presek nalazi van crteza, tj. van papira (table), zbog
nedovoljnih dimenzija papira (table).

Za nedostiznu tacku kaZemo da je data ako su date bilo koje dve prave
koje se seku u toj tacki.

Nedostiznu tacku oznacava¢emo, na primer, sa (V). Prilikom resa-
vanja zadataka koji slede, pretpostavljamo da su “dostizni” svi podaci,
osim onih za koje naglasimo da su “nedostizni”.



Primer A) Data je tacka P i nedostizna tacka (@), koja je presek
pravih a i b, slika levo. Konstruisi pravu p = P(Q).

g

, p

> (Q)
°p (Q)

Resenje. Koristicemo se ortocentrom trougla. Iz tacke P konstruisi-
mo normale na prave a i b koje odreduju nedostiznu tacku, slika desno.
Sada su PA i PB visine trougla AB(()), pa je tacka P ortocentar. Pra-
va, koja sadrzi tacku P i normalna je na AB, predstavlja treéu visinu
trougla, a to je trazena prava.

Primer B) Date su tacke A i B, takve da je AB > 2r. Konstruisi
srediste duzi AB, koristedi se lenjirom duzine r i Sestarom kojim je moguce
nacrtati krug poluprecnika manjeg od r ili jednakog duzi r. (Konstrukcija
“malim priborom”.)

Resenje. Konstruisemo krug k sa centrom B i polupre¢nikom 7.
Zatim, izaberemo dve tacke, P i @, takve da je AP < ri AQ < r.
KonstruiSemo duz AP, a onda, “produzavanjem” preko P, nacrtamo
polupravu Ap.

Sli¢no, nacrtamo i polupravu Aq. Ako one ne seku krug k, nacrta-
éemo simetralu ugla PAQ. Po potrebi crtaéemo i simetrale polovina
ugla PAQ, pa simetrale njihovih polovina, itd. sve dok ne dobijemo dve
poluprave koje seku krug k. (Na slici to su poluprave Am i An.) Tako
dobijemo dve tetive, M1 Ms i N1 Nsy. Oznac¢imo sa M i N podnozja nor-
mala iz B na M;Ms i N1Ns. Tacke M i N konstruisemo “normalno”




koristeéi se simetralama duzi. Uglovi AM B i AN B su pravi. Simetrale
duzi BM i BN seku se u tacki S. Sada “normalnom” konstrukcijom
odredimo simetrale s; i s9 ovih stranica, a onda “produzavanjem” sime-
trala dobijemo presek, tj. dobijamo tacku S. (Po konstrukeiji prave s;
i so sadrze srednje linije trouglova ABM i ABN i obe prolaze kroz
trazenu tacku S, srediSte stranice AB.)

521. Kroz datu nedostiznu tacku (V) konstruisi pravu n, normalnu na
datu pravu m.

522. Konstruisi simetralu datog ugla (O)pq.
523. Kroz datu nedostiznu tacku (A) konstruisi pravu a paralelnu datoj
pravoj p.

524. Date su tacke A i B, takve da je AB > 2r. Koristeéi se malim
lenjirom i malim Sestarom (iz primera B) nacrtaj duz AB.

525. Date su tacke A i B, takve da je AB > 20 cm. Koristedi se lenjirom
duzine 10 c¢m i Sestarom kojim se moze nacrtaj krug polupre¢nika do 10 cm
duzine, nacrtaj simetralu duzi AB.

7.4. Problemi maksimuma i minimuma

U ovom odeljku resava¢emo probleme tipa: od svih moguéih figura
koje zadovoljavaju zadate uslove, treba odrediti onu koja je u okviru
nekog zahteva najveéa (maksimalna) ili najmanja (minimalna).

Pri tome koristimo izmedu ostalog i poznate relacije:

e Najkrace rastojanje od A do B je duz AB.

Naspram veceg ugla u trouglu je veca stranica i obrnuto.

Hipotenuza je najduza stranica u pravouglom trouglu.

Precnik je najveca tetiva datog kruga.

Najkrace rastojanje od tacke A do prave p je normala AP, P € p.

Primer A) Date su tacke A i B van date prave p. Konstruisi tacku P
na pravoj p, tako da zbir duzi AP + PB bude najmanji.



Resenje. Ako su tacke A i B sa raznih strana date prave, resenje
je ocigledno: trazena tacka je presek P prave p i duzi AB, leva slika.
Zaista, ako je @), QQ # P, proizvoljna tacka prave p, tada postoji trougao
ABQ i vazi nejednakost: AB < AQ + QB. Kako je AB= AP + PB, to
je AP+ PB < AQ + QB. Ovo potvrduje da je P trazena tacka.

U slucaju kad su A i B sa iste strane prave p, konstruisemo tacku By,

simetri¢nu sa B u odnosu na p, i zadatak svodimo na prethodni slucaj,
slika dole desno. Trazena tacka P je presek prave p sa duzi AB;.

A
B B

A By

Zaista, neka je @), Q # P, proizvoljna tacka prave p. Tada postoji
trougao AB1Q u kojem vazi nejednakost: AB; < AQ+QB1. Medutim, iz
simetri¢nosti tacaka B i By zakljucujemo da je QB; = QB i PB, = PB.
Kako je AB; = AP + PBy, tj. AB; = AP + PB, to sledi nejednakost
AP + PB < AQ + @QB. Dakle, P je trazena tacka.

Primer B) Dat je krug k i tacka P. Kroz datu tacku konstruisi secicu
p, tako da zbir rastojanja date tacke od presecnih tacaka secice i kruznice,

bude:

a) najveéi, b) najmanji.

Resenje. Razlikovademo tri sluc¢aja: 1° tacka P je na kruznici, slika
levo, 2° tacka P je u krugu, slika u sredini, i 3° tacka P je van kruga,
slika desno.

Ay




1° Zbog P = B je PA+ PB = PA, tj. trazeni zbir je tetiva, a ona je
najveca kad je PA prec¢nik kruga. Ako je p tangenta, tada je A = B = P,
pa je PA+ PB = 0, a to je minimalni zbir. Resenja su:

a) zbir rastojanja je najveéi kad secica sadrzi centar kruga;

b) zbir je najmanji kad je p tangenta.

2° Ocigledno je PA+ PB = AB, tj. zbir duzi je tetiva, pa su resenja
zadatka:

a) zbir je najveéi kada je AB pre¢nik kruga, tj. kad secica p sadrzi
centar kruga;

b) zbir je najmanji kada je secica p normalna na preénik SP. (Dokaz
ovog slucaja prepustamo citaocu. Treba koristiti centralna rastojanja
tetiva.)

37 a) Resenja su kao u slucaju 1°. Zaista, uo¢imo da je
PA+ PB = (PB + BS + SB) + PB = 2(PB + BS) = 2PS.

Sli¢no, ako secica ne prolazi kroz S, izracuna se da je PA1+PB; = 2P0,
poslednja slika desno. Kako je ugao POS prav, to je PS > PO
(hipotenuza i kateta). Ova nejednakost vazi za sve slucajeve kad je
Ay # A

Slucaj b), kad je zbir minimalan, a to je kad je prava p tangenta,
neéemo ovde dokazivati. Dokaz je slican slucaju 2°, pa ga ostavljamo
¢itaocu.

Zanimljivo je da ¢e zbir PA + PB biti maksimalan uvek kad secica
sadrzi centar kruga, bez obzira na polozaj tacke P.

526. Dat je konveksan ¢etvorougao ABCD. Odredi tacku X, tako da
zbir duzi AX + BX + CX + DX bude najmanji.

527. Dat je kvadrat M NPQ i tacka A van kvadrata. Kroz tacku A
konstruisi pravu a, tako da duz koju stranice kvadrata odsecaju od prave a
bude $to je moguce veéa (najveca).

528. U dati pravougli trougao ABC' upisi pravougaonik, kojem se jed-
no teme poklapa sa temenom C' pravog ugla trougla i koji ima najmanju
dijagonalu. (Pravougaonik je upisan u trougao ako sva njegova temena leze
na stranicama trougla.)



529. Dat je konveksni ugao Oab i u njemu tacka C'. Konstruisi tacku A
na polupravoj Oa i tacku B na polupravoj Ob, tako da obim trougla ABC
bude minimalan.

530. Data je prava p i tacke A i B sa raznih strana date prave. Kon-
struisi na pravoj p duz C'D, tako da duz C'D bude duzine 3 cm i da izlomljena
linija AC' DB bude sto je moguce krac¢a (najkraca).

531. Data je prava a i tacke M i N sa iste strane date prave a. Na
datoj pravoj konstruisi duz P@, tako da je PQ) = M N, a izlomljena linija
MPQ@QN ima najmanju duzinu.

532. Kroz teme A, van datog trougla ABC, konstruisi pravu p, tako

da zbir rastojanja tacaka B i C' od prave p bude najveci.

533. Date su poluprave Oa i Sb sa zajednickom tackom C. Na polu-
pravoj Oa konstruisi tacku A i na polupravoj Sb konstruisi tacku B, tako
da je OA = SB i da je duz AB najmanja.

534. U dati ostrougli trougao ABC upisi trougao KLM (K € AB,
L € BC, M € CA) tako da je obim trougla K LM najmanji.

535. U datom trouglu ABC' konstruisi tacku P, tako da je zbir duzi
PA+ PB + PC najmanji.
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Kombinatorna

geometrija

U ovom delu baviéemo se prebrojavanjem, kao u klasi¢noj (algebar-
skoj) kombinatorici, koriste¢i se nauc¢enim osobinama geometrijskih figu-
ra. Koristi¢emo takode i Dirihleov princip.

8.1. Tacke i prave u ravni

Primer A) Koliko se disjunktnih (nepresecajuéih) delova ravni dobija
ako se medusobno seku 5 pravih, i to tako da se svake dve seku, pri ¢emu se
u jednoj tacki seku ta¢no dve prave?

Resenje. Jedna prava deli ravan na dve oblasti, dve poluravni. Druga
prava seCe prvu, a samim tim preseca i obe poluravni na po dve nove
oblasti. Sada imamo 4 oblasti. Treca prava preseca obe prethodne prave,
a zbog toga prolazi kroz tri oblasti i svaku od njih deli na po dva dela.
Sada imamo 4 + 3, tj. 7 oblasti. Cetvrta prava se¢e prethodne 3 prave,
pa prolazi kroz 4 oblasti, dele¢i svaku na dva dela, itd. Ukupan broj
disjunktnih oblasti je: ((((2+2)+3)+4)+5) = 16, od ¢ega 6 ogranicenih,
slika dole.

Primer B) Na krugu je rasporedeno 2000 tacaka, tako da su 1999 obo-
jene crveno, a jedna plavo. Uoc¢imo sve moguce mnogouglove ¢ija su temena



obojene tacke. Da li je vise mnogouglova koji imaju jedno plavo teme, ili je
vise mnogouglova Cija su sva temena crvena?

Resenje. Uoc¢imo sve mnogouglove kojima su temena samo crvene
tacke. Svakom od njih odgovara po jedan mnogougao, koji dobijemo
kada plavu tacku spojimo sa dva njoj najbliza temena. Osim toga, bilo
koje dve crvene tacke obrazuju sa plavom tackom trougao. Dakle, vise
je mnogouglova koji imaju jedno plavo teme.

Primer C) Dato je pet duzi koje imaju zajednicko srediste S, posled-
nja slika. Koliko je najvise pravih odredeno krajnjim tackama ovih duzi, ne
racunajuci prave koje sadrze tacku S7

Resenje. Najvise pravih bi¢e odredeno ako krajevi duzi predstavlja-
ju temena konveksnog desetougla. Svaka tacka sa preostalih 9 odreduje
9 pravih. To je ukupno 10 -9 za 10 tacaka. Pritom je svaka prava racu-

nata po 2 puta. (Na primer: AB i BA je jedna prava.) Otuda imamo
10-9
— = 45 pravih. Ne racunajuci 5 pravih koje sadrze date duzi i tacku

S, odredeno je najvise 40 pravih.

536. Koliko najmanje pravih treba konstruisati da bi se ravan podelila
na 7 disjunktnih delova?

537. Da li je moguce rasporediti 10 tacaka na 5 duzi, tako da na svakoj
duzi budu 4 tacke?

538. Rile je zasadio 9 strukova paradajza u 10 redova, i to tako da u
svakom redu budu po 3 struka. Kako je on to uc¢inio?

539. Date su paralelne prave a i b. Na pravoj a date su tacke A, B,
C, D i E, ana pravoj b tacke M, N, P i ). Koliko duzi i koliko trouglova
odreduju ovih 9 tacaka?

540. Dat je konveksni devetougao. Koliko je ukupno trouglova odrede-
no temenima tog devetougla?

541. Dato je u ravni 10 crvenih i 8 plavih tacaka. Koliko najvise moze
da ima trouglova, ¢ija temena predstavljaju date tacke, ako svaki od trou-
glova ima i plavih i crvenih temena?

542. Date su tri razli¢ite prave i na svakoj od njih po pet razli¢itih
tacaka. Koliko najvise trouglova odreduju ove tacke?



543. Date su dve paralelne prave a i b. Na pravoj a date su tacke A,
B, C, D, a na pravoj b tacke M, N, P. Koliko je konveksnih cetvorouglova
odredeno ovim tackama?

544. U ravni je dato 5 razli¢itih tacaka. Koliko razli¢itih pravih odre-
duju ove tacke? Razmotri sve slucajeve.

E
545. Na kruznici je izabrano sedam razli¢i- D
tih tacaka. One odreduju izvestan broj trouglova i 7
cetvorouglova.
a) Cega je vise odredeno ovim tackama: tro-
uglova ili ¢etvorougla? G -

b) Ako odredimo istovremeno jedan trougao
i jedan cetvorougao, tako da oni budu disjunktni, A B
kao na slici, koliko ima ovakvih kombinacija?

8.2. Razni kombinatorni problemi

Sledi poslednja grupa zadataka u ovom delu geometrije. U veéini se
koristi samo “zdrav razum”, ukljuéujuéi i neke “algebarske ideje”, kao
sto je Dirihleov princip.

Primer A) U jednakostranicnom trouglu stranice 3 cm na slucajni
nacin rasporedeno je 10 tacaka. Dokazi da uvek postoje bar dve tacke cije
medusobno rastojanje nije veée od 1 cm.

Dokaz. Povlacenjem pravih paralelnih stranicama, na medusobnom
rastojanju od 1 c¢m, podelicemo dati trougao na 9 jednakostrani¢nih
trouglova stranice 1 cm. Kad u ovih 9 trouglova rasporedimo 10 tacaka,
na bilo koji nacin, uvek ¢e postojati bar jedan trougao u kojem su bar
dve tacke (Dirihleov princip). To su traZzene tacke, jer njihovo rastojanje
ne moze biti veée od stranice malog trougla.

Primer B) U ravni su izabrane 2003 proizvoljne tacke. Tacke su ras-
poredene tako da njih 3 predstavljaju temena trougla ABC', a ostalih 2000
su unutrasnje tacke ovog trougla. Koliko ima trouglova koji se ne preklapaju,
a temena su im date tacke?

Resenje. Neka je A jedna od 2000 tacaka u trouglu. Ona je zajed-
nicko teme izvesnom broju trouglova. Kako se ovi trouglovi ne prekla-
paju, to ée zbir njihovih unutrasnjih uglova sa temenom A biti 360°.



Ovakvih tacaka ima 2000, pa je zbir svih unutrasnjih uglova trouglova
jednak 2000 - 360° 4+ 180° (dodajemo zbiru i uglove trougla ABC'), a to
je 720180°. Trazeni broj trouglova je 720180 : 180 = 4001.

Primer C) U ravni je dato 25 tacaka, takvih da se od bilo koje tri
mogu izabrati dve, izmedu kojih je rastojanje manje od 1 cm. Dokazi da se
sve tacke mogu pokriti sa dva kruga ¢iji su polupreénici po 1 cm.

Dokaz. Posmatrajmo sve duzi ¢iji su krajevi date tacke. Neka je AB
najveca od njih. Konstruisimo dva kruga poluprecnika 1 cm, sa centrima
A i B. Dokazaéemo da oni pokrivaju i preostale 23 tacke. Ako je AB < 1,
onda je to ocigledno, jer je rastojanje svake tacke M od A i B manje ili
jednako 1 cm. Ako je AB > 11 M neka od preostale 23 tacke, tada je
po uslovu AM < 1, pa je M u prvom krugu, ili je BM < 1, pa je M u
drugom krugu.

546. Drvena kocka zapremine 1 m® obojena je spolja crvenom bojom,
pa je onda razrezana na kubne decimetre. Koliko je ovih manjih kocki obo-
jeno sa tri strane, koliko sa dve strane i koliko je neobojenih?

547. Na krugu je izabrano 9 proizvoljnih tacaka. Zatim su konstruisane
sve prave odredene ovim tackama. Dokazi da medu ovim pravim postoje bar
dve koje se seku pod uglom koji nije veéi od 5°, ili su paralelne.

548. U kvadratu stranice 7 cm razbacano je 100 plavih tacaka, tako da
medu njima nema poklapanja. Dokazi da se iz ovog kvadrata moze izrezati
kvadrat stranice 1 cm, tako da se u njemu ili na konturi nalaze bar tri plave
tacke.

549. U ravni su plavom i crvenom olovkom nacrtane sve duzi odredene
sa 250 tacaka, izabranih tako da prve tri predstavljaju temena jednakostra-
ni¢nog trougla stranice 7 cm, a ostale su u tom trouglu i ne postoje tri koje su
kolinearne. Dokazi da neke tri od ovih tacaka predstavljaju temena “plavog”
ili “crvenog trougla”, stranica ne ve¢ih od 1 cm.

550. Pravougaonik, ¢ije stranice imaju duzine 5 cm i 9 cm, podeljen
je na 10 pravougaonih delova, tako da su duzine stranica manjih pravou-
gaonika celi brojevi. Dokazi da medu dobijenim delovima postoje bar dva
pravougaonika iste povrsine.

551. U pravougaoniku stranica 30 cm i 50 c¢cm proizvoljno je razba-

cano 750 tacaka koje se ne preklapaju. Dokazi da neke tri od ovih tacaka

predstavljaju temena trougla povrsine manje od 1 cm?.



552. Na datom “plavom krugu” crvenom olovkom nacrtani su neki,
proizvoljni “crveni” lukovi, tako da je zbir ovih lukova manji od polovine
kruga. Dokazi da na datom krugu postoji “plavi precnik”, tj. precnik ¢iji su
krajevi plave tacke, ma kako bili rasporedeni “crveni” lukovi.

553. Dat je kvadrat stranice 7 cm i 8 kvadrata stranice 3 cm. Moze li
se veliki kvadrat prekriti malim kvadratima, tako da su im stranice paralelne
stranicama velikog kvadrata?

554. Postavi na sto 16 jednakih (okruglih) nov¢ica, tako da se ne pre-
klapaju i da svaki od njih dodiruje tri druga novcica.

555. Da 1i se u ravni moze nacrtati:
a) 2000 b) 2001  ¢) 2002

podudarnih krugova, tako da svaki dodiruje tacno tri druga kruga?

556. Jednakostranicni trougao stranice 2000 dm treba poplocati ploci-
cama oblika jednakostrani¢nog trougla stranice 1 dm, tako da se ploc¢ice ne
preklapaju. Koliko je ovakvih ploc¢ica potrebno?

557. Sest tacaka u ravni, predstavljaju temena Sestougla u kojem se
nalaze jos 663 razlicite tacke. Svih 669 tacaka se na proizvoljan nacin, dve
po dve, spoje nepresecaju¢im duzima (tako da bilo koje dve duzi nemaju
zajednicku unutrasnju tacku, tj. bilo koje dve duzi mogu imati zajednicko
najvise jedno teme). Spajanje tacaka produzava se sve dok postoji moguénost
dobijanja novih nepresecajué¢ih duzi. Ako su npr. tacke A, B, C kolinearne
i B je izmedu A i C, tada ove tri tacke medusobno odreduju samo dve
nepresecajuce duzi: AB i BC. Dokazi da ukupan broj nepresecajué¢ih duzi
ne zavisi od redosleda njihovog povlacenja.

558. U ravni je izabrano 2000 tacaka, tako da medu njima ne postoje
tri koje pripadaju jednoj pravoj. Dokazi da mozemo konstruisati 500 nepre-
secajucih cetvorouglova, kojima su izabrane tacke temena.

559. Dat je krug prec¢nika 3 cm i u njemu nekoliko manjih krugova,
tako da je zbir precnika ovih manjih krugova jednak 25 cm. Dokazi da za
svaku pravu p u ravni kruga postoji njoj paralelna prava ¢, koja sece bar 9
manjih krugova.

560. Dato je pet tacaka, tako da medu njima ne postoje tri koje pri-
padaju jednoj pravoj. One se spajaju plavim i crvenim duzima, i to tako da
ne postoji trougao c¢ije su sve stranice iste boje. Dokazi:

a) Iz svake tacke polaze tac¢no dve plave i dve crvene duzi.

b) Postoji zatvorena izlomljena linija, sastavljena od duzi iste boje,
koja sadrzi sve date tacke.
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Primeri takmicenja

9.1. Programi matematickih takmicenja

1) SKOLSKO TAKMICENJE

Gradivo iz programa redovne i dodatne nastave u prethodnim razre-
dima, logicki i logicko-kombinatorni zadaci i jos:

IV razred: Sabiranje i oduzimanje prirodnih brojeva. Problemski
zadaci. Magi¢ni kvadrati. Prebrojavanje skupova tacaka, figura i bro-
jevnih skupova.

V razred: Kocka i kvadar (povrsina i zapremina).*Skupovi i prime-
ne. Geometrijski objekti. Ugao. Prebrojavanje skupova tacaka, figura i
brojevnih skupova.

VI razred: Deljivost i prosti brojevi. Osna simetrija. Celi brojevi.
Racionalni brojevi. Sabiranje i oduzimanje racionalnih brojeva. Apso-
lutna vrednost. Problemski zadaci.

2) OPSTINSKO TAKMICENJE

Gradivo predvideno za skolsko takmicenje i jos:

IV razred: MnoZenje prirodnih brojeva. Problemi presipanja, pre-
vozenja, razmestanja, merenja. Obim kvadrata, pravougaonika i odgo-
varajuc¢ih slozenih figura. Jednacine.

V razred: Deljivost. Razlomci (osnovna svojstva i uporedivanje,
sabiranje i oduzimanje razlomaka i odgovarajuée jednacine). Problemski
zadaci.

VI razred: Trougao (uglovi, podudarnost i zna¢ajne tacke). Dirihle-
ov princip.

* ~ 7 . . . v . .
Po vazedim nastavnim programima ne izucava se ni u IV, ni u V razredu.



3) OKRUZNO TAKMICENJE

Gradivo predvideno za prethodne stupnjeve takmicenja i jos:

IV razred: Deljenje prirodnih brojeva. Problemski zadaci sa jed-
nacinama i dijagramima. Desifrovanje racunskih operacija. Kvadrat i
pravougaonik (povrsina). Zadaci iz numeracije.

V razred: MnozZenje i deljenje razlomaka. Decimalni zapis broja
(sabiranje i oduzimanje).

VI razred: Trougao (konstruktivni zadaci).

4) DRZAVNO TAKMICENJE

Gradivo predvideno za prethodne stupnjeve takmicenja i jos:

VI razred: MnoZenje i deljenje racionalnih brojeva. Procenti. Cetvo-
rougao (dokazni i konstruktivni zadaci). Nestandardni konstruktivni
zadaci.

9.2. Kengur bez granica

A) Zadaci za 5-6 razred
Zadaci koji vrede 3 poena

1. U izrazu 3 - 2006 = A + 2005 + 2007 koji broj treba zapisati umesto
A da bi se dobilo ta¢no tvrdenje?

A) 2005 B) 2006 C) 2007 D) 2008 E) 2009

2. Sest karata je numerisano brojevima 309, 41, 5, 7, 68, 2. Koji je
najmanji broj koji se moze formirati redanjem ovih karata jedne do druge?

A) 1234567890 B) 2341568709 () 3097568245

D) 2309415687 E) 2309415678

3. U skolskoj trpezariji stolovi su kvadratnog oblika. Za svakom stra-
nom stola moze sedeti jedna osoba. Ucenici su na zabavi spojili 10 ovakvih

stolova, u jedan red, da bi dobili jedan veliki sto pravougaonog oblika. Koliko
osoba moze sedeti za ovim velikim stolom?

A) 20 B) 22 C) 30 D) 32 E) 40
4. U prodavnici hokejaske opreme za Stap i pak treba platiti ukupno

1500 dinara. Za dva stapa i tri paka treba platiti ukupno 3300 dinara. Kolika
je cena jednog paka?



A) 200 B) 300 C) 400 D) 500 E) 600
5. Na kojem satu kazaljke zaklapaju ugao od 150°7

SEOO

6. Kuée na levoj strani jedne ulice imaju neparne brojeve od 1 do 39, a
kuce na desnoj strani parne brojeve od 2 do 34. Koliko kuéa ima u toj ulici?

A) 8 B) 36 C) 37 D) 39 E) 73

7. Koja od ovih mreza sklapanjem formira telo sa desne strane?

[ ] H
%ﬂj‘ Dl [ Jppl [galols =
[ H H

A) B) Q) D) E) nijedna

LI

8. Da bi se obojila cela povrsina leve,
sive kocke potrebno je 9 kg farbe. Koliko je
kilograma farbe potrebno da se oboje bele
povrsine desne kocke?

A) 2 B) 3 C)4ipo D)6 E)7

9. Ana, njena sestra i majka pre 20 godina 2 =>0=>0=>6
zajedno su imale 60 godina. Koliko godina zajedno ‘ ‘ ‘

imaju one danas? 0=>0=>6
A) 80 B) 90 C) 100 D) 120 ‘ ‘
E) ne moze se odrediti. 0=>6

10. Na koliko nacina broj 2006 mozemo proci-
tati sa slike, ako se kre¢emo samo u smeru strelica? 6

A) 12 B) 11 ) 10 D)8 E) 6

Zadaci koji vrede 4 poena

11. Proizvod dva cela broja je 72. Koji od navedenih brojeva ne moze
da bude zbir ta dva broja?

A) 73 B) 22 C) 27 D) 18 E) 24



12. Prikazana zvezda sastoji se od cetiri jednako-
strani¢na trougla i kvadrata u koji su smestena cetiri
kruga poluprecnika 5 cm. Krugovi se medusobno dodi-
ruju i dodiruju stranice kvadrata. Koliki je obim ove zve-
zde?

A) 40 B) 80 ) 120
D) 160 E) 240

13. Jednu tablu sa 10 x 10 polja treba obojiti na sledeé¢i nacin: gornje
levo polje crvenom bojom, dva njemu susedna polja belom bojom, u odnosu
na njih tri susedna, medusobno dijagonalno smestana polja plavom bojom,
da bi se nastavilo bojiti u dijagonalnom pravcu: zelenom, ljubicastom, crve-
nom, belom, plavom, zelenom, ljubicastom itd. bojom. Koje boje ¢e biti polje
u donjem desnom uglu?

A) crvene B) bele C) plave D) zelene E) ljubicaste

14. Parce papira u obliku pravilnog sestougla, kao
na crtezu, treba presaviti tako da se oznacena temena
nadu u centru Sestougla. Kog oblika ée biti tako presa-
vijen papir?

A) Sestokraka zvezda B) dvanaestougao
C) Sestougao D) kvadrat E) trougao

15. Razlika zbira prvih 1000 pozitivnih parnih i zbira prvih 1000 pozi-
tivnih neparnih brojeva je

A)1l B) 200 C) 500 D) 1000 E) 2000

16. Duza stranica pravougaonika sa crteza iznosi 16 cm, a kraca 4 cm.
E je srediste duzi AB, F je srediste duzi AF, G je srediste duzi AD, a H je
srediste duzi AG. Koliko cm? iznosi povrsina osencenog pravougaonika?

A F E B
H
G
D C
A) 4 B) 16 C) 8 D) 2 E) 1

17. Koliki je rezultat navedenih operacija?
1111111111 — 111111111 4 11111111 — 1111111 + 111111 — 11111 + 1111 — 111 + 11 — 17

A) 111111111 B) 1010101010 ) 100000000
D) 999999999 E)0



18. Od svih dvocifrenih brojeva Ana je sabrala najmanji i najveéi broj
deljiv sa 3. Branko je od svih dvocifrenih brojeva sabrao najmanji i najveci
broj koji nije deljiv sa 3. Za koliko je Anin zbir veéi od Brankovog?

A)2 B)3 C) 4 D) 5 E) 6

19. “Kengur kocka” je kocka ¢ije su tri strane crvene i tri strane bele
boje. Koliko razli¢itih “kengur kocki” mozemo da napravimo?

A)l B) 2 C)3 D) 4 E)5

20. Pera Zdera je kupio Cetiri kutije peciva: u jednoj su medenjaci (M),
u drugoj $trudle sa jabukama (S), u treéoj kiflice sa pekmezom (K), a u
Cetvrtoj je baklava (B). Ove kutije poredao je na policu, i to tako da su
medenjaci levo od kiflica, baklava je desno, i to pored kutije sa strudlama,
dok se na desnom kraju police nalazi poslastica koja nije kutija sa kiflicama.
Koji je redosled kutija na polici?

A) SKMB B)BSKM  C)KSBM  D)MKSB  E)BMKS

Zadaci koji vrede 5 poena

21. Stap duzine 15 dm izlomljen je na koliko god je to moguée komada,
razli¢itih duzina. Duzina svakog komada u decimetrima je celi broj. Na koliko
je komada razlomljen Stap?

A) 2 B) 3 C) 4 D)5 E)6
22. Precnik kruga, na slici AB, iznosi 10 cm.

Koliki je obim figure, koja je oznac¢ena debelom pla-
vom linijom, ako su pravougaonici na slici podudarni? B

A)8 B) 16 ) 20
D) 25 E) 30

23. Nastavnica u svojoj ruci skriva jedan predmet, koji predstavlja figu-
ru u ravni. Ipak, voljna je da kaze neke informacije o toj figuri:

1. ako je plava, onda je krug. 2. ako je kvadrat, onda je crvene boje.
3. ako je zuta, onda je kvadrat. 4. figura je ili kvadrat ili krug.

5. ili je zuta ili plava.

Sta sa sigurno$éu mozemo tvrditi o toj figuri?

A) crvena je B) crveni krug C) zuti krug

D) plavi krug E) plavi kvadrat

24. Data je duz AB, duzine 2006 duzinskih jedinica. Tacke C, D i E
rasporedene su na duzi AB, tako da duz AFE ¢ini dve treéine duzi AB. Duzi



AC i BD su duzine po 1111 duzinskih jedinica. Sta je tacan raspored tih
tacaka?

A) ACDEB B) ACEDB C) AEDCB D) ADECB E) ADCEB

25. Sanja je od 4 sibice napravila
kvadrat. Zatim ga je dopunjavala kao
na crtezu, formirajuci sve vece i vece
kvadrate. Koliko je sibica potrebno da
bi se kvadrat dimenzija 30 x 30 dopu-
nio do kvadrata dimenzija 31 x 317

A) 124 B) 148 C) 61 D) 254 E) 120

26. Na jednoj dugoj papirnoj traci zapisali smo prvih 2006 pozitivnih
celih brojeva. Jovan je prvo podvukao sve parne brojeve, zatim sve deljive sa
3 i na kraju sve one koji su deljivi sa 4. Koliko je brojeva podvuceno ta¢no
dva puta?

A) 1003 B) 1002 C) 501 D) 334 E) 167
27. Koliko najmanje tackica treba obrisati sa crteza, tako L4
da nikoje tri preostale tackice ne mogu da budu temena jed- o o
nakostrani¢nog trougla? o o o
A) 2 B) 3 C)4 D)5 e o o0 o
E)6

28. Aca i Pera su na jednom izletu zalozili vatru, sa namerom da prze
slaninu. Aca je doneo 8, a Pera 7 drvenih trupaca, jednakih veli¢ina. Videéi
vatru, Dejan ih je zamolio da isprze i njegovo parce slanine. U znak zahval-
nosti Dejan im je dao bonbone, ukupno 30 komada. Za koliko vise bonbona
treba dati Aci nego Peri?

A) 14 B) 10 Q)2 D) 4 E) 6
29. Na crtezu su prikazane dve D] =1
mreze, od kojih zelimo da napravimo [gc| g | B | | Dz

dve jednake kocke. Koje slovo treba A
upisati umesto upitnika? — —
A) A B)B C)C D) D

30. Na koliko se nacina brojevi 1, 2, 3, 4, 5, 6 mogu
upisati u kvadrati¢e na crtezu, tako da razlika brojeva iz
dva susedna kvadrati¢a ne bude 37 Levi donji veliki i gornji
desni mali ne smatraju se susednim kvadrati¢ima.

A)3-2° B) 3¢ C) 6 D) 2.3 E) 3.5




B) Zadaci za 5-6. razred
Zadaci koji vrede 3 poena

1. Sta je najmanje?
A)240+0+8 B)200:8 C)2:0-0-8 D)200—8 E)8+0+0-2

2. Cime treba zameniti Jt’ da bi vazilo: th . th =2-2-3-37
A) 2 B) 3 C)2-3 D)2-2 E)3-3
3. Milan voli da mnozi sa 3, Petar voli da dodaje 2, a Nikola voli da

oduzima 1. Kojim redom oni treba da izvrse svoje omiljene operacije da bi
od broja 3 dobili broj 147

A) MPN B) PMN C) MNP D) NMP E) PNM

4. Cime treba zameniti znak & da bi jednakost 1+ 1dl — 2 = 100 bila
tacna?
A) 4+ B) — C) - D)0 E)1

5. Kristina se igra sa dve date trougaone plocice. Ona stavlja jednu
plocicu pored druge ili preko nekog njenog dela, tako da obe budu na komadu
papira. Zatim ona na papiru crta konturu dobijene figure. Samo jednu od
datih kontura ona ne moze dobiti. Koju?

A) B) ®) D) E)

6. Brojevi 2, 3, 4 i jos jedan broj upisani su u polja
tabele 2 x 2. Poznato je da je zbir brojeva u prvoj vrsti
jednak 9, a u drugoj vrsti 6. Koji je broj jo$ upisan u
tabelu?

A)5 B)6 )7 D) 8 E)4

7. U gusarskoj skoli svaki dak mora da sasije crno-belu zastavu. Uslov

je da crna boja mora prekrivati tacno tri petine zastave. Koliko od sledec¢ih
zastava zadovoljava taj uslov?




B AN sssmn
.. L]
A) Nijedna  B) Jedna C) Dve D) Tri ) Cetiri

8. Pre grudvanja Pavle je pripremio nekoliko grudvi. Tokom grudvanja
on je napravio 17 novih grudvi i bacio je 21 grudvu na druge decake. Posle
grudvanja njemu je ostalo jos 15 grudvi. Koliko grudvi je Pavle pripremio
pre grudvanja?

A) 53 B) 33 C) 23

9. Na prvoj slici desno dat je mali deo
tablice mnozenja. Na drugoj slici dat je dru-
gi deo u kome, nazalost, neki brojevi nedo-
staju. Koji broj treba da bude u kvadratu sa
znakom pitanja?

A) 54 B) 56 C) 65 D) 36 E) 42

10. U prodavnici igracaka istaknut je Getvorospratni “cvet od cigli” (sli-
ka 1). Svaki sprat je napravljen od cigli iste boje. Na slici 2 je dat prikaz tog
“cveta” odozgo. Koliko belih cigli je potrebno da se napravi ovakav “cvet”?

<

Slika 1 Slika 2

A)9 B) 10 C) 12 D) 13 E) 14

Zadaci koji vrede 4 poena

11. Od koliko jednakih palidrvaca nije moguée formirati trougao? (Pali-
drvca se ne mogu lomiti!)

A)T7 B) 6 C)5 D) 4 E)3
12. Dato je 5 kutija i svaka od njih sadrzi neke kartice oznacene slovima

A, E, I, Oi U kao na slici. Petar zeli da izvadi kartice iz svake kutije tako
da na kraju u svakoj kutiji bude po jedna kartica i da u razli¢itim kutijama



budu kartice oznacene razlic¢itim slovima. Koja kartica ostaje u 5. kutiji?

1 3 4 5

A) Nemoguce je B) A C)u D) O

13. Trougao i kvadrat na slici imaju isti obim. Koli-
ki je obim cele figure (petougla)?

A) 12 cm B) 24 cm C) 28 cm

D) 32 cm E) Zavisi od dimenzija trougla.

14. Marija ima 6 boca ¢ije su zapremine 16, 18, 22, 24, 32 i 34 ml. Neke
od njih su napunjene sirupom od pomorandze, a neke sirupom od visnje, dok
je jedna boca prazna. Ukupna zapremina sirupa od pomorandze dva puta je
veca od zapremine sirupa od visnje. Kolike su zapremine boca u kojima je
sirup od visnje?

A) 161 18 ml B) 16 i 22 ml C) 16124 ml

D) 181122 ml E) 18124 ml

15. Reka pocinje da tece iz tacke A. U svom toku ona se deli na dva

4cm

1
rukavca. U jedan rukavac odlazi 3 vode, a u drugi ostatak. Zatim se drugi

3
rukavac u svom toku deli na dva, jedan u koji odlazi 1 vode iz rukavca i

drugi u koji odlazi ostatak. Na slici je prikazana opisana situacija. Koji deo
od ukupne koli¢ine vode iz reke protice kroz tacku B?

B

1 3
3 4

2 11 1
A)1 B) 3 C) T3 D) 8 E) Ne moze se odrediti

16. Gadaju¢i dvema strelicama prikazanu
metu koliko razli¢itih rezultata mozemo posti¢i?
(Mogu¢ je i promasaj.)
A) 4 B) 6 C)8 D)9 E) 10



17. Radmila je zelela da spakuje sve svoje diskove na jednu policu,
ali treé¢ina diskova nije mogla da stane. Te diskove koji nisu stali na policu
spakovala je u tri kutije. Stavila je sedam diskova u svaku kutiju, ali su joj
ostala jos dva diska, koja nisu stala u kutije, pa ih je ostavila na stolu. Koliko
diskova ima Radmila?

A) 21 B) 23 C) 45 D) 69 E) 63

18. Koju od “gradevina” A),..., E) — svaka se sastoji od
tacno 5 kocki — ne mozes dobiti iz “gradevine” date desno,
ako ti je dozvoljeno da pomeris samo jednu kocku?

Joe s

19. Tacke A, B, C i D su obeleZene na pravoj u nekom poretku. Zna se
da je AB =13, BC =11, CD =14 i DA = 12. Koliko je rastojanje izmedu
dve najudaljenije tacke?

A) 14 B) 38 C) 50 D) 25 E) drugi odgovor

20. Danas mogu da kazem: “Za dve godine moj sin ¢e imati dva puta
viSe godina nego §to je imao pre dve godine. A za tri godine moja ¢erka ce
imati tri puta vise godina nego Sto je imala pre tri godine.” Sta je ta¢no?

A) Sin je jednu godinu stariji od ¢erke.

B) Cerka je jednu godinu starija od sina.

C) Oni imaju isto godina.

D)
)

E) Cerka je dve godine starija od sina.

Sin je dve godine stariji od éerke.

2

Zadaci koji vrede 5 poena

21. Pet znakova predstavljaju pet razli¢itih cifara.

Q+@Q+ Q= x BrHr#E=& rt&="

Koju cifru predstavlja znak ~7

A)O B) 2 C)6 D) 8 E)9

22. Tri prijatelja zive u istoj ulici: doktor, inZenjer i muzicar. Njihova
imena su: Stefan, Rade i Filip. Doktor nema ni sestru ni brata. On je naj-
mladi medu prijateljima. Filip je stariji od inZenjera i ozenjen je Stefanovom
sestrom. Imena doktora, inZenjera i muzicara su sledeca:



A) Stefan, Rade, Filip B) Filip, Stefan, Rade C) Rade, Stefan, Filip

D) Rade, Filip, Stefan E) Stefan, Filip, Rade

23. Pretpostavi da putujes preko kvadratnih obla-
sti prikazanih na slici, tako da svaki kvadrat posetis tac-
no jednom. Odakle moras da krenes, ako mozes da se
kreées samo horizontalno i vertikalno, ali ne i dijagonal-
no?

A) Iz centralnog kvadrata.  B) Iz ugaonog kvadrata.
C) Iz neobojenog kvadrata. D) Iz obojenog kvadrata.
E) Iz bilo kog kvadrata.

B

24. Slika prikazuje plan grada. Postoje cetiri kru- 4
7zne autobuske mars-rute u gradu. Autobus Nol sledi c D
mars-rutu C — D — E—F — G — H — C, koja je dugacka 1
17 km. Autobus No2 ide mars-rutom A— B—C — F —
G — H — A dugom 12 km. Mars-ruta autobusa No3 je
A-B-C—-D—-E—-F—-G—-H—-A,ionaje20km. G F E
Autobus No4 ide C — F — G — H — C. Koliko je dugacka njegova mars-ruta?

A) 5 km B) 8 km C) 9 km D) 12 km E) 15 km

25. Bojana je obisla oko parka, polazedi iz obe-
leZene tacke u smeru koji pokazuje strelica. Ona je
napravila 4 snimka. Kojim redosledom je ona napra-
vila snimke?

1Ol 2‘C. 3‘0 4.OA

A) 2431 B) 4213 C) 2143 D) 2134 E) 3214

26. U kutiji se nalazi 7 karata. Brojevi od 1 do 7 ispisani su na ovim
kartama tako da se na svakoj karti nalazi tacno jedan broj. Prvi mudrac
slu¢ajnim izborom uzima 3 karte iz kutije, a zatim drugi mudrac uzima 2
karte (2 karte ostaju u kutiji). Nakon toga prvi mudrac kaze drugom: “Znam
da je zbir brojeva na tvojim kartama paran.” Zbir brojeva na kartama prvog
mudraca jednak je

A) 10 B) 12 C) 6 D)9 D) 15

27. Stari TV ekran ima stranice u odnosu 4 : 3, a novi ima stranice u
odnosu 16 : 9. Imamo film koji ispunjava tacno sve ekrane koji imaju odnos




16 : 9 i zelimo da ga gledamo na starom 4 : 3 ekranu. Ako film ispunjava
tacno Sirinu ekrana, onda je deo povrsine starog ekrana koji nije iskoriséen

jednak

Odnos 16: 9 Odnos 4:3
1 1 1 1 .. fys
A) G B) E C) 1 D) 3 E) Zavisi od veli¢ine ekrana

28. U svakom dvocifrenom broju cifra jedinica oduzeta je od cifre dese-
tica. Koliki je zbir svih rezultata?

A) 90 B) 100 C) 55 D) 45 E) 30

29. U jednakosti KAN 4+ GA = ROO svako slovo oznacava neku cifru
(razlic¢ita slova za razlicite cifre, ista slova za iste cifre). Odredi RN — KG.

A) 10 B) 11 C) 12 D) 21 E) 22

30. Koliko se najvise cifara moze obrisati iz 1000-cifrenog broja
20082008 . .. 2008, tako da zbir preostalih cifara bude 20087

A) 260 B) 510 C) 746 D) 1020 E) 130

C) Zadaci za 5-6. razred
Zadaci koji vrede 3 poena
1. Aleksa je napisao re¢ KANGAROO pomoéu kartica koje pokazuju
po jedno slovo. Nazalost neka slova su okrenuta pritiskom na karticu (vidi

sliku). Pritiskajuéi dva puta Aleksa moze da ispravi slovo K, a pritiskajuéi
jednom moze da ispravi slovo A ili slovo N.

A= =GV RIONO

A WA AN

A KA P>

Koliko puta Aleksa treba da pritisne kartice da bi sva slova bila pravilno
okrenuta?

A) 4 B) 5 C)6 D)7 E)8

2. Torta je teska 900 g. Petra je isekla tortu na 4 dela. Najveéi deo je
tezak koliko sva tri ostala dela zajedno. Koliko tezi najvecéi deo?

A) 250 g B) 300 g C) 400 g D) 450g E) 600 g




3. Dve velike alke, siva i bela, spojene su jedna za
drugu. Petar stoji ispred alki. Ono Sto on vidi prikazano je

na slici desno. Pavle se nalazi iza alki. Sta on vidi?
A) B) C) D) E)

4. U sabiranju prikazanom na slici neke cifre su zamenjene zvezdama.
Koliki je zbir cifara koje nedostaju?

1

S % %
Ok

1
1
3

A) 0O B)1 C)2 D)3 E) 10

5. Kolika je razlika najmanjeg petocifrenog i najveéeg cetvorocifrenog
broja?

A)1l B) 10 C) 1111 D) 9000 E) 9900

6. Kvadrat obima 48 cm rasecen je na dva dela od kojih je napravljen
pravougaonik. Odredi obim tog pravougaonika.

A) 24 cm B) 30 cm C) 48 cm D) 60 cm E) 72 cm

7. Katarina ima 38 palidrvaca od kojih pravi trougao i kvadrat. Sva-
ka stranica trougla sastoji se od 6 palidrvaca. Koliko palidrvaca ima svaka
stranica kvadrata?

A) 4 B) 5 C)6 D)7 E)8

8. Ogrlica na slici napravljena je od belih i sivih perli.

a 0 000 ' 0 ‘¢ 00 | 00 4

Vukasin hoée da skine 5 sivih perli. On moze da skida perle sa bilo koje
strane ogrlice, pa mora da skine, takode, i neke bele perle. Koji je najmanji
broj belih perli koje Vukasin mora da skine?

A) 2 B) 3 Q) 4 D)5 E) 6



9. Marko je ucCestvovao u trci koja se sastojala iz 5 krugova. Vremena
kada je Marko prosao kroz startnu tacku data su u tabeli. Koji krug je Marko
prosao za najkrace vreme?

Vreme

Start 09.55

Nakon 1. kruga 10.26
Nakon 2. kruga 10.54
Nakon 3. kruga 11.28
Nakon 4. kruga 12.03
Nakon 5. kruga 12.32

A) 1. B) 2. C) 3. D) 4. E) 5.

10. Brankov digitalni sat ne radi pravilno. Tri horizontalne linije za
krajnje desnu cifru se ne prikazuju. U momentu kada je Branko pogledao na
sat vreme se promenilo od onog prikazanog na levom satu na slici, na vreme
prikazano na desnom satu. Koje vreme je tada trebalo da bude prikazano

na desnom satu? E B B E B B

A) 12.40 ) 12.42 ) 12.44 ) 12.47 E) 12.49

Zadaci koji vrede 4 poena

11. Koju plocicu treba dodati tako da ukupna povrsina sivih delova na
slici bude jednaka ukupnoj povrsini belih delova?

A) B) - C) ‘X\ D) ‘2 E) nemoguce je

12. Kosta i Vuk su krenuli da hodaju iz iste tacke. Kosta je iSao 1 km
na sever, 2 km na zapad, 4 km na jug i na kraju 1 km na zapad. Vuk je isao
1 km na istok, 4 km na jug i 4 km na zapad. Koja od slede¢ih moguénosti
mora biti poslednji deo Vukovog puta da bi dosao u istu tacku u kojoj je
Kosta?




A) veé su u istoj tacki B) 1 km na sever

C) 1 km na severo-zapad D) vise od 1 km na severo-zapad

E) 1 km na zapad

13. U letnjem kampu 7 ucenika jede sladoled svakog dana, a 9 ucenika
jede sladoled svakog drugog dana, dok ostali uc¢enici uopste ne jedu sladoled.
Juce je 13 ucenika jelo sladoled. Koliko ucenika jede sladoled danas?

A) 7 B) 8 C)9 D) 10 E) nemogude je odrediti

14. Kenguri A, B, C, D i E sede tim redom u smeru kretanja kazaljke
na satu oko okruglog stola. Ta¢no kada se ¢uje zvono, svi kenguri sem jednog
zamene mesto sa svojim susedom. Nakon toga, raspored kengura pocev od
kengura A, u smeru kretanja kazaljke na satu, je A, E, B, D, C. Koji kengur
se nije pomerio?

A) A B)B C)C D) D E)E

15. Kvadrat se moze formirati koriS¢enjem 4 dela od 5 datih na slici.
Koji deo ostaje neupotrebljen?

Tt

A) A B) B Q) C D)D E)E

16. Prirodni broj ima tri cifre. Kada se njegove cifre pomnoze dobija
se 135. Koji rezultat se dobija ako se njegove cifre saberu?

A) 14 B) 15 C) 16 D) 17 E) 18

17. Restoran ima 16 stolova, od kojih svaki ima ili 3 ili 4 ili 6 stolica.
Za sve stolove koji imaju 3 ili 4 stolice ukupno moze da sedne 36 osoba.
Koliko u restoranu ima stolova sa 3 stolice, ako se zna da u restoranu mogu
da sednu ukupno 72 osobe?

A) 4 B) 5 )6 D)7 E)8

18. Tacke A, B, C, D, E i F nalaze se tim redom na pravoj. Znamo
da je AF =35, AC =12, BD =11, CE =12 i DF = 16. Kolika je duzina
duzi BE?

A) 13 B) 14 C) 15 D) 16 E) 17

19. Julija je podelila svoje kamencic¢e u grupe. Nakon sto ih je podelila
u grupe od po 3, ostala su joj jos 2 kamenci¢a. Onda ih je podelila u grupe



od po 5 i opet su joj ostala 2 kamencica. Koliko najmanje kamenci¢a ona
treba da doda da joj ne bi ostao nijedan kada ih podeli bilo u grupe od po
3 bilo u grupe od po 57

A)3 B) 1 C)4 D) 10 E) 13

20. Strane kocke obeleZene su brojevima 1, 2, 3, 4, 5 i 6. Strane obele-
Zene brojevima 1 i 6 imaju zajednicku ivicu. Isto vazi i za strane obelezene
brojevima 11 5, strane obelezene brojevima 1 i 2, strane obeleZene brojevima
6 i 5, strane obelezene brojevima 6 i 4 i strane obelezene brojevima 6 i 2.
Kojim brojem je obelezena strana suprotna strani obeleZenoj brojem 47

A)1l B) 2 C)3 D) 4 E) nemoguce je odrediti
Zadaci koji vrede 5 poena

21. Kocka 3 x 3 x 3, na slici levo, napravljena je od 27 malih kocki.
Koliko malih kocki treba da sklonis tako da kada gledas sa desne strane,
odozgo i spreda vidi$ ono sto je prikazano na slici desno?

A) 4 B) 5 )6 D)7 E)9

22. Na disku ima 5 pesama: pesma A traje 3 min, pesma B 2 min 30 s,
pesma C 2 min, pesma D 1 min 30 s i pesma E 4 min. Ovih 5 pesama su
snimljene u redosledu A, B, C, D, E i emituju se u petlji bez prekida. Kada
je Adam izasao iz kuée emitovana je pesma C. On se vratio kuéi posle tacno
jednog sata. Koja pesma je emitovana kada se Adam vratio kuéi?

A) A B) B C) C D) D E)E

23. Dejan je upisao brojeve od 1 do 9 u polja tabele 3 x 3. Poceo je
sa brojevima 1, 2, 3 i 4 kao na slici. Ispostavlja se da za polje sa brojem 5
vazi da je zbir brojeva u susednim poljima (susedna polja su ona koja imaju
zajednicku stranicu) jednak 9. Koliki je zbir brojeva u poljima susednim
polju sa brojem 67




24. S jedne strane Park avenije je 60 stabala. Svako drugo drvo je javor,
a svako trece ili lipa ili javor. Sva ostala stabla su breze. Koliko ima breza?

A) 10 B) 15 ) 20 D) 24 E) 30

25. Crna traka je zalepljena na providnu plasti¢nu
kocku kao na slici.

Koja od sledecih slika ne prikazuje kocku iz bilo koje
perspektive (Sest “perspektiva”)?

A) B) Q) D) F)

26. Kralj je putovao sa svojim izaslanicima od dvorca do letnje palate
brzinom od 5 km/h. Na svaki sat vremena kralj salje izaslanika nazad u dvo-
rac i on putuje brzinom od 10 km/h. Koliko vremena prode izmedu dolaska
dva uzastopna izaslanika u dvorac?

A) 30 min B) 60 min C) 75 min D) 90 min E) 120 min

27. Na tabli su napisana tri jednocifrena broja. Aleksa ih je sabrao i
dobio 15. Zatim je obrisao jedan od brojeva i na njegovo mesto napisao broj
3. Zatim je Ratko pomnozio tri broja napisana na tabli i dobio 36. Koji broj
je Aleksa mogao da obrise?

A)6ili 7 B) 7ili 8 C) samo 6 D)samo 7  E)samo 8

28. Zec Vasa voli da jede kupus i Sargarepu. Tokom jednog dana on
pojede ili 9 sargarepa ili 2 kupusa ili 1 kupus i 4 Sargarepe. Medutim, nekog
dana jede samo travu. Tokom poslednjih 10 dana Vasa je pojeo ukupno 30
Sargarepa i 9 kupusa. Koliko je od ovih 10 dana jeo samo travu?

A) 0 B) 1 Q)2 D)3 E) 4

29. Grupa ljudi sastoji se od kraljeva, lazljivaca i kmetova. Svaki kralj
uvek govori istinu, svaki lazljivac uvek laze, a svaki kmet naizmenicno govori
istinu i laze. Svima su postavljena ista pitanja. Na pitanje: “Da i si ti kralj?”,
njih 17 je odgovorilo potvrdno. Na pitanje: “Da li si ti kmet?”, njih 12 je
odgovorilo potvrdno. Koliko kraljeva ima u grupi?

A)4 B)5 C)9 D) 13 E) 17

30. Baka ima 10 unucadi i svi imaju razli¢iti broj godina. Alisa je naj-
starija. Ako je zbir godina svih unucadi 180, koliko najmanje godina moze
imati Alisa?

A) 19 B) 20 C) 21 D) 22 E) 23



9.3. Mislisa
D) Zadaci za 5. razred

Zadaci koji se ocenjuju sa 3 boda

1. Jasna ima dve jabuke, dve polovine jabuke i ceti-
ri Cetvrtine jabuke. Koliko jabuka ima Jasna?

A)1l B) 2 C)3 D) 4

2. Stari zadatak. Guska i po, 6 dinara. Koliko kostaju 2
guske?

A) 14 B) 12 C) 10

D)9 E) 8

3. Koliko na ovoj slici vidis trouglova? v
A) 8 B)7 C)6

D)5 E)4

4. U svakom uglu sobe nalazi ce po jedna stolica. Na
svakoj stolici sedi po jedan decak. Svaki decak vidi 3 decaka.
Koliko u toj sobi ima decaka?

A)3 B) 4 Q)8
D)9 E) 12

5. Koliko elemenata ima skup T koji predstavlja uniju skupova

R={1,2,3} i S={3,4,5}7

A)1 B) 3 C) 4 D)5 E)6

6. Proizvod dva broja je 15 puta veéi od prvog ¢inioca. Koliki je drugi
Cinilac?

A) 12 B) 14 C) 15 D) 150 E) ne moze se odrediti

7. Ivica i Marica danas slave rodendan. Zbir njiho-
vih godina je 11, a proizvod 24. Koliko godina je imala
Marica kada se Ivica rodio?

A) 2 B)3 C)5

D)6 E) 8

8. Koliko ovde ima ta¢no resenih zadataka:
a)2+8-2=18

b) (248)-2+8 =100



) 0,9+ 0,10 = 0,19
d) 0,1-0,001 = 0,0001

1 7
A1 B) 2 )3 D) 4 E) 5

Zadaci koji se ocenjuju sa 4 boda

i 10 roze carapa. Koji je broj carapa koje Maja treba
zatvorenih oc¢iju uzeti iz fioke, da bi bila sigurna da
¢e moc¢i obuti par Carapa iste boje?

A)3 B) 4 Q)5 D) 6 E) 10
10. Koji od slede¢ih razlomaka ima najveéu vrednost:
[ 20048 20008

2+0+0+38’ 2+0+0+38’

2008 24+0+0+8
) —; ) ————
24+0+0+38 2009

A) T razlomak B) II razlomak C) III razlomak
D) IV razlomak E) svi imaju istu vrednost

11. Ivan i Rade sakupljaju slicice poznatih sportista. Jednog dana za-
kljucili su da su sakupili jednak broj slicica. Rade je za rodendan poklonio
Ivanu polovinu svojih sli¢ica. Ivan je posle toga imao vise sli¢ica nego Rade.
Koliko puta vise?

A) 2 puta B) 3 puta C) 4 puta D) 5 puta

E) zavisi od toga koliko su sli¢ica imali na pocetku

12. Koliko ima dvocifrenih prirodnih brojeva kod kojih proizvod cifara
nije veéi od 37

A)5 B) 8 C) 11 D) 12 E) 14
13. Koliko na ovoj slici vidis trouglova?

A)3 B) 4 C)5

D)6 E)7

14. Kada su kosci pokosili 12 ari jedne livade, do polovine im je ostalo
jos g livade. Koliko ari ima ta livada?

A) 96 B) 36 C) 48 D) 24 E) 52

15. Treéina i po od sto koliko je to?

A) 33 B) 33,33... C) 50 D) 66 E) 66,6



16. Koji od navedenih skupova ima najvise elemenata:

P={1,2,{1,2}}, Q={0,1,2 {1, 2}},
R={1,2,3}, S=1{5}, T={{1 2 3}{1L2}}7

A) P B) Q C) R D) S E)T

17. Dok su cekali red da udu u muzej, nastavnik je zamolio dake da
stoje po troje u jednom redu. Vesna, Ivana i Ana su primetile da je njihova
trojka sedma od pocetka kolone, a peta od kraja kolone. Koliko je ucenika
toga dana nastavnik poveo u muzej?

A) 18 B) 21 C)24 D) 36 E) 33
Zadaci koji ce ocenjuju ca 5 bodova

18. Iz Lukine knjige ispalo je redom nekoliko listova. Na prvoj stranici
koja je ispala stoji broj 215, a na poslednjoj broj koji se pise ciframa 1, 2 i
3. Koliko je listova ispalo iz Lukine knjige?

A) 24 B) 49 C) 54 D) 96 E) 106
19. Koliko je 100 — (100 — (100 — (100 — (100 — 99))))?
A) 1 B) 95 C) 96 D) 99 E) 100

20. Sredista stranica velikog kvadrata spojena
su medusobno kao na slici desno. Koliko na tako dobi-
jenoj slici vidis pravih uglova?

A) 20 B) 16 C) 14

D) 10 E) 8

21. Da bi presao put izmedu dve oaze u pustinji, jednom
beduinu je potrebno 2 sata. Ali, vruéina je velika i on posle
svakih 20 minuta mora da popije po 3 dl vode. Nevolja je
u tome S$to vode ima samo u oazama. Koliko najmanje vode
treba taj beduin da ponese da bi uspesno savladao put izmedu dve oaze?

A)12dl B) 15 dl ) 18 dl D) 21 dl E) 3dl

22. U slede¢em “racunu” istim slovima odgovaraju iste cifre, a razlici-
tim slovima razlicite cifre:
VODA + VODA + VODA + VODA=DAVI

Desifruj taj racun, a zatim odgovori koju cifru zamenjuje slovo A i
koliki je zbir cifara u “broju” VODA.

A) A = 4; zbir cifara je 13 B) A = 4; zbir cifara je 9
C) A = 5; zbir cifara je 11 D) A = 6; zbir cifara je 11
E) A = 2; zbir cifara je 6




23. Slike pokazuju da su izvrsena 4
merenja na terazijama. Prva slika poka-
zuje da su decak i pas u ravnotezi sa 2
bureta. Druga slika pokazuje da je pas u
ravnotezi sa 2 konopca. Treéa slika poka-
zuje da su 1 ovéica i 1 konopac u rav- :
notezi sa jednim buretom. Koliko ov¢ica ‘g

treba da stoji na mestu “?” da bi i Cetvrte ‘ 2
terazije bile u ravnotezi? ~ % .
A)1 B) 2 C)3
D)4 E)5

24. Na klupi u parku sedi Sest decaka. Posmatrajuéi ih s leva na desno
vidimo da izmedu Pere i Marka sede Kosta i jos jedan decak. Izmedu Ranka
i Koste sede Bora i jos jedan decak. Izmedu Bore i Vase sede Pera i jos jedan
decak. Vasa ne sedi s kraja. Kojim redom sede decaci na klupi? (Napisi
pocetna slova njihovih imena bilo s leva u desno, bilo s desna u levo.)

A)R, B, V, P, K, M; B)B, K, R, P, V, M;

C)R, B, P, K, M, V; D) P, R,B,V, M, K;

E)R, B, P, K, V, M.

25. Ivan i Dejan su od jednakih kockica napravili figure koje vidite na

slici. Zatim su se predomislili i resili da od svih ovih kockica, naprave jednu
veliku (zajednicku) kocku. Koliko im jo$ najmanje kockica nedostaje?

Ivan | Dejan

A) nedostaje 8 B) nedostaje 10 C) nedostaje 12
D) nedostaje 14 E) nedostaje 16

E) Zadaci za 5. razred
Zadaci koji se ocenjuju sa 3 boda
1. Koliko je: 2013 + 2 - 2013 + 3 - 20137
A)O B) 2013 C) 12036 D) 12052 E) 12078



2. Fvo jedne male sale. Hogar je za dorucak pojeo
pola pecenog praseta, a za rucak polovinu ostatka od
pecenog praseta. Koji deo pecenog praseta mu je ostao
za veceru?

A) polovina  B) petina C) tred¢ina

D) Cetvrtina  E) ne moze se odrediti

3. Sta je zajednicko za pravu i kruznicu na ovoj
slici?

A) tacka A B) tacka B C) tacke A1 B

D) duz AB E) prava AB

4. Sta je zajednicko za pravu i krug na ovoj slici?

A) tatke M i N B) kruznica

C) deo kruznice D) tacke izmedu M i N

E) duz MN

5.Akoje A=1{1, 2, 3,4}i B={4, 1, 3, 2}, koliko
elemenata ima skup A U B?

A) 8 B)T7 C)6 D)5
6. Koliko ostrih uglova ima na ovoj slici?

A)3 B) 4 C)5

D)6 E)9

7. Koliko u skupu S = {9, 13, 23, 27, 33, 38, 129}
ima brojeva deljivih sa 37

A)8 B) 7 )6 D)5 9 E4

8. Zadatak nasih baka. Zamisli jedan broj. Drug ti

pokloni jos toliko, ja ti poklonim jos 10. E, sad “baci pola
u vodu”, a zatim vrati drugu njegovo. Koliko ti je ostalo?

(Mala pomoé: “baci pola u vodu” znaéi podeli sa dva.)

A)5 B) 4 Q)3 D) 2

Zadaci koji se ocenjuju sa 4 boda
9. Koliko se ukupno trocifrenih brojeva moze dobiti stavljajuéi cifre 5,
8 ili 9 umesto * u broju 4 * x? Cifre u broju mogu se ponavljati.
A) 10 B)9 C) 8 D)7 E)6
10. Medu trocifrenim brojevima koji se pisu istim ciframa, koliko ima
onih koji su deljivi sa 37
A)3 B)5 C)6 D) 8 E)9



11. Ako Ana kupi svesku ostace joj 260 dinara od sume koju je imala,
a ako kupi flomaster ostaée joj 380 dinara. Koliko je novca Ana imala, ako
se zna jos i to da je sveska dva puta skuplja od flomastera?

A) 360 B) 440 ) 480 D) 500 E) 540

12. Jelica je napisala redom sve brojeve prve stotine, tj. sve brojeve od
1 do 100. Koliko je puta pri tome Jelica napisala cifru 17

A) 10 B) 18 ) 19 D) 20 E) 21

13. U jednom odeljenju ima 27 ucenika. Zbir njihovih godina je 267.
Koliki ¢e biti zbir njihovih godina ta¢no kroz godinu dana?

A) 274 B) 284 C) 294 D) 364
E) Nemoguce je izra¢unati

14. Pored jedne pravolinijske staze bilo je rasporedeno 12 zastavica.
One su se nalazile na jednakim rastojanjima jedna od druge. Sportista Joca
je krenuo od prve zastavice i do ¢etvrte zastavice stigao za 12 sekundi. Koliko
je vremena potrebno sportisti Joci da stigne od prve do poslednje zastavice,
ako sve vreme tréi istom brzinom?

A) 48 B) 44 C) 36 D) 32 E) 24

15. Zbir dva broja je 24. Kada se veci podeli manjim dobija se koli¢nik
3 i ostatak 4. Koji su to brojevi?

A) 8116 B)7il7 C)61i18 D)3i21 E)5i19

16. Koliko prostih delilaca ima broj 2013 u skupu prirodnih brojeva?

A)3 B) 4 C)5 D) 2 E)1

17. Kada je poorao polovinu njive, traktorista je
shvatio da treba poorati jo§ osminu njive i jos 60 ari da
bi cela njiva bila poorana. Kolika je povrsina njive koju
traktorista treba da poore?

A) 110 ari B) 120 ari C) 150 ari D) 160 ari  E) 1 hektar

Zadaci koji se ocenjuju sa 5 bodova

18. Luka je na kruznici k oznacio 5 tacaka: L, O, P, T, A. Zatim je
nacrtao sve duzi kojima su to krajnje tacke. Na koliko su delova sve te duzu
podelile odgovarajuéi krug?

A) 10 B) 12 C) 14 D) 16 E) 18



19. U jednoj grupi ima 12 ucenika. Svaki od njih uc¢i bar jedan od tri
strana jezika: francuski, engleski ili ruski. Svaki od jezika u¢i po 8 uceni-
ka. Poznato je da 2 ucenika uce samo ruski i engleski, 2 ucenika uce samo
francuski i ruski, a 2 ucenika uce samo francuski i engleski. Koliko medu
ucenicima te grupe ima onih koji uce sva tri jezika?

A)O B)1 Q) 2 D) 3 E) 4

20. Koliko ima prirodnih brojeva manjih od 1000 kojima je zbir cifara
2, a koju su deljivi sa 27

A) 12 B) 11 C) 8 D)6

21. U jednoj skoli jedno odeljenje ima ucionicu u kojoj
u svaku klupu mogu da sednu po dva ucenika. Zna se jos i
ovo: ako svi ucenici tog odeljenja sednu tako da svako bude
sam u klupi, onda ¢ée 11 ucenika ostati bez mesta, a ako
sednu po dvoje u svaku klupu onda ¢e dve klupe ostati prazne. Koliko u tom
odeljenju ima ucenika, a koliko klupa?

A) 26 ucenika, 13 klupa  B) 30 ucenika, 15 klupa

C) 26 ucenika, 14 klupa D) 25 ucenika, 15 klupa

E) 26 ucenika, 15 klupa

22. Koliko jos malih kvadrata treba osenciti da bi u ovom pravougao-

3
niku bilo osenc¢eno ukupno £ od broja svih malih kvadrata?

A)1l B) 2 C)3 D) 4 E)5
23. Svaki od znakova koje vidis x| % |%|glgl2
zamenjuje po jednu cifru. Isti znakovi —
iste cifre, razlic¢iti znakovi — razlicite cifre. | ¥ |0 | |14
Tvoj je zadatak da otkrijes kojim ciframa x| ¢ | % oilw |16
treba zameniti znakove da bi se i vodo-
ravno i uspravno (u svakom redu i svakoj | D W|IA|D|18
koloni) dobili zbirovi koje vidi§ desno i v x| ¢ T|A|20
dole, a onda da odgovoris koja cifra se
krije iza znaka A? 12114 |16 |18 | 20
A)3 B) 4 C)5 D)6 E) 7



24. Ivan, Aca, Mirko 1 Joca.

Ivan: “Na ovoj slici ima 4 trougla i 4 pravo-
ugaonika.”

Aca: “Na ovoj slici ima 5 trouglova i 7 pra-
vougaonika.”

Marko: “Na ovoj slici ima 6 trouglova i 9 pra-
vougaonika.”

”

Joca: “Na ovoj slici ima 7 trouglova i 9 pravougaonika.

Dobro pogledaj sliku pa odgovori ko je u pravu?

A) Ivan B) Aca C) Mirko D) Joca

E) Niko nije ta¢no odgovorio

25. Zanimljiva prica.

U riznici jednog kralja nalazi se pet
¢upova punih zlatnika. Trebalo bi da su u
¢upovima zlatnici od po 20 grama. Medu-
tim, kralj zna da u cetiri ¢upa svaki zlat-
nik ima po 20 grama, a da u jednom ¢upu
svaki zlatnik ima po 21 gram. Koliko naj-
manje merenja treba kralj da izvrsi na terazijama, koriste¢i tegove, da bi
otkrio koji je to ¢up u kojem su zlatnici od po 21 gram?

A) jedno B) dva C) tri D) Cetiri E) pet

F) Zadaci za 6. razred
Zadaci koji se ocenjuju sa 3 boda

1. Odredi najmanji medu brojevima:

A)2404+0+7 B)2-0-0-7 C)20-0+7

D)(2-0)-(0+7) E)(2+40)-(0-17)

2. Koliko je 1 — 5+ (—2)?

A)8 B) -8 C)-9 D) 10

3. Mackov rep dugacak je 8 cm i jos polovinu duzine
celog repa, Koliko je dugac¢ak mackov rep?

A) 8 B) 20 C)9

D) 12 E) 16

4. Koji je to broj, bilo da ga dodas, bilo da ga oduzmes, nista ne pro-
menis?

A) -1 B)O C)1 D)2 E) nema takvog broja




Da li je to pecivo devrek ili kifla?

5. Koji broj podeljen sa —7 daje rezultat 147
A) —98 B) -2 C)2 D) =70 E) 14

6. Jedno pecivo je sa 5 rezova podeljeno na 5 delova.

A) kifla B) devrek  C) i kifla i devrek
D) pereca E) takvo rezanje je nemoguce

7. Koliko ima celih brojeva x za koje vazi —x+3 = 107
A)T7 B) -7 C)3 D)1  E) nema takvih brojeva

8. Ako je m negativan celi broj, koji od sledeéih izraza ima najveéu

vrednost:

A)n+3 B)3—n C)3:n D)3:n E)yn:3
Zadaci koji se ocenjuju sa 4 boda

9. Na kontrolnoj vezbi iz matematike Pera je ovako racunao:

a)8+412:4-4=20:4—-4=5—-4=1

b) 0,88 +0,2=10,90 c)52-(=2)-10-0-(—627) =0

d) 0,24 - (—0,001) = —0,00024

e) (—0,24) : 0,001 = —240

Koliko zadataka Pera nije ta¢no resio?

A)1 B) 2 C)3 D) 4 E)5

10. Koliko ima celih brojeva koji nisu manji od —2007 i nisu veéi od

20077

A) 2007 B) 2005 C) 4014 D) 4015 E) 4008
e 111 L

11. Resenje jednacine (1 > + 5.3 + T 4) -x =3 je:

A)z=1 B)z=2 C)xz=3 D)z=4 E)x=5

12. Koliko je dugacka stranica kvadrata ¢ija je povrsina 4 hektara?

A) 100 m B) 10000 m  C) 20 m D) 200 m E) 20000 m

13. Prema podacima sa slike odredi duzinu treée duzi.

7 @ L ]
Prva duz 50

Druga duz ‘\_w_ﬁ Ukupno 900

Tre¢a duz @&——0 50

A) 150 B) 200 ) 250 D) 300 E) 350



14. Koliko pravougaonika vidite na slici?

A) 8 B)9 C) 13

D) 17 E) 21

15. Kojim je brojem oznacena figurica koju bi tre-

balo nacrtati umesto znaka pitanja, da bi na slici desno
bio logi¢an raspored figurica?

A) 1 B) 3 Q)5 D) 6 E) 4

16. Koliki su uglovi jednakokrakog trougla kod koga je visina na osno-
vicu jednaka polovini odgovarajuce stranice?

A) 30°, 60°, 90° B) 60°, 60°, 60° C) 45°, 45°, 90°
D) 45°, 65°, 70° E) 30°, 70°, 80°
17. Trouglovi ABC i DEF su podu- A D
darni, pri ¢emu je BC = EF. Koliki je ugao G
EGC?
A) 20° B) 40° C) 60° 40° 60°
D) 80° E) 100° B E ¢ r
Zadaci koji se ocenjuju sa 5 bodova
18. U sva polja kvadrata kojeg vidite bili su upi- 3 o
sani celi brojevi, tako da su zbirovi u svim vrstama,
kolonama i na obe diiagonale bili jednaki. Zatim su 15
neki brojevi obrisani. Sta je pisalo u polju koje je obe- % 12
lezeno zvezdicom?
A)4 B) 6 C) 8 D) 10 E)5
19. Koliko je 1 =3+ 5 — 7+ ---+ 2005 — 20077
A) 1004 - (—2) B) 502 - (—1) C) 1000 - (—2)

D) 502 - (—2) E) 504 - (—2)



20. U jednoj igri na sre¢u Vladina srecka je dobila premiju. Kada su
Vladu pitali koji je bio njegov sreéni broj, on je odgovorio: “Prve tri cifre mog
sreénog broja ¢ine broj koji je sedam puta veéi od broja kojeg ¢ine poslednje
dve cifre mog sreénog broja, a razlika izmedu ta dva broja je 150.” Kada
otkrijes Vladin sreéni broj odredi zbir cifara toga broja.

A) 13 B) 15 C) 18 D) 20 E) 25

21. Koliko “trougli¢a” treba staviti na levu stranu cetvrte vage da bi
ona bila u ravnotezi?

oA O
A
&) A%
A
0O ¥ Kk
A
o
I O
A)5 B) 4 C) 3 D) 2 E) 1

8

22. Samo 5 devojcica cy c¢lanovi matematicke sekcije, a vise od —

clanova sekcije ¢ine decaci. Koliki je najmanji mogudi broj ¢lanova te sekcije?
A) 11 B) 15 C) 17 D) 19 E) 20

23. Dat je trougao ABC'. Simetrale unutrasnjeg i spoljasnjeg ugla kod

temena C grade sa pravom AB jednake uglove. Koliki je ugao <ABC, ako
se zna da je ugao <CAB = 20°7

A) 120° B) 60° C) 40°

D) 90° E) 110°

24. Povriina jednog kvadrati¢a na slici je 0,25 cm 2.
Pazljivo posmatraj sliku desno i odredi povrsinu slova “T”.

A) 2,5 cm? B) 25 cm?

() 250 cm®* D) 0,25 cm® E) 0,025 cm?

25. Najpoznatiji matematicar Starog veka i jedan od
najveé¢ih matematicara svih vremena, Arhimed, poginuo je
kada je imao 75 godina. To je bilo u vreme rimske opsade
grada Sirakuze, 212. godine pre nove ere. Odredi godinu
rodenja ¢uvenog Arhimeda.

A) 137 g. pren. e. B) 287 g. pre n. e.
C) 278 g.pren.e. D) 75g n.e. E) 287 g. n. e.




G) Zadaci za 6. razred

Zadaci koji se ocenjuju sa 3 boda

1. Broj 60 podeli jednom polovinom, pa tome dodaj 6, Koji si broj
dobio?

A) 30 B) 36 C) 66 D) 120 E) 126
1 1
2. Koliko je: 25 : — — 25 =7
oliko je: 25 9% ) 5
1
A) £ B)1 C)5 D) 25 E) 620

3. Odredi proizvod svih prirodnih brojeva u ¢ijem imenu (nazivu) ima
tacno tri slova.

A) 2 B) 3 C)5 D) 100 E) 3000
4. Sestica. U svako prazno polje ove neobi¢ne o |:| |
Sestice mozes upisati po jedan broj, ali tako da sva T
¢etiri racuna budu tac¢na i svi upisani brojevi razli¢iti. o | n | :
Osenceno polje ne popunjavaj, u ostala polja upisi —
brojeve od 1 do 9 (broj 4 je veé upisan). Koji ¢e se — - | | 5

broj naéi u polju pored kojeg stoji znak “?”?
A) 8 B)7 C)6 D)5 E)4

5. Medu navedenim slikama nalazi se samo jedna koja prikazuje trou-
gao koji stvarno postoji. Koja je to slika?

\ /\ 2 2
5 60°
2 3
C) D) E)

6. Koji je to broj koji je za 40 veéi od svoje petine?

A) 40 B) 45 Q) 50 D) 55 ) 60
7. Vrednost izraza |x —y — z| za x = =3, y = 21 z = —4 jednaka je
A) 11 B) 5 Q)1 D) -1 E) -5

8. Koji se broj sakrio iza znaka pitanja?




Zadaci koji se ocenjuju sa 4 boda

9. Aca je zamislio negativan broj. Najpre ga je pomnozio samim sobom,
zatim ga je podelio samim sobom, a onda ta dva rezultata sabrao i dobio
rezultat 2. Koji broj je Aca zamislio?

A) =5 B) —4 C) -3 D) -2 E) -1

10. Najpre povuci pravu odredenu tackama A i B, a zatim prebroj sve
duzi na dobijenoj slici. Koliko ima duzi?

A) 71 B) 64 C) 68 D) 62 E) 54

11. Kojim brojem treba podeliti 2012 da se dobije koli¢nik 6 i ostatak
2247

A) 234 B) 266 C) 298 D) 363 E) 369
12. Resi jednacinu: (3x + 2z + 18) - 4 = 132. Resenje je:
A) 2 B) 3 C) 4 D)5 E)6

13. Koji deo figure koju ¢ine 4 podudarna kva-
drata (na slici) je obojen?

1 1 2
A)§ B)g C)g
4 3
D) - E) =
)9 )8

14. Maca Murka pojede svu hranu iz posude
za 6 minuta, a macak Vicko istu toliku koli¢inu
hrane pojede dva puta brze. Za koliko ¢e minuta
oni pojesti istu koli¢inu hrane, ako zajedno jedu?

A)l B) 2 C)3 D) 4 E)5

15. Sima Soko i Velja Vihor. Sima Soko i Velja Vihor pesacili su stazom
dugom 6 kilometara. Krenuli su istovremeno. Sima je hodao brzinom od 100
metara u minuti, a Velja brzinom od 80 metara u minuti. Kad je prevalio
polovinu staze Sima se odmarao pola sata. Velja nije pravio pauzu. Ko je
prvi stigao na cilj i koliko minuta pre drugog?

A) Sima je stigao 5 minuta pre Velje



B) Sima je stigao 10 minuta pre Velje

)

C) Sima je stigao 15 minuta pre Velje

D) Velja je stigao 15 minuta pre Sime

E) Velja je stigao 10 minuta pre Sime

16. Piramida sa brojevima. Pomozi ovoj devojcici da otkrije pravilo po
kojem se redaju brojevi u piramidi koju vidis levo, da bi po istom pravilu
popunila i piramidu koju vidis desno. Kad to uradi, koji broj ¢e se naéi na
polju u kojem stoji znak pitalja?

A)5 B) 7 ) 12 D) 29 E) 50

17. Kocka ivice 4 cm (4 x 4 x 4) sastavljena je
od jediniénih belih i plavih kockica. Svake dve sused-
ne kockice su razli¢ite boje. Uporedi broj belih i broj
plavih kockica upotrebljenih za slaganje ovakve kocke.

A) Plavih ima 2 puta vise nego belih

B) Isti je broj plavih i belih kockica

D
E

)

C) Plavih ima manje nego belih
) Plavih ima viSe nego belih
)

Ne moze se tacno utvrditi

Zadaci koji se ocenjuju sa 5 bodova

18. Stari ceski zadatak. Po predanju, ¢eska princeza Libusa, obecala je
da ¢e dati ruku onom od trojice momaka koji ume da resi sledeéi zadatak:
“Ako bih ja prvom momku dala polovinu svih §ljiva iz ove korpe i jo$ jednu
sljivu, drugom momku polovinu preostalih sljiva i jos jednu Sljivu, a posle
toga broj preostalih §ljiva prepolovila, pa polovinu i jos tri sljive dala tre¢em
momku, tada bi korpa ostala prazna.” Koliko je bilo Sljiva u princezinoj
korpi?

A) 64 B) 48 C) 42 D) 30 E) 28

19. U kutiji se nalazi 30 klikera. Neki su plavi, neki crveni, a neki zuti.
Zna se da plavih ima Sest puta vise nego crvenih. Koliko bi najmanje, a
koliko najvise zutih klikera moglo biti u toj kutiji?



A) Najmanje 5, najvise 22 B) Najmanje 4, najvise 25

C) Najmanje 2, najvise 23 D) Najmanje 2, najvise 26

E) Najmanje 1, najvise 24

20. Odredi najmanji prirodni broj koji je deljiv sa 36, a zapisuje se samo
nulama i jedinicama. Koliko je jedinica upotrebljeno za zapisivanje trazenog
broja?

A)4 B) 6 C)7 D) 8 E)9

21. Pred tobom se nalaze 4 paketa razli¢itih tezina. Imas zadatak da ih
poredas od najlakseg do najtezeg. Na raspolaganju su ti terazije sa dva tasa,

ali tegove nemas. Sa koliko najmanje merenja (uporedivanja tezina datih
paketa) mozeS izvrsiti zadatak?

A)1l B) 2 C)3 D) 4 E)5

22. Krak AB jednakokrakog trougla ABC' (gde je AB = AC') produzen
je preko temena A do tacke D tako da je AD = AC'. Koliki je ugao BCD?

A) 75° B) 85° C) 90° D) 95° E) 105°

23. Razgovor u ucionici. Nastavnik je postavio zadatak:

“Aca moze da zavrsi jedan posao za 9 dana, a Branko moze isti takav
posao da zavrsi za 6 dana. Medutim, njih dvojica su zapocela da rade taj
posao zajedno, a onda je Aca, posle izvesnog vremena napustio posao. Branko
je nastavio sam da radi i uradio ostatak posla za 1 dan. Koliko dugo su njih
dvojica taj posao radila zajedno?”

Posle kraceg vremena jedan ucenik je dao odgovor. Nastavnik je rekao:
“Bravo!”

Kako je glasio ucenikov odgovor?

A) 2 dana B) 3 dana C) 4 dana D) 6 dana E) 9 dana

24. Koliko resenja ima sledeca jednacina: (|z+2|—2)-(|x —2|—2) =07

A) Nema resenja  B) 1 C)2 D)3 E)4

25. Na tabli je napisano 10 jedinica i 10 dvojki. Igraju dva igraca.
Jednim potezom jedan igrac sa table brise bilo koja dva broja i, ako su oni
jednaki napise dvojku, a ako su razli¢iti napise jedinicu. Ako, na kraju, na
tabli ostane broj 1, pobednik je prvi igrac, a ako ostane broj 2, pobednik je
drugi igrac¢. Koji igrac¢ pobeduje pri pravilnoj igri?

A) Uvek pobeduje drugi

B) Prvi, ako u svom drugom potezu obrise dve razli¢ite cifre
C) Prvi, ako u prvom potezu obrise dve dvojke
)

D) Uvek pobeduje prvi E) Ne moze se utvrditi



9.4. Skolska takmicenja
H) 5. razred

1. Duzine stranica pravougaonika, merenih u centimetrima, izrazavaju

se prirodnim brojevima. Povr§ina pravougaonika je 24 ¢cm?. Koliko takvih
nepodudarnih pravougaonika postoji?
2. Ako za uglove «, iy vazida je a+ 5 =90°, a+~v =180 i « je
treéina razlike uglova ~y i 8, izracunaj o + 8 + .
3. Pri deljenju brojeva 73, 92 i 111 nekim prirodnim brojem & dobijeni
su redom ostaci 1, 2 i 3. Nadi najveci takav broj k. /
40°

4. Izrac¢unaj meru nepoznatog ugla a datog
na slici, ako su prave a i b paralelne.

5. Na testu iz matematike bilo je 20 zadata-
ka. Za svaki tacno uradeni zadatak dobija se tri

boda, a za neuradeni ili netacno uradeni oduzi-
130°

ma se jedan bod. Ako je Petar na testu dobio 36
bodova, koliko je zadataka tacno uradio?

I) 5. razred
1. a) Odredi broj koji je za 12 manji od broja 5050050 : 50 — 45.
b) Koliko puta je broj 36 - 15 veéi od broja 207 A

2. Dati su skupovi A, B i C' (slika). Koriste¢i

skupovne operacije zapisi skup koji se sastoji od

narandzasto obojenih delova.
3. Odredi ugao koji je sa uglom o = 2013’ ¢
a) komplementan; b) suplementan. 5

4. Tacke A, B i C su na jednoj, a D i E na drugoj od dve paralelne
prave. Nabroj sve duzi i sve trouglove koje odreduju ovih 5 tacaka.

5. Sve strane drvene kocke obojene su, a zatim je ta kocka isecena
paralelno svojim stranama na male kocke ivica 1 cm. Zna se da tacno Sest
malih kocki imaju tacno po jednu obojenu stranu.

a) Kolika je povrsina velike kocke?

b) Koliko ima malih kocki ¢ija nijedna strana nije obojena?

J) 6. razred

1. Ako je z = (=4) — (=3) + (=5) i y = —1 — =z, izracunaj koliko je
[z =1 =]y =2



2. Za koje a i b je petocifreni broj 201a3b deljiv sa 15 (cifre a i b su
razlic¢ite)?

3. Neka su a1, ag, as, ag i as nadovezani uglovi pri ¢emu je zbir svaka
dva susedna ugla 40°. Njihove simetrale su redom s1, s2, 83, $4 1 85. Izrac¢unaj
<(s3,54) 1 <1(s2,55).

2 3

4 5
4.1z Skupa A = {g, —Z, —g, Z’

73

—3’ 4_1} izaberi Cetiri broja tako da

njihov zbir bude:

a) najmanji; b) najveéi mogudi.

5. Na koliko se nacina broj 2013 moze zapisati kao proizvod dva cela
broja?
K) 6. razred

1. Izra¢unaj vrednost izraza
2000z — 2001z + 2002z — 2003z + 2004z — 2005z + 2006x — 2007z

ako je x negativno resenje jednacine |z| = 2008.

2. U trouglu ABC' je <BAC = a i <ABC = . Simetrale uglova « i
seku se pod uglom 124°. Odredi <ACB = ~. o

3. Ako su stranice trougla 5, 7 i z (u cm),
gledaj sliku i odredi moguce prirodne brojeve .

. . s €T
Za svaku vrednost x uporedi odgovarajuée uglove. >

4. Nadi razlomak sa imeniocem 4, koji je

< od 5 4 od 6
manji od —o, a veci od —o2. A —om

5. Nacrtaj pravougaonik ABCD (AB = 3 cm, BC = 5 cm). Odredi
tacke M, N, P, @, koje su redom sredista stranica AB, BC, CD, DA.
Na izlomljenoj liniji M NQP konstruisi tacke koje su jednako udaljene od
temena A i C.

9.5. Opstinska takmicenja
L) 5. razred

1. Neka je M skup slova koja ¢ine re¢ matematika, a T skup slova

koja Cine re¢ takmicenje. Koliko dvoclanih podskupova ima presek skupova
MiT?



5x 3

2. Odredi koliko prirodnih brojeva x ispunjava uslove 29 < 2001 < 23

3. Odrediti proste brojeve p i ¢, ako je 2p + 3¢ = 100.

4. U ravni je dat trougao ABC'i prava n koja C n
sadrzi teme C' i paralelna je pravoj AB. Na osnovu 38°
podataka sa slike odredi ugao ACB.

5. Marija je imala 3, a Petar 5 ¢okolada. Njih 46°
dvoje, zajedno sa Jelenom, podelili su ukupnu koli- A B
¢inu ¢okolade na ravne delove. Jelena je dala 80
dinara Mariji i Petru i na taj nacin platila svoj deo ¢okolade. Kako ¢e Mari-
ja i Petar posteno podeliti 80 dinara?

LJ) 5. razred

1. Odredi najmanji i najveci petocifreni broj deljiv sa 2010.

61, 5

2010 = 149°

3. Broju 2009 dopisi sa leve i sa desne strane jednu istu cifru, tako da
dobijeni sestocifreni broj bude deljiv sa 12.

4. Dati su skupovi S1 = {1}, So = {2,3}, S5 = {4, 5,6}, 54 =
{7, 8,9, 10},... Odredi zbir elemenata skupa Si.

2. Uporedi razlomke

5. Koliki konveksni ugao zaklapaju satna i minutna kazaljka na ¢asov-
niku u 8 ¢asova i 10 minuta?

M) 6. razred

20

1. Odredi sve celobrojne vrednosti promenljive x u izrazu ———,
—5x 4+ 10

tako da izraz ima vrednost veéu od 1.
2. Spoljasnji ugao jednakokrakog trougla je: a) 121°, b) 65°.
Odredi unutrasnje uglove tog trougla. (Razmotri sve moguénosti.)

3. U ravni kvadrata ABCD data je tacka M, tako da su duzi CM i
DM jednake. Dokazi da su uglovi DAM i M BC jednaki.

4. Lopta koja slobodno pada svaki put odsko¢i od zemlje do visine za

— manje od visine sa koje pada. Ako je u treéem odskoku dostigla visinu od

32 cm, nadi duzinu puta koji ¢e lopta preé¢i do momenta kada cetvrti put
dodirne zemlju.



5. Na koliko se nacina broj 2002 moze napisati kao proizvod tri prirodna
broja, od kojih je prvi jednocifreni, drugi dvocifreni i treéi trocifreni broj?
Ispisi sve moguénosti.

N) 6. razred

1. Koliko ima cetvorocifrenih brojeva deljivih sa 5, kod kojih:

a) cifre se mogu ponavljati; b) sve su cifre razlicite?

2. U pravouglom trouglu jedan ostar ugao je 30°. Duzina katete naspram
tog ugla je 9 cm. Izracunaj rastojanje tezista trougla od:

a) ortocentra trougla;

b) centra opisanog kruga tog trougla.

3. U trouglu ABC ugao « je 80°, a visine h, i hy seku se pod uglom
od 126°. Koja je najmanja, a koja najveéa stranica u trouglu ABC?

4. Luka je na tastaturi hteo da ukuca dvocifreni broj ab. Greskom je
ispred prve cifre i posle druge cifre ukucao 4. Na taj nacin dobio je cetvoro-
cifreni broj 54 puta veéi od dvocifrenog broja ab. Odredi bpoj ab.

5. U kvadratu stranice 44 cm rasporedeno je 2013 tacaka. Dokazi da
postoji kvadrat stranice 1 cm u kome su bar dve od ovih tacaka.

9.6. Okruzna takmicenja

O) 5. razred

1. Joca je zamislio jedan broj. Zatim ga je povecao 4,5 puta, a potom
dobijeni broj umanjio za 12,3 i dobio 5,7. Koji je broj zamislio Joca?

2. Jedan kanap presecen je na dva dela, tako da je jedan deo jednak
polovini kanapa uveéanoj za 0,5 m. Ako se manji deo kanapa podeli tako da
njegov veéi deo bude jednak njegovoj polovini uveéanoj za 0,5 m, onda je
preostali deo kanapa duzine 1,5 m. Kolika je ukupna duzina kanapa?

3. Odredi najmalji sedmocifreni prirodni broj koji je deljiv sa 36 i ¢ije
su sve cifre razlicite.

4. Data je prava p i dve tacke A, B sa iste strane prave p (prava AB nije
ni paralelna sa pravom p, ni normalna na pravu p). Konstruisi koncentri¢ne
kruznice ki i ke, tako da kruznica ki dodiruje prave p i AB, a kruznica, ko
sadrzi tacke A i B.

5. Rasporedi 14 tacaka na 7 pravih, tako da na svakoj pravoj budu po
4 tacke.



P) 5. razred

1 1
1. Ako je a = 2,51 b = 10, izracunaj vrednost izraza 1 : (— + —).
a

2. Date su dve razli¢ite kruznice i tri razlicite prave. Za tacku kaze-
mo da je “simpaticna” ako je zajednicka za dva od datih pet geometrijskih
objekata. Koliko najvise “simpati¢nih” tacaka mogu imati date kruznice i
prave?

3. Skup M c¢ine prosti ¢inioci broja 2310. Koliko postoji brojeva koji
su jednaki proizvodu ta¢no dva elementa iz skupa M7

4. Stranica kvadrata je 6 cm. Jednom pravom kvadrat je podeljen na
2 pravougaonika c¢iji se obimi razlikuju za 5 cm. Izracunaj povrsine tih pra-
vougaonika.

1 1
5. Zlatar Zlatko je za 3 kg srebra i 3 kg zlata platio 750000 dinara, a

1
za 1 kg srebra i 3 kg zlata platio je 1250 000 dinara. Koliko ¢e Zlatko platiti
1 kg srebra i 2 kg zlata?

Q) 6. razred
1. Odredi sve cele brojeve = za koje je |z| < 31i |1 —z| < |1+ z|.

2. Na stranicama romba ABCD date su tacke E, F', G i H koje pri-
padaju redom stranicama AB, BC, CD i DA, tako da vazi: AE = AH =
CF = CG. Dokazi da je ¢etvorougao EFGH pravougaonik.

3. Odredi sve proste brojeve p, ¢ i r, takve da je p+ 5q+ 7r = 47 (p, q
i r ne moraju biti razli¢iti).
4. Odredi najmanji razlomak z (x iy su prirodni brojevi), takav da su
11
koli¢nici 5 : 210 i g : 280 prirodni brojevi.
5. Konstruisi trougao ABC' ako je dato: h, =4 c¢m, t, =6 cm i
tp, = 9 cm.
R) 6. razred
1. Odredi proste brojeve p i ¢ takve da je p? + 497¢* = 2013.

2. Odredi cifre x i y razli¢ite od nule, ako je broj xyxzyzx deljiv sa 3, a
broj yxyxyxy deljiv sa 18.

3. Konstruisi trougao ABC ako je a = 5 c¢cm, 8 = 45° i poluprecnik
opisane kruznice 3 cm.



2 3
-z -1

5. Simetrala jedne dijagonale pravougaonika se¢e duzu stranicu pravo-

ugaonika, tako da je jedan od dobijenih delova jednak kracoj stranici. Odredi

ugao izmedu dijagonala pravougaonika.

1
4. U skupu celih brojeva resi nejednacinu 3 <

9.7. Drzavna takmicenja
S) 6. razred

1. Odredi proste brojeve p, q, r, s it, takve daje p-q-r-(s+t) = 2010.
Ne moraju svi brojevi biti medusobno razliciti.

2. Neka je tacka M na stranici BC, a tacka K na stranici AC trougla
ABC'. Da li se duzi AM i BK mogu seéi tako da tacka preseka polovi ove
duzi?

3. U svaki kruzi¢ upisi po jedan broj, tako da je svaki broj u kvadrati¢u
jednak zbiru brojeva u dva njemu susedna kruziéa (vidi sliku).

4. Romb ABCD iromb AB,C}D; imaju zajednicko teme A i pri tome
je <DAB; = <BAD; (vidi sliku). Dokazi da srediste duzi BD;, presek
dijagonala romba ABCD i presek dijagonala romba AB;C1D; predstavljaju
temena jednakokrakog trougla.

5. Na matematickom takmicenju ucestvovalo je 2010 ucenika. Dokazi
da se medu njima moze izabrati 45 ucenika, takvih da su ili svi iz istog grada
ili svi iz razlic¢itih gradova.

T) 6. razred

1. Odredi sve sedmocifrene brojeve koji poc¢inju sa 7002, a deljivi su i
sabisa7isall.



2. Konstruisi paralelogram ABCD ¢ija je dijagonala AC' duzine 6 cm,
dijagonala BD duzine 4 cm, a visina DD’ duzine 3 cm.

3. Na jednom testiranju ucestvovalo je 300 ucenika, od kojih je 10%
bilo decaka. Svi decaci su osvojili isti broj bodova, a prosecni broj bodova
devojcica bio je 83. Ako je proseéni broj bodova svih ucenika bio 84, koliko
je bodova osvojio svaki decak?

4. Trouglovi ABC i A1B;C4 su jednakokraki pravougli sa hipotenu-
zama AB i A1 By, pri ¢emu C7 € BC, By € AB, A; € AC. Dokazi da je
AAL=2-CCq

5. Dato je 2007 razli¢itih prostih brojeva. Dokazi da se bar 502 od tih
brojeva zavrsavaju istom cifrom.

9.8. Republicka takmicenja (u Jugoslaviji)
U) 6. razred

1. Goca i Nina imaju jednak broj jabuka. Goca svoje jabuke prodaje
po ceni 3 jabuke za 1 dinar, a Nina 2 jabuke za 1 dinar. Ako sastave jabuke
i prodaju ih po ceni 5 jabuka za 2 dinara, onda ¢e zaraditi 4 dinara manje
nego da jabuke prodaju pojedina¢no. Koliko su jabuka imale Goca i Nina,
ako i pri pojedinacnoj i pri zajednickoj prodaji ne ostane nijedna jabuka?

2. Peda pretréi kruznu stazu za 24 minuta. Ako Dejan i Peda trée u
razli¢itim smerovima, onda se na stazi susretnu posle 9 minuta. Ako Dejan
i Peda trée istim smerom, posle koliko vremena ¢e se prvi put sresti i kada
¢e se prvi put istovremeno naéi u pocetnoj tacki?

3. Dat je pravougli trougao ABC, sa pravim uglom kod temena B. Kroz
tacku A konstruisana je prava p paralelna sa BC i na pravoj p izabrana je
tacka K, tako da cv K i C sa raznih strana prave AB. Ako prava CK sece
stranicu AB u tacki M tako da je MK = 2-AC, onda je <ACB = 3-<KCB.
Dokazi.

4. Dat je trapez ABC D. Simetrale spoljasnjih uglova trapeza kod teme-
na A i D seku se u tacki M, a simetrale spoljasnjih uglova kod temena B i
C seku se u tacki N. Ako je M N = 999 cm, koliki je obim trapeza ABCD?

5. Trgovac Mile je kupio izvesnu koli¢inu pasulja po ceni od 5 dinara
i 163 kilograma pasulja po ceni od 10 dinara. Zatim je obe koli¢ine pasulja
pomesao i dobijenu mesavinu prodavao za 8 dinara po kilogramu. Kada je
rasprodao pasulj, platio je 23% poreza na ukupan promet pasulja. Potom
je utvrdio da sada ima 1998 dinara vise nego pre pocetka posla. Koliko je
kilograma pasulja prodao trgovac Mile?



V) 6. razred

1. Svaki put kada pogresi pri izradi domadeg zadatka, Milan istrgne
jedan list iz sveske. Tako mu se desilo da iz jedne sveske istrgne 25% listova,
a iz druge, iste takve sveske, svaki deveti list. Koliko je listova prvobitno bilo
u svakoj svesci i za koliko se procenata smanjio ukupan broj listova (u obe
sveske zajedno), ako je Milan istrgao ukupno 26 listova?

2. U ¢cetvorouglu ABCD uglovi ABC i ADC su pravi. Neka su M
i N tacke na stranicama BC i DC (redom), takve da je BM = DN i
<IBAM = <DAN. Dokazi da se dijagonale AC' i BD seku pod pravim
uglom.

3. Neka je x trocifreni broj ¢ije su sve cifre medusobno razlicite i razli-
¢ite od nule. Zbir svih trocifrenih brojeva koji imaju cifre iste kao i broj «, tri
puta je veéi od trocifrenog broja c¢ije su sve cifre jednake cifri stotina broja
z. Odredi broj x.

4. Neka je tezisna duz AA; trougla ABC normalna na simetrali ugla
ABC tog trougla. Duzine stranica trougla ABC' su uzastopnim prirodnim
brojevima izrazene u centimetrima. Kolike su duzine stranica trougla ABC?

5. Na tabli su napisani brojevi 1, 2, 3, 4,...,221,222. Dozvoljeno je u
jednom koraku bilo koja dva broja uvecati za po 1. Da li se, posle izvesnog
broja koraka mogu dobiti svi jednaki brojevi? Odgovor detaljno obrazlozi.

9.9. Savezna takmicenja (u Jugoslaviji)

X) 6. razred
1. Dokazi da je broj

12003 + 22003 +32003 +42003 +52003 —|—62003 _|_92003

deljiv sa 10.

2. Dokazi da je zbir duzina tezis$nih duzi proizvoljnog trougla ABC veéi
od poluobima, a manji od obima tog trougla.

3. Neka je ABC jednakokraki trougao (AC = BC), tacka O centar
opisane kruznice oko trougla, a S centar kruznice koja dodiruje osnovicu
AB i produzetke krakova. Ako su tacke O i S simetriéne u odnosu na pravu
AB, izra¢unaj unutrasnje uglove trougla ABC.

4. U koliko sati izmedu 12 h i 13 h prava koja prolazi kroz podeoke za
6 h i 12 h na brojcaniku ¢asovnika predstavlja simetralu ugla kojeg obrazuju
kazaljke tog ¢asovnika?



5. U svakoj klupi u jednom razredu sede najvise dva ucenika. Poznato

2 3
je da 3 ukupnog broja decaka sedi u klupama sa 5 ukupnog broja devojcica.

Koji deo ucenika sedi u paru decak-devojcica?

Y) 6. razred

1. Trocifreni broj abe je prost, a broj cba je kub jednog prirodnog broja.
O kojim brojevima je rec?

2. Neka je K srediste tezisne duzi CCy trougla ABC i M presec¢na
tacka pravih AK i BC. Odredi odnos duzina duzi CM i MB.

3. Na stolu su tri svee jednakih duzina, ali nejednakih debljina. Jagoda
je u 8 h upalila prvu sveéu, a posle jednog sata i druge dve. Sat posle toga su
se izjednacile po duzini prva i tre¢a sveca. Kada ¢e se izjednaciti po duzini
prva i druga sveca, ako treéa cela izgori za 8 sati, a druga cela izgori za 12
sati?

4. U jednakokrakom trouglu ABC' je <CAB = <ABC = 40°. Simetra-
la ugla C' AB sece naspramni krak u tacki D. Dokazi da je AD + DC = AB.

5. Jelena i Radovan igraju slede¢u igru. Na listu oblika paralelogra-
ma naizmenic¢no upisuju krugove, sve jednake veli¢ine, koji se ne preklapaju
medu sobom i ne izlaze iz okvira papira. Pobednik je onaj ko upise poslednji
krug. Dokazi da Jelena, ako ona crta prvi krug, moze igrati tako da sigurno
pobeduje.
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Resenja zadataka

10.1. Resenja pripremnih zadataka

*) Menjajuéi medusobni raspored decaci odreduju brojeve: 136, 163, 316, 361,
613 i 631. Ali, nijedan od ovih brojeva nije deljiv sa 7. Medutim, ako drugi decak
dubi na glavi, umesto broja 6 imac¢emo broj 9, a broj 931 deljiv je sa 7, jer je
7-133 =931.

Celi brojevi

1. Resenje je
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2021112211 ]2]2
TIT) 1|77 7|7
66| 3 |6|6|3|6]|6

2. Zadatak ima viSe resenja. Neka od njih vidimo na donjim slikama.
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3. Vidi sliku dole levo.

e
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4. Kretanjem u suprotnom smeru i stavljanjem crnih kamenciéa na svako
sedmo mesto (izmedu dva zatefena kamendi¢a) dobiéemo polazni raspored, kao



Sto se vidi na slici gore u sredini. Brojem 1 i strelicom « oznacen je polazni crni
kamencié¢ i smer kretanja ukrug.

5. Izvrsimo Sest prevrtanja, tako sto najpre ne diramo casu broj 1, pa ¢asu
broj 2, itd.

6. Kablovi leze na stolu i ne ukrstaju se ako se povezu kao $to je prikazano
na poslednjoj slici desno.

7. Zbir brojeva na karticama iznosi 81, pa treba napraviti tri vrste, tako da u
svakoj imamo zbir 27. To nije moguée sa ovim karticama. Ali, ako karticu sa brojem
9 okrenemo za 180°, ona prelazi u broj 6, a ukupni zbir se menja i iznosi 78. Sada
nacinimo tri vrste: 15+ 11 =17+34+6 = 13+ 6 4+ 7 = 26. Ima jos jedno resenje.
Nadi ga!

8. Redosled presipanja vidimo u sledecoj tabeli

Pocetno 1. 2. 3. 4. 5. 6.

stanje korak | korak | korak | korak | korak | korak
Kanta od 81 8 3 3 6 6 1 1
Balon od 51 0 5 2 2 0 5 4
Kanta od 31 0 0 3 0 2 2 3

9. Posle dva presipanja ukupna koli¢ina te¢nosti nije se promenila u obe posu-
de, jer je u jednom slucaju oduzeta, u drugom dodata puna soljica. Zbog toga je u
prvoj posudi ta¢no onoliko kafe, koliko je mleka prebaceno u drugu posudu.

10. Kasa mora imati tri brave. Zoran ¢e imati kljuceve od prve i druge brave,
Dusan od druge i trece brave i Nikola od prve i trece brave.

11. Podimo od izjave majke. Pretpostavimo da se sin Nade Stojanovié zove
Milan i da nije star 8 godina. U tom slucaju bi oba dela izjave oca bila netacna.
Dakle, pocetna pretpostavka je pogresna, pa sin ima 8 godina. Dalje, iz izjave oca
zakljucujemo da se sin zove Dusan.

12. Prva i treca sveca izjednacile su se po duzini posto je prva gorela 2 sata,
a treca 1 sat. Prva sveca, dakle, gori dva puta sporije od trece, pa ée cela izgoreti za
16 sati. Prva sveca za 4 sata izgoreée do Cetvrtine svoje duzine. Za to vreme druga
Ce goreti 3 sata i takode izgoreti za Cetvrtinu svoje duzine. Tada Ce se ove dve svece
izjednaciti po duzini.

13. Jedan igrac igrao je 6 puta sa belim i 5 puta sa crnim figurama, a drugi 5
puta sa belim i 6 puta sa crnim. Kad bi prvi dobio svih 5 partija s crnim figurama,
rezultat bi bio 11:0, pa to nije moguée. Ako bi prvi dobio jednom sa crnim figurama,
onda bi drugi dobio 4 puta kao crni i prvi bi osvojio samo 3 poena, sto takode nije
moguéno. Ako bi prvi dobio dve partije kao crni, onda bi drugi dobio 3 puta kao
crni, pa bi rezultat bio 6 : 5 za drugog. Daljom proverom utvrdimo da je prvi dobio
3 partije kao crni, a drugi 2 partije kao crni i 2 kao beli. Tada je rezultat 7 : 4
za prvog igraca. Dakle, prvi igra¢ je Bane i on je veé odigrao 6 puta kao beli. U
dvanaestoj partiji bele figure ima Mirjana.



14. Broj igraca je, naravno, prirodni broj, a da bi devet desetina ucesnika
takode bio celi broj, ukupni broj ucesnika mora biti deljiv sa 10. Prema tome, na
turniru je bilo 10, 20, 30, ..ucesnika. Medutim, broj ucesnika ne moze biti 20, jer bi
tada jedna desetina ovog broja, a to znaci 2 tenisera, izgubila sve meceve. To nije
moguce, jer je u njihovom medusobnom susretu jedan od njih morao pobediti. Onda
broj ucesnika ne moze biti ni 30, 40, ..Ostaje samo jedna moguénost: na turniru je
ucestvovalo 10 tenisera.

15. Okrenemo istovremeno oba sata, tako da pesak curi iz punih u prazne
delove. Posle 20 minuta iscuri sav pesak iz drugog sata. Odmah ga obrnemo. U
momentu kada iz prvog sata iscuri sav pesak (posle 25 minuta), vratimo drugi sat u
pocetni polozaj. Koli¢ina peska koja je u meduvremenu iscurila u prazni deo, vrati¢e
se tokom narednih 5 minuta. Tako ¢emo izmeriti 25 + 5, odnosno 30 minuta.

16. Prvo merenje. Stavimo po 3 klikera na levi i desni tas terazija i odmah
odredimo u kojoj trojci je najlaksi. (Ako je na terazijama ravnoteza, laksi novéié je
u tre¢oj grupi.

Drugo merenje. Iz odabrane trojke stavimo po 1 kliker na svaki tas. Iz polozaja
terazija lako zakljuc¢imo koji je kliker najlaksi.

17. Oznadimo novéiée sa Ay, Ao, As, Ay, By, Ba, Bs, By.

Prvo merenje. Stavimo Ay, As, Az na levi, By, By, B3 na desni tas. Ako je na
terazijama ravnoteza, onda se u sledeéa dva merenja uporedi A4, pa By sa jednim
od Sest ispravnih novcic¢a sa terazija. Tako se utvrdi koji je novcié¢ laksi, odnosno
tezi od ostalih. Kako ¢emo postupiti ako nismo dobili ravnotezu? Pretpostavimo da
je pretegla leva strana. Tada je jedan od novéica A;, Ao, Aj tezi, ili je jedan od
novcica Bl, Bg, B3 laksi.

Drugo merenje. Skinemo Bs i Aj sa terazija, As premestimo na desnu stranu,
a na levu, uz A; stavimo jos i ispravne novicice A, i Bj.

Treée merenje. Ako pretegne desna strana, A je tezi novcié. Ako pretegne
leva strana, onda ili je A, tez, ili je jedan od Bi, B, laksi. Sta je ta¢no utvrdi¢emo
kad uporedimo B; i Bs. Ako je pri drugom merenju uspostavljena ravnoteza, onda
je neispravan As ili B, a kakav je i koji je utvrdiéemo kad jednog od njih uporedimo
sa bilo kojim ispravnim novci¢em.

18. Kutije ¢emo obeleziti brojevima od 1 do 10. Zatim stavimo na vagu 1
kesicu iz prve kutije, 2 kesice iz druge, itd., na kraju i 10 iz desete kutije. Kada
bi sve kesice imale masu od 100 g, ukupna masa bila bi 5,5 kg. Na osnovu manje
izmerene koli¢ine lako utvrdimo u kojoj su kutiji lakSa pakovanja. Na primer, ako
je izmereno 5,47 kg, tj. ako nedostaje 30 grama kafe, onda su laksi paketiéi iz trece
kutije, itd.

19. Oznac¢imo sa x najmanji od ova Cetiri broja, tj. broj koji treba pomnoziti
sa 3, da bi se izjednacio sa ostalima. Dakle, ako prvom broju dodamo 3 dobi¢emo
3z (prvi broj je 3z — 3). Ako drugom broju oduzmemo 3 dobiéemo 3z (drugi broj
je 3z + 3). Cetvrti broj, o¢igledno je 9z, jer je 9z : 3 = 3z. Zbir sva Cetiri broja je:



3z —3+4+3x+ 3+ x+ 92 = 16x. Dakle, 16x = 208, pa je x = 208 : 16 = 13. Trazeni
brojevi su: 36, 42, 131 117.

20. Na plavoj brojevnoj osi, na kojoj prebrojavamo protekle sekunde, zZutim
kruzi¢ima oznaci¢emo udare prvog zvona, a crvenim kruzi¢ima udare drugog zvona.
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Vidimo da su prvi, sedmi, trinaesti i devetnaesti udari istovremeni udari oba
zvona, i oni se broje kao pojedina¢ni udari. Neposrednim prebrojavanjem uveravamo
se da je od prvog do dvadesetog udara proslo tacno 39 sekundi.

21. Uvek se dvoje rukuju, pa se oboma racuna po jedno rukovanje. Dakle,
svakim rukovanjem ukupni broj rukovanja uvecava se za 2. Zbog toga, zbir svih
rukovanja svih ljudi mora biti paran broj. Onda broj ljudi koji su se rukovali nepa-
ran broj puta ne moze biti neparan. (Tada bi ukupni broj njihovih rukovanja bio
neparan, pa bi broj rukovanja svih ljudi bio neparni broj, $to je nemogude.)

22. Ako guska i po snese jaje i po, onda ¢e 9 gusaka sneti 6 puta vise jaja,
odnosno 6-1,5 Sto iznosi 9 jaja, i to za dan i po. Za 9 dana, t.j. za 6 puta vise dana,
guske snesu 6 puta vise jaja, a to je 54 komada. Dakle, 9 gusaka za 9 dana snese 54
komada jaja.

23. Donela je 31 jaje. Prvi kupac uzeo je % + % = 16 komada. Sli¢no izra-
¢unamo da je drugi kupio 8, treci 4, cetvrti 2 i peti 1 jaje.

24. Ako bi Dusan mirovao, Irena bi morala naciniti 20 obrtaja da bi se nasla
20 puta licem u lice prema partneru. Medutim, Dusan je za to vreme 2 puta obisao
Irenu, pa se svaki put mesto susreta licem u lice pomeralo u smeru obilazenja. Zbog
toga, ako je Dusan obilazio partnerku u smeru u kome se i ona obrtala, Irena je
morala da nacini dva okreta vise. Ako se, pak, Dusan kretao u suprotnom smeru,
onda je do susreta dolazilo malo brze, pa je Irena napravila 18 okreta (dva okreta
manje). U prvom sludaju brzina obrtanja Ireninog je 2,2 obrta u sekundi, a u drugom
slucaju 1,8 obrta u sekundi.

25. Trazeni broj je 1..., a treba da je zadovoljen uslov: 3-1... = ...1. Da
bi se proizvod 3 - 1... zavrSavao cifrom 1, poslednja cifra trazenog broja mora biti
7. Onda imamo 3-1...7 =...71. Dalje, da bi pretposlednja cifra na desnoj strani
bila 7, trazeni broj mora imati pretposlednju cifru 5. Tada je: 3-1...57 = ...571.
Razmatrajuéi ovako do kraja, dobijemo trazeni broj 142857. On zaista ispunjava
postavljeni uslov: 3 - 142857 = 428571.

26. Konj se krece po tabli tako da sa crnog polja ide na belo i obrnuto. Da
bi se ispunio postavljeni zadatak, konj treba da nacini 63 skoka. Budué¢i da polazi
sa crnog polja, on ¢e u prvom, tre¢em, petom, i svakom neparnom skoku biti na
na belom polju. Dakle, nije moguée da se konj u 63. skoku nade u desnom gornjem
uglu, jer je to polje crno.



27. Pet kraljica je moguée rasporediti, tako da budu ispuneni postavljeni
uslovi. Jedan takav raspored vidimo na slici levo.

28. Nije moguée postaviti vise od osam dama, jer bi se u protivnom u nekom
redu nasle dve dame. Osam dama se mogu rasporediti tako da jedna drugu ne tuku,
kao $to se vidi na slici gore desno.

29. Na slici levo vidimo kako figuru rezemo, a na slici desno kako se sklapa

kvadrat.

30.a) Iz AO+ RE = BER sledi da je B =1,aiz BER+ DE = EBA, tj.
izlER+ DE = EBA, sledi da je EBA < 300. Dakle, 1 < E < 3, pa je I/ = 2, itd.
Konaéno resenje je: (1234579) = (BEOGRAD).

b) Sli¢no prethodnom. Resenje je: MURTENICA.

31. Prvo upisujemo 9 jednocifrenih, pa 90 dvocifrenih brojeva. Za taj deo
naseg broja upotrebljeno je 9-1+90-2 = 189 cifara, a poslednji dopisani broj je 99.
Dalje dopisujemo trocifrene brojeve. Njih ima ukupno 900, sto iznosi jos 2700 cifara.
Ocigledno je da 2017-a cifra pripada jednom od trocifrenih brojeva. Upisivanjem
190. cifre pocinju trocifreni brojevi. Kako je 2017 = 1-9+42-90+3-609 + 1, sledi da
je trazena cifra ustvari prva cifra Sestodesetog trocifrenog broja. Seststoti trocifreni
broj je 699, a Sestodeseti je 709. Trazena cifra je 7.

32. Sliéno prethodnom zadatku. Upisani su svi jednocifreni, svi dvocifreni,
svi trocifreni i 1001 ¢etvorocifreni broj, pa je upotrebljeno ukupno 9-1+ 90 -2 +
900 - 3 + 1001 - 4 = 6893 cifre.

33. a) Ako Zelimo da izbriSemo jednu cifru tako da ostane najmanji broj,
postupi¢emo na sledeéi nacin: ako je prva cifra veéa od druge, briSemo prvu cifru.
Ako prva cifra nije veca od druge, tada prvu cifru ostavljamo i na isti na¢in poredimo
drugu i treé¢u cifru, itd. Kad izbrisemo jednu cifru, opisanim postupkom, polazeéi
ponovo od prve cifre, odredujemo koju slede¢u cifru treba izbrisati.



U datom broju je 2 < 7, pa dvojka ostaje. Zatim, zbog 7 > 5, briSemo cifru
7. Ostaje broj 25486392. Sli¢no dolazimo do zakljucka da je sledeéa izbrisana cifra
5, pa ostaje broj 2486392. Sada izbrisemo cifru 8 i ostaje najmanji broj: 246392.

b) Ako Zelimo da posle brisanja ostane najveéi broj, brisa¢emo prvu cifru
ako je ona manja od druge. Ako nije, poredimo drugu i treé¢u cifru, itd. Tako prvo
brisemo cifru 2, jer je 2 < 7. Ostaje broj 75486392. Zatim brisemo 4, jer je 4 < 8.
Ostaje broj 7586392. Konacno brisemo 5, jer je 5 < 8, pa ostaje najveéi broj 786392.

34. Trazeni broj ¢e biti najmanji ako mu je broj cifara najmanji. Da bi pritom
zbir cifara bio zadati broj (ovde je to broj 100), treba uzeti $to vise cifara 9 i
najmanju cifru postaviti na prvo mesto. Kako je 100 = 11 -9 + 1, to je trazeni broj
199999999999.

35. Ima dva reSenja: (—1) - (—121) i (—11) - (—11).

36. Medu ovim brojevima je i broj 5, a proizvod neparnog broja i broja 5
zavrsava se cifrom 5. Nas proizvod zavrSava se cifrom 5.

37. Medu datim brojevima su: 8, 10, 15, 20 i 25. Kako je 8-10-15-20-25 =
600000, to se nas proizvod zavrsava sa pet nula, pa je trazena cifra 0.

38. Uocimo da je 25 + 56 = 26 + 55 = 27 + 54 = - .- = 81. Ovakvih zbirova
ima 16. Treba naciniti cetiri grupe sa po cetiri ovakva zbira. Na primer, jedna grupa
jer 25, 26, 27, 28, 53, 54, b5, 56, itd.

39. Postoje dva resenja: 3-58 = 174 = 29 - 6, odnosno 4 - 39 = 156 = 78 - 2.

40. Imamo pet vrsta koje treba sabrati. Prva je: 1-14+1-241-3+1-4+1-5 =
1-(14+2+4+3+4+5),druga: 2- (1 +2+3+4+5), trea: 3- (1 +2+3 44+ 5),
Getvrta: 4- (1 4+2+3+4+5)ipeta: 5-(1+2+3+4+5). Sve to ukupno je:
(142+34445)-(14+2+3+4+5)=15-15 = 225.

Ako imamo kvadrat 10 puta 10, zbir svih proizvoda je:

(142+3+---410)- (1+2+3+4---+10) = 55 - 55 = 3025.

41. Brisanjem znakova prema utvrdenim pravilima dobijamo one rezultate
koje bismo dobili mnoZenjem celih brojeva, brojeva +11 —1. (—- — =+ -4+ =+ i
+-— = —). Prema tome, bez obzira na redosled brisanja znakova, poslednji preostali
znak ¢e biti “+7, ako je na pocetku na tabli bio parni broj minusa. Ako smo imali

7

neparni broj minusa na kraju ¢ée ostati znak “—".

42. Oba sata pokazivade isto (ta¢no) vreme kada ponovo istovremeno poka-
7zu 12 casova, tj. kada drugi bude napredovao tacno 12 ¢asova. To napredovanje,
izrazeno u sekundama, iznosi 43200 sekundi. Za svakih 45 sekundi napredovanja
drugog, prvi, tacan casovnik, pokaze da je prosao 1 ¢as. Kako je 43200 : 45 = 960,
to znaci da je proslo 960 casova, odnosno 40 dana. Dakle, oba ¢asovnika pokazala
su tacno vreme, prvi put u podne 11. maja 2017.

43. Deda ima 12 puta vise godina nego unuk. Dakle, unuk ima 5, a deda 60
godina.



44. Prema uslovima zadatka je 1900 < 22 < 1999, pa je x = 44, zato §to je

44% = 1936. Moj pradeda je 1952. godine proslavio Sezdeseti rodendan. (Roden je
1936 — 44 = 1892. godine.)

45. Dobro su rac¢unali — Aca je Nemanjin otac.

46. Ocigledno se traze dva dvocifrena broja: 10a + b i 10b+ a, a > b. Njihova
razlika je 9(a — b). Kako su a i b cifre razli¢ite od 0, to razlika a — b moze biti 1,
2, 3,4, 5,6, 7ili 8 Ivoni je bilo dovoljno da zna svoj kuéni broj, pa da izracuna
a i b. To znaci da je razlika a — b jedinstvena. Sledi da je a — b = 8, jer za ostale
slucajeve imali bismo bar dve moguénosti, pa ni Ivona ne bi mogla odrediti resenje.
(Na primer, ako je a — b = 6, onda je to: 9 — 3, 8 — 2 ili 7 — 1.) Nama je dovoljan
zakljuCak o jedinstvenosti razlike, pa, mada ne znamo Ivoninu adresu, znamo da
deda Vlada ima 91 godinu, a unuk Luka 19.

4'7. Kada bi pokusali da kupe dve zbirke zadataka, svaki za sebe, nedostajalo
bi im 16 4+ 5 = 21 dinar. Za jednu takvu knjigu nedostaje im 2 dinara. Znagci, cena
jedne zbirke je 19 dinara (tj. 21 — 2). Filip je imao 3 dinara, a Luka 14 dinara.

48. Slicno prethodnom zadatku, za kupovinu dve zbirke zadataka nedostaje
9 dinara, Sto znaci da je cena jedne knjige manja od 9 dinara. Prvom decaku za
kupovinu knjige nedostaje 7 dinara, Sto znaci da je cena jedne zbirke veca od 7
dinara. Veca od 7, a manja od 9, cena mora biti 8 dinara. Uro$ je imao 1 dinar, a
Stefan 6 dinara.

49. Iz prvog uslova nalazimo da osam olovaka i dvadeset svezaka staju 440
dinara. Kako, prema drugom uslovu, osam olovaka i dve sveske staju 80 dinara, to
zaklju¢ujemo da osamnaest svezaka staju 360 dinara. Dakle, cena jedne sveske je
20 dinara, pa je cena olovke 5 dinara.

50. Ako za pola sveske treba platiti 10 dinara vise nego za pola olovke, onda
za dve sveske treba platiti 40 dinara vise nego za dve olovke. Kako, prema drugom
uslovu, za tri olovke treba platiti 10 dinara vise nego za dve sveske, to sledi da za
tri olovke treba platiti 50 dinara vise nego za dve olovke. Dakle, cena olovke je 50
dinara, pa je cena sveske 70 dinara.

51. Kad bi u dvoristu bilo samo 40 kokosaka onda bi ukupni broj nogu bio 80.
Medutim, izbrojano je 50 nogu vise, sto znaci da je bilo 25 ovaca. Dakle, kokosaka
ima 15.

52. Na dva decaka dolaze tri devojcice, pa na 10 decaka dolazi 15 devojcica.
Prema tome, decaka ima 10 puta vise, a devojéica 15 puta viSe nego nastavnika. To
znaci da ucenika i nastavnika ima 26 puta vise nego nastavnika. Dakle, nastavnika
ima 936 : 26 = 36. Decaka ima 360, a devojcica 540.

53. Zene su pogodile ukupno 396 krugova. Od toga je Sanja pogodila treéinu,
tj. 132 kruga. Ljuba ima 142 poena, a Vanja 122. Dalje, Ljubin muz Ratko osvojio
je dva puta vise poena od Ljube, tj. 284 ukupno. Sanjin muz je Aca, koji je osvojio
198 krugova, a Vanjin muz je Predrag, koji je osvojio 122 poena, koliko i Vanja.



54. Udarnickim radom skraéen je rok za 20 dana, Sto znaci da je umesto 60
dana (3 - 20) radeno 40 dana (2 - 20). Dakle, udarnicki je radeno 40 dana (posle 30
dana rada normalnim tempom).

55. Dok zec skoci 14 puta, pas skoCi 4 puta. Za to vreme zec pretréi 7 metara, a
pas 8 metara. Znaci, da bi smanjio rastojanje do zeca za 1 metar, pas mora pretréati
8 metara, a da bi ga sustigao, pretrcace 125 - 8 = 1000 metara.

56. Prvih 15 sekundi trku je pratio jedan sudija i za to vreme Zeljka je presla
1 metar. Onda se pridruzio drugi sudija Zeljka se odmarala narednih 45 sekundi.
Tada je otisao prvi sudija, a za narednih 15 sekundi Zeljka je presla jo$ 1 metar.
Sada je otiSao i drugi sudija, a stigao je tre¢i. Za prvih 15 sekundi nadzora treceg
sudije Zeljka je presla treéi metar, itd. Na taj nac¢in je Zeljka posle 4 puta po 1
minut i 15 sekundi, tj. za 5 minuta presla 4 puta po 2 metra, tj. 8 metara, a trku
je nadgledalo 8 sudija.

57. Relativna brzina voza u odnosu na masinovodu je 120 km/h, tj. (484 72)
km/h. Za minut pored masinovode bi proslo 120000 : 60 = 2000 metara, a za 6
sekundi je prosla kompozicija duzine 200 metara.

58. Prema opisu puz se kreée po linijama jedne kvadratne mreze, tako Sto u
svakom ¢voru mreze menja pravac za 90°. Da bi se vratio u pocetni polozaj mora
za svako pomeranje udesno da se vrati toliko ulevo, i da se pri tome toliko kreée
nagore i vrati toliko nadole (ili obrnuto). U svakom slucaju, ako se udesno krece
k - 15 sekundi, do povratka ¢ée preéi ulevo k - 15 sekundi, gore k - 15 sekundi i dole
k - 15 sekundi. To je ukupno 4k - 15 sekundi, odnosno k minuta.

59. Za merenje na terazijama mozemo tegove stavljati na oba tasa, Sto znaci
da izmerenu masu nalazimo sabiranjem i oduzimanjem masa tegova. Poznato je da
se svaki prirodni broj moze izraziti kao kombinacija brojeva 1,3,9,27,...,3",...
(sabiranjem i oduzimanjem). Tako pomodéu tegova mase 1, 3 i 9 moZemo izmeriti
svaku masu izrazenu prirodnim brojem od 1 do 13. Ali, ako umesto prvog uzmemo
teg mase 2, onda moZemo izmeriti jos i masu od 14 kilograma. (Imamo npr: 1 = 3—2,
2,3,4=9-3-2,5=2+43,6=9-3, itd.) Ali, tada ne moZemo izmeriti masu
od 13 kg.

60. Prema resenju prethodnog zadatka, masu do 40 kg mozemo izmeriti tego-
vima od 1 kg, 3 kg, 9 kg i 27 kg. Za mase od 41 kg do 80 kg, izmerimo (80 — M) kg,
gde je M kg trazena masa, pa ostatak iz dzaka damo kupcu.

61. Slicno reSenju zadatka 59. RaseCemo Sestu i dvadesetdrugu alku, pa
imamo delove mase 1 g, 1 g, 5 g, 15 g i 38 g. Nije tesko uveriti se da zbir ili razlika
ovih pet brojeva u odgovaraju¢im kombinacijama, daje svaki prirodni broj, od 1 do
60.

62. Dvocifreni brojevi deljivi sa 23 su: 23, 46, 69 i 92. Broj kome svake dve
uzastopne cifre odreduju broj deljiv sa 23 moze poceti sa 2, 4, 6 ili 9. To su brojevi:
23, 46923, 6923 i 923. Najvedi od njih je broj 46923.

63. Pretpostavimo da je a < b < ¢. Tada znamo: a +b =332, a + ¢ =408 i
b+ ¢ = 466. Sabiranjem ove tri jednakosti dobijamo: 2a + 2b + 2¢ = 1206, odnosno:



a+ b+ ¢ = 603. Oduzimajuéi prve tri jednakosti od poslednje dobijamo redom:
c=271,b=195, a =137.

64. Zbir svih 10 brojeva sa drugog lista je 72. U tom zbiru se svaki od 5
brojeva sa prvog lista pojavljuje po 4 puta, pa je zbir ovih 5 brojeva 72 : 4 = 18.
Zbir dva najveca broja je 15, a dva najmanja 0, pa je srednji, tj. tre¢i po veli¢ini,
broj 3. Dalje se lako izra¢una da su preostala cetiri broja: —1, 1, 51 10.

65. Dat je uslov: AA + BCB = DEED. Ocigledno je D =1, paje B =91
E = 0. Cetvorocifreni broj je 1001 i jednostavno dobijamo: A = 2, C' = 7. Prema
tome: 22 + 979 = 1001.

66. Imamo dva niza prirodnih brojeva: prvi ide od 1 i povetava se na svakoj
sledecoj tabli za 1, dok se brojevi na drugoj tabli smanjuju za 1. Zbir cifara oba
broja ne menja se sve dok se na prvoj tabli ne pojavi na kraju cifra 0, ili na kraju
drugog broja cifra 9. U prvom slucaju zbir cifara broja se smanji za 8, a u drugom
se poveca za 8. Znaci, zbir cifara se ne¢e promeniti ako se istovremeno kod prvog
broja pojavi 0, a kod drugog 9. To je moguce, npr. ako je prvi broj 10, a drugi 49
(jer je zbir cifara 14). Sledi da je rastojanje izmedu dva naselja 59 km.

67. Iz prve izjave Valentine zaklju¢ujemo da postoje dva para jednocifrenih
brojeva koji imaju isti zbir kvadrata., Lako je utvrditi da jedan par ¢ine 11 8, a
drugi 4 i 7 (jer je 12 + 8% = 65 = 4% 4 7?). Na osnovu Brankine izjave, Valentina je
izracunala da su trazeni brojevi 4 1 7.

68. Slicno zadatku 25. Polazeéi od jednakosti: 4 - (...6) = 6..., najpre
zakljuéujemo da vazi 4-(...6) =...4, odnosno: 4-(...46) = ... 4. Zatim dobijemo:
4.(...46) = ...84, odnosno 4 - (...846) = ...84. Ovaj postupak nastavljamo dok
u broju na desnoj strani jednakosti ne dobijemo cifru 6. Ovim postupkom mozemo
dobiti periodi¢ni broj sa jako mnogo novih cifara, tako da vazi postavljena jednakost,
ali broj 153846 je najmanji od njih, pa je to bas trazeni broj.

69. Trazeni broj mora pocinjati cifrom 1, jer u protivnom 6 puta veéi broj ne
bi bio Sestocifren. Ako je n trazeni broj, tada su prve cifre brojeva n, 2n, 3n, 4n, 5n
i 6n sve razlic¢ite od nule i razlicite medu sobom. Zaista, ako bi dva od ovih brojeva,
npr. 5n i 4n pocinjala istom cifrom, onda bi njihova razlika, tj. broj n, pocinjala
nulom i broj n bio bi petocifreni. Prema tome, pocetne cifre brojeva n, 2n, 3n, 4n,
5n 1 6n su upravo cifre trazenog broja, a samim tim su one i krajnje cifre ovih Sest
brojeva. Iz ve¢ uocenih razloga poslednje cifre ovih Sest brojeva su razli¢ite, pa medu
njima nema nule. Poslednja cifra broja n ne moze biti 5, jer bi se tada 2n zavrsavalo
nulom. Ne moze biti ni parna cifra, jer bi se tada 5n zavrSavalo nulom, niti moze
biti 1, jer je 1 prva cifra. Zadnja cifra ne moze biti ni 3, ni 9, jer se tada ni jedan od
brojeva 2n, 3n, 4n, 5n, 6n ne bi zavrsavalo cifrom 1. Dakle n = 1...7, pa krajnje
cifre dobijamo mnozenjem broja 7 sa 2, 3,4, 516 . Sada je jasno da je 2n =2...4,
3n=4...1,4n=5...8,bn =7...51 6n = 8...2. Razlika ma koja dva od ovih
brojeva je opet jedan od tih Sest brojeva, pa na svakom cifarskom mestu ovi brojevi
imaju medusobno razli¢ite cifre. (U protivnom bi razlika neka dva broja (tj. neki
od ovih brojeva), imala jednu cifru nula ili 9, Sto je nemoguée.) Zahvaljujuéi toj
¢injenici mozemo ovih Sest brojeva “potpisati” i sabrati. (Na svakom mestu, tj. u



svakoj koloni, zbir cifara je: 7+ 4+ 1+ 8+ 5+ 2 = 27.) Dobi¢emo: 21n = 2999997,
odakle je trazeni broj n = 142857.

70. Proizvod brojeva godina devojéica moze biti 36 u sledeéim slucajevima:
1-1-36,1-2-18,1-3-12,1-4-9,1-6-6,2-2-9,2-3-6, 3-3-4. Vera nije mogla
odrediti godine devojcica, iako je znala matematiku i znala je zbir brojeva godina
(kuéni broj skolske zgrade). To znadi da je bilo jednakih zbirova. Jednak zbir imamo
samo u dva slucaja 1 +6 4+ 6 =24 2+ 9 = 13. Kako je Milena najstarija, to znaci
da su godine devojcica: 2, 2, 9. U drugom slucaju nemamo najstariju devojcicu.

71. Ako je Misa kupio m olovki i n svezaka, onda treba da plati 12m + 60n =
3(4m + 20n) dinara. To je broj deljiv sa 3, a broj 1240 nije deljiv sa 3.

72. Kada se delitelj povecao za 1, ostatak se smanjio za 14, $to znadi da je
koli¢nik 14. Trazeni broj je 131 - 14 + 112 = 1946.

73. Prema datim uslovima je n = 111g+r, gde trazimo r, tako da 0 < r < 111.
Kako je 111 deljivo sa 3 i 37, jer je 3-37 = 111, to r pri deljenju sa 37 daje ostatak
33 (to je jedan od brojeva: 33, 70, 107), a pri deljenju sa 3 daje ostatak 1. Dakle,
trazeni ostatak je r = 70.

74. Brojevi 4 i 44 nisu deljivi sa 8. Ako broj ima vise od dve cifre, onda je on
deljiv sa 8 samo ako je 444 deljivo sa 8, a ovaj uslov nije ispunjen.

75. Broj m nije veéi od 2017 -9, tj. m < 18153. Od svih brojeva koji nisu veéi
od 18153 najvedi zbir cifara ima broj 9999, Sto znadi da je n < 36. Kako je n deljivo
sa 9, tojen =29, ili n =18, ili n = 27, ili n = 36. U svakom slucaju zbir cifara
broja n je 9.

76. Prvih pet cifara biramo da broj bude minimalan, a Sestom udeSavamo
deljivost sa 9. Trazeni broj je 102348.

77. Rastavimo broj 180 na proste ¢inioce: 180 = 2-2-3-3-5(-1). Prema tome,
Cetiri cifre koje daju proizvod 180 mogu biti: 2, 2, 5, 9, ili 2, 3, 5, 6, ili 3, 3, 4, 5, ili
1,4,5,9,ili 1, 6, 6, 5. Zbir cifara je deljiv sa 9 u sluc¢ajevima 2, 2, 5,911, 6, 6, 5,
pa je najmanji trazeni broj 1566.

78. 10217 — 7 =1000...00 — 7 = 999...93, gde ima ukupno 2016 cifara 9.
Broj je ocigledno deljiv sa 3 i imamo: 999...93 : 3 = 333...31. Poslednji broj nije
deljiv sa 9, jer mu zbir cifara nije deljiv sa 9, pa zbog toga dati broj ne moze biti
deljiv sa 27.

79. Slicno zadatku 76. ResSenje je 10234587. (Broj je deljiv sa 3 isa 11.)

80. Kako je 31999 = 9. 3997 {0 je prvi ¢lan niza deljiv sa 9, a prema kriteri-
jumu deljivosti sa 9 i svi ostali ¢lanovi niza biée deljivi sa 9. Dalje, kako je 3% < 10,
to je sigurno 31999 < 32000 — 91000 11000 "5t znaci da broj 3'9%° nema vise od
1000 cifara. Stoga je njegov zbir cifara sigurno manji od 9000. Dakle, drugi ¢lan
niza je manji od 10*, a njegov zbir cifara nije veéi od 4 -9 = 36. Sledi da treéi ¢lan
niza mora biti 9, ili 18, ili 27, ili 36 (jer je deljiv sa 9). U svakom slucaju, cetvrti
¢lan niza i svi ostali, jednaki su broju 9. Na 2000-om mestu je takode broj 9.



81. Kako je 3* =99, treba utvrditi deljivost sa 9, zatim dati broj podeliti
sa 9 i utvrditi kada je dobijeni koli¢nik ponovo deljiv sa 9.

102" — 1 =1000...00—1 =1999...99

Ovaj broj ima parni broj cifara 9. Kada ga podelimo sa 9 dobi¢emo broj sa parnim
brojem jedinica: 1111...11 (sa tacno 2n jedinica). Najmanji ovakav broj, deljiv sa
9, bide broj sa 18 jedinica. (Zbir cifara je 18, jer mora biti paran i deljiv sa 9.) Dakle,
2n = 18, tj. n = 9, daje prvi broj deljiv sa 9 - 9, tj. sa 3*. Zaklju¢ujemo da su za
n =9k, k € N, svi brojevi oblika 10%" — 1 deljivi sa 3*.

82. Zbir cifara svakog od ovih brojeva je 21, Sto znaci da su svi deljivi sa
3. Dokaza¢emo da je 3 trazeni najveli zajednicki delilac. Zaista, ako je d najveci
zajednicki delilac, npr. za 123465 i 123456, onda je i razlika ova dva broja deljiva
sa d. Medutim 123465 — 123456 = 9. Mora biti d = 3 ili d = 9. Medutim, ni jedan
od Sestocifrenih brojeva nije deljiv sa 9, pa je d = 3.

83. Broj n mora biti deljiv sa 4 i sa 9, pa je zadato deljenje 8712 : 36 = 242
ili 4716 : 36 = 131.

84. Broj 26 * 17 mora biti deljiv sa 5 (zadnja cifra je 0 ili 5) i sa 9 (zbir
cifara je deljiv sa 9). Dakle, 26 * 17 = 262170 ili 26 = 17« = 266175. Postavljenoj
jednakosti odgovara broj 262170, tj. zadata jednakost je: 5826 - 45 = 262170.

85. Trazeni broj mora biti deljiv sa 8 i sa 9. ReSenja su: 219960 i 319968.

86. Nas broj mora biti deljiv sa 3 i sa 4. ReSenja su: 1991160,1994460, 1997760,
1992264, 1995564, 1998864, 1990068, 1993368, 1996668, 1999968.

87. Trazeni broj mora biti deljiv sa 4 i sa 9. ReSenja su: 920160, 520164 i
120168.

88. Broj m mora biti deljiv sa 4 i sa 11. Bi¢e deljiv sa 4, ako je 95 + 6N
deljivo sa 4, ato jeza N = 1,ili N =5, ili N = 9. Tada je n = (M + 2)1956, ili
n = (M +2)1960, ili n = (M + 2)1964, gde je (M + 2) prva cifra broja n, ili za
M > 7 odreduje prve dve cifre broja n. Sada, na osnovu kriterijuma deljivosti sa
11, nalazimo dva resenja: M =71 N =5ii M =3, N =9.

89. Dobijeni broj mora biti deljiv sa 5-7-8-9, tj. sa 2520. Kad broj 19990000
podelimo sa 2520, dobi¢emo ostatak deljenja 1360. Kako je 2520 — 1360 = 1160, to
¢e najmanji od trazenih brojeva biti 19991160. Uvecavajuéi ovaj broj za k - 2520,
dobijamo ostala resenja: 19993680, 19996200 i 19998720.

90. Sestocifreni broj dobijen dopisivanjem triju cifara biée deljiv sa 9, sa 8 i
sa 7, pa ¢e biti deljiv i sa 504, tj. sa 9-8- 7. Postupajudi slicno prethodnom zadatku
dobijamo resenja: 623448 i 623952.

91. Sli¢no zadacima 89. i 90. ResSenja su: a) 123200 i 123816. b) 123205 i
123821.

92. Neposrednim proveravanjem utvrdiéemo da trazena cifra moze biti: 5
(ostaci deljenja u oba slucaja su 0), ili 6 (ostatak deljenja je 1), ili 7 (ostatak delje-
nja je 2). (Imamo tri reSenja.)



93. Ocigledno je duzina stranice kvadrata jednaka najveéem zajednickom
deliocu brojeva 462 i 726, a to je 66 cm. Ovakvih kvadrata ima 7 - 11, tj. 77.

94. Uzimajuéi u obzir odnose brzina biciklista, zaklju¢ujemo: kad prvi bicikli-
sta zavrsi prvi krug, drugi ¢e preéi 1,5 krugova, treé¢i 2 kruga i cetvrti 2,5 krugova.
Kad prvi prede svoju stazu i drugi put, tada ée drugi zavrsiti treé¢i krug, treéi ée
zavrsiti Cetvrti krug, a Cetvrti zavrsava peti krug, pa ¢e se svi naéi u polaznom

polozaju. Za to vreme je prvi presao 3 km, a on za 10 minuta prelazi 1 km. Do
2
prvog susreta svih biciklista proslo je 3 10 minuta, odnosno 6 minuta i 40 sekundi.

95. Izmedu dva polaska sa stanice prode 75 minuta za prvi autobus, 60 minuta
za drugi i 50 minuta za treéi. Kako je S(75,60,50) = 300, to znaci da ée posle 300
minuta, odnosno posle 5 ¢asova, svi autobusi ponovo krenuti istovremeno iz polazne
stanice.

96. Pretpostavimo da je biciklista zapoc¢eo voznju u momentu kada je u nje-
govom smeru krenuo jedan autobus. Posle 18 minuta voznje, neka se biciklista
okrenuo nazad i ponovo vozio 18 minuta. (18 = 5(9, 6).) U toku prvih 18 minuta
voznje biciklistu su prestigla dva autobusa, a u toku drugih 18 minuta voznje njega
su susrela tri autobusa. Dakle, za 36 minuta pored bicikliste je proslo 5 autobusa.
Vremenski intervali u kojima autobusi polaze sa stanice su:

36

5

97. Pretpostavimo da unuk ima 1 godinu. Dalje, ako je broj n deljiv sa 2, 3,
4,516, onda je n+ 2 deljivo sa 2, n + 3 deljivo sa 3, itd. Dakle, kad se unuk rodio
deda je imao 60 godina (najmanji zajednicki sadrzalac za 2, 3, 4, 5 i 6). Sada deda
ima 61 godinu, a unuk 1 godinu.

1
= 75 minuta = 7 minuta i 12 sekundi.

98. Ako bismo ovaj broj povecali za 1, on bi bio deljiv sa 2, sa 3, sa 4 i sa
5. Dakle, to je broj k-s — 1, gde je s = 5(2,3,4,5) = 60 i k¥ € N. Dobijamo:
100 < k- 60 — 1 < 200. Ovo vazi za k = 2 ili k = 3. Trazeni broj je 119 ili 179.

99. To je broj S(4, 5, 6) — 2 = 58. (Vidi prethodni zadatak.)

100. Sliéno zadatku 98. To je broj oblika k-s+2, gde je s = S(3,4,5,6,7) =
420. Za k =24 je k- s+ 2 = 10082, a za k = 23 je k- s + 2 = 9662, pa je trazeni
broj upravo 9662.

101. Sliécno zadatku 98. ResSenja su: 247, 499 i 751.

102. Slicno zadatku 98. Resenje je: 182 knjige.

103. To je broj oblika ABCABC. Vidimo da je ABCABC : ABC = 1001.
Broj 1001 je deljiv sa 11,1 to 1001 =11-91 = 11-7-13. Prema tome:

ABCABC = ABC -11-7-13.

104. Neka je dat broj n koji se zapisuje sa Sest cifara x. Tada je

n=z-111111=2-111-1001 =z -3-37-7-11-13.



105. Broj mora biti deljiv sa 3 i sa 11, pa mu je zbir cifara 3, 6, 9 itd. Da bi
bio deljiv sa 11 dovoljno je da ima paran broj cifara. Najmanji takav broj je 111111.

106. Neka su a, b, ¢ redom cifre trazenog broja. Tada mora biti (a + ¢ — b)
deljivosa 1lia+b+c¢=10.Sledidajea+c—b=0,tj.a+c=0b,pajeb=>51
a + ¢ = 5. Trazeni brojevi su; 550, 451, 352, 253 i 154.

107. a) Broj n ima 195 cifara. (Vidi resenje zadatka 31.)

b) Do broja 99 sve su cifre, osim nule, upotrebljene jednak broj puta, i to po
20 puta. U broju n cifra 5 pojavljuje se 20 puta.

c) Zbir cifara broja n je 20(1 +2+34+4+5+64+7+8+9) + 3 = 903, sto
znaci da je n deljiv sa 3, tj. n = 3k, k € N.

d) Broj n je deljiv sa 3, a ako bi bio kvadrat prirodnog broja morao bi biti
deljiv i sa 9. Ovaj uslov nije ispunjen (903 nije deljivo sa 9), pa n nije kvadrat
prirodnog broja.

108. Od pet uzastopnih neparnih brojeva najvise dva mogu biti deljiva sa 3
(prvi i Getvrti, ili drugi i peti, ili samo treéi). Samo jedan od ovih pet brojeva deljiv
je sa b, a najvise jedan je deljiv sa 7. Prema tome, bar jedan od datih brojeva nema
ni jedno od ovih svojstava.

109. Neka je dati broj ABB = 100A + 11B = 7k. Odavde je 98A + 7B +
2A 4 4B = Tk, odnosno 7(14A + B) + 2(A + 2B) = 7k. Odavde zakljucujemo da je
A+42B =7m (jer suileva i desna strana jednakosti deljive sa 7), a broj A+ 2B je
zbir cifara naseg broja.

110. Trazeni broj ima jedan ili dva prosta delioca. U prvom sluc¢aju to bi bio
broj p-p-p, gde je p prost broj. Treba da vazi: 1 +p+p-p+p-p-p=2000+p-p-p,
odnosno p+ p-p = 1999. Ovo nije moguée jer je zbir p + p - p paran za svaki prosti
broj p. Ako trazeni broj ima dva prosta delioca, tj. ako je n = p- ¢, onda vazi uslov:
14 p+ q+ pg = 2000 + pgq, odnosno p + g = 1999. Odavde je p =2 i ¢ = 1997, pa
jen =2-1997 = 3994.

111. Rastavimo 3024 na proste ¢inioce: 3024 =2-2-2-2-3-3-3-7. Leva
strana jednakosti je proizvod cetiri uzastopna broja. Kako je 2-2-2.2.3-3-3.7 =
6-7-8-9, imamo: (z —2)(z —3)(x —4)(x —5) =9-8-7-6, odakle je x = 11, ili
(x—2)(x—3)(z —4)(x —5)=—6-(=T7) - (—8) - (—9), odakle je v = —4.

112. Ako je p = 2, tada je 1995p + 1 = 3991 = 13 - 307 sloZeni broj. Ako je
p > 2, onda je p neparni broj, pa je i 1995p neparan, a 1995p 4+ 1 parni broj (i veéi
od 2), dakle 1995p + 1 je slozeni broj.

113. Sli¢no prethodnom zadatku.

114. Ako je p = 2, tada je p+8 = 10 i p+ 10 = 12, pa su oba data broja
slozeni brojevi. Ako je p = 3, tada je p+8 = 11 i p+ 10 = 13, dakle oba data broja
su prosti brojevi. Ako je p > 3, onda je p = 6k+1, ili p = 6k — 1. Ako je p =6k +1,
tada je p + 8 = 6k + 9 = 3(2k + 3), a to je slozeni broj. Ako je p = 6k — 1, onda je
p+ 10 = 6k + 9, takode slozeni broj. Jedino resenje je p = 3.



115. Ako je p = 2, onda je p> + 37 = 23 + 32 = 17, a to je prost broj. Ako je
p > 2, onda su p? i 3P neparni brojevi, pa je p*> + 3P parni, a samim tim i slozeni
broj. Jedino resenje je p = 2.

116. Ako je p = 2, tada je p'9% 4 p1996 = 21995 4 21996 (yo je parni broj
(zbir dva parna broja), veéi od 2, pa je sloZeni broj. Ako je p > 2, dokaz izvodimo
kao u prethodnom zadatku.

117. Zap=2jep’ + 71 =75=3-251p> 4+ 17 =25 =5-5, pa su ova dva
broja slozeni brojevi, itd. (Vidi zadatak 115.)

118. Najpre nalazimo: 210 =2-3-5-7. TrazZeni brojevi mogu biti trocifreni,
sa ciframa 5, 6, 7 (ima ih 6) ili ¢etvorocifreni sa ciframa 1, 5, 6, 7 (ima ih 6, jer
moraju pocinjati cifrom 1), ili sa ciframa 2, 3, 5, 7 (ima ih 6, jer moraju pocinjati
cifrom 2). Postoji 18 trazenih brojeva.

119. Kako je 528 =2-2-2-2-3- 11, zaklju¢ujemo da ne postoji prirodni broj
kojem je proizvod cifara jednak 528 (jer 11 ne moze biti cifra).

120. Rastavimo 5040 na proste ¢inioce: 5040 =2-2-2-2-3-3-5-7. Broj ¢e
biti manji ukoliko ima manje cifara, a onda te cifre poredamo od manjih ka veéim.
Od prostih ¢inilaca mozemo naciniti najmanje pet cifara: 2, 5, 7, 8,9, ili 4, 4, 5, 7,
9,ili 4, 5, 6, 6, 7. Dakle, najmanji je broj 25789.

121. Na osnovu jednakosti 453600 = 2° - 3% . 52 . 7, sli¢no prethodnom zadat-
ku, dobijamo najmanji broj 4557899. Najveéi broj ne postoji, jer mozemo dopisati
proizvoljan broj jedinica, a proizvod cifara neée se promeniti.

122. Znamo da je 8316 = 2%.3%.7-11. Ako ovaj broj pomnozimo sa 3-7-11 =
231, dobi¢emo kvadrat prirodnog broja, a 231 je trazeni najmanji broj. Naime:
8316-231=2%-3%.7-11-3-7-11 = (2-3%-7-11)* = 1386%.

123. Sliéno prethodnom zadatku. Redenje: 21168 - 28 = 843,

124. Prosti ¢inioci trazenog broja su samo dvojke i trojke. Da bismo mnoze-
njem sa 2 dobili kvadrat prirodnog broja, broj trojki u razvoju trazenog broja mora
biti paran, a da bismo mnozenjem sa 3 dobili kub, broj dvojki u razvoju mora biti
deljiv sa tri . Najmanji takav broj je 2-2-2-3-3 = 72.

125. Sli¢no prethodnom zadatku. Resenja su:

a)24.3%=432; D) 23.3% =648.

126. Pretpostavimo suprotno, tj. da je broj cifara prostog broja p slozeni broj.
Konkretnosti radi, neka je broj cifara 15 = 3 - 5. Tada je p = 111111111111111 =

11111 - 10000100001 = m - n, tj. p je slozeni broj. To je nemoguce, jer je dati broj p
prost broj. Dakle, broj cifara broja p mora biti prost broj.

Obrnuto tvrdenje ne vazi, jer na primer, 3 je prost broj, a broj 111 = 3- 37 je
slozeni broj.

127. Vidi reSenje prethodnog zadatka: BBB = B - 111 = B - 3 - 37. Dakle,
reSenje je 3-7-37 =T77.



128. ABBA = 10014 4+ 110B = 11 - 91A 4+ 11 - 10B, sto znadi da je broj
ABBA deljiv sa 11. Znagdi, resenje zadatka je 5-7-11,1ili 7-11-13,ili 11-13-17.
Proverom utvrdimo da je jedino resenje: 7-11-13 = 1001.

129. Rastavljanjem na proste ¢inioce, dobijamo: 1000000000 = 22 - 5°. Nule
u zapisu nekog broja nastaju kad se mnoze medu sobom njegovi ¢inioci 2 i 5. Znaci,

treba formirati dva broja, tako da je jedan formiran od dvojki, a drugi od petica.
Prema tome 1000000000 = 512 - 1953125.

130. Proizvod dva dvocifrena broja je veéi od 10 - 10 = 100, a manji od
100 - 100 = 10000. Dakle, proizvod dva dvocifrena broja je 4444 ili 444. U prvom
slucaju imamo: 4444 = 2 -2 - 11 - 101, sto ne daje resenja. U drugom slucaju je
444 =2-2-3 .37 =12 37. Dakle, to je resenje zadatka: 12 - 37 = 444.

131. Sli¢no prethodnom zadatku, zaklju¢ujemo da je a-b = 2222 ilia-b =
22222. Kako je 2222 = 2-11-101, to ovaj slucaj daje dva resenja: 22-101, ili 11-202.
U drugom slucaju je 22222 = 2 - 41 - 271, pa dobijamo jos dva resenja: 82 - 271, ili
41 - 542.

132. Sli¢no zadatku 130. Proizvod bi mogao biti 77777 ili 777777. U prvom
slucaju je 77777 = 7-41 - 271, pa je jedino resenje 287 - 271 = 77777. Drugi slucaj
ne daje resenja.

133. Dati brojevi nisu deljivi sa 3. Ako imaju jednake ostatke pri deljenju sa
3, onda je njihova razlika deljiva sa 3. Npr., ako su to brojevi 3m+1 i 3n + 1, onda
je3m+1—(3n+1) = 3m—3n = 3(m—mn). Ako dati brojevi nemaju jednake ostatke
pri deljenju sa 3, onda je njihov zbir deljiv sa 3. Na primer:

3m+1+3n+2=3m+3n+3=3(m+n+1).

134. Neka je npr. a < b < ¢ < d. Tada je razlika najveéeg i najmanjeg broja:
1000d + 100c¢ + 10b + a — (1000a + 1000 + 10c + d) = 999d + 90c¢ — 90b — 999a =
9(111d 4 10c—10b—111a), a to je deljivo sa 9, §to znadi da predstavlja sloZeni broj.

135. Pretpostavimo da postoji najvedi prosti broj p,,. Neka su p1,pa, ..., Pn_1,
svi ostali prosti brojevi. Uo¢imo broj N = pq - pa---pp—1 - pp + 1. Broj N je sigur-
no prost, jer nije deljiv nijednim prostim brojem. (Uvek je ostatak deljenja jednak
1.) Medutim, ocigledno je N > p,, Sto znaci da nije p,, najveéi prosti broj. Ova
kontradikcija potvrduje da ne postoji najveéi prosti broj.

136. Kako je 1996 = 2-2-499, to su moguda tri resenja: 4-499-1-1----- 1=
4+49+14+14---4+1 = 1996, ima 1493 jedinice, ili 2-2-499-1-1---1 =
2424499+ 141+4+---4+ 1= 1996, takode sa 1493 jedinice. Sem toga je 1996 =
2:998=2-998-1-1-----1=249984+1+1+---41, sa 996 jedinica — to je
treée resenje. Za broj 1995 ima dvadesetak razlicitih resenja, koja se dobijaju kao i
u opisanom slucaju.

137. Elementi skupa A su neki stepeni brojeva: 11, 13, 17 ili 19. Svi stepeni
ovih brojeva zavrsavaju se jednom od cifara: 1, 3, 7 ili 9. Elementi skupa A su sva
tri ¢lana sa razli¢itim poslednjim ciframa, ili se bar dva zavrsavaju istom cifrom. U



prvom slucaju zbir dva broja se zavrSava nulom (1+9 ili 74 3), a u drugom slucaju
razlika dva broja. Taj zbir ili razlika je broj deljiv sa 5.

138. Neka su a i b trocifreni brojevi, takvi da je a + b = 37k. Dopisivanjem
broja b, desno od a, dobijamo Sestocifren broj n, pa je: n = 1000a + b = 999a +
+(a+b) =27-37a+ 37k = 37(27a + k). Ovo pokazuje da je broj n deljiv sa 37.

139. Trocifreni broj na skolskoj tabli ima cifru jedinica 8, pa on ne moze biti
kvadrat prirodnog broja. (Nijedan kvadrat prirodnog broja ne zavrSava se ciframa:
2, 3, 7, 8.) Otuda zaklju¢ujemo da je tacan prvi deo DuSanove izjave: broj je deljiv
sa 9. Prema tome, to je jedan od sledeéih brojeva: 108, 198, 288, 378, 468, 558, 648,
738, 828, 918. Na osnovu Nikoline izjave, nas broj je ili manji od 400, ili je bas 468,
jer je 468 = 13 - 36. Krug kandidata se suzava Zoranovom izjavom: preostaju samo
dva kandidata:. 288 i 468. Broj 288 otpada jer zadovoljava obe Zoranove izjave, a
mora biti ta¢na samo jedna. Prema tome, na tabli je zapisan broj 468.

140. Oznac¢imo sa n proizvod svih prostih brojeva manjih od 17, odnosno
n=2-3-5-7-11-13. Tada su svi sledeéi brojevi: n+ 2, n+ 3, n+4,...,n+ 16,
slozeni. Svaki od njih je deljiv bar sa jednim od navedenih prostih brojeva: n+ 2 sa
2,n+3sa3, n+4sa?2, itd.

141. Oznacimo slovima m, n, p broj kabina redom sa 2, 3, 4 lezaja. Tada je
2m + 3n + 4p = 86. Ako bi broj n bio neparan, i zbir 2m + 3n + 4p bio bi neparan
i ne bi bilo 86 lezaja. Dakle, n, broj trokrevetnih kabina, mora biti parni broj.

142. “Poznavati se” predstavlja simetriénu relaciju, tj. poznanstva podrazu-
mevaju parove. Dakle, ukupan broj poznanstava je uvek paran broj. Ako bi se svaki
od 9 gostiju poznavao odranije sa 3 gosta, onda bi izmedu tih 9 gostiju ukupno bilo
3 -9 = 27 poznanstava, tj. neparan broj, sto nije moguce.

143. Zbir brojeva na karticama iznosi 39, neparan je, pa se ne mogu dobiti
dva jednaka zbira. Ali, ako za 180° okrenemo karticu sa brojem 9, dobiéemo broj
6. Sada je zbir brojeva na kraticama paran, iznosi 36, pa mozemo udesiti da u oba
reda bude zbir 18. (Dovoljno je da kartice 6 i 8 zamene mesta.)

144. Sliéno zadatku 142. Svaka direktna linija ima dva kraja, tj. dve veze.

Prema uslovu, sve linije treba da budu direktne, a broj veza je 2015 - 13, tj. broj

2015 - 13
veza je neparan, pa izlazi da broj linija nije celi broj: — Dakle, opisano

povezivanje nije moguéno.

145. Oznac¢imo udenike, prema rednom broju, od 1 do 100. Mesta menjaju
ucenici ¢iji se brojevi razlikuju za 2. Prema tome, ucenik sa pocetka reda, tj. uéenik
broj 1, moze menjati mesta sa ucenicima ¢iji su brojevi: 3, 5, 7, ..., dakle, sa uc¢enicima
koji imaju neparni redni broj. Nijednog trenutka on ne moze zauzeti parnu poziciju,
pa ne moze doé¢i na suprotni kraj reda, tj. na broj 100.

146. a) Nulu dobijamo jednostavnim postupkom. Svaki par uzastopnih bro-
jeva zamenimo njihovom razlikom (1,2) = 1, (3,4) = 1, (1995,1996) = 1. Sada
je na tabli 998 jedinica. U slede¢em koraku brisemo po dve jedinice i umesto njih
pisemo nule. Sada dobijemo 499 nula, itd.



b) Zbir svih brojeva na tabli je: 1 +2 + 3 4+ --- 4+ 1994 + 1995 + 1996 =
(14 1996) + (2 4 1995) + (3 4+ 1994) + --- = 998 - 1997, a to je parni broj. Ako
izbriSemo dva broja, recimo m i n, i zamenimo ih njihovom razlikom, tada ¢e se
ukupan zbir brojeva na tabli promeniti za (m 4+ n) — (m —n) = 2n, tj. promenice
se za parni broj. To znac¢i da ¢ée na tabli u svakom momentu biti parni zbir, pa se
ne moze nikad desiti da ostane samo broj 1995.

147. Neka je Dusan ulovio m riba. Toliko je ulovio i njegov sin Lazar. Ako
je Vladin sin ulovio n riba, onda je Vlada ulovio 3n riba. Ulovili su svi zajedno
2m+4n = 25. Ovo nije moguce, jer je 2m+4n parni broj, a 25 neparni broj. Jedina
mogucnost, koja dovodi do resenja, jeste da je Dusan sin Vladin. Tada imamo uslov:
m +m + 3m = 25. Znadi Dusan i Lazar su ulovili po 5 riba, a Vlada 15.

148. Pretpostavimo suprotno, tj. pretpostavimo da smo u jednom trenutku
dobili 9 nula i da se to dogodilo prvi put. To znaci da smo u prethodnom koraku imali
ispisane takve cifre, da su svake dve susedne bile jednake, a to znaci da su svih devet
cifara jednake, i to, po pretpostavci, svih 9 su jedinice. Sada zaklju¢ujemo da su u
koraku pre ovih 9 jedinica, svake dve susedne cifre bile razli¢ite. Ako brojevima od
1 do 9 numerisemo mesta na kojima su upisane cifre, sledi da su na svim neparnim
mestima bile jednake cifre, a na parnim mestima su cifre razlicite od neparnih.
Medutim, prva i deveta cifra su susedne, a jednake su, sto dovodi do kontradikcije.
Znaci, pocetna pretpostavka je pogresna.

149. Svaki od sabiraka x{xs + x2x3 + -+ + Tp_1Ty + T,px1 ima vrednost +1
ili —1 i ima ih ukupno n. Da bi njihov zbir bio 0, mora biti jednak broj pozitivnih
i negativnih. Ako je negativnih k, onda je n = 2k. Izrac¢unajmo proizvod svih ovih
sabiraka: (z122) - (T2x3) - ... - (Tp_12y) - (Tpxy) =22 - 22 .. 22,22 =1, jer je
12 = (—1)2 = 1. Odavde zaklju¢ujemo da broj negativnih sabiraka mora biti paran
broj, tj. k = 2p. (Ako bi bio neparan broj negativnih sabiraka, proizvod bi morao

biti —1.) Prema tome: n = 2k = 4p.

150. Medu prva cetiri ¢lana datog niza tri broja su neparna, pa je i njihov
zbir neparan. Zbog toga je neparan i peti ¢lan. Iz istih razloga je neparan i Sesti
¢lan. Tek sedmi ¢lan ée biti parni broj, jer je zbir prethodna Cetiri neparna ¢lana
parni broj. Dalje se, iz opisanih razloga stalno pojavljuju cetiri neparne cifre, pa
peta parna: 1, 2, 3, 5, 1, 1,0, 7,9, 7, 3, 6, 5, ..Cetvorka 1, 2, 3, 4 ne moze se
pojaviti, jer se u datom nizu parne i neparne cifre ne pojavljuju naizmenicno.

151. Ostaci deljenja sa 101 mogu biti: 0, 1, 2, ..., 99, 100. Ako 1996 odabranih
brojeva podelimo u grupe, tako da svi brojevi jedne grupe imaju isti ostatak pri
deljenju sa 101, ovih grupa bice sto jedna. Kako je 1996 = 19 - 101 4 77, prema
Dirihleovom principu zaklju¢ujemo da postoji grupa od najmanje 20 brojeva, koji
pri deljenju sa 101 daju isti ostatak. Razlika bilo koja dva od njih deljiva je sa 101.
(Na primer, neka su n; = 101m + r i ng = 101p + r, dva broja iz odabrane grupe.
Tada je ny — ng = 101m + r — 101p — r = 101m — 101p, deljivo sa 101.)

152. Pretpostavimo da to nije tac¢no, tj. pretpostavimo da postoji ucenik
Sestog razreda, Uros, koji poznaje 11 uéenika, a da medu ovih 11 ne postoje dva,
koja imaju jos jednog zajednickog poznanika. Tada bi svaki od njih imao jos po 10



poznanika, i to svaki ima 10 razli¢itih poznanika. To nije moguéno, jer bi tada bilo
14 11-10 = 111 ucenika sestog razreda. Dakle, pocetna pretpostavka je pogresna,
pa svaki ucenik ima bar dva poznanika kojima je on zajednicki proznanik.

153. Za svakog od preostalih ucenika postoji 13 moguénosti, pa ¢emo ih
rasporediti u 13 grupa, prema tome da li su tac¢no resili test, ili su nacinili 1, ili
2, .., ili 12 gresaka. Kako je 29 = 2 - 13 4 3, zakljucujemo da postoji grupa od
najmanje 3 uéenika, koji su napravili isti broj gresaka (ili nemaju gresaka).

154. Cifra jedinica prostog broja moze biti: 1, 2, 3, 5, 7 ili 9. Pritom, cifrom 2
zavrsava se samo prosti broj 2 i cifrom 5 zavrsava se samo prosti broj 5. Ostalih 2005
prostih brojeva zavrsava se jednom od cetiri cifre: 1, 3, 7, 9. Kako je 2005 = 4-501+1,
po Dirihleovom principu sledi da postoji bar 502 prosta broja koji se zavrSavaju
jednom istom cifrom.

155. Ako bi svaki ucenik dobio razli¢it broj klikera, tada bismo morali imati
najmanje: 0 + 1+ 2+ --- + 62 4+ 63 = 2016 klikera. Ovo je nemoguce, jer imamo
manje klikera.

156. Svaki prirodni broj pri deljenju sa 1999 moze imati jedan od sledeé¢ih
1999 ostataka: 0, 1, 2, ..., 1998. Uoc¢imo niz od 2000 prirodnih brojeva: 1, 11, 111,
1111, .., 11..1. (Poslednji broj je zapisan pomoéu 2000 jedinica.) Od ovih 2000
brojeva bar dva moraju imati isti ostatak pri deljenju sa 1999. Razlika ta dva broja
je deljiva sa 1999, a ima oblik 11...10...0.

157. Dobijeni zbirovi mogu biti: —5, —4, —3, —2, —1, 0, 1, 2, 3, 4, 5, ukupno
11 moguénosti. Medutim, imamo 5 vrsta, 5 kolona i 2 dijagonale, ukupno 12 zbirova,
pa ne mogu biti svi razliciti medu sobom.

158. Od 10 uzastopnih prirodnih brojeva 5 su parni. Od ostalih 5 neparnih,
postoji bar jedan koji nije deljiv ni sa 3, ni sa 5, ni sa 7. (Vidi resenje zadatka 108.)
Taj nije deljiv ni sa 2, pa je uzajamno prost sa ostalih devet brojeva, jer zajednicki
prosti delilac brojeva, ¢ija je razlika najvise 9, moze biti samo jedan od brojeva: 2,
3,5, 7.

159. Neka su dati brojevi: ny,na,ns, ..., niggo- Formirajmo sledeéi niz: nq,
ny+ng, ni+ns+nsg...,ny+ns+n3+---+mny000. Ovaj niz ima 1000 ¢lanova. Ako
je neki od njih deljiv sa 1000, zadatak je resen. Ako nijedan ¢lan niza nije deljiv
sa 1000, onda svaki od njih pri deljenju sa 1000 moze dati jedan od 999 razlicitih
ostataka: 1,2,3,...,999. Dakle, od 1000 ¢lanova niza bar dva ¢e imati isti ostatak
deljenja, pa je njihova razlika deljiva sa 1000, a ova razlika je u svakom slucaju
jedan od datih brojeva, ili predstavlja zbir nekoliko prvobitnih brojeva.

160. Dati brojevi su razli¢iti, i neka je: k1 < ko < kg < -+ < kp < kpt1.
Formirajmo niz od n razlicitih brojeva: ko — k1, ks — k1,...,kn — k1, kny1 — k1.
Ovom nizu priklju¢imo niz sledeéih n razli¢itih brojeva: ko, ks, ..., kn, knt1. Sada
imamo 2n prirodnih brojeva manjih od 2n. Po Dirihleovom principu, medu njima
postoje dva jednaka broja. Jedan od njih je iz prvog, a jedan iz drugog niza. Neka
su to brojevi k,, — k; i k,. Tada iz k,, — k1 = kp, dobijamo: k,,, = k1 + k.



161. Pretpostavimo da je ucenik prvog dana resio n; zadataka, u toku prva
dva dana ng zadataka, ..., u toku prvih 77 dana n;7 zadataka. Uz niz razli¢itih broje-
va: ni, ng,...,nyr, dodajmo novih 77 razli¢itih brojeva: n; 420, ny+20, . .., ny7+20.
(Razliciti su, jer je ucenik svakog dana resio bar jedan zadatak.) U 77 dana ima 11
sedmica, pa je nyy < 11-12 =132, a ny7 + 20 < 152. U ova dva niza ima 154 broja,
pa kako su svi manji od 153, moraju postojati dva jednaka. Zato sto su jednaki,
moraju biti jedan iz prvog i jedan iz drugog niza. Neka su to n, i ng + 20. Tada iz
n, = ng + 20, dobijamo: n, — ny = 20, Sto znaci da je ucenik u toku (¢ + 1)-og,
(g + 2)-0g, ..., p-og dana resio ukupno 20 zadataka.

162. Neka su A, B, C, D, E, F temena kon-
veksnog Sestougla, slika desno. Uoc¢imo duzi AB, D
AC, AD, AE, AF. Ima ih 5, a obojene su dvema
bojama. Dakle, moraju bar tri biti obojene jednom E C
bojom. Neka su to AB, AC i AD, i neka su one
“crvene”. Ako bi bar jedna od duzi BC, BD, CD
bila “crvena”, imali bismo “crveni” trougao sa teme-
nom A. U suprotnom su duzi BC, BD, CD “plave”, A B
pa imamo “plavi” trougao BCD.

163. Vidi resenje prethodnog zadatka.

164. Pretpostavimo da Zoran ne poznaje nijednog takmicara. Tada, prema
broju poznanika, uéesnike mozemo razvrstati u grupe onih koji imaju: 0, 1, 2, ..., 33
poznanika, ukupno 34 grupe. Kako takmicara ima 35, bar dva moraju biti u istoj
grupi.

Ako svako poznaje bar jednog takmicara, onda ih mozemo svrstati u grupe
onih koji imaju: 1, 2, 3, ..., 34 poznanika, a to su ponovo 34 grupe. Isto vazi za bilo
koji broj ucesnika, pa i za broj 7.

165. Uocimo razlike broja 1998 sa svakim od izabranih 501 razli¢itih neparnih
brojeva. To su novih 501 neparnih brojeva, koji su medu sobom razli¢iti. Sada imamo
ukupno 1002 neparna broja. Ako od 501 brojeva dobijenih oduzimanjem, izuzmemo
moguce brojeve 1997 i 999 (mogude je dobiti 1998 — 1 = 1997 i 1998 — 999 = 999),
ostaje 1000 neparnih brojeva manjih od 1996, a takvih ima najvise 998 razlicitih.
Sledi da medu ovih 1000 moraju biti neka dva jednaka. Jedan od njih, oznac¢imo ga
sa m, mora biti iz prvobitno odabranih, a drugi je neka razlika, recimo 1998 — n,
gde je m #£ 999, n #£ 999 i m # 1 (1997 i 999 su iskljuceni). Sada iz 1998 — n = m,
sledi 1998 = m + n.

Skupovi i kombinatorika

166. Iz AN X = {3,4} zakljucujemo da 3 € X i 4 € X, a brojevi 1, 2, 5, 6
i 8 nisu elementi trazenog skupa. Zatim, iz skupa B U X utvrdimo da su elementi
skupa X i brojevi 71 9. Dakle X = {3,4,7,9}.

167. Uslov (ANC)U(BNC) = @ je ekvivalentan sa: (AUB)NC = &, odakle
sledi da je C disjunktan sa A i B, pa iz C\B = {2,4}, sledi da je C = {2,4}, itd.
Resenje: A ={1,3,5,6}, B = {6}. (Koristi Ojler-Venove dijagrame.)



168. Slicno prethodnom zadatku. Moze biti C = {1,4} ili C = {1, 3,4}.
169. S = {b,e}.

170. Zadatak resavamo pomoc¢u dijagrama, sledeca slika levo. Sa U oznacili
smo skup prvih 1200 prirodnih brojeva, sa -10- skup brojeva koji se zavrsavaju
nulom, sa -6- skup brojeva deljivih sa 6 i sa -9-, skup brojeva koji su deljivi sa 9.
Na slici upisemo brojeve elemenata za svaki presek skupova. Prvo izra¢unamo broj
elemenata obojenog dela. To je zajednicki deo svih skupova i sadrzi brojeve deljive
sa 90 (5(10,6,9) = 90). Ovih brojeva ima 13 (jer je 1200 : 90 = 13,...). Zatim
odredimo koliko ima. brojeva koji su deljivi sa 6 i 9, a nisu deljivi sa 10. Deljivih sa
619, ato znadi deljivih sa 18 (jer je S(6,9) = 18), ima 1200 : 18, tj. 66. Od njih
66 — 13, tj. 53, nisu deljivi sa 10. Sli¢no se odredi da su 27 brojeva deljivi sa 6 i 10,
a nisu deljivi sa 9. Sada odredimo koliko je brojeva deljivo sa 6, a nije deljivo sa 9
i 10. Ima 200 brojeva deljivih sa 6, jer je 1200 : 6 = 200. Od ovog broja oduzmemo
13, 53 1 27. Samo sa 6 je deljivo 107 brojeva, itd. Koristeé¢i podatke sa slike, sada
prebrojimo koliko je brojeva izbrisano: 13+53+27+4 04107480+ 67 = 347. Ostala
su neizbrisana 853 broja.

171. Na slici gore desno sa N smo oznacili skup svih nastavnika, sa K skup
onih koji piju kafu, a sa C skup nastavnika koji piju ¢aj. Sada prvo upisemo one
koji piju i kafu i ¢aj (crveno obojeno na slici); njih je 16. Dalje popunjavamo sliku
slicno prethodnoj. Tako utvrdimo da 9 nastavnika ne pije ni kafu, ni ¢aj.

172. Sliéno prethodnom zadatku. a) 32 ucenika; b) 5 ucenika.

173. Sli¢no zadatku 170. a) 56; b) 15; ¢) 40.

174. Sli¢no zadatku 170. a) 5%; b) 45%.

175. Oznac¢imo sa K, F, R i O skupove ucéenika koji igraju redom koSarku,
fudbal, rukomet, odbojku. Tada uslov a) mozemo zapisati sa: (K U O) C F, a
uslov b) kao: R C O. Iz uslova b) sledi da je RUO = O, pa uslov a) prelazi u:
(KURUO) C F. Odavde sledi: K C F, R C F i O C F, $to znadi da se fudbal
igra najvise.

Uslov ¢) zapisujemo kao (FNR) C K. Medutim, iz R C F sledi da je FNR =
R, pa iz uslova c¢) dobijamo da je R C K. Prethodno smo veé¢ imali R C O, pa
zakljucujemo da se najmanje igra rukomet.



176. Tacke S, A i M odreduju 3 duzi: SA, SM i AM. Sli¢no, trojke tadaka
S, B, N, zatim S, C, P, pa S, D, @, odreduju, svaka po 3 duzi, sto iznosi 4 - 3,
tj. 12 duzi. Zatim, cetvorka tacaka A, B, C'i D, odreduje 6 duzi. To su: AB, AC,
AD, BC, BD i CD. Takode, ¢etvorka tacaka M, N, P i @, odreduje 6 duzi. Dakle,
imamo ukupno 24 duzi.

Trouglove inozemo prebrojati ovako: tacka S sa svakom od duzi, koje odreduju
¢etvorke A, B, C'i D, odnosno P, @, Ri S, odreduje po jedan trougao. Prema tome,
trouglova ima 12.

177. Duzi su odredene sa 6 trojki kolinearnih tacaka: (A, P, B), (B, M, C),
(C,N,A),(A,0,M), (B,0O,N), (C,0, P). Ukupno ima 6-3, tj. 18 duzi, (Vidi resenje
prethodnog zadatka.)

Pored trougla ABC, sa temenom C, nad AB, imamo jos 2 trougla: APC' i
BPC. Sli¢no je i sa temenima A i B. To je, do sada, ukupno 7 trouglova. Ukljuc¢ujuéi
tacku O, kao zajednicki vrh, slicno zadatku 176, nalazimo jos 3 puta po 3, tj. jos
9 trouglova. To je ukupno 16 trouglova.

Cetvorouglova ima 3. To su: APON, BMOP i CNOM.

178. Ima 10 trouglova.

179. Duzi ima 36 (tj. 6 -6 - vidi reSenje zadatka 176). Ima tri romba. Svaki
sadrzi po dva naspramna, od Sest, spoljasnjih temena,

180. Sa malo truda uocicete da kvadrata koji sadrze po jedno polje ima 64,
tj. 82, kvadrata koji sadrze po 4 polja, ima 49, tj. 72, itd. Ukupan broj kvadrata je:
82 + 7% + 6% + 5% + 4% + 3% + 22 + 12 = 204. (Vidi i sledeéi zadatak.)

181. Prema slici dole levo, imamo 5 horizontalnih i 6 kosih pravih. Svake dve
horizontalne prave, u preseku sa bilo koje dve kose prave, odreduju jedan paralelo-

gram. Od 5 horizontalnih pravih mogudée je naciniti T parova. Od 6 kosih pravih

6-5
moguce je naciniti 5 parova. Prema tome, ukupan broj paralelograma je 10 - 15,
tj. 150.
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182. Na slici gore desno sa: a, b, ¢, d, e, f, g, oznacili smo horizontalne
prave, a sa: m, n, p, q, T, S, t, vertikalne prave, koje, kao u prethodnom zadatku,
odreduju sve moguée pravougaonike na ovoj figuri. Medu ovim pravougaonicima,
obe zelene linije seku pravougaonike, koje odreduju 5 horizontalnih pravih (a, b, ¢, d,
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e) sa dve horizontalne prave (f i g), kombinujuéi se sa parovima vertikalnih pravih
(odredenih kombinovanjem m, n, p, ¢ sa r, s, t). Ovih, duplo secenih pravougaonika
ima (5-2) - (4-3), tj. 120.

183. 1z A u C moze se stiéi na 5 - 3 nacina, a za povratak ima 3 - 4 nacina.
Ukupan broj moguénosti odlaska iz A u C' i povratka u A ima 15 - 12, tj. 180.

184. Ispred cifre 4 moze biti bilo koji dvocifren broj, a njih ima 90.

185. Druga, treca, Cetvrta i peta cifra mogu biti svaka od 10 raspolozivih
cifara. Trazenih Sestocifrenih brojeva ima 10 -10 - 10 - 10, tj. ima ih 10000.

186. Trazimo ¢etvorocifrene brojeve koji imaju dve parne i dve neparne cifre.
Od neparnih cifara mozemo naciniti 10 dvojki sa razli¢itim ciframa i 5 dvojki jedna-
kih cifara: 13, 15, 17, 19, 35, 37, 39, 57, 59, 79 i 11, 33, 55, 77, 99. Sli¢no racunamo
i parne dvojke. Svaka od prvih 10 neparnih sa svakom od prvih 10 parnih dvojki
daje 10 - 10, tj. 100 c¢etvorki razli¢itih cifara, od kojih svaka daje po 24 broja. To je
ukupno 100 - 24 = 2400 brojeva. Dalje, dve razli¢ite neparne sa dve jednake parne
cifre formiraju 10 - 5, tj. 50 Cetvorki i isto toliko ima ¢etvorki sa dve razli¢ite parne
i dve jednake neparne cifre. Svaka od ovih ¢etvorki formira po 12 trazenih brojeva,
$to daje ukupno 2 - 50 - 12 = 1200 brojeva. (Npr. od ¢etvorke 1124 imamo sledece
brojeve: 1124, 1142, 1214, 1241, 1412, 1421, 2114, 2141, 2411, 4112, 4121, 4211.)
Imamo jos 5 - 5, tj. 25 Cetvorki, koje obrazuju dve jednake neparne sa dve jednake
parne cifre. Svaka od njih daje po 6 brojeva, a to je ukupno 25-6, tj. 150 brojeva. (Na
primer, od 1122 imamo brojeve: 1122, 1212, 1221, 2112, 2121, 2211.) Dakle imamo
ukupno: 2400 + 1200 + 150 = 3750 cetvorocifrenih brojeva. Treba jos izostaviti one
koje poc¢inju nulom, jer su to trocifreni brojevi. Sve su cifre ravnopravne, pa nulom
pocinje svaka deseta kombinacija. Takvih je 375. Dakle, trazenih cetvorocifrenih
brojeva ima 3375.

187. Prvo lice ima 9 moguénosti. Kada ono zauzme jednu stolicu, drugom
preostaju 8 moguénosti, itd. Ukupan broj moguénosti je: 9-8-7-6-5 -4 = 60480.

188. Zbir cifara svakog od trazenih brojeva mora biti 9. Takvih brojeva ima
16, a ispisujemo ih ciframa: 1, 2, 3, 3 ili 2, 2, 2, 3.

189. Ciframa 0, 1, 2, mozemo zapisati 2 -3 -3 -3 -3 = 162 petocifrena broja.
(Nula ne moze biti prva cifra.) Izra¢unajmo koliko medu njima ima onih kojima
su svake dve susedne cifre razli¢ite. Za prvu cifru imamo dve moguénosti (1 ili 2).
Svaka sledeca cifra ima dve moguénosti (jer se prethodna cifra ne moze ponoviti).
Dakle, ovih brojeva ima: 2-2-2-2-2 = 32, pa preostaju 130 brojeva, kojima su bar
dve susedne cifre iste.

190. Prvi uc¢enik moze da se rasporedi na 3 nacina, drugi takode na 3 nacina,
a isto tako i ostala dva. Rezltat je: 3-3 -3 -3 = 81 nadin.

(n—1)

n
191. Posto se rukuje svako sa svakim, to je uz ucestvovanje n lica bilo

rukovanja. U naSem sluéaju je n(n — 1) = 240 = 16 - 15. Sledi da je n = 16. Nikola
je imao 15 gostiju.



192. Tri boje moZemo rasporediti na 6 nacina (3 - 2 - 1). Zatim, moZemo
premestati medusobno knjige iste boje. Ukupan broj razmestaja je 6-24-2-6 = 1728.
(4 plave knjige mogu se medusobno rasporedivati na 4 -3 -2 -1 = 24 nagcina, itd.)

193. Celni igrac je ili “plavi” ili “crveni”, to su dve moguénosti. Dalje se
naizmenic¢no pojavljuju: “plavi”, “crveni”, “plavi”, ..Pet igraca u jednoj ekipi mogu
se izmedu sebe rasporediti na 5-4-3-2-1 = 120 nacina. Ukupan broj moguénosti

je: 2-120 - 120 = 28800.

194. Na slici plavim kruzi¢ima oznaéili smo de¢ake. Zuti kvadratié¢i oznaca-
vaju b mogucéih mesta za rasporedivanje 3 devojcice. One se mogu rasporediti na
svega 5-4-3 = 60 nacina. (Vidi reSenje zadatka 187.) Decaci mogu da se rasporede
na 4-3-2-1 =24 nacina. Ukupan broj moguc¢nosti je 24 - 60 = 1440.
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195. Sli¢no prethodnom zadatku. Kad se skinu 3 slike, ostace na zidu 5 (kao
na prethodnoj slici, imamo pet plavih kruziéa). Slike koje skidamo mogu se naéi na
6 mesta (6 zutih kvadratié¢a kao na prethodnoj slici). Dakle, 3 slike moZemo skinuti
na 6 -5 -4, odnosno na 120 nacina.

196. Prvom licu mozemo dati 2 predmeta na 98 = 36 nacina. Od preostalih

7-6-5

3-2-1
4 preostala predmeta. Svaki od 36 nacina prve podele, kombinuje se sa svakim od

35 nacina druge podele, pa je ukupan broj mogué¢nosti: 36 - 35 = 1260.

7, drugom licu mozemo dati 3 predmeta na = 35 nacina. Trece lice dobije

197. Sli¢no primeru C. ReSenje je: 70 nacina.

198. Kupovinu jedne kifle oznac¢i¢emo brojem 1. Ako kupimo dve kifle prve
vrste, pisSemo 11, itd. Zatim upisujemo jedinice za drugu kiflu, pa za treéu. Da
bismo znali na koje kifle se odnose upisane jedinice, izmedu dve vrste kifla ubacimo
razdvajajuéu cifru, recimo 0. Ako neku vrstu kifle ne kupujemo, jednostavno ne
piSemo nista. Tako ako smo napisali 10110, to znaci da je Nada kupila 1 “praznu”
kiflu i 2 sa sirom. Ili, broj 00111 oznacava da je kupila samo 3 kifle sa dZemom. (Pre
prve nule su “prazne” kifle, izmedu dve nule kifle sa sirom i iza nula sa dZemom.)
U svakom slucaju izbor se zapisuje sa 3 jedinice i 2 nule, a takvih brojeva ima

5:4-3-2-1 s
m = 10. (Vidi primer B.)

199. Mogucéa su tri slucaja.

a) Zoran poziva 3 druga, a Maja 3 drugarice. Broj razlicitih slucajeva je:
4-4=16.

b) Zoran poziva 2 druga i 1 drugaricu, a Maja jednog druga i dve drugarice.
Broj moguénosti je (6-2) - (2-6) = 144.

¢) Zoran poziva 1 druga i 2 drugarice, a Maja 2 druga i 1 drugaricu. Broj
moguénosti je (4-1) - (1-4) = 16.



Ukupan broj razli¢itih moguénosti je 16 + 144 + 16, odnosno 176.

200. Na semama dole prikazana su tri sluc¢aja, koja mogu nastati kad prvi
korak ide ulevo. Na Semi a), prvo skretanje udesno je od slova I. Tu imamo samo
1 moguénost. Na Semi b), prvo skretanje udesno vrsi se kod slova H. Sada iz slova
I moZemo levo (i do kraja nema novih moguénosti) ili desno do slova M. U tom
drugom slucaju, iz M opet imamo dva izbora. Na Semi b) ima, dakle, 3 moguénosti.
Na Semi ¢) prikazano je prvo skretanje udesno kod slova R. (Produzavanje levo daje
prethodno razmatrane moguénosti sa Seme a) i Seme b). Sada iz H mozemo levo (i
do kraja imamo 3 mogucénosti) ili desno (i ponovo 3 moguénosti). Na Semi ¢) imamo
ukupno 6 moguénosti. Do sada smo prebrojali 143+ 6 = 10 moguénosti. Isto toliko
moguénosti postoji ako je prvi korak udesno, od A ka desnom slovu R, itd. Prema
tome, imamo ukupno 20 moguénosti.

A A A
R R R R R° R
H" H H H H H H ‘H H
¥ b ¥ %
S T T O e DA E E B K R
M, M M M. M, M M MM
E. E E” E “EOE
D \D‘/ \D/
a) b) c)

201. “Rasecimo sto” na mestu na koje treba da sedne jedan od drzavnika.
Ostala c¢etvorica mogu se rasporediti na preostala cetiri mesta na 4-3-2-1 =24
nacina. Savetovanje je zavrseno 24. januara.

202. Da bi nasuprot svakog od 4 muskarca ‘B
sedela zZena, moraju se za stolom rasporediti tacno
4 zene, i to tako da izmedu svake dve zene bude po
jedan muskarac. Neka je AB jedan pre¢nik okru-
glog stola, slika desno. Ako je A muskarac, B je
zena. Medutim, levo i desno od preénika AB mora-
ju sedeti po 3 osobe. No, tada B mora biti muska-
rac $to protivreci uslovu da dijametralno suprotno
muskarcu sedi zena. Dakle, Sef sale nije uspeo da
nacini trazeni raspored gostiju.

203. Broj osoba za stolom mora biti deljiv sa 3, jer imamo troc¢lane porodice,
a mora biti parni broj, jer nasuprot svake osobe sedi osoba istog roda. Najmanji
takav broj je 6, ali je tada nemoguce ispuniti treé¢i uslov. Potrebno je najmanje 12
osoba. Raspored je prikazan na sledecoj slici levo. (M, Z, m, # su oznake redom za:
muZa, zenu, musko dete i Zensko dete.)

204. “Rasecemo sto” na mestu gde sedi jedan decak i “razvijemo sto u niz”.
Dalje resavamo sliéno zadatku 194. Ima 72 nacina.
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205. Slicno primeru A, samo $to se ovde ne zahteva da se medu svake tri
uzastopne osobe nalaze jedan nastavnik, jedan decak i jedna devoj¢ica. Ako bismo
rasporedivali trojke: nastavnik, decak, devojcica i to bas u tom redosledu, imali
bismo 2 -6 -6 = 72 nacina. Medutim, svaka od ovih trojki moze da ima i raspo-
red: nastavnik, devojcica, decak. Svakom ovakvom promenom u jednoj trojci, broj
mogucnosti se duplira. Za nase tri trojke broj moguénosti se povecava 2 -2 -2, tj. 8
puta. Dakle, imamo 72 - 8, tj. 576 moguénosti.

206. Resenje se razlikuje od primera B, jer su alke numerisane, dakle, nisu
ravnopravne. Broj moguénosti je: (4-3-2-1)-(5-4-3-2-1): 2, §to iznosi 1440.

207. Postavimo za okrugli sto jednu naspram druge Anu i Bobu, koje se ne
poznaju. Oznac¢imo pocetnim slovima, sa A i B, skupove osoba koje se poznaju
sa Anom, odnosno sa Bobom, poslednja slika. Unija ova dva skupa ima 98 osoba
(iskljuéene su Ana i Boba). Medutim, skup A sadrzi najmanje 50 osoba, a isto tako
i skup B. To je moguée samo ako presek ova dva skupa (na slici zeleno) sadrzi bar
2 osobe. Postavimo te dve osobe za okrugli sto, jednu levo, jednu desno od Ane.

208. Zamislimo da vitezovi sede na temenima jednog konveksnog dvanaesto-
ugla. Tada je broj dvoclanih delegacija jednak broju dijagonala tog dvanaestougla.
To je broj duZi odredenih sa 12 tacaka, umanjen za 12 (12 stranica mnogougla):

12-11
—— — 12 =54
5 )

209. “Rasecemo sto” na mestu gde sedi ser Lanselot, pa resavamo sli¢no
zadatku 194. U jednom slucaju nalazimo resenje bez ucesca ser Lanselota. Tada
dolaze u obzir i njegovi susedi, tj. od 11 vitezova biramo 3, ali tako da medu iza-

9.-8-7

branima nema suseda. To mozemo uciniti na ———, tj. na 84 nacina. U drugom
sluc¢aju, kada ser Lanselot ucestvuje u oslobadanju princeze, njegovi susedi ne dola-
ze u izbor, pa od 9 biramo 2 koji nisu susedi. To se moze uciniti na ;, tj. na 28
nacina. Dakle, oslobodioce moZemo izabrati na 112 nacina (84 + 28).

210. Ako bi bar dva suseda govorila uvek istinu, onda bi prvi od njih rekao
da njegov sused ne laze. Ako bi bar dva suseda bili lazovi, tada bi opet prvi rekao
da njegov sused ne laze. (On zna da je sused lazov, ali, posto i sam laZze, neée to

reéi.) Prema odgovorima koje su dali strancu, jasno je da su vitezovi za stolom
rasporedeni naizmenic¢no: lazov, istinoljubiv, lazov, itd. U tom sluc¢aju, jednih ima



7, a dugih 6. Otuda je jasno da: je Merlin lazov, jer ne moze biti jednih za 3 vise
od drugih. Iz prve izjave Merlina sledi da je i kralj Artur lazov. Lazova ima 7, a
istinoljubivih 6.

211. Ima deset razli¢itih slova, $to znaci da se medu nepoznatim jednocifre-
nim brojevima nalazi i nula. Imenilac ne moze biti jednak nuli. Znaci, brojilac je
jednak nuli, pa je i vrednost razlomka nula.

3456 3852

212. Videti zadatke 83 i 84. Prvi broj je =96 ili T 107, a drugi
4275 4770
227 954l —— = 106.
15 95 ili 15 06
13 13.9 117 117
213.a) — = 27— 15 %
e T T A T R
b)1_ no_ounu
181~ 181-11 1991 ~ 1996
1994 1 1995 1 1 1
S - a2 ]~ . Kakoj B i
) 1995 1995° * 1996 1006° [aK0Je 1a5e > g6 t0 J°
Lo Lo 1 1991 1995
1995 1096° 7 1995 ~ 1996
1919  19-101 19 . 191919 19-10101 19
214, — =2 — T _ 7 = = —~. Sva tri razlomk
9696  96-101 96 ' 969696  96-10101 96 ' 1 razomiasu
jednaka.
215. Neka je % trazeni broj. Treba izabrati sto manje a i Sto vece b, i da su
2 2
% : % i % : 587 celi brojevi. Drugim rec¢ima, treba da budu celi a. % i % . 2187

Trazimo najmanji broj a, koji je deijiv sa 35 i 28, a to je S(35, 28) = 140 i najvedi
broj b, kojim mogu da se podele 396 i 297, a to je D(396, 297) = 99. Trazeni broj
140

Je E
216. Sliéno prethodnom zadatku: a = D(8,12,20) =4 i b = S(15,35,21), tj.
4
b = 105, pa je trazeni broj: % = 105"
3 15 .4 16 3 9 .4 96 .
217. 150 39’ odnosno 1-10 5= o0 Jedno od resenja je,

91 92 93 94 95 . 91 23 31 47 . 19

4 5 6.7
218. zeni isu: =, =, —i—.
8. Trazeni razlomci su 567 i 3

1 1-n . . 5 3—-3n .. . 2

219.1IZ 3 < F, tj. lizﬁ 1<2T55, dobijamo 3 — 3n > 5, pa je n < —3

. . —n .. — lan . .
Zatim, iz 5 < 12’ tj. iz 60 < 50’ dobijamo 12 — 12n < 55, odakle je

43 . .43 2 .. e ae
n>—ﬁ.Sledldaje—1—2<n<—§,tj.n— Lilin=-2ilin=-3.
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220. Uzimajudi reciprocne vrednosti, dobijamo nejednakost: = <p<
tj. 64 < p < 73. Trazeni prosti brojevi su 671 71.

221. Na desnoj strani jednakosti imenilac je 35, pa je a = 5. Tada imamo:
14+50 30+c

35 , odakle je 14 4+ 5b = 30 + ¢, tj. bb = ¢ + 16. Jednocifreni brojevi
koji zadovoljavaju ovu relaciju su: b=4, c=41ilib=5,c=9.

6
222. 1z date jednakosti dobijamo: 5 = 10 — 2%, Kako je vrednost izra-
6
za na desnoj strani (10 — z2) celi broj, sledi da je i " celi broj. Dakle: y €

redom:

—]. ]. —2 2 —3 3 —6 6}. Odgovarajuée vrednosti za .’E2 10 — u
{ g J

16, 4, 13, 7, 12, 8, 11, 9. Onda je 2> € {16, 4, 9}, pa je z € {—4, 4,
Trazeni parovi (x y) su: (—4,—1), (4,-1), (-2, 1), (2, 1), (-3, 6), (3, )

|<e|®
)]

1.2.4+23.1.2.4+33.1.2.4+...+1003 9.
223.
1-3-94+23-1-3-94+3%-1-3-94+---4100%-1-3-
1-2-404+2°+3° +---4100°)  1-2-4 8

1-3-9(1+28+33+---+100%)  1-3-9 27

4
9

1 1 1-— 1
224. — — -t no_ . Koristeé¢i se ovom jednakoséu,
n n+l n(n+1) n(n+1)

izraunademo izraze a) i b).
1 1 1 1 1 1

3.4 " T o708 9899 " 99-100
+1 1+1 1+1 1 . 199
97 98 98 99 99 100 ~ 100 100"
1 N 1 N 1 N 1 N I
56 6 - 7-8 89 9-10

1 1 5 2 3

| =
Jr

| =

-
[\

+
e

‘ —

o
+ &=
N N
|
|
|
@Ir—l..l;
+ &
|

_l’_
S| ot O = +

T4 10 20 20 20

o7 _ 95 w1
1 U 9558 188 100 101°
Zbog toga je 51 ......... _ — e e — e — Neka Jex—

135 97 99 1-3-5 97-99 o7 9 101 1
216@1010 2.14-6 _____ 98 100" . Poslednja nejednakost daje: x < Tolz

1
Odavde je z? <m< 100° , pa iz z? <mdob13amox<l—0

225. Uoc¢imo da je

w

ot

Nej

\]

e ()

wn-lklco co| =

AN

(G20
WlN -

IS

. . 1 9 1 9 1
226. Kad je Novica dobio 10’ ostalo je 0 torte. Ilija je dobio 9°10- 10

1 8
torte, pa je Milica dobila 3 od tJ 0 torte. Takode su Dara i Milan dobili po

1
0 torte, pa je za Radmilu i njenu decu ostalo pola torte.
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227. Loptica odskoéi do visine z mm, ako je prethodno bila na visini §x mm.

Prema tome, ako je u tre¢em odskoku imala visinu 648 mm, onda je pocetna visina

4 4 4 3 3 3
3'3'3" 648 mm, odnosno 1536 mm. Cetvrti odskok je 1 648, a peti 11 648,
tj. 364,5 mm.
.. . . ) 59 . 5
228. Iz uslova dobijamo jednakosti: b + ¢ = 3 @ +c = 61 +b = 3
5 59 5
Saberemo ove tri jednakosti i dobi¢emo: 2(a + b + ¢) = 5 5 + — = 14, pa je
5 9 59 17 5 16
b =7 Daljejera=T—~=-,b=T— —=——1ic=7—- = —.
a+b+c=7 Daljejeea="7 5 7 5 610 7 3 3
229. Neka su A i B ta dva broja. Iz uslova nalazimo: 1—52(A—B) Z Odavde
3 5 3 12 9 4 4 4 4 9 18
.A—B:—:—:—-—:— .—A——B:—A—B = = — = —,
) sz 5 o brlegdmgBerUBl=g g5

1 1 1
230. Za jedan minut prva cev napuni — bazena, druga 2 i treca 30" Sve
1 1

£ d d t L1, b Z b
I'l zajedno za jedan mlnu napune — — = —— Dazena. nac1 Cceo bazen Ce
J J PURE 75730 730 ~ 20

20
se napuniti za 3 minuta, odnosno za 6 minuta i 40 sekundi, ako ga pune sve tri

cevi istovremeno.

231. Oznaéimo cene taéne knjige i olovke sa t, k i 0. Tada vaze jednakosti:

k k
5 + 2—5 + =16001 = + 3 + 4_1 = 2400. Pomnozimo prvu jednacinu sa 10, drugu

sa 12 i dobuemo 2t + 4k + 50 = 16000 i 6t + 4k + 30 = 28800. Saberemo ove dve
jednacine i dobijemo: 8(¢t + k + o) = 44800, pa je t + k + o = 5600 dinara. Toliko
treba platiti za tasnu, knjigu i olovku.

232. Ako jedan broj x oduzmemo brojiocu i dodamo ga imeniocu, zbir brojio-
ca i imenioca neée se promeniti. Ako sa k oznac¢imo broj kojim je dobijeni razlomak
skrac¢en, imac¢emo uslov: 2k 43k = 1997 —x + 1998 4+ = 1997+ 1998, tj. 5k = 3995,

2k 1598 1997 — 399 . .
Broj 399 je

je k = 799. Pre skracivanja imali C— .
pa je re skraivanja imali smo: — = ooo0n = Jo00 399

oduzet brojiocu i dodat imeniocu.

25%3 —x 4k
233.P 1 e
33. Prema uslovu, treba da budu o 3%
Oduzmimo brojilac od imenioca. Dobi¢emo jednakost: 6776 — 25 x 3 = 9k, gde je
k celi broj. Da bi leva strana bila deljiva sa 9, moramo * zameniti cifrom 7, pa

dobijemo: 6776 — 2573 = 9k, odnosno 4203 = 9k. Dakle, k = 467. Sledi da je

4k 1868 2573 — i . . .
Tk = 801 — 6776 =2’ odakle je trazeni broj x = 705. (To je 2573 — 1868,

odnosno 6776 — 6071.)

, gde je x trazeni broj.

1 1 1
234. Dusko je dolio mleko tri puta: 6 + 3 + 3 Soljice, a to je puna Soljica.
Dakle, popio je jednake koli¢ine mleka i kafe.



1
235. Puna Solja sadrzi V ecm?® mleka. Kada je Nikola popio 5 mleka i dopunio

4 1 1 1
kafom, dobili smo: V = SV mleka +5V kafe. Posto je ponovo otpio 5 Solje <5V
bele kafe) i dolio kafu, imamo: V = % <§V mleka —|—éV kafe> —|—%V kafe, odnosno

(%V mleka +2%)V kafe). Kada je Nikola tre¢i put popio % Soljice (bele kafe), u

e e 4 (16 9 [ 64 36
Soljici je ostalo 5 (2—5V mleka +%V kafe) = (125V mleka + 125V kafe) . Mleka
ima za EV vise nego kafe, a to je po uslovu 28 cm?, tj. E5V =28 cm?®. Odavde

zakljuéujemo da je zapremina Solje 125 cm?®.

236. Kada bi svih 39 boca bilo od g litra, imali bismo 39 - % = 31% litara

. 6 . s . , . . s
soka, Sto je za — litara vise. Ako jednu ve¢u bocu zamenimo manjom, koli¢ina soka

a2 -3 2 L fie Prema t toie O L — 94 manje b
se smanjl za — — — — — l1tra. rema tome, uzeto j€¢ — . — — mamnje boce.
e : €590 ]

237. Sliéno zadatku 230. Za 48 minuta napuni se: 48 - (QLO — 3—10> = %l

kade. Kada se nije prelila.

1 1 7 5
238. Iz prve cisterne uzeto je 3 + 3% teCnosti, Sto iznosi 2 od ukupnog

kapaciteta vece cisterne. Za drugu, duplo manju cisternu, to je 5 zapremine. Znaci,

1
— manje cisterne iznosi 24 litra, pa je manja cisterna od 6 - 24, tj. od 144 litra, a

veca od 288 litara.

3b 3
239. Oznacimo sa a, b i ¢ koli¢ine jabuka u ove tri gajbe. Tada je §+3+Zc =
b
160. Kako je a + b+ ¢ = 300, to je g + 3 + g = 100. Oduzimanjem trece od prve
a 3 3¢ a b ¢ 4b b
jednakosti dobié ot -4+ —— - — - — - = 60, od — + — = 60.
jednakosti 01cenr103—1—5—i-4 373 3 ,onosnol5+12

Pomnozimo ovu jednacinu sa 5 i dobiéemo: gb + gc = 90 jabuka, Sto se i trazilo.
2 Lo 1 o ST
240. = vode tezi 1 kg, pa ukupna koli¢ina vode tezi 3 kilograma, odnosno
875 grama. Sud ima masu 125 grama.
241. U sudu A ima 15 litara tecnosti, od cega je % vode. Sli¢no, 2% teCnosti
iz suda B je voda. Kad iz suda A izvadimo 7 litara teénosti, tu ée biti 7- IR odnosno

4
1—? litara vode, a u sudu A ¢ée ostati % litara vode. Sli¢no izra¢unamo: iz suda B
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je izvadeno 2 litara vode, a u sudu je ostalo 20 litara. Posle presipanja iz jednog

u drugi sud, u sudu A ée biti 6%, a u sudu B ima 9@ litara vode.

242. 3 jabuka i % krusaka iznose 60 kg, a tri puta veée koli¢ine, tj. g
1 1
jabuka i 10 krusaka iznose 180 kg. Ovde je 3 jabuka visak, a To krusaka manjak,
1
pa ako oduzmemo 3 jabuka i dodamo 10 krusaka, ukupna koli¢ina kilograma nece

1 1
se promeniti. Dakle, — jabuka i 0 krusaka imaju istu masu. Znaci, jabuka je bilo
80 kg, a krusaka 100 kg.

2 4
243. Vladi je ostalo R odnosno g Sume koju je dobio, a Lazaru je ostalo
4 1 1
— njegovog dela. Dakle, 0 Vladinog dela je jednaka - Lazarevog dela. Vlada je

1
dobio 10 - 81—76, tj. 480 dinara, a Lazar 336 dinara.

1
244. Sliéno prethodnom zadatku, zaklju¢imo da je Iz Zoranovog dela jednaka
1 1 Z D N
0 Dusanovog dela i 5 Nikolinog dela. Dakle, 10" x, paje Z = 12z,
D =10z i N =15z. Onda je Z+ D+ N = 122 + 10z + 152 = 372 = 2220. Odavde
je x = 60 dinara. Zoran je poneo 720 dinara, Dusan 600 dinara i Nikola 900 dinara.

245. Luka je kucao tekst 320 minuta, a Filip 280 minuta. Brzine kucanja se

1
320 : %80 = 7 : 8. Znaci, od 15 strana Luka otkuca 7, a Filip 8. Kako
je Filip otkucao 3 strane vise, to znaci da je Luka otkucao 21 stranu, a Filip 24 .

strane. Ceo tekst je 45 strana.

odnose kao

246. a) Jednu jabuku treba iseéi na dvanaesetine i 6 jabuka na polovine.

b) Cetiri jabuke treba iseéi na treéine, a tri na Getvrtine.
2
247 . 1z presipanja zakljuéujemo da polovini drugog suda odgovaraju 3 treceg,

4 5
tj. = treéeg suda odgovaraju drugom sudu. Sledi da = treéeg suda odgovara prvom
sudu, itd. Resenje je: prvi sud je od 50 litara, drugi od 40 i treé¢i od 30.
248. Uoc¢imo da je:

11 1 1 1 1
13 13 1 1+ 2 1+ - 14—
11 11 11 541

2 2

Dakle: z =1, y=5iz=2.

249. Racunamo unazad! Na kraju su svi imali po x zlatnika. Pre nego sto je

T T .
—, treci 5 1 cetvrti

x
Cetvrti gusar podelio zlatnike ostalim, imali su: prvi 5 drugi 5



o5z T T 9z
> Pre nego sto je tre¢i podelio svoje zlatnike imali su: prvi e drugi 7 treci 1 i

5%4 iy
cetvrti —, itd. Pre nego sto je prvi podelio svoje zlatnike imali su: prvi 16" drugi

17 9 5
1—5, treéi l_x i Cetvrti 1—2 Dakle x = 16, pa su na pocetku imali: prvi 33 zlatnika,

drugi 17, treéi 9 i cetvrti 5.

3
250. Tréeéi napred peSak ée pretréati jos 3 duzine mosta do trenutka kada

5 3 1
automobil stigne u tacku A. Preostalu Cetvrtinu duzine mosta, to je 3 8- 1
pesak ¢e pretrcéati dok automobil prede ceo most. Dakle, automobil se kreée Cetiri
puta brze od peSaka, pa pesSak tr¢i brzinom od 15 km/h.

s
251. Poznato je, ako je s put, v brzina i t vreme, onda je t = —. Ako se brzina

. . . s . S S
poveéa za 50%, nova brzina ¢e biti v1 = 1, 5v, pa je novo vreme t; = — = 150 =
(%1 , U

<

ﬁt = 0,67t. Znadi, vreme putovanja se smanji za priblizno 33%.

252. Neka je k duzina Nemanjinog koraka. Tada je Nikolin korak duzine
0,9k. Ako je Nemanja do skole nacinio n koraka, tada je Nikola nacinio 1, 1n kora-
ka. Nemanja je do skole presao put duzine k - n, a za to vreme je Nikola presao
0,9k - 1,1n = 0,99kn. Znadi, Nemanja je stigao prvi.

253. Neka je k ukupna koli¢ina robe, a ¢ nabavna cena i x cena po kojoj

k
treba prodati ostatak robe. Ostatak je k — 6§ 373 Na prodatoj robi je ostvaren

k k
prihod: 5 1,2¢c+ 5 0,9¢c = 0, 65kc, sto znaci da ostatak treba prodati za 0, 35kc.

k
Dakle, treba da je 3" x = 0,35ke, odnosno k -z = 1,05ke. Odavde je z = 1, 05¢,

$to znadi da cena za ostatak robe treba da bude za 5% veéa od nabavne cene.

254. Na polugodistu ima devojcica za 10 vise nego decaka, a to je 2% od
ukupnog broja udenika u $koli (51% devojcica i 49% decaka). Znaci da je na polu-
godistu bilo 500 ucenika. Na pocetku skolske godine bilo ih je za 20 manje i to 240
decaka i 240 devojcica.

255. U 40 litara morske vode ima 2 kg soli (40 - 0,05 = 2). Ova 2 kg ée
predstavljati 2% u rastvoru od 100 litara. Treba doliti jos 60 litara vode.

256. U 420 g rastvora ima 420 - 0,2 = 84 g soli. U novom rastvoru, na 300 g,
ova so predstavlja deo 84 : 300 = 0, 28. Dakle, sada imamo 300 g rastvora sa 28%
soli.

257. Od svezeg grozda dobijamo suvo grozde isparavanjem vode. “Suva mate-
rija” ostaje u istoj koli¢ini. U suvom grozdu “suva materija” predstavlja 88%. Na
16 kg, to je 16-0,88 kg = 14, 08 kg. Ova ista koli¢ina je 20% od mase svezeg grozda.
Dakle, svezeg grozda treba pet puta vise, tj. 5- 14,08 kg = 70,4 kg.



258. Sliéno prethodnom zadatku. Kod svezih jagoda je 9% “suve materije”,
Sto iznosi 9 kg. Zbog isparavanja, ovih 9 kg ¢ine 10% jagoda, Sto znaci da je sada
90 kg jagoda. (10 kg je isparilo.)

259. Pretpostavimo da je cena lopte 100 dinara. Trebalo je da Ivan plati 25
dinara. Kad je dosao Marko, Ivanov deo se smanjuje na 20 dinara. Usteda je 5
dinara, a to je petina od 25 dinara, odnosno 20%.

260. Oznac¢imo sa x broj ¢lanova grupe. “Sedmaka” je manje od 30%, tj.
manje od 0,3z. Kako su Aca i Nemanja “sedmaci”, to je 0,3z > 2, odakle je
x > 6,6. Najmanji broj ¢lanova grupe je 7.

261. Ako je ranije broj posetilaca bio n, prihod je iznosio 180n. Kad se broj
n uvecéao za 50%, tj. kad se poveéao na 1, 5n, sa novom cenom z, prihod se poveéao
za 25%, pa iznosi: 1,25 - 180n = 225n. Dakle: 1,5n -z = 225n. Odavde je nova cena
x = 150 dinara.

262. Cena preostalog dijamanta iznosi 0,64% od cene celog komada i kako je
srazmerna kvadratu mase, zaklju¢ujemo da ostatak predstvlja 0,8 od prvobitne mase
dijamanta. Komadié¢ koji se odlomio predstavlja 20% prvobitne mase dijamanta.

263. 12% od 2000 g, tj. od mase napunjene posude iznosi 0,12-2000 g, odno-
sno 240 g, a to predstavlja 20% mase vode. Vode ima 5 - 240 g = 1200 g. Prazna
posuda ima masu 800 g.

264. Oznacimo sa z, ¢ < 1, deo posude koji je ispunjen 85-procentnim ras-
tvorom alkohola. Neispunjeni deo je (1 — z). Posle prvog dolivanja u posudi je bilo
85z + 21(1 — z) = 64z + 21 procenata alkohola. Posle odlivanja broj procenata se
smanji za (1 — x)(64x + 21) i iznosi: 64z + 21 — (1 — x)(64x + 21) = 642 + 21z.
Novim dolivanjem broj procenata alkohola se poveéa za 21(1 — z) i iznosi 70. Dakle:

6422 + 21z +21(1 — ) = 70. Odavde je 6422 = 49, pa je x = g Pre prvog dolivanja
bilo je ispunjeno 3 posude.

265. Ako je u Sest odeljenja bilo n ucenika, onda ih je u ostalim odeljenjima
bilo za 0, 15n viSe. Broj 0, 15n je ceo, pa n mora biti deljivo sa 20 (jer je 20 najmanji
broj, takav da je 0,15n celi broj). Mora n biti deljiv sa 6 (zbog jednakog broja
udenika u Sest odeljenja), veéi od 150 i manji od 200. To je zapravo broj 180. U
skoli je bilo 387 ucenika.

266. Prognoze su: A: ABDC B: BACD C: CBDA D: DCBA

Sva Cetiri ucenika su razli¢ito prognozirala pobednika trke, Sto znaci da je
neko sigurno pogodio ko je prvi, a ostala mesta niko nije pogodio. Vidimo da niko
nije predvideo da ¢e D biti drugi, niti da ¢e A biti treéi, niti da ¢e B biti ¢etvrti.
Dakle, redosled na kraju trke bio je: C DAB.

267. Olovka A je plava, B je crvena i C je bela.

268. Posto u treéoj kutiji nije ni bela, ni zelena, sledi da je u njoj crna kuglica.
U prvoj nije bela, nego zelena, a u drugoj nije crna, nego bela.

269. Treba izvuéi kuglicu iz sive kutije, itd.



270. Nada je sportista, Vera rukovodi sekcijom za matematiku, a Lidija sek-
cijom za hemiju.

271. Odgovor je negativan. Zamislimo da su kockice sira obojene crno-belo,
i to tako da su svakoj beloj susedne crne kockice, a svakoj crnoj bele kockice. Ako
su, na primer, kockice u temenima velike kocke bele, tada je centralna kockica crna.
Mis pocinje da gricka belu kockicu i dalje jede crnu, pa belu, pa crnu, i tako do
kraja. Znaci, svaka neparna pojedena kockica je bela, a centralna je 27 — a, dakle
neparana, a crna je.

272. Mogucée je! Na prvi zvizduk ucenik broj 1 ostaje na mestu, a zamene se
2140, 3139, itd, 20 i 22, a broj 21 ostane na mestu. Dobijemo nov raspored: 1, 40,
39, ..., 3, 2. Na drugi zvizduk se zamene: 1 i 40, 21 39, 3 i 38, itd. Dobijemo trazeni
redosled.

273. a) Primenimo Dirihleov princip: treba izvuéi najmanje 7 kuglica.

b) Moze se desiti da najpre izvucemo sve plave i sve crvene. Treba, dakle,
izvudi najmanje 1997 4+ 1998 + 3, tj. 3998 kuglica.

¢) 1998 + 1997 + 1 = 3996.

274. Prvo je pojeden mis broj 2. Ovo mozemo odrediti ra¢unanjem unazad,
tj. ako krenemo od belog misa, i brojimo u suprotnom smeru brisuéi svakog petog.

275. Marko je treé¢inu dorucka platio 8 dinara, pa je vrednost celog dorucka
24 dinara, Sto znaci, svaka riba vredi 3 dinara. Nenad je ulovio za 9 dinara, a pojeo
je za 8 dinara. Stoga njemu pripada 1 dinar, a Predragu 7 dinara (ulovio za 15
dinara, a za 8 jeo).

276. Od 1. januara do 1. aprila ima 90 dana ili 91 dan, zavisno od toga da
li godina nije ili jeste prestupna. Ako je 1. januara i 1. aprila bio ¢etvrtak, tada je
broj dana izmedu ova dva datuma deljiv sa 7. To je broj 91, pa imamo prestupnu
godinu. Ona ima 52 nedelje i jo$ 2 dana. Kako je 2. januar bio petak, to znaci da u
toj godini ima 53 petka, a svaki mesec ima 4 ili 5 petaka. Znaci 5 meseci je bilo sa
5 petaka i 7 sa 4 petka.

277. Datumi izmedu dve susedne subote se razlikuju za 7, pa smo izmedu
tri parne imali i 2 neparne subote, ukupno 5 subota. Prva mora biti parna, sto je
moguce jedino ako je to 2. dana u mesecu. Zbog toga je 25. dan pao u ponedeljak.

2'78. Zapisimo pretpostavke na sledeéi nacin:
Zoran: 574698;
Maja: 78694 5;
Milica: 456 7389.

Kako se Zoranova i Majina pretpostavka ne poklapaju ni u jednoj cifri, to
znac¢i da su oni pogodili po 3 razlicite cifre. Zbog toga je cifra, koju je pogodila
Milica na istom mestu kao kod Zorana ili kao kod Maje. Vidimo da je to cifra 6 kod
Maje. Znaci, Zoran nije pogodio ¢etvrtu cifru, pa je pogodila Maja — to je cifra 9,
itd. Trazeni broj je 576948.



279. Olja ima 4 prababe i svaka od njih ima po 4 prababe. Dakle, reSenje je:
16 prababa.

280. Dati zbir moze da se napiSe u obliku:
(a1 +az+as+---+ao) — (b1 + b2 +bs+ -+ + bigo),

a to je jednako nuli, jer je zbir u prvoj zagradi (tj. zbir vrsta) jednak zbiru svih
10000 upisanih brojeva, a toliki je i zbir u drugoj zagradi (zbir kolona).

281. Uoc¢imo iz svake skole po jednog ucenika i pretpostavimo da je prvi resio
1 zadatak, drugi 2 zadatka, treéi 3 zadatka, itd, i na kraju, osmi je resio 8 zadataka.
U tom slucaju, ovih osam ucenika resilo je ukupno 36 zadataka. Onda je od nasih
22 ucenika preostalo jos 14, a kako je reseno ukupno 50 zadataka, izlazi da su ovih
Cetrnaest ucenika resili tacno 14 zadataka, svaki po 1 zadatak. Konac¢no, po jedan
zadatak resilo je 15 ucenika.

282. Prvi igrac¢ treba da uzme iz kutije C' 3 kuglice, tako da kutije sadrze
redom 3, 2, 1 kuglicu. Ma kako odigrao drugi, prvi igra¢ ¢e udesiti da posle njegovog
drugog poteza jedna kutija ostane prazna, a u drugim dvema je isti broj kuglica.
Posle toga prvi sigurno pobeduje.

283. Racunaéemo unazad. Pre prolaska kroz Sestu kapiju Carevié¢ je morao
imati 2- (14 1), tj. 4 zlatnika. (Oduzeli su mu pola od 4 i jo$ 1, tj. 3 zlatnika.) Pre
prolaska kroz petu kapiju imao je 2 - (4 4 1), tj. 10 zlatnika, itd. Pre prolaska kroz
prvu kapiju Carevié¢ je imao 190 zlatnika.

284. Sliéno prethodnom zadatku, racunamo unazad. Pre ulaska u Cetvrti
restoran Mica je imao 3 dinara (platio je garderobu 1 dinar, potrosio pola od 2
dinara, tj. 1 dinar i preostalim, poslednjim dinarom, ¢astio je konobara), itd. Kad
je krenuo u veselje, Mi¢a je imao 45 dinara.

285. Suzana je u Parizu provela prvi dan u mesecu, jer ako taj utorak nije
prvi dan u mesecu, onda je on prvi utorak posle prvog ponedeljka. Onda bi Suzana
provodila dan istovremeno u Parizu i na Floridi, §to je nemogucde. Isto tako, Suzana
je prvi dan sledeé¢eg meseca provela u Beogradu. Dakle, dva uzastopna meseca poci-
nju redom utorkom, pa sredom, S$to je moguée samo ako prvi mesec ima 29 dana.
Sledi zakljucak da je bila prestupna godina, kad februar ima 29 dana, a prvi mart je
u sredu. Dakle, Suzana je 8. mart provela u Ulcinju (prva sreda posle prvog utorka).

286. Mika je propustio priliku da zaradi jos 700 dinara. Toliko vredi polovina
posla. Znaci, kosa vredi 400 dinara.

287. Nije tesko uveriti se da je turnir zapocelo 10 Sahista. U prvih 5 kola je
odigrano 5 - 5, tj. 25 partija. Ako su Fi¢a i Sonsi odigrali partiju izmedu sebe, onda
je u preostala 4 kola odigrano jos 12 partija, a to bi bilo 37 partija ukupno. Ako
Fica i Sonsi nisu igrali medusobno, onda u jednom od preostalih kola treba da se
odigraju 4 partije, pa je u zadnja 4 kola odigrano 13 partija. To bi bilo 38 partija
ukupno (25 + 13), kao $to je i zadato. Dakle, Fiéa i Sonsi nisu igrali medusobno.



288. Cetiri poslednja igraca su odigrala medusobno 6 partija, pa su zajedno
osvojili bar 6 poena. Zbog toga je drugoplasirani uéesnik osvojio 6 ili vise od 6
poena. Medutim, svaki igra¢ je odigrao po 7 partija. Drugoplasirani, ako ima vise
od 6 poena, mora pobediti sve slabije plasirane igrace (njih Sest), a prvoplasiranog
pobediti ili s njim remizirati. To nije moguce, jer bi tada prvoplasirani imao manji
ili jednak broj poena u odnosu na drugoplasiranog. Ovo se nikako ne moze uklopiti,
pa sledi da je drugoplasirani osvojio taéno 6 poena. Samim tim, Cetiri poslednja
igraca su osvojila ukupno 6 poena, pa su izgubili sve partije odigrane sa prva cetiri
igraca. Prema tome, tredi je pobedio sedmog.

289. Kako 188 nije deljivo sa 3, to ¢emo posao podeliti ravnomerno na 3
c¢oveka, na slede¢i nacin. Najpre prva dva coveka oboje po cetiri strane na dve
kocke i ostave ih tre¢em da dovrsi njihovo bojenje. Za to vreme je tre¢i obojio Cetiri
strane na trecoj kocki. (Njemu su ostavljene takode Cetiri strane prvih dveju kocki,
koje on zavrsi na kraju.) Osim toga, svaki oboji po 62 cele kocke. Na taj nacin
je svaki obojio po 376 strana kocki (62 - 6 4 4). Posao su zavrsili za 1880 sekundi
(376 - 5), odnosno za 31 minut i 20 sekundi.

290. Rasporedimo konje u pet grupa po 12 konja (grupe A, B, C, Di E). U
prvih 5 minuta izvrsavanja posla svih 48 potkivaca potkuju po jedno kopito konja
iz grupa A, B, C i D. U slede¢ih 5 minuta svaki potkuje po jedno kopito konja iz
grupa B, C, D i E. Zatim, u novih 5 minuta potkuju po jedno kopito konja iz grupa
C, D, EiA. U ¢etvrtom koraku oni potkivaju po jedno kopito konja iz grupa D, E,
A i B. U petom koraku potkuju po jedno prestalo kopito konja iz grupa E, A, B i
C. Celi posao zavrse za 5 - 5, odnosno 25 minuta.

291. Ukoliko manje stuka bude pojedeno, vise ¢e ih ostati. Zato treba nasto-
jati da bude pojedeno Sto vise gladnih stuka. To je moguce na sledeéi nacin. Najpre
jedna stuka pojede drugu stuku. U tom momentu u bazenu imamo 24 Stuke. Ako
sada 6 najjacih stuka pojede po 3 druge, medu njima i onu koja je ve¢ pojela jednu
Stuku, u bazenu e ostati 6 sitih Stuka, koje se nece napadati medusobno.

292. Treba mrezom uloviti ribe na nekoliko mesta i na neki nacin obeleziti
ulovljene Sarane stare godinu dana (na primer, vezivanjem nekog koncica iza repa).
Neka ih je bilo, na primer, 360. Zatim, vratimo sve u ribnjak. Posle nekoliko dana na
isti nac¢in i na istim mestima ulovimo ribe i ponovo prebrojimo Sarane stare godinu
dana. (Neka ih je bilo 240, od kojih je oznaéeno 48.) Smatrajuéi da su se oznaceni
Sarani ravnomerno rasporedili po ribnjaku, ra¢unamo: x : 360 = 240 : 48. Odavde je
x = 1800, Sto znadi da je u ribnjaku bilo priblizno 1800 Sarana starih godinu dana.

293. Sliéno zadatku 289. Potrebno je 3 minuta przenja. Najpre 1 minut
przimo dve przenice sa jedne strane. Slede¢eg minuta przimo drugu stranu prve
przenice i jednu stranu treée. (Drugu przenicu, kojoj smo jednu stranu veé isprzili,
izvadimo iz tiganja.) U treéem minutu dovrsimo dve neprzene przenice.

294. Ideja je slicna resavanju prethodnog zadatka. Pre prve operacije hirurg
navuce na obe ruke po 2 rukavice. Posle prve operacije, skine spoljasnji par rukavi-
ca, pa operise drugog pacijenta. Zatim, prevrne skinute rukavice i navuce ih preko
rukavica kojim je vrsio drugu operaciju. (Morao je, naravno, prebaciti levu prevr-



nutu rukavicu na desnu ruku, i obrnuto.) Sada je spoljasnjost prevrnutih rukavica
sterilna, pa se moze izvrsiti i tre¢a operacija.

295. Ako 70 krava popase livadu za 24 dana, to znaci da je bilo 70 - 24, tj.
1680 obroka. Medutim, 30 krava popase tu livadu za 60 dana, a to je 1800 obroka.
Razlika u broju obroka nastaje zbog viska od 36 dana. Za to vreme je trava rasla i
dobilo se 120 obroka vise (1800 — 1680 = 120).

Za 60 dana livada je imala 1800 kravljih obroka, a za 96 dana (36 dana vise)
imace 1920 obroka (120 obroka vise). Kako je 1920 : 96 = 20, zakljucujemo da bi
20 krava popaslo livadu za 96 dana.

296. Napisimo brojeve veée od 10, kao $to je prikazano u tabeli.

0+1 0+2 0+ 10
1041 10+ 2 10+ 10
90 + 1 90 + 2 90 + 10

U svakoj vrsti prvi sabirak je isti kod svih deset brojeva. (Na primer, u drugoj vrsti
to je broj 10, u trecoj 20, itd.) U svakoj koloni je svaki drugi sabirak isti kod svih
brojeva. (Na primer, u drugoj koloni to je broj 2.)

Kako je u svakoj vrsti pet brojeva negativno, to ¢e zbir svih prvih sabiraka
u svim vrstama biti nula. Iz istih razloga je i zbir svih drugih sabiraka u svim
kolonama nula. Samim tim je zbir svih brojeva u tabeli jednak nuli.

297. Neka su Voja, Ratko i Mile resili redom: v, r, m zadataka. Dati uslovi
swwv+b=r+mir+9=v+ m. Kad saberemo ove dve jednakosti, dobijamo:
m = 7. Zbog toga je v = r 4 2. Iz ostalih uslova vidimo da je Mile Milovanovi¢.
Jedan od brojeva v ili r treba da bude 11, a drugi deljiv sa 3. Dakle v =11, ar =9,
pa su ostala dva dec¢aka Ratko Tosi¢ i Voja Petrovié.

298. Neka je devojcica koja se preziva Kahari popila A ¢asa, Jeroti¢ B casa,
Babié¢ C ¢aga i Camilovi¢ D ¢aga. Kahari (decak) i njegova sestra zajedno su popili
2A CaSa, Jerotié¢ i njegova sestra popili su 3B ¢asa (sestra B i brat 2B), itd. Tako
dobijamo uslov: 2A+3B+4C+5D = 32, gde su A, B, C'i D prirodni brojevi, manji
od 5. Ocigledno je da su B i D oba parna, ili oba neparna. Proverom utvrdimo da
sve uslove ispunjavaju brojevi: A=3, B=4,C =1, D = 2.

Dakle, na izletu su bile: Iva Babi¢, Jela Jeroti¢, Suzana Kahari i Maja Cami-
lovic.

299. Neka je na takmicenju ucestvovalo x ucenika. Tada je popijeno g boca

mineralne vode, g boca limunade i ~ boca vocénog soka. Kako je bilo ukupno 50

25
boca, dobijamo jednacinu: g + g + z + a2 = 50. Odavde je Ex =50, pa je x = 24.
Na takmicenju je ucCestvovalo 24 ucenika.



300. Jedno resenje vidimo na slici. (Ivice 8 spojenih delova su crvene.)

301. Cetiri macke ulove 4 miSa za 4 dana, a 25 puta vise macaka (100 macaka)
za isto vreme ulove 25 puta viSe (tj. 100) miseva. Odgovor je: za 4 dana.

302. Macka i po, za dan i po, ulovi misa i po. Sest puta vise (tj. 9) macaka,
za dan i po, ulovi Sest puta viSe (tj. 9) miSeva. Za Cetiri puta vise dana, 9 macaka
ulovi Cetiri puta vise (tj. 36) miSeva. Odgovor je 36 miSeva.

303. Slicno prethodnom zadatku. Da bi smazale osam puta vise miSeva
(83,5 = 28), trebade osam puta vise dana. Cetiri puta vise macaka (4 -3 = 12),
smazade ih Cetiri puta brze. ReSenje je: (8-3,5) : 4 = 7 dana.

304. Ako macka i po za tri i po dana ulovi Cetiri i po misa, tada ée pola

macke (tri puta manje madaka) za tri i po dana uloviti tri puta manje miseva, a to
je 4,5 :3 =1,5 miseva, itd, slicno zadatku 302. Rezultat je 99 miseva.

305. Imamo 40 puta vise macaka i 24 puta vise dana. Odgovor je: 960 miSeva.
306. Sliéno zadatku 329. Odgovor: 2520 miSeva.

307. Ako 10 macaka za 5 minuta smazu 10 miSeva, onda ¢ée 20 macaka za 5
minuta smazati 20 miseva, a 20 macaka za 10 minuta smazace 40 miseva.

308. Ako 3 macke za 4 dana smazu 5 miSeva, tada 3 macke za 1 dan smazu

35
1 misSeva, a za 7 dana smazu — miseva. Tada ¢e 4 puta vise, tj. 12 macaka, za 7
dana smazati 4 puta vise, tj. 35 miSeva. Za 140 misSeva, a to je 4 - 35, treba 4 puta
vise macaka. Dakle, potrebno je 48 macaka.
309. Da bi dve i po macke bile site tri dana, potrebno je dva puta vise miSeva,
a to je 21 mis. Za Cetiri puta vise macaka, tj. za 10 macaka, za 3 dana treba 84 misa

(21-4). Posto u podrumu ima dva puta vise miSeva, to je za 10 macaka obezbedeno
po 6 pansiona.

310. Polazimo od poslednje macke. Kad je ona smazala sedminu preostalih
miseva, podrum je ostao prazan. To je moguce ako je prethodni ostatak bio nula
miseva. Kako je pretposlednja macka pojela izvestan broj miseva i sedminu preo-

stalih, to je poslednjoj macki ostalo - od tih preostalih. Znaci, broj miseva, koje je

pojela zadnja macka, deljiv je sa 6. Uveri¢emo se da uslove zadatka ispunjava broj



0
6. Znaci, bilo je 6 macaka, jer je zadnja pojela 6 + — = 6 miSeva. Ostale macke su

7 14
pojele (ra¢unajuéi unazad): 5+ 1 <tj. 54 ?>, zatim 4 + 2 <tj. 4+ —), 3+3 (tj.

7
21 28 35
3+7>,2+4 (tj.2+7> i145 (tj. 1+7>.

Sve su macke bile jednako gladne. Njih 6 je pojelo po 6 miseva.

311. Prvim merenjem razdelimo bragno na dva jednaka dela od 4,5 kilograma.
Drugim merenjem, jedan od ova dva dela podelimo na dva jednaka dela, od 2
kilograma i 250 grama. Treé¢im merenjem od 2 kg 250 oduzmemo 250 grama.

312. Prvo merenje. Stavljajuéi teg od 7 kilograma na jedan tas, a teg od 3
kilograma i se¢er na drugi tas, trgovac je izmerio 4 kilograma Seéera. Sa jos 3 merenja
je podelio preostalih 16 kilograma Seéera na 4 gomile od 4 kilograma. (Prepolovi 16
kg na 8 kg 4+ 8 kg, kao u prethodnom zadatku, pa sa jos dva merenja prepolovi 8
kg i 8 kg.) Peto merenje. Sipajuéi ravnomerno na levi i na desni tas, podelio je 4
kilograma na 2 jednaka dela. U sledeca 4 merenja prepolovio je i ostale gomile sa 4
kilograma Secera.

313. Prvo izmerimo 1 g Seéera. Zatim, stavljajuci na jedan tas taj gram Secera
i teg, izmerimo jos 2 g Seéera. Dalje, koriste¢i se tegom i sa 3 izmerena grama,
izmerimo nova 4 g Secera. Postupajué¢i dalje sli¢cno, merimo redom: 8 g, 16 g, 32
g, posle Cega smo sa 6 merenja odmerili ukupno 63 g Se¢era. U slede¢em merenju
izmerimo 62 g, tako Sto na jedan tas stavimo 63 g veé izmerenog Secera, a na drugi
stavimo teg i dopunimo sa 62 g Secera. Sada imamo izmerenih 63+62, tj. 125 grama,
pa u naredna tri merenja dobijamo redom: 250 g, 500 g, 1000 g.

314. Stavimo na levi i desni tas po jednu kuglicu. Ako je na terazijama najteza
kuglica, ona ¢e da pretegne. Ako su terazije u ravnotezi, najteza je treca kuglica.

315. Koristimo rezultat prethodnog zadatka. U prvom merenju stavimo na
levi i na desni tas po 3 zetona. Iz polozaja terazija lako zaklju¢imo koja od 3 trojke
Zetona sadrzi najlaksi zeton. Zatim, postupimo kao u prethodnom zadatku.

316. U prvom merenju stavljamo na levi i desni tas po 50 Zetona. Sa one
strane koja pretegne, odbacimo 19, a uzmemo 31 (ispravan) Zeton. Sada imamo 81
Zeton, sa jednim neispravnim, laksim zetonom. U drugom merenju stavljamo na levi
i desni tas po 27 zZetona. Na osnovu polozaja terazija odredimo koja grupa od 27
zetona sadrzi neispravni zeton. U tre¢em merenju, od izabranih 27, stavljamo na
levi i desni tas po 9 Zetona. Iz polozaja terazija utvrdimo koja grupa od 9 Zetona
sadrzi laksi. Dalje postupamo kao u prethodnom zadatku.

317. Neophodna su 3 merenja. U prvom stavimo na levi i desni tas po jedan
medaljon. Drugim merenjem otkri¢emo koji je pozlaéen. Ako su u prvom merenju
terazije u ravnotezi, tada su oba medaljona zlatna. Skinemo jedan i stavimo treci
medaljon, da izvr§imo drugo merenje. Ako je ponovo ravnoteza, ¢etvrti medaljon
je pozlacen, a ako nije ravnoteza, tre¢i medaljon je pozla¢en. Ako je, pak, u prvom
merenju jedna strana, recimo desna, pretegla, onda su treéi i etvrti medaljon zlatni.
Skinemo sa desnog tasa medaljon koji se pokazao tezim i stavimo umesto njega treci



medaljon. Sli¢no prethodno razmatranom sluc¢aju, ovim, drugim merenjem otkriva-
mo pozla¢eni medaljon. U treéem merenju uporedimo jedan zlatan sa pozla¢enim
medaljonom i utvrdimo da li je ovaj drugi laksi ili tezi.

318. Oznacimo ispravni novcié¢ sa b, a ostale sa a1, as, a3 i ay.
1) Na levi tas stavimo ay i as, a na desni ag i b.

Ako je ravnoteza, onda je a4 neispravan i u slede¢em merenju uporedimo ga
sa jednim ispravnim da utvrdimo da li je laksi ili tezi.

Ako pretegne leva strana, tada ili je ag neispravan (laksi) ili je jedan od a; i
ay neispravan (tezi).

2) Uporedimo ay i as.

Ako je ravnoteza, neispravan, laksi je as, a ako nije ravnoteza, neispravan je
a1 ili as, onaj koji pretegne. Slicno postupamo i ako je u prvom merenju pretegla
desna strana.

319. 1) Uporedimo a; i as.

Ako je ravnoteza onda uporedimo a; sa ag, te utvrdimo da li su laksi a1 i as
ili ag i a4. Ako nije ravnoteza u prvom merenju, do resenja dolazimo istim putem,
tj. drugo merenje je:

2) Uporedimo ay i as.

320. Oznacéimo novciée sa A17 AQ, A3, A4, Bl7 BQ, Bg, B4.

Prvo merenje. Stavimo Ai, Ao, A3 na levii By, Bo, B3 na desni tas. Ako su
terazije u ravnotezi, onda su ovih Sest novcica ispravni, a u slede¢a dva merenja
uporedimo A, i By sa ispravnim novc¢i¢em A;. Tako otkrijemo neispravan novéié,
kao i da 1i je laksi, odnosno tezi. Ako terazije nisu u ravnotezi, pretpostavimo da
je pretegla leva strana. Tada je jedan od novéica A;, A, Aj tezi, ili je jedan od
novéi¢a By, By, B3 laksi.

Drugo rnerenje. Skinemo As i B3 s terazija, A; premestimo na desni tas, a na
levi tas, uz A; stavimo jos i ispravne nov¢iée A, i B4. Ako pretegne desna strana,
A, je tezi novcié, ako pretegne leva strana, onda je A; tezi, ili je jedan od novcica
Bl, BQ laksi.

Trece merenje. Ako je u drugom merenju pretegla leva strana, tada stavimo
By na levi i By na desni tas. Ako je Ay tezi novéié, ovde ée biti ravnoteza. Ako
pretegne Bi, onda je Bs neispravan — laksi nov¢ié, i obrnuto. Ako je u drugom
merenju bila ravnoteza, onda je neispravan As ili By. Da bismo dosli do kona¢nog
zakljucka, dovoljno je u treéem merenju uporediti Az sa ispravnim novci¢em Aj.

321. Postupamo sli¢no resavanju prethodnog zadatka. Novci¢e podelimo u
tri grupe i oznacimo ill sa tri slova: Ay, Ay, Az, A4, zatim By, Bo, B3, By i Cq, Cs,
Cs, Cy.

Prvo merenje. Na levi tas stavljamo: Ay, As, A3, A4, a na desni By, Bs,
B3, By.



Drugo merenje. 1) Ako je prethodno uspostavljena ravnoteza, neispravan je
jedan od novci¢a Cy, Cs, C3, C4. Stavimo na levi tas Cy, Co, a na desni C3 i A;.
Dalje postupamo kao u prethodnom zadatku.

2) Ako je pretegla recimo leva strana pri prvom merenju, tada su Cy, Cs, Cs,
C} ispravni, a jedan od novéi¢a Ay, Ay, Az, Ay je tezi, ili je jedan od novéica B,
B, Bs, By laksi. Tada skinemo A, i Cy sa terazija, prebacimo Bs na levi tas, i A1,
A5 na desni tas. Na levi tas stavimo jos i ispravne novéice C7 i Cs.

Trece merenje. Razmisljajudi slicno kao u sluc¢aju 8 novciéa, u treéem merenju
lako utvrdimo koji je nov¢i¢ neispravan i kakav je.

322. 1) Na levi tas stavimo ay, as i a3, a na desni aq, as i ag.

Ako je ravnoteza, tada je od tri novéica na levoj strani jedan laksi, a takode
i na desnoj. Dalje, kao u zadatku 314 u slede¢a dva merenja otkrivamo jedan po
jedan neispravni novcic.

Ako je, na primer, leva strana pretegla, tada su nov¢iéi ay, as i ag ispravni, a
od preostala ¢etiri novci¢a izdvoji¢emo neispravne, kao u prethodnom zadatku.

323. Neophodno je izvrsiti samo jedno merenje. Staviéemo na vagu 1 novéié
sa prve gomilice, 2 novcic¢a sa druge, 3 novcica sa trece, ..., 9 novcica sa devete gomile,
dakle, ukupno 45 nové¢i¢a. Ako su svi izmereni nov¢iéi ispravni, vaga ¢e pokazati
tac¢no 450 grama. Tada su neispravni nov¢iéi sa desete gomilice. Ako je masa veca za
1 gram, za 2 grama, itd, tada su neispravni nov¢iéi sa prve, sa druge, itd, gomilice.

324. Cupove oznadimo brojevima 1, 2, 3, 4, 5. Iz prvog ¢upa uzmemo 1 zlatnik
(2"), iz drugog 2 zlatnika (2'), iz treéeg 4 zlatnika (2?), iz éetvrtog 8 zlatnika (2%)
i iz petog 16 zlatnika (2*), ukupno 31. Izmerimo ove zlatnike i od dobijene mase
oduzmemo 155 g (31 - 5 = 155). Razliku izrazimo u obliku ny - 1 +ng -2+ ng -4+
ny-8+ns- 16, gde je svaki od brojeva ny, no, ns, n4, ns, ili 0 ili 1. Na primer, ako je
izmerena masa 168 g, tada imamo 13 =1-140-24+1-4+1-8+0-16. Ovo znaci da
su u drugom i petom éupu zlatnici od 5 grama (ny = 0, n5 = 0), a u prvom , treem
i Getvrtom od 6 grama (n; =1, ng = 1, ngy = 1). (Ako je n; = 0, odgovarajuéi éup
sadrzi zlatnike od 5 grama, a ako je n; = 1, odgovarajuci ¢up sadrzi zlatnike ¢ija je
masa 6 grama.)

325. Moze! Oznac¢imo ¢upove brojevima. od 1 do 5. Iz prvog uzmemo 1 zlat-
nik, iz drugog 3, iz treceg 9, iz Cetvrtog 27 i iz petog 81, pa to izmerimo. Ako su
svi zlatnici mase 9 grama, tada ¢e ovih 121 izdvojenih zlatnika imati masu 1089
grama. Ako vaga pokaze viSe, recimo 1089+ n, tada se broj n moze izraziti u obliku
ns-81+nyg-27+n3-9+ns-3+ny-1. Ako je n; = 0, odgovarajuéi ¢up sadrzi zlatnike
mase 9 grama; ako je n; = 1, odgovarajuéi zlatnici imaju masu od 10 grama i ako
je n; = 2, masa zlatnika je 11 grama.

326. Prema uslovu je MC — NC = M N, sledeéa slika levo. Kako je MC =
BC+MB=BC+AM i NC = AN, dobijamo: BC+ AM — AN = M N, odnosno
BC—(AN—-AM) = MN.Medutim, AN — AM = M N, pa konacno iz BC—MN =
MN dobijamo BC' = 2MN.



327. Prema poslednjoj slici je:

1 k 2k k k 4
-BC=NB=MB—-MN=—-— —=— je BC = —. Sledi: AC = =k.
3 C 5 3 10,pa3e C 3 Sledi: AC 5k

328. Neka je AC manji deo i S srediste duzi AC. Tada je AB = 6AS, a
BC = 2AC. Po uslovu je BC—AC =1 c¢m, odakle je AC' =1 cm, pa je AB = 3 cm.

329. Od 9 jednakih delova duzi M N, prvi odsecak sadrzi 2 dela, drugi 3 i
treéi 4. Od sredista prvog do sredista treeg odsecka imamo 6 takvih delova, sto
iznosi 30 cm. Dakle, devetina duzine duzi M N iznosi 5 cm, pa je duzina duzi M N
tacno 45 cm.

330. Tacke C, D, E dele duz AB na cetiri dela, ¢ija su sredista redom M,
N, P, Q. Prema uslovu je NP = 6 cm, pa je CE = 12 cm. Kako je M@ = 16 cm,

1
to je §(AC + EB) =16 — 12 = 4 cm, itd. Konaé¢no je AB = 20 cm.

331. NP=1,5cm, AP =4 cm, MN =1 cm.

332. Sliéno zadatku 330. Resenje je 13 cm.

333. Sliéno zadatku 330. Resenje je M N = 60 cm.

334. Duz By By Cine 9 jednakih odsecaka, a duz A; Ajgp Cine 99 istih tolikih
odsecaka. Prema tome: A1 A1gp = 11 - By B1g = 110 cm.

335. Ako je neka tacka iz prvog skupa simetriéna nekoj tacki iz drugog skupa,
kao tacke C7 i D1 na slici dole levo, tada je ACy = BD;, zbog simetri¢nosti.

Ako prvi skup sadrzi dve medu sobom simetric¢ne tacke, kao Cs i C3 na slici,
tada je AC35 = BCsy. Zbog ACs+ BCy = AB, zaklju¢ujemo da je ACy+ AC3 = AB.
Svakom paru simetri¢nih tacaka prvog skupa odgovara par medusobno simetri¢nih
tacaka drugog skupa. Lako je dokazati da je i za par takvih tacaka, na primer Do
i D3, ispunjeno: BDy + BD3 = AB.

Ovo su jedine dve moguénosti izbora tacaka, pa je time tvrdenje dokazano.

A Cp O S Cs Dy B

336. Nesusednim uglovima «, 3, v na slici gore odgovaraju redom unakrsni
uglovi oy, B1, 71. Kako su unakrsni uglovi jednaki, to iz (a+8+7v)+ (a1 +B1+7) =
360°, dobijamo: 2(a 4+ 8+ v) = 360°, pa je a + 8 + v = 180°.

337. Ugao a1, unakrsni sa « je: a; = 360° — 325° = 35°. Ugao uporedan uglu
a je 145°.



338. Prema primeru B je a + § = 180°. Sabiranjem ove i date jednakosti
dobijamo 2« = 210°10'20”, odakle je o = 105°5'10", pa je § = 74°54'50".

5
339. Neka je 8 ugao suplementan sa «. Prema uslovu je 65 = 90°, pa je
B =108° i a = 72°. (Vidi resenje primera C.)
340. a = 180° — 3, pa je (180° — 8) — B = 56°. Odavde je § = 62°. Sledi da
je v = 28°.
341. Prema uslovu je % = g =z, pajea=5xi8="Tr Iz a+ 3 =180°,

dobijamo 5x + 7z = 180°, odnosno 12z = 180°. Dvanaestina opruzenog ugla je
15°, pa je @« = 5-15° = 75°, a njemu suplementan ugao je 8 = 7 - 15° = 105°.
Komplement ugla « je 15°.

342. Sli¢no zadatku 340. TraZeni ugao je 90°30’.
343. Neka je a+£=90°. Tada je (180° —a)+(180° —3) =360— (a+ 3) =270°.

344. Da bi dva suplementna ugla imala komplementne uglove, oni moraju
biti pravi. Dakle: o =60 =90° i a = 8 = 0°.

345. 1z datog uslova: (180 — a) — a = a — (90° — ), dobijamo a = 67°30’.

346. Neka je ay + 1 = 270°. Medutim, kako je oy = 8+~ 11 =a+17, to
jear+ f1=(B+v+a)+~y=180° + ~, odnosno 270° = 180° + =, pa je v = 90°.
(Tli: a1 + B1 + 71 = 360°, pa je 270° + v = 360°, odakle je v; = 90° i v = 90°.)

347. Neka je O presecna tacka simetrala uglova a i 8 trougla ABC, slika
levo. Spoljasnji ugao trougla ABO jednak je uglu v, pa je: v = % + g, odnosno
a+ 8 =2v. Kako je (a4 8) + v = 180°, sledi da je 3y = 180°, odnosno v = 60°.

C

/2 /2
A B

348. Unutrasnji uglovi trougla BC'D su: 8+ %, % i<<BDC, pa je <BDC =

180° — <ﬂ+ Bl) ~ Y Zamenimo 2 = €+ 1180° = a + B + . pa dobijamo:

2) 2 2 22

a oy v o«

BDC = —( @ _)__:__
WBDC=a+pt+y-(B+5+5)—5=73
349. Neka se simetrale uglova « i 5 trougla ABC seku u O, slika gore levo,

tako da je <AOB = 135°. Primenjujuéi teoremu o zbiru unutrasnjih uglova na

trougao ABO, dobijamo: % + § + 135° = 180°, odakle je oo+ 8 = 90°. Sledi da je

v =90°.



350. Kako je 8 = 180° —a—~, to relacija a— 8 = 3y daje: a— (180°—a—~) =
37, odakle je 2a — 2y = 180°, odnosno « — y = 90°.

351. Iz datoguslova oy : By : 71 =

9:16 : 20, sledi da je oy = 96, B = 160, A

~v1 = 200. Nepoznati ugao 6 odredi¢emo >

iz zbira spoljasnjih uglova: a1 +51+v1 = 2

360°, odnosno 450 = 360°. Dakle, 6 = ha 54

8%, paje ap = 72° [ = 128° iy = v

160°. Unutrasnji uglovisu o = 108°, 3 = B D M C

52° 1 v = 20°, a najveéi medu njima je

ugao «. Neka je AD visina i AM simetrala ugla (slika). Trougao ADM je pravougli,
pa je trazeni ugao komplementan uglu DM A. Prema teoremi o spoljasnjem uglu, iz
trougla ACM nalazimo: <DMA =~ + %. Prema tome <DAM = 90° — <’y + %)

Medutim, kako je 90° = 1820 _ ot g it}

B v o
2L —16°.
2 2

352.a1+ B = (B+7)+(a+y) =(a+B+7)+7 =180° + 7. Prema
datom uslovu, ova relacija se menja u: ay +45° 4+ 81 —35° = 180° +~ + %, odnosno

- I T+ =
,tOJe<IDAM—2—i-2—i-2 7+2 =

a1+ B +10° =180° +~ + %I Odavde sledi da je % = 10°, pa je v = 50°.

353. Neka je H presecna tacka visina AA; i CC1, slika dole levo. Tacka H je
ortocentar, pa je prava BH, odnosno BBj, treca visina trougla. Kako je BBy 1 AC i
BC L AA;, zaklju¢ujemo da je <CBB; = <CAA; (sa normalnim kracima). Takode
je <ABB, = <ACC(Cy, iz istih razloga. Prema tome: f = <ABC = <CBB; +
<ABB; = <CAA | + <AC(CY, sto se i tvrdi.

B
A A S
C B A C B
. - a B
354. Prema resenju zadatka 351, traZzeni ugao je 7 3

355. Prema prethodnom zadatku je % —g =9° paje a—p = 18°. Iz trougla

ABS, poslednja slika desno, dobijamo: % + % = 119°, odnosno ag + 31 = 238°.

Prema reSenju zadatka 346 je a; + 81 = 180° +, $to znaci da je v = 58°. Prema



tome je i a4+ B = 180° — v, odnosno « + 8 = 122°. Ova relacija i o« — § = 18° daju
reSenja: o = 70° i § = 52°.

356. a) Dati trougao je jednakokraki i <ABC = <ACB. Ali, ugao ACB je
spoljasnji ugao trougla ACD, pa je <ACB > <ADB. Otuda sledi da je <ABD >
<ADB.

b) Prema dokazi iz a), u trouglu ABD je <ABD > <ADB. Zbog toga je
AD > AB. Kako je AB = AC, sledi da je AD > AC.

357. Po teoremi, za svaku stranicu a trougla ABC vazi nejednakost: a < b+c.
Dodajmo na obe strane nejednakosti a i dobi¢emo: 2a < a + b + ¢. Odavde je

1
a<§(a~|—b+c).

358. Za trougao ABP vazi nejednakost: AP+ BP > AB. Sli¢no, iz trouglova
BCP i ACP dobijamo: BP + CP > BC i AP + CP > AC. Sabiranjem ovih
nejednakosti dobijamo: 2(AP + BP + CP) > AB + BC + CA, odnosno:

AP+ BP+CP > %(AB+BC+CA).

1
359. Dokaz nejednakosti AM + BM + CM > §(AB + BC + C'A) izvodimo
kao u prethodnom zadatku.
Za drugu nejednakost, AM + BM +CM < AB+ BC + C A, koristimo reSenje
primera B. Prema njemu je, kao sto se vidi na slici: AM + BM < AC'+ BC. Sli¢no

je BM+CM < BA+AC i AM+CM < AB+ BC. Saberemo ove tri nejednakosti,
zatim skratimo sa 2 i dobi¢emo trazenu nejednakost.

360. Neka je CD simetrala ugla u trouglu ABC), slika dole levo. Tada je
<ADC > «BCD (jer je <ADC spoljasnji ugao trougla BCD). Kako je <BCD =
<ACD, sledi da je <ADC > <ACD, pa je AC > AD. Slicno dokazujemo da je
BC > BD.

c

Ch

361. Neka je, na primer, BC > AC. Tada je a > (. Dokazaéemo da je
tacka M izmedu B i D, tj. da je <BCM < <BCD. Odredimo tacku C7, takvu
da je tacka M srediste duzi C'Cy, poslednja slika levo. Kao u primeru D, lako se
dokazuje podudarnost, trouglova ACM i BCy M. 1z ove podudarnosti zakljucujemo
da je BC; = AC i <BC1C = <ACM. Kako je BC > AC, to je BC > B(CY, pa je u



trouglu BC'Cy ugao BC1C veéi od ugla BCM. Zbog toga je i <ACM > <BCM.
Otuda sledi da je <ACM > % tj. <KACM > <ACD, pa je tacka M izmedu D i B.

Obratimo sada paznju na uglove trougla CDM. Ugao C DM je spoljasnji ugao
trougla ACD, pa je <CDM = a+ % Ugao CM D je spoljasnji ugao trougla BC'M,

pa je <CMD = g+ <BCM. Medutim, posto je a > (i % > <BCM, sledi da je
<CDM > <«CMD. Otuda zakljucujemo da je CM > CD.

362. Iza C u odnosu na A izaberimo tacku D, takvu da je CD = CB, posled-
nja slika. Lako se dokazuje da je AC DM podudaran sa ACBM , pa je DM = BM.
U trouglu AMD je AM + MD > AD, tj. AM + BM > AD.

Kako je AD = AC+CD =AC+CB,tojei AM+ BM > AC + CB.

363. Dokaz. Neka je C tacka na produzetku duzi CM, takva da je MCi =
CM (vidi sliku iz zadatka 360). Lako se dokazuje da su trouglovi AMC i BMCh
podudarni, pa je <BC1C = <ACM i BC; = AC. Kako je BC > AC, to je i
BC > BCq, pa je <BC1C > <BCC; odakle sledi da <ACM > <BCM, sto se i
tvrdi.

364. Neka je u trouglu ABC ispunjen uslov: AC < BC. Ako su M, N, P
redom sredista stranica AB, BC, C'A, dokaza¢emo da je AN < BP, slika dole levo.
Najpre, kao u zadatku 363, dokazatemo da je <ACM > <«<BCM. Uocimo
sad trougao ABT. Nije moguéa jednakost AT = BT, jer je u tom slucaju lako
dokazati da je <AMT = <BMT. Takode nije moguéa nejednakost AT > BT, jer
bi tada, kao u trouglu ABC, bilo <ATM < <BTM, sto takode nije tacno. Dakle,

2 2
mora biti AT < BT, odnosno §AN < §BP, odakle sledi da je BP > AN.
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365. U pravouglom trouglu AOC; je <OAC; = 31°, slika gore desno. Pret-
postavimo da je AB > AC. Tada je, prema zadatku 363: <CAA; < <BAA;.
Istovremeno je <CAB > 62° i <ABC = <BAC, pa je <ACB < 56° < <BAC.
Zbog toga je BC'= AC > AB, sto je kontradikcija.

Ne moze biti ni <BAA; = <CAA;, jer dati trougao nije jednakostranicni (jer
bi tada bilo <A;0C; = 120°), pa je prema prethodnom zadatku tacno: AC > AB.



366. Po uslovu, trougao BC'D je jednakokraki, pa je <CBD = <CDB = .
Kako je u datom trouglu <BAC = <ABC = q, slika dole levo, to je u trouglu ABD
zbir unutrasnjih uglova: o+ o + ¢ + ¢ = 180°, odakle je o + ¢ = 90° = <ABD.

D C
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367. Kako je AC = CD, to je <ADC = <CAD. U trouglu BCD je <ADC
spoljasnji, slika desno, pa je <ADC = <ABC + <BCD, odakle je <BCD =
<ADC — <ABC = «<BAC — <ABC = 37°.

368. Trouglovi ACM i BCN su po konstrukciji jednakokraki. U trouglu
ACM vazi: <ACM = <AMC. Buduédi da je « spoljasnji ugao ovog trougla, to je
a=<<ACM+<AMC = 2<ACM, slika dole levo. Odavde je <ACM = %. Sli¢no se

dokazuje da je <BCN = g Prema tome: <MCN = <ACB+ <ACM +<BCN =

90° + % + § = 90° +45° = 135° jer je o + 8 = 90°.
C
90°
a
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369. U jednakokrakom trouglu ABC su uglovi kod temena B i C' jednaki,
na slici desno oznaceni sa 3, a u jednakokrakom trouglu AM N uglovi kod temena
M i N jednaki su medu sobom i na slici oznaceni sa . Primenjujuéi teoremu o
spoljasnjem uglu, najpre na trougao CM N, a onda na trougao ABM, dobijamo:
¢ =p+xip+x=p+30°. Zamenimo ¢ u drugoj jednakosti i dobijemo: 8+z+x =
B+ 30°, tj. 2z = 30°, pa je x = <CMN = 15°.

370. U jednakokrakom trouglu AM N neka je: p = <M AN = <M NA. Uve-
dimo oznaku: <BAM = <CAN = 0. Ugao AM B je spoljasnji ugao trougla AMN,
pa je stoga <AM B = 2p. U datom trouglu ABC' je <ABC = <BAC = ¢+20. Pre-
ma teoremi o zbiru unutrasnjih uglova u trouglu ABM imamo: 6 + (p 4 26) +2p =
180°, a odavde je 0 4+ ¢ = 60° = <BAN (sledeca slika levo).
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371. Posto se zahteva da trouglovi ACD i BC'D nisu podudarni, zakljucu-
jemo da je, na primer, AC osnovica trougla ACD, a BC je krak trougla BCD,
slika gore desno. Uglovi na osnovici AC' trougla ACD su a = <CAD = <ACD.
Ugao BDC je spoljasnji ugao trougla ACD, pa je <BDC = 2a, a jednak njemu
je i «BCD. Primenimo teoremu o zbiru unutrasnjih uglova na trougao ABC' i
dobi¢emo: a + a + 3a = 180°, odakle je o = 36°. Unutrasnji uglovi trougla ABC
su 36°, 36° 1 108°.

372. Neka su AD i BE visine trougla ABC, slika. Pravougli trouglovi ABD
i ABE imaju jednake unutrasnje uglove, jer je <ABC = <BAC, pa je <HAB =
<{HBA. Zbog simetri¢nosti je <BAH,; = <BAH, pa je <BAH; = <ABH. Tacke
H i H; su sa raznih strana prave AB, pa su <BAH; i ABH sa paralelnim kraci-
ma. Dakle, AH; je normalno na AC, jer je BE visina trougla ABC. Prema tome
<CAH; =90°.
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373. Uglovi CBO i BOP jednaki su, kao uglovi sa paralelnim kracima, slika
desno. Medutim, <PBO = <CBO, jer su to polovine ugla 8, pa je <PBO =
<BOP. Dakle, trougao BOP je jednakokraki i BP = PO. Sli¢no se dokazuje da je
i CQ = 0Q. Otuda sledi da je PQ = PO+ 0Q = BP + CQ.

374. Uglovi SCN i CNM su jednaki (paralelni kraci) i uglovi ACS i AMN
su jednaki, takode sa paralelnim kracima, sledeéa slika. Kako je <SCN = <ACS
(kao polovine ugla ACB), to jei <CNM = <CMN. To potvrduje da je trougao
CMN jednakokraki.



375. Unutradnji uglovi trougla ABD su: g — 15°, & 1 90°. Prema tome, iz

% ~15° + o = 90°, dobijamo a = 70°. Dakle: <ACB = 40°, slika gore.

376. Ostri uglovi su 33° i 57°. (Vidi i primer D.)

377. Prema zadatku 349, simetrale uglova o i 8 seku se pod uglom od
135°, pa je ugao izmedu simetrale i tezisne linije 27°. Prema slici uz primer D je
<MCS =27°, paje a=45° — <MCS = 18°. Drugi ostri ugao je 8 = 72°.

378. Prava n je paralelna simetrali ugla ACB, pa se, kao u zadatku 374
lako dokaze da je trougao C'PQ jednakokraki. Neka je C'D visina trougla ABC, a
CM visina trougla CPQ, sledec¢a slika. Cetvorougao CDNM je pravougaonik, pa
je MN = CD. Kako je MP = M@, dobijamo: NP+ NQ = (NM —PM)+ (NM +
MQ)=2MN = 2CD, a ovo je stalna veli¢ina (dvostruka visina datog trougla).
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379. Razlikova¢emo slucajeve kad je ugao AC B ostar ili tup. U slucaju ostrog
ugla, slika u sredini, pravougli trouglovi ABD i CHD podudarni su (AB = CH,
<D = 90° i <BAD = <HCD, uglovi sa normalnim kracima). Otuda sledi da je
AD = CD, pa je ACD pravougli jednakokraki trougao i <ACD = <ACB = 45°.

U slucaju tupog ugla ACB, slika desno, slicno se dokazuje da su trouglovi
ABD i CHD podudarni i AD = CD. Otuda <ACD = 45°, pa je <ACB = 135°.

380. Trougao ACM je jednakokraki, pa kako je <AMC = <ACM = 0, a
B

<CAM = «, bice § = 90° — %. Sliéno, iz trougla BCN je <BNC = ¢ = 90° — 7"



Sada iz trougla CM N (slika levo), dobijamo: <MCN + 6 + ¢ = 180°, odnosno

SMCN + 90° — % 1 90° — g — 180°. Odavde dobijamo: <MCN = % n g -
a+p

— 45°,
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381. Na slici gore oznaceni su uglovi trougla ABD i ACE. Ugao ADE je
spoljasnji za trougao ABD, pa je: <ADE = § + . Sli¢no je <AED =  + v,
odnosno <ADE = <AED, sto pokazuje da je trougao ADFE jednakokraki.

382. Prema resenju primera B je <CDE = 30°, slika dole levo. Ugao BAC,
a+ B

tj. ugao a, je spoljasnji ugao trougla ACD, pa je a— % = 30°, odnosno a—

2

30°. Odavde dobijamo % - g —30°, tj. a — B = 60°.
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383. Neka je AC' manja kateta, AB hipotenuza i C'D hipotenuzina visina,
a F tacka izmedu B i D, takva da je DE = AD. Lako se dokazuje podudarnost
trouglova ADC i EDC, pa je CE = AC, slika desno. Prema uslovu zadatka je
DB — AD = AC, odnosno BD — DE = AC, pa je BE = AC. Dakle, trouglovi
ACE i BCFE su jednakokraki, pa je «, kao spoljasnji ugao trougla BCE, dva puta
vedi od ugla 3, tj. a = 2. Kako je a + 8 = 90°, odnosno 35 = 90°, zaklju¢ujemo
da su o8tri uglovi trougla ABC: oo = 60° i 8 = 30°.

384. Neka je S preseéna tacka osnovice AB i duzi DE, a F' tacka osnovice,
takva da je EF||AC, sledeca slika. Tada je <BFE = <BAC, kao uglovi sa para-
lelnim kracima, pa je i <BFFE = <FBE. Sledi da je trougao BEF jednakokraki i
EF = BE. Zbog toga je i EF = AD. Sada zakljucujemo da su trouglovi ADS i
FES podudarni (po stavu USU), pa je DS = SE.

385. Trougao ABD je pravougli. Neka je E srediste hipotenuze BD, sledeca
slika desno. Prema primeru C, trouglovi ABE i ADFE su jednakokraki i BD =
2AE. U trouglu ABE je ugao AED spoljasnji, pa je <AED = 15° + 15° = 30°.
Zbog toga je trougao ACFE jednakokrakii AC = AE. Otuda sledi da je BD = 2AC.
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386. Neka je AE simetrala ugla na osnovici, a C'D visina na osnovicu, kao
na slici dole levo. Dati ugao moze biti samo naspram osnovice AB, pa su uglovi
kod temena A i B od 36°. Oznac¢imo sa O preseénu tacku visine i simetrale ugla.

1 1
Kako je <FECO = §<IACB = 54°, a <CAFE = §<IC’AB = 18°, sto povladi da je
<CAEC = 54°, to je trougao COFE jednakokraki i CO = OF.

Oznadimo sa S srediste duzi AE. Kako je i D srediste duzi AB, to je SD||BC,
pa su uglovi trougla DOS jednaki uglovima trougla COE. Zbog toga je trougao
DOS jednakokraki, pa je OD = OS. Odavde sledi da je OS +OFE = OD + OC, tj.
ES = CD. Dakle: AS =2FES =2CD.
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387. Neka je <ACE = ¢ i <BCD = 6, slika gore desno. Ugao na osnovici

CD jednakokrakog trougla AC'D je: ¢ +20° = 90° — %. Sli¢no je 6 +20° = 90° — g

Iz ove dve jednakosti dobijamo: ¢ + 20° + 6 + 20° = 90° — X 900 - é, a odavde

2 2
<p+9+20°=90°—%—§+70°. Kakoje<p+9+20°:'y,a90°:%—i—g—i—%,

dobijamo jednakost: vy = % +70°, pa je v = <ACB = 140°.

388. Neka je C'D visina na osnovicu i H prese¢na tacka ove visine i prave
BP, sledeéa slika levo. Tada je BH = AH i <BAH = 30°, odnosno <HAD = 30°,
a <HAP = 25°. Kako je ugao na osnovici <CAB = 55°, to je i <«CAH = 25°. U
trouglu ABP je <APH = 30° + 5° = 35°, kao spoljasnji ugao. Sem toga je <ACD
polovina datog ugla od 70°, tj. <ACD = 35°. Sada su trouglovi AHP i AHC
podudarni, jer imaju zajedni¢ku stranicu AH i jednake uglove. Otuda je AP = AC,
pa je APC jednakokraki trougao i zbog <PAC = 50°, sledi da je <ACP = 65°.
Zbog toga je <BCP = 5°. Medutim, znamo da je <PBC = 25°, pa je trazeni ugao:
<BPC = 150°.



£o 30° 30° 60° 30°

389. Neka je E podnozje normale iz C' na AD, slika desno. Trougao CED je
pravougli sa o$trim uglovima od 30° i 60°, pa je CD = 2DFE (vidi primer B). Zbog
toga je DE = BD, pa je trougao BDFE jednakokraki. Spoljasnji ugao ovog trougla je
<CDE = 60°, pa je <DBE = <DEB = 30°. Sada je i trougao ABFE jednakokraki,
jer je <ABFE = 45° — 30° = 15° i zbog jednakosti <ADC = <BAD + <ABD je
<BAD = 15°. Otuda je AE = BE. Ali, zbog <ECB = 30° = <EBC, sledi da je
i EC = BE. Prema tome, vazi jednakost: AE = EC. Zbog toga je trougao AEC
jednakokraki pravougli (sa oStrim uglovima od 45°). Kona¢no, unutrasnji uglovi
trougla su 75° i 60°.

390. Neka je M tacka stranice BC, takva da je CM = AC, tj. da je trougao
ACM jednakokraki, slika dole. Uglovi na osnovici AM su: <CAM = <CMA = 70°.
Zbog toga je <BAM = 30°.

Kako je BM = BC — CM, a BD = AD — ABi CM = AC = AB, to je
BM = BD, pa je BMD jednakokraki trougao, sa spoljasnjim uglom od 40° kod
vrha B. Zbog toga je <BDM = <BMD = 20°. Neka je N podnozje normale iz
M na AB. Sada je AM N pravougli trougao sa ostrim uglom od 30°, pa je MN =

%AM. Uoc¢imo visinu C'P trougla CAM. Sada je M P = %AM =MNi<MCP =

20° = <M DN. Sledi da su pravougli trouglovi CMP i DM N podudarni, pa je
CM = MD. Dakle, trougao CDM je jednakokraki sa spoljasnjim uglom <BMD =
20°, pa je <MCD = <M DC = 10°. Konacno, traZzeni uglovi su: <ACD = 50°,
<ADC = 30° i «BAC = 100°.

30°




391. a) U pravouglom trouglu ABD je <ABD = 75°, kao ugao na osnovici
datog trougla ABC. Dalje je <BAD = 90° — 75° = 15°, poslednja slika.

b) U pravouglom trouglu ACD, sa os$trim uglom od 30°, hipotenuza AC' je
dva puta veéa od katete AD, tj. AC = 2AD. Kako je BC' = AC, to jei BC = 2AD.

392. U pravouglom trouglu ACD je duz DM tezi$na linija hipotenuze AC),
paje MD = MC i <MDC = <MCD. (Vidi primer C iz odeljka 5.4) Sli¢no je i
<CDN = <DCN. Kako je <MCD + <DCN = <ACB = 90°, to je i <M DC +
<CDN = 90°.

393. Neka je P presecna tacka pravih m i p. Pravougli trouglovi ABP i M BP
podudarni su, po stavu USU. (BP zajednicka kateta i jednaki ostri uglovi ABP i
MBP, kao polovine ugla a;.) Otuda sledi da je M B = AB. Sli¢no se dokazuje da
je CN=AC,paje MN = MB+ BC+CN = AB+ BC + CA.

394. Na osnovu datih obima dobijamo jednakosti: CA + AD + CD = 45 i
CD+ DB+ BC = 35, slika dole. Sabiranjem ovih jednakosti dobijamo: C A+ (AD+
DB)+ BC+2CD = 80. Kako je AD+ DB = AB, to je CA+ (AD+ DB)+ BC =
CA + AB + BC = 50, pa dobijamo jednakost 50 + 2C'D = 80, Odavde sledi da je
CD =15 cm.
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395. Pravougli trouglovi AM A; i ACA; podudarni su (imaju jednake uglove
i zajednicku hipotenuzu), slika gore desno. Zbog toga je AM = AC. Sli¢no se

dokazuje da je BN = BC. Dalje, kao u zadatku 380, izracunavamo: <MCN =
45°.

396. Lako se dokazuje da su trouglovi SM P i SNQ@Q podudarni, odakle sledi
da je MP = NQ@Q. Sada mozemo dokazati da su podudarni trouglovi KMP i LNQ,
odakle je KP = LQ, itd.

397. Trougao CMN je pravougli, a duz CS je njegova tezisna linija. Prema
reSenju primera C iz odeljka. 5.4, trougao CSN je jednakokraki i zbog toga
je <SCN = <SNC. Iz slicnih razloga je i trougao ACD jednakokraki, pa je i
<ACD = <CAD = q, sledeéa slika levo. Kako je DCLDN i ACLCN, sledi da su
jednaki uglovi ACD i SNC, pa je <SCN = <SNC = «a. Oznacimo sa P prese¢nu
tacku duzi C'S i AB. U trouglu BCP znamo dva ugla: <CBP = i <BCP = a.
Kako je a+ 8 =90°, sledi da je <BPC = 90°, $to znadi da je CS_LAB.



398. Trougao BCM je jednakokraki, pa je <BCM = 90° — g odakle sledi da

je <MCN = g, poslednja slika. Neka je C'D hipotenuzina visina. (Po pretpostavci

je CD = CN.) Tada je <ACD = 90° —« = 3, pa je <DCM = g Otuda sledi da su

trouglovi CDM i CNM podudarni (stav SUS, jer je CM zajednicka hipotenuza),
pa kako je <CDM = 90°, to je i <CNM = 90°.

399. 1z uslova AD + AE = AB = AD + DB, sledi da je AE = DB, pa je
i CE = AD. Sem toga je <OAD = <«OCFE = 30° i OA = OC = R, gde je R
polupre¢nik opisanog kruga (slika dole). Dakle, trouglovi OAD i OCE podudarni
su (stav SUS), pa je OD = OF i <DOA = <FOC. Znamo da je <AOC = 120°,
pa je <DOFE = <DOA + <AOF = <FOC + <AOFE = 120°.
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400. Neka je P tacka stranice AB, takva da je MP|CN, slika desno. U
trouglu BCN duz MP je srednja linija pa je NP = PB. (Tactka M je srediste
stranice BC' i M P||[CN.) Oznac¢imo sa S srediSte duzi AM. Na isti nacin je SN

srednja linija trougla AM P, pa je AN = NP. Prema tome: AN = NP = PB, pa
je BN =2AN.

401. Neka je M tacka preseka prave AD i duzi B1C, sledeéa slika. Dokazade-
mo da je By M = MC}. Najpre, uocavamo da su trouglovi ABC' i AB;C podudarni.
Zbog toga je <AC1 By = <ACB = . Ali i <BAD = 7 (komplement ugla ). Kako
je <C1AM = <BAD (kao unakrsni), zaklju¢ujemo da je <C1AM = <AC1 M.
Dakle, trougao AC1M je jednakokraki i C1M = AM. Sli¢no dokazemo da vazi:
BlM = AM, pa je ClM = BlM




402. Neka je O; tacka kao na slici, takva da je trougao COOQO; jednakostra-
ni¢ni. Trouglovi AOC i BO,C podudarni su (SUS: AC = BC, CO = CO; —
stranice jednakostrani¢nih trouglova, <ACO = 60° — <OCB = <BC0;.) Otuda
je O1B = AO. Osim toga je i OO; = OC. Ugao O0O1 B je prav jer: <O0O1B =
<BO.C — <00,;C = 150° — 60° = 90°. Dakle, trougao OBO; je pravougli, a
stranice su mu redom jednake duzima OB, OA i OC.

403. Duzi EG i FG su srednje linije trougla ABC'. Zbog toga je EG|AC i

1 1
EG = §AC = FN,a FG||AB i FG = §AB = EM. Otuda su jednaki i uglovi:
<CFG = «<CAB = «BEG = a, pa je <MEG = <MFEB + <BEG = 90° +

a = <GFN. Prema tome, trouglovi M EG i GFN su podudarni. Zbog toga je
GM = GN.

404. Trouglovi ABE i DBC su podudarni (SUS, jer je AB = DB, BE = BC
i <ABE = «DBC = 2-60° = 120°.) Otuda je AE = DC, pa jei AM = DN i
<IMAB = <NDB. Otuda sledi da su podudarni medu sobom trouglovi AM B i
DNB (slika dole). Na osnovu ove podudarnosti slede jednakosti: MB = BN i
<ABM + <MBD = <ABD = 60° = <MBD + <DBN = <MBN. U trouglu
MBN je MB = BN i <M BN = 60°, pa je on jednakostrani¢ni.
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405. U svakom slucaju, od datih tacaka mogu se odabrati dve, kao A i B na
poslednjoj slici, takve da ostale ¢etiri tacke budu sa iste strane prave AB. Konstru-
iSemo i duzi AC, AD, AE, AF.

Prema rasporedu sa slike, razlikujemo dva slucaja.

Ako je <BAF > 120°, tada je zbir dva ostala unutrasnja ugla trougla ABF
manji ili jednak 60°, $to znaci da je jedan od ova dva ugla manji ili jednak 30°.



Ako je BAF < 120°, tada je bar jedan od &etiri ugla: BAC, CAD, DAEFE,
EAF, manji od 30° (zbir ova Cetiri ugla manji je od 120°), pa je to ugao trazenog
trougla.

406. Neka je S centar upisanog i O centar opisanog kruga trougla ABC), slika

levo. Prava OS je simetrala duzi AB, pa je OA = OB. Zbog toga je % = g, pa je
a = B. Znadi, trougao ABC je jednakokraki i AC = BC, a tacka C pripada pravoj
OS. Poluprecnici OA i OC' opisanog kruga su jednaki, pa je <OAC = <OCA, tj.

a’_ v
5=y
tj. o = 36°, pa je v = 108°.

tj. v = 3a. Sada iz zbira unutrasnjih uglova dobijamo o + o+ 3a = 180°,
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407. U trouglu ASB je <ASB = 180° —45° — g, a u trouglu ASC je <ASC =

180° — 45° — % (<«SAB = «SAC = 45°), slika desno. Prema uslovu je: 180° —45° —

% — (18(]O —45° — g) = 20°, odakle je g — % = 20°, odnosno 8 — v = 40°. Kako

je B+~ = 90, bice dakle: § = 65°, v = 25°.
408. Prema sledecoj slici trazeni ugao je <SAO = % — ¢, gde je p = <CAO.

Izrazi¢emo ugao ¢ preko unutrasnjih uglova «, 8 i v. Razmatramo slucaj ostrouglog
trogula ABC, uz napomenu da se istim rezonom i vrlo sliéno resava u slucaju
neostrouglog trougla.

Trouglovi AOC, BOC i AOB su jednakokraki, jer su OA, OB, OC poluprec-
nici opisanog kruga. Stoga <BCO = v — ¢ = <CBO, pa je <ABO = —(y—¢) =
B—v+p =<BAO. Sada iz o« = <BAO+¢p = f—~+2¢p, dobijamo: ¢ = %7_5.

Dakle: AO = — — = .
akle: <SAO 5 5 5




409. Oznacimo sa @ presecnu tacku tezisne linije C'P i srednje linije M N,
poslednja slika desno. Duz N@ je srednja linija trougla ACP, pa je CQ = QP i

1 1 1
NQ = §AP = ZAB. Sli¢no zakljuc¢ujemo da je MQ = ZAB’ paje NQ = QM,

2 1
tj. PQ je tezisna linija trougla M NP. Kako je CT = gCP iCQ = §CP, to je

2 1 1 1 2
trougla MNP.

410. Tacka C ne pripada pravoj AB, jer bi u protivnom postojale dve normale
iz D na pravu AB. To su DC i DB. Prema tome, postoji trougao ABC, kome su
CD i BD visine na stranice AB i AC. Tacka D je ortocentar, pa je AD visina
stranice BC, tj. AD1BC.

411. Oznadimo sa P srediste duzi BN, slika dole levo. Duz PS je srednja linija
trougla M BN, pa je prava SP paralelna osnovici AB, a samim tim je PS1CM.
Osim toga je M N _LCP po pretpostavci, pa je S ortocentar trougla CM P. Otuda
sledi da je CSLMP. Medutim, MP||AN, jer je M P srednja linija trougla ABN.
Zbog toga je CSLAN.

412. Simetrale dvaju uglova sa normalnim kracima takode su normalne medu
sobom. Zbog toga je BOs, kao simetrala ugla C BA, normalna na simetralu C'O;
ugla ACD. Iz istih razloga je simetrala AO; ugla C AB normalna na simetralu C'Os
ugla DCB, slika desno. Dakle, presecna tacka simetrala uglova trougla ABC, na
slici tacka H, je ortocentar trougla CO10s, pa je CH 10104, kao treca visina.

413. Ozna¢imo sa K presek prave BD i normale na BD povucene iz A.
Sliéno, L je tacka duzi AE, takva da je BL1 AFE. Neka je F' podnozje visine CF
trougla ABC' (vidi slede¢u sliku). Najpre ¢emo dokazati da prave AK, BL i CF
imaju jednu zajednicku tacku.

Neka je P preseéna tacka pravih AK i CF. Trouglovi ABD i C PA podudarni
su (AD = AC, a unutrasnji uglovi su sa normalnim kracima). Otuda je AB =
CP. Oznac¢imo sa P; preseénu tacku pravih BL i C'F. Slicno prethodnom dokazu
utvrdimo da je AB = CP;. Sada sledi da je CP = CPy, sto znaci da je P = Py.
Uoc¢imo trougao ABP. U njemu su BD, AFE i C'F visine, pa prema tome, imaju
jednu zajednicku tacku.
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414.1z BP = 5 5 > :BM—f—T:BM—i—MP, sledi da

A A
je MP = TC Ali, KM je srednja linija trougla ABC, pa je KM = TC Sledi da

je PM = KM, pa u trouglu KMP je <KPM = <PKM. Duz KL je srednja linija
trougla ABC, pa je KL|AB i <LKP = <K PM sa paralelnim kracima, slika gore
desno. Dakle, iz <LK P = <PKM, zakljuéujemo da je KP simetrala ugla LK M
trougla K LM. Slicnim rezonovanjem dolazimo do zakljucka da je LQ simetrala ugla
KLM i MR simetrala ugla LM K. Dakle, ove prave se seku u jednoj tacki, u tacki
S na slici gore. A

415. Neka je AD visina, BS simetrala ugla
i CM tezisna linija. Njihove presecne tacke oznaci-
mo sa N, P, Q. Pretpostavimo da je trougao N PQ S

jednakostrani¢an. Onda je <BPD = 60°, pa je N

<PBD = 30° = <ABP i <ABC = 60°. Tada je

trougao BQM pravougli, jer je <BQM = 60° i Lre

<MBQ = 30°. Kako je M srediste stranice AB,

sledi da su trouglovi BCM i ACM podudarni i B D c

<SACM = «BCM = 30°. Tada je i <ACB = 60°, pa je trougao ABC jedna-
kostranicni. Medutim, tada bi se tacke N, P i @) poklapale: N = P = (@, sto je
suprotno datom uslovu o postojanju trougla N PQ. Dakle, nije moguce da trougao
NPQ bude jednakostranicni.

416. Na sledecoj slici levo vidimo da je izvida¢ veéi deo puta isao po stranica-
ma jednog jednakostrani¢nog trougla. Trougao BE D takode je jednakostranicni sa
stranicom 2 km, pa je FA =1 km = CS, jer je ¢etvorougao AECS paralelogram.
Dakle, C'S = 1 km je trazeno rastojanje.

417. Cetvorougao AMCN je paralelogram (AN = CM i AN||CM). Kako je
tacka M srediste duzi BC'i AM||CN, sledi da je tacka P u kojoj AM sece dijagonalu
BD, srediste duzi B@, sledeéa slika desno, tj. M P je srednja linija trougla BCQ.
Dakle, BP = PQ. Sli¢no, u trouglu ADP dokazuje se da je i DQ = PQ, sto se i
tvrdilo.
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418. Najpre nalazimo unutrasnje uglove romba, 60° i 120°. Manja dijagonala
deli romb na dva jednakostrani¢na trougla, pa navedene visine polove naspramne
stranice romba. Dalje, reSavamo kao u prethodnom zadatku.

419. a) Oznadimo sa @) podnozje normale iz tacke P na pravu AD. Kako je
i BCLAD, to je PQ|BC. Sledi, da je tacka @ izmedu A i D, ako je P izmedu A
i B, slika levo, a ako je B izmedu A i P, onda je i D izmedu A i Q. Cetvorougao
DN PQ je pravougaonik, pa je PN = QD. Sem toga, pravougli trouglovi APM i
PAQ su podudarni (imaju zajednicku hipotenuzu AP i <QPA = 3, zbog PQ|BC,
pa je <QPA = a = <MAP). Otuda je PM = AQ, pa je PM + PN = AD ili
PM — PN = AD, zavisno od polozaja tacke P na pravoj AB (slucaj b)).
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420. Vidi resenje zadatka 417. Rezultat je AM = 6 cm.

421. Neka je N srediste stranice C'D. Cetvorouglovi AMND i MBCN su
rombovi, pa su njihove dijagonale CM i DM simetrale suplementnih uglova BM N
i NMA. Zbog toga je <CMD = 90°. (Vidi i reSenje primera B u odeljku 5.1.)

422. Dijagonala BD deli romb na dva jednakostrani¢na trougla. Iz uslova
MB + BN = AB = AM + MB, sledi da je AM = BN. Kako je AD = BD
i <DAM = 60° = <DBN, to su podudarni trouglovi AMD i BN D, slika gore.
Otuda sledi da je DM = DN i <ADM = <BDN. Daljim izra¢unavanjem nalazimo
da je <M DN = <MDB+ <BDN = <M DB+ <ADM = <ADB = 60°. Trougao
DMN je jednakokraki, sa uglom od 60° izmedu krakova DM i DN, pa je i ugao
na osnovici 60°, tj. trougao DM N je jednakostraniéni.

423. Oznadimo sa Oy, Oz, O3, O4 centre ovih krugova, sledeéa slika. Ove tac-
ke dobijaju se u presecima simetrala odgovarajucih stranica. Zbog toga je 0102 L BD



i 03041 BD, pa je O102||0O30;,. Sliéno se dokazuje da je O203]/0104. Dakle, ¢etvo-
rougao 0102030y je paralelogram.

424. Neka su K, L, M, N centri ovih krugova, slika desno. Kako se ove tac-
ke nalaze u presecima simetrala odgovaraju¢ih uglova, a susedni uglovi u preseku
dijagonala su suplementni, to su dijagonale KM i NL c¢etvorougla KLMN nor-
malne. Sem toga, podudarni su trouglovi AKO i CMO. (AO = CO i uglovi su
jednaki, unakrsni ili sa paralelnim kracima). Odavde sledi da je OK = OM. Sli¢no
se dokazuje i da je OL = ON. Otuda sledi da je ¢etvorougao K LM N romb.

425. Oznac¢imo sa N podnozje normale iz C na BB;. Lako se dokazuje da
su pravougli trouglovi BCN i ADA; podudarni, pa je BN = AA;. Cetvorougao
CC1B1N je pravougaonik, pa je BN = C(C}.

Otuda sledi da je BBy = BN + NB; = AA, + CC4.

426. Duz PE je srednja linija trougla ABD, pa je ona paralelna i jednaka
polovini duzi AD. To isto zakljuc¢ujemo za duz F'N u trouglu ACD, pa su duzi PE

i NF paralelne i jednake. Zbog toga je ¢etvorougao EF N P paralelogram. Njegove
dijagonale PF i NE se polove. Zajednicko srediste im je tacka O, slika dole. Dalje

1 1
izra¢unavamo: FM = CM — CF = §(BC - CD) = §BD. Medutim, u trouglu

1
ABD je PQ srednja linija, pa je PQ = §BD i PQ||BD. Zbog toga je Cetvorougao

PMFQ paralelogram, sa dijagonalama M@ i PF, pa srediste duzi FP (i NE)
ujedno je i srediste duzi M Q.

427. Neka su By i M7 tacke, takve da je tacka P srediSte duzi BB; i duzi

M M, slika gore. Cetvorougao BM By M, je paralelogram (dijagonale se polove),
pa je M1B; jednako i paralelno sa BM, a samim tim i sa AM. Zbog toga je i



Getvorougao AM M, By paralelogram, pa je ABy = MM, = 2MP i AB,|MP.
I ¢etvorougao BC'B1D je paralelogram (dijagonale se polove), pa je B1D = BC
i B1D||BC. Sada za trougao AB1D vazi: AB; < AD + DBy, odakle je 2MP <
AD + BC'. Medutim, po uslovu zadatka je 2M P = AD + BC, a to je moguée samo
ako je D tacka duzi AB;. Ali, tada je AD|MP i B1D|MP, pa jei BC|MP. Sledi
da je AD|BC.

Sli¢no se zakljuéuje da iz uslova 2NQ = AB+CD sledi da je AB||CD. Prema
tome, ¢etvorougao ABCD je paralelogram.

428. Prema resenju prethodnog zadatka je 2MP + 2NQ < (AD + BC) +
(AB+ CD), pasledi da je 2MP + 2NQ = AD + BC + AB + CD, ako i samo ako
je 2MP = AD + BC i istovremeno 2NQ = AB + CD, pa je ABCD paralelogram.

429. Uglovi AKD i KDC jednaki su kao uglovi sa paralelnim kracima, pa
je, prema uslovu i <DKC = <CDK. Sledi da je trougao C DK jednakokraki, pa je
duz CS visina na osnovicu DK.

430. Neka su tacke R i @ srediSta duzi BP i AP. U pravouglom trouglu
APM tezisna linija M@ jednaka je polovini hipotenuze: MQ = AQ = PQ, pa
je u jednakokrakom trouglu M AQ ugao MQP spoljasnji i <MQP = 2<M AP,
leva slika. Sli¢no zakljuc¢ujemo da je LR = PR i <LRP = 2<LBP. Dakle, vazi:
<IMQ@QP = <LRP. Duzi DQ i DR su srednje linije trougla ABP, pa je ¢etvorougao
PQ DR paralelogram. Odatle sledi da je PQQ = DR, PR = DQ i <PQD = <PRD.
Dakle, zakljucujemo slede¢e: MQ = QP i QP = DR povlaci da je MQ = DR
i slicno da je @D = LR. Sem toga, iz jednakosti <M QP = <PRL i <PQD =
<PRD,sledi da je <MQD = <DRL. Sledi da su trouglovi M@QD i DRL podudarni,
paje MD = DL.

A D B C A

431. Vidi resenje zadatka 429. Slicno se ovde dokaze da je trougao ABM
jednakokraki, pa je BM = AB = 2BC'. Zbog toga je u pravouglom trouglu BCM
ugao BMC' jednak 30°. Prema tome, <BM D = 150°, pa je <AM B = 75°.

432. Trouglovi ABQ i CBM su jednakokraki i podudarni (AB = BQ =
BC = BM i <ABQ = <ABC + <CBQ = 60° + 90° = 150° = <CBM). Sledi da
je AQ = CM i <BAQ = 15° = «BQA = <BCM = <BMC, slika gore desno.
Onda je <ACS = <ACB — <BCM = 60° — 15° = 45°. Sli¢no utvrdimo i da je
<CAS = 45°. Dakle, <ASC = 90° = «CSQ i AS = CS. Dalje, u pravouglom
trouglu C'SQ ostri uglovi su 60° i 30°, pa je CQ = 2CS = 2AS.



433. Zbog simetrije je <ABD = <A:BD. Al
Medutim, <ABD = <CDB, kao uglovi sa paralel-
nim kracima, pa je <CDB = <DBM, slika desno. D M C

Dakle, trougao BDM je jednakokraki.

434. Neka su K; i N; podnozja normala iz
K na CD iiz N na BC. Tvrdenje zadatka sledi
iz podudarnosti trouglova K K1 M i NN7L, koja se A B
lako utvrdi (stav USU). (Nacrtaj odgovarajucu sli-
ku.)

435. Koristeéi osobine srednje linije trougla, lako se dokazu sledece ¢injenice.
Duz M N je paralelna i jednaka polovini duzi BC, kao srednja linija trougla BCH.
Iz trougla ABC zakljuCujemo to isto za duz PQ, pa je M N PQ paralelogram. U
trouglu ABH duz M@ je srednja linija, pa je MQ| AH. Kako je AH 1 BC, a ujedno
i AHLMN, sledi da je MQLMN, pa je M N PQ pravougli paralelogram.

436. Trouglovi ABC' i LBM podudarni su, jer je BC = BM i AB =
BL (stranice odgovarajuéih jednakostrani¢nih trouglova) i <LBM = <LBA +
<ABM = 60° 4 30° = 90° = <ABC. Iz podudarnosti sledi da je AC = LM.

437. Sliéno primeru C, dokazemo da su trouglovi ABE, FCE i FDA podu-
darni (AD = BE = CE, zatim AB = CF = DF i <ABE = <ECF = <ADF =
90° + 60° = 150°). Otuda sledi: AE = EF = FA.

438. Neka je B srediste katete AC i C srediste hipotenuze, sledeca slika.
Oznac¢imo sa O i S centre datih kvadrata. Dokaza¢emo da su trouglovi OA;C}
i A1SB; podudarni. Trougao ABO je jednakokraki pravougli, pa je OCy 1 AB i

1 1
ocy, = §AB. Duz A;B; je srednja linija trougla ABC, pa je A1B; = §AB i

1
A1B1||AB. Dakle, A;B; = OC;. Sli¢no dokazemo da je A1C; = SBy = §AC i

A1C4]|AC. Kako je <BC1 Ay = <A1 B C (sa paralelnim kracima), to jei <OC1 A; =
90° + <BC1 A1 = 90° + <A1 B1C = <A1 B1S. Dakle, trouglovi OA;Cy i A1SB; su
podudarni, pa je OA; = A;S.

D C
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439. Nije bitno da li jedan ili oba kvadrata delimi¢no preklapaju dati para-
lelogram. Neka su ovi kvadrati kao na poslednjoj slici. Tada su trouglovi ABD i



FBG podudarni (AB = BF, AD = BC = BG i <FBG = <BAD, kao uglovi sa
normalnim kracima), pa je BD = FG.

440. Neka je K srediste duzi AC' i L srediste %
duzi MQ, a SiT centri kvadrata ABM N i BCPQ. K
Tacke, K, T, L i S su sredista stranica ¢etvorougla
ACQM, pa je ¢etvorougao KT LS paralelogram, sli- A
ka desno. (Vidi primer A iz prethodnog odeljka). B Q

Dokazimo da su stranice ¢etvorougla KT LS S
jednake medu sobom. Odredimo tacku D, tako da
je L srediste duzi BD. Tada je cetvorougao BQDM N W
paralelogram, a DQ = BM = AB i DQ|BM, D
odnosno DQLAB. Kako je BQLBC i BQ = BC,
to je i <BQD = <ABC (sa normalnim kracima), a trouglovi ABC i DQB su

1 1
podudarni. Otuda sledi da je <LBQ = <BCK i BL=CK = §AC = EBD' Sada

1
su podudarni trouglovi CKT i LBT (CK = BL, CT = BT = §BP i <KCT =

<KCB +45° = <LBQ + 45° = «LBT). Otuda sledi da je KT = LT, pa su sve
stranice ¢etvorougla KTLS jednake medu sobom. Takode je i <CTK = <BTL,
pa je <KTL = «KTB + <BTL = «KTB + <KTC = <«BTC = 90°. Dakle,
cetvorougao K'T'LS je kvadrat.

441. Neka se dijagonale romba seku u tacki O. Duzi AC i BD su uzajamno
normalne. Lako se dokazuje da su trouglovi ANO i BNO podudarni, pa je OA =
OB, itd. Dakle, ¢etvorougao ABC'D ima uzajamno normalne i jednake medu sobom
dijagonale, koje se polove, pa je on kvadrat.

442. Vidi reSenje zadatka 424. Treba dokazati jos i da je OK = OL.

443. Duz BD je dijagonala kvadrata ABCD, pa je <ADB = 45°. Treba
dokazati da je <AEB + <AHB = 45°.

Neka je K tacka takva da je G sre- A D L H
diste duzi KH. Nije tesko dokazati da 4
su podudarni pravougli trouglovi ABE i
HEK. Odatle sledi da je BE = EK i —
<HKE = <AEB, pa je trougao BEK
pravougli jednakokraki («BEK = 180°— B c F G
(C{AEB + <«HEK) = 180° — («HKFE +
<HEK) = 180° — 90° = 90°). Dakle,
<EBK = 45° = <EBG + <GBK =
<AEB + <GBK. (Uglovi EBG i AEB
su sa paralelnim kracima.) Medutim, iz
podudarnosti pravouglih trouglova BGK i BGH (koja se jednostavno dokazuje)
zakljucujemo da je <GBK = <«GBH, a <GBH = <AHB, jer su sa paralelnim
kracima. Sledi da je <GBK = <AHB, pa je <AEB+<GBK = <AEB+<AHB =
45°.

K



444. Konstruisimo iz S normalu na BC i sa H ozna¢imo tacku u kojoj ova
normala sece duz BN, slika dole levo. Tacka H je ortocentar trougla BC'S, pa je
prava CH normalna na BS. Iz SH1LBC i AB1BC, zakljuujemo da je SH|AB,

1
pa je SH srednja linija trougla ABN. Zbog toga je SH = §AB = CM. Sada iz

SH =CM i SH||AB, odnosno SH|CM, zakljucujemo da je ¢etvorougao SHCM
paralelogram, pa je M S||CH, a samim tim je MS1SB i <BSM = 90°.
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445. Slicno prethodnom zadatku. Neka je H tacka duzi BM, takva da je
OH||CD. Tada je OH L BC, slika gore desno. Tac¢ka H je ortocentar trougla OBC,
pa je CH1LOB. Po konstrukciji OH je srednja linija trougla BM D, pa je OH =

1
§DM = MC'. Prema tome, ¢etvorougao OHCM je paralelogram i OM||CH, pa je
OM10OB i <BOM = 90°.

446. Koristimo ortocentar trougla AEF kao u prethodnim zadacima.

Oznacimo sa O presek dijagonala i sa G presek prave AK sa BF, sledeca slika.
Kako je KE|AB, a dijagonale pravougaonika su jednake medu sobom, trouglovi
ABO i KEO su jednakokraki, pa AO = OB i KO = EO. Onda su trouglovi AKO
i BEO podudarni, zbog Cega je AE = BK i AK = BE. Dakle, trouglovi ABK i
BAFE takode su podudarni, pa je <BAK = <ABE = 45°. Trougao ABG ima dva
ugla po 45°, pa je <AGB = 90°. Sem toga je prava K FE paralelna sa AB, odakle
sledi da je KE1LAD. Sada u trouglu AEF imamo dve visine, AG i EK i one se
seku u tacki K. Prema tome, K je ortocentar trougla AEF, pa je F K treca visina
i FK1AFE.

F




447. Neka je N podnozje normale iz A na KM, poslednja slika. Pravougli
trouglovi AMB i AMN podudarni su (zajednicka hipotenuza AM i jednaki ostri
uglovi. kod M), pa je <M AB = <M AN i AN = AB. Sada vidimo da su i pravou-
gli trouglovi AKN i AK D podudarni (zajednicka hipotenuza i AN = AD), odakle
zakljucujemo da je <K AN = <K AD. Znadi, AM i AK su simetrale dvaju kom-

1 1
plementnih uglova, pa je: <KAM = <KAN + <NAM = §<IDAN + §<IBAN =

1 1
§(<DAN + <BAN) = §<zBAD = 45°.

448. Na pravoj AB odredimo tacku F', takvu da je tacka A izmedu B i F
i AF = KC'. Trouglovi ADF i CDK su podudarni, pa je <ADF = <CDK, sle-
deca slika. Kako je DK simetrala ugla CDFE, to je <ADF = <K DE. Odavde je:
<FDE = <FDA+ <ADE = <CDK + <ADE = <KDFE + <ADE = <ADK.
Medutim, <ADK = <CKD (sa paralelnim kracima) pa je <F DE = <CKD =
<DFE. (Uglovi DKC i DFA su jednaki zbog podudarnosti trouglova ADF i
CDK.) Dakle, trougao DEF je jednakokrakii DE = EF = AE+ AF = AE+ KC.
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449. Pravougli trouglovi BCN i CDM podudarni su (imaju jednake katete),
pa imaju jednake ostre uglove. Kako je <BNC = <CMD, a sem toga vazi da je
<CMD+<MCD =90°, bice <BNC +<MCN = 90°, pa je u trouglu CNP ugao
CPN prav. Dakle, prava CM je normalna na pravu BN.

Konstruisimo duz AQ), gde je @Q srediste stranice BC, slika gore. Jasno je
da je detvorougao AMCQ paralelogram, pa je AQLBP i AQ||CP. Oznadimo sa
S presecnu tacku duzi AQ i BP. Po konstrukciji je duz @S srednja linija trougla
BCP, pa je BS = SP. Zbog toga su podudarni pravougli trouglovi ASB i ASP,
odakle sledi da je AP = AB.

450. Neka je @ tacka u kvadratu, takva da je trougao C'DQ jednakostranic¢an,
sledeéa slika. Tada je CQ = BC, pa je trougao BC(Q jednakokraki i <BC(@Q = 30°.
Sledi da je <CBQ = 75°, §to znaéi da poluprava BQ sadrzi tacku P. Medutim,
sliéno dokazujemo da je <DAQ = 75°, tj. poluprava AQ sadrzi tacku P. To znadi
da se AQ i BQ seku u tacki P, a otuda sledi da je P = . Dakle, trougao CDP je
jednakostranicni.



451. Dijagonala AC je osnovica jednakokrakog trougla ABC, a krak jedna-
kokrakog trougla AC' D, slika gore desno. Ako jednake uglove trapeza kod temena A
i D oznacimo sa «, onda su uglovi jednakokrakih trouglova kao na slici. Dobijamo
jednakosti 3a — ¢ = 180° i 3p + a = 180°. Odavde dobijamo « = 72°, pa su uglovi
trapeza: 72°, 108°, 108° i 72°.

452. Neka je dijagonalom AC prepolovljen ugao DAB jednakokrakog tra-
peza ABCD, kome je CD manja osnovica. Tada je <BAC = <CAD, a kako je
<BAC = <ACD (sa paralelnim kracima), biée <CAD = <ACD, pa je krak jed-
nak manjoj osnovici. Iz datog obima izracunavamo da je veéa osnovica AB dva
puta veca od manje osnovice C'D. Neka je tacka S srediste veée osnovice. Tada je
cetvorougao SBC'D romb, a trougao ASD je jednakostraniéni. Zbog toga su uglovi
datog trapeza: 60°, 60°, 120°, 120°.

453. Odredimo tacku P takvu da je ¢etvorougao M N C P paralelogram. Tada
1 1
je CP = MN = é(AD—BC’) i PM = CN = §BC. Onda je DP = DM —
1
PM = i(AD — BC) = CP, sledeéa slika. Neka je, zatim, F tacka, takva da je
cetvorougao ABCF paralelogram. Tada je AF = BC, pa je DF' = AD — BC'. Sledi
1
da je PF = §(AD — BC) = DP = PC. Dakle, trougao DFC je pravougli (duz

C'P je hipotenuzina tezi$na linija). Kako je CF|AB, zaklju¢ujemo da je <AED =
<FCD =90°.

A B

454. Neka su M i N sredista osnovica AB i C'D jednakokrakog trapeza
ABCD. Trouglovi AMD i BMC su podudarni, pa je DM = CM i trougao CDM
je jednakokraki, sa osnovicom CD, pa je njegova tezisna linija M N normalna na
CD i normalna na AB.



455. Neka je ABC D trapez kome je kraca osnovica C'D jednaka zbiru krakova
AD i BC, slika gore desno. Uo¢imo tacku M na duzi DC, takvu da je DM = AD.
Tada je i CM = BC. Trougao AMD je jednakokraki, pa je <DMA = <DAM.
Medutim, <DMA = <M AB, kao uglovi sa paralelnim kracima, pa je <DAM =
<M AB, sto znaci da je AM simetrala ugla BAD. Sli¢no se dokazuje da je i prava
BM simetrala ugla ABC.

456. Neka su M i N sredista krakova, a P i () presecne tacke dijagonala sa

1
srednjom linijom M N. Prema uslovu je PQ = MP + QN,a MP = QN = ECD

(srednje linije trouglova ACD i DBC'), Dakle, PQ = CD, pa je MN = 2DC. Kako
je 2MN = AB + CD, bi¢e 4CD = AB + CD. Odavde je AB = 3CD.

457. Neka je E tacka u kojoj se seku produZeci krakova AB i CD, kao na
prethodnoj slici levo. U trouglu BC'E unutrasnji uglovi su: <CBFE = <BAD = «
i <BCE = <ADC = § (uglovi sa paralelnim kracima), a spoljasnji su uglovi:
<ABC = pi<BCD = ; to su uglovi na manjoj osnovici trapeza. Prema osobinama
spoljasnjih uglova trougla, imamo nejednakosti: § > § i v > «. Sabiranjem ovih
nejednakosti dobijamo: 5+ v > a + 4.

458. Sa one strane prave AB sa koje je P odredimo tacku P;, takvu da je
APy, = BP i DP; = CP, sledeéa slika. Ako je ¢etvorougao AP D P; konveksan, onda
je tvrdenje zadatka potvrdeno. Pretpostavimo da nije tako i da je unutrasnji ugao
<PDP; veéi od 180°. Tada odredimo tacku Dy, simetri¢nu sa D u odnosu na PP;.
Sada je cetvorougao APD;, P, konveksan i PD, = PD, PD, = PC, AP, = BP.
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459. Neka je B izmedu A i K. Tada je L izmedu A i C, slika desno, i CL =
BK. Uocimo tacke M i N, takve da je B srediste duzi MK i C srediste duzi LN.
Dobijamo jednakokraki trapez K NLM, kome je BC srednja linija, a dijagonale
su KL = MN. Neka je P presecna tacka dijagonala. Iz trouglova LM P i KNP
dobijamo: LP + MP > LM i KP + NP > KN. Saberemo ove nejednakosti:
LP+MP+KP+ NP >LM+ KN.Kakoje KP+LP=MP+NP=KL,au
trapezu KNLM je LM+ KN = 2BC dobijamo: 2K L > 2BC, odakle je BC < KL.

460. Neka je C'M tezisna linija, T teziste trougla ABC' i N tacka, takva da je
M srediste duzi T'N, sledeca slika. Na osnovu osobina tezista trougla, znamo da je
CT =2TM, pa je T srediste duzi CN. Oznacimo sa M7 i N7 podnozja normala iz



M i N na p. Koriste¢i osobinu srednje linije trapeza, zakljucujemo najpre iz trapeza
CC1NyN da je CCy + NNy = 2TT;. Dodamo TT; na obe strane ove jednakosti i
dobijemo: (TT)+NN;)+CCy = 3TT). Iz trapeza TTy N1 N je TTy+ NNy = 2M M,
a iz trapeza AA1B1B je 2M M, = AA, + BB;. Tako dobijemo:

AA, + BB, + CC, = 3TT,.

C
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461. Trouglovi ABO i CDO su jednakokraki sa uglom od 60°, odakle sle-
di da su oni jednakostranicni, slika gore. Zbog toga su sredista M i P duzi AO
i DO istovremeno i podnozja visina, pa su trouglovi BCM i BCP pravougli sa
zajednickom hipotenuzom BC. Duzi M N i PN su hipotenuzine tezisne linije, pa

1
je MN = §BC’ = PN. Sem toga, u trouglu AOD duz MP je srednja linija i
1
MP = §AD. Medutim, AD = BC, paje MP = MN = PN.

462. Oznac¢imo sa B, C'i P bor,
¢empres i palmu, slika. Prvi znak treba D

postaviti u tacku D, tako da je trougao K

BCD jednakokraki pravougii. Sli¢no se

odreduje i jednakokraki pravougli trou- Q
gao BPQ. Neka su A, T' i R podnoz-

ja normala iz D, B i @ na pravu CP.  ; C S T P R

Sada dokazemo da su podudarni trou-
glovi ACD i TBC, a takode trouglovi PQR i BPT. Otuda sledi da je AD = CT,
QR=TP,paje AD+QR=CT+TP = CP. Sem toga je AC = BT = PR, pa je
srediste S duzi AR istovremeno i srediste duzi C'P.

Blago je zakopano u tacki K, koja predstavlja srediste duzi DQ. Cetvorougao

1 1

ADQR je trapez, a duz SK je njegova srednja linija i SK = E(AD +QR) = EC’P.
Vidimo da za odredivanje tacke K nije potreban bor, tj. tacka B. Dovoljno je
odrediti srediste S duzi CP i konstruisati normalu SK jednaku polovini duzi CP.
Nas gusar je mogao odmah pronadi blago, ili, u najnepovoljnijem slucaju da prvo
kopa u tacki K7, simetri¢noj sa K u odnosu na C'P, jer na osnovu izloZzenog dokaza
jedino nije jednoznacno odredeno sa koje strane prave C'P lezi tacka K.



463. Pretpostavimo da je AB > AC, odnosno AC' < AB. Tada je AC+BD <
AB+ BD < AC + CD, tj. AC+ BD < AC + CD, pa je BD < CD. Medutim,
iz AB > AC sledi da u trouglu ABC' vazi: <ABC < <ACB. Otuda zakljuc¢ujemo:
<DBC < <ABC < <ACB < <DCB, odnosno <DBC < <DCB. Medutim, tada
bi u trouglu BC'D moralo biti CD < BD, a to je kontradikcija. Znaci, nije moguca
relacija, AB > AC, pa mora biti AB < AC.

464. Produzimo AD i BC do preseka E. Tacka E ¢e biti sa one strane prave
AB sa koje su C 1 D, ako su uglovi a i § ostri. Tada je u trouglu CDE ugao EDC
manji od ugla DCE (jer je ugao suplementan sa EDC veéi od ugla suplementnog
sa DCE), pa je CE < DE. Kako je trougao ABF jednakokraki i AF = BE, to je
BE —-CFE=BC>AD = AF - DE.

Ako su « i 8 pravi uglovi, tada je AD||BC, onda konstruiSemo tacku E na
BC, takvu da je DE||AB, itd.

Ako su « i B tupi uglovi, tada se AC' i BD seku sa one strane prave AB sa
koje nisu C'i D. Tada je u trouglu CDFE stranica C'E naspram vecéeg ugla u odnosu
na stranicu DFE, pa je CE > DE. Trougao ABFE je jednakokraki i AE = BE, pa
jeCE—AFE =BC > AD =DFE — AE.
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465. U uglu a konstruisimo tacku Do, takvu da je <BADy; = oy i ADy =
Ay1Dy = AD. Trougao AD>D je jednakokraki, pa <ADDy; = <AD>D. Ocigled-
no je <BDDs < <ADDs i <BD3D > <ADyD, zbog cega je u trouglu BDD,
ugao BDyD veéi od ugla BDDs i BD > BDs. Iz podudarnosti trouglova ABDs i
A1 By Dq sledi da je BiDy = BDs, pa je BiD; < BD. Onda mora biti v > ~1, jer
bi u protivnom, na osnovu izloZzenog dokaza moralo biti By D; > BD. Dalje, kako
jea+fB+y+d=a1+p1+71+dia+vy>a;+ v, mora biti 8+ § < B1 + 41,
odakle zakljucujemo da je npr. § < ;. Na osnovu prethodnog izlaganja, iz uslova
B < By sledi da je i 6 < d7.

466. Povrsina trougla ABC jednaka je zbiru
povrsina trouglova ABS, BCS i CAS (vidi sliku
desno). Visina trougla ABC je h = CD, a visine tri
manja trougla su redom: SM, SN, SP. Dakle, vazi

1 1 1 1
jednakost §a~SM+ éa-SN—i— ia-SP = ia-h. Kad

1 . 0
levu i desnu stranu jednakosti skratimo sa éa, ostaje: A a DM B
SM + SN + SP = h.



467. Neka su stranice trougla: a = 6 cm, b = 3 cm i ¢. Odgovarajuée visine

1
su: hg, hp, he 1 =(hg + hy) = he, odnosno h, + hy = 2h,. Iz formula za povrsinu
trougla dobijamo veze: b-hy = a-hy = c-h.. Onda iz b- hy, = a - h, dobijamo uslov:
3hy = 6h,, odakle je hy = 2h,. Dalje, iz hy + hy = 2h. sledi: 3h, = 2h., odnosno
2
he = ghc- Iz veze: a - hgy = ¢ - h. biée: a - ghc = ¢+ h., odnosno ga = c¢. Kako je

a = 6, bi¢e ¢ =4 cm.

468. Konstruisimo visinu h; trougla ABC, slika dole levo. To je ujedno i
visina trougla ABF', pa kako je AC = AF, trouglovi ABC i ABF imaju jedna-
ke povrdine. Onda je povriina trougla ABF jednaka 1 dm?. Uocimo visinu h; iz
temena F' trougla ABF. To je ujedno i visina trougla BDF. Kako je AB = BD,
zaklju¢ujemo da trouglovi ABF i BDF imaju jednake povrsine, oba po 1 dm?.
Dakle, povriina trougla ADF je 2 dm?. Sli¢no se pokaze i da trouglovi BDE i
CEF imaju povrsine 2 dm?. Dakle, povrsina trougla DEF je 7 dm?.
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469. Uodimo visinu AF' trougla ABC, slika desno. Ona je zajednicka visi-
na trouglova ABN i ACN. Ova dva trougla imaju jednake odgovarajuée osnovice
BN = CN, pasu im jednake i povrsine. Prema tome povrsina trougla ABN je polo-
vina povrsine trougla ABC i iznosi 3 cm?. Obratimo paznju na visinu BD = h; trou-

1
gla ABN, koja je ujedno i visina trougla BNT. Prema osobini tezista, NT = §AN ,

11 1
pa je Ppry = 3 gAN -hy = gPABN =1 cm?. Dalje, trouglovi AMT i BMT
imaju jednake osnovice, AM = BM, i zajednic¢ku visinu hy = TFE, pa imaju jed-
nake povrsine, po 1 cm?. Sli¢no se pokaze da i trouglovi ATP, CTP i CTN imaju
povrsine po 1 cm?. Dakle, imamo Sest manjih trouglova i povriina svakog od njih

je 1 cm?.

470. Duzina travnjaka, recimo  m, istovremeno je i unutrasnja ivica beton-
ske staze, a duzina spoljasnje ivice staze je (x + 4) m. Za obe ograde utroSeno je
ukupno 4z + 4(x + 4) = 216 metara bodljikave Zice. Odavde je 8z + 16 = 216, pa
je = 25 metara. Povrsina travnjaka je P = 25% = 625 m?.

471. Ako je manja stranica duzine x cm, onda je duZa stranica 5x cm. Iz

povrine je 5z - = 720, odakle je 22 = 144. Dakle, manja stranica je 12 cm, a veéa
60 cm. Obim je 144 cm.



4'72. Ako bi ovih 15 pravougaonika imali razlic¢ite celobrojne povrsine, onda bi
dati papir imao povrsinu veéu ili jednaku: (142+344+---+13+14+15) = 120 cm?.
Medutim, na$ papir nije dovoljan, jer mu je povrina P =9 -13 = 117 cm?.

473. Oznac¢imo sa x cm duzinu manje stranice. Tada je veda stranica (z + 4)
cm. Kakve promene nastaju sa povecanjem stranica za 5 cm, vidimo na slici levo.
Resavamo sliéno primeru A. Iz obojenog dela nalazimo da je: 5z + 20+ 25+ 5x =
135, t.j. 10z = 90, pa je # = 9 cm. Povrsina datog pravougaonika je 117 cm?.

20 ¢m? a

5 25 cm? 2
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4'74. Prema slici gore desno, iz jednakosti obojenih povrsina, dobijamo jed-
nakost 2a = 3(a — 2). Odavde je a = 6 cm.

475. Ocigledno je Sirina pravougaonika veéa od duzine. Iz obojenih povrsi na
sledeéoj slici postavljamo jednakost: 3z = 2(z — 3) + 15, gde je 2 cm duzina stranice
dobijenog kvadrata. Odavde je x = 9 cm, pa je duzina pravougaonika 6 cm, a Sirina
11 cm.

2 3
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476. Odseceni kvadrat ima stranicu duzine 9 cm, a stranice odse¢enog pravo-
ugaonika su 9 cm i 7 cm, pa je stranica datog kvadrata (94 7) cm. TraZena povrsina
je 256 cm?.

4'77. Oznacdimo stranice pravougaonika kao na slici u sredini. Tad je a-c = 144
em?, b-c=48 cm? i b-d = 96 cm?, a ne znamo koliko je a - d. Pomnozimo prvu
i tre¢u jednakost, pa dobijemo: a - c-b-d = 144 - 96 cm*. Kako je b- ¢ = 48 cm?
imamo: a - 48 -d = 144 -96. Odavde je a - d = 288 cm?. Dakle, povrina kvadrata je:
144 + 48 4+ 96 + 288 = 576 cm?, pa je stranica 24 cm.

4'78. Obimi kvadrata i pravougaonika su jednaki, pa je duZina stranice kva-
drata 50 cm, a povrsina je 2500 cm?.



479. Prema poslednjoj slici, obim manjeg pravougaonika je 20 + 2z, a obim
veceg 20 + 20 — 2z. Prema uslovu je 2(40 — 2x) = 3(20 + 2z). Odavde je z = 2 cm,
pa su trazeni obimi 24 cm i 36 cm.

480. Povrsina poda je 200 - (22-11) = 48400 cm?. Povrsina kvadratne plocice
je 20 - 20 = 400 cm?, pa je potreban broj ovih plodica 48400 : 400 = 121 komad.

481. Sli¢no primeru A. Rezultat: P = 25 cm?.

482. Ako spojimo srediSta naspramnih stranica datog pravougaonika, uveri-
¢emo se da je povrsina trazenog cetvorougla jednaka polovini povrsine datog pravo-
ugaonika. Iz obima, izrazenog preko krace stranice x, dobijamo: 6z = 72 cm, odakle
je x =12 cm, itd. Rezultat: P = 144 cm?.

483. a) Najmanji obim ima kvadrat stranice 30 cm.

b) Najveéi obim ima pravougaonik ¢ije su stranice 3 cm i 300 cm.

484. Ako “krst” dopunimo sa Cetiri obojena kvadrata povrdina 4 cm?, kao
na slici levo, dobi¢emo kvadrat stranice (z 4+ 4) cm, gde smo sa x oznacili duzinu

stranice datog kvadrata. Tada imamo jednakost: (x + 4)2 = 105+ 4 - 4, odnosno
(x +4)? = 121. Sledi da je # +4 = 11, pa je stranica datog kvadrata z = 7 cm.
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485. Dopunimo datu sliku trouglovima AEQ, BFM, CGN i DHP, kao $to
je prikazano na slici desno. Bududi da je AQ = CN i AQ||CN, zakljuCujemo da je
AN||CQ. Sli¢no dokazemo da je BH||DF'. Dakle, Zuto obojeni ¢etvorougao [JKL
je paralelogram. Trouglovi AEQ, BFM, CGN, DHP podudarni su medusobno,
ali su takode podudarni sa trouglovima AMJ, BNK, CPL, DQI. Odatle sledi da
je zbir povrsina pet obojenih cetvorouglova, koji su podudarni medusobno, jednak
povrsini kvadrata ABCD. Dakle, 5P = 100 cm?, pa je povrsina Zuto obojenog
Cetvorougla P = 20 cm?.

486. Trouglovi ACD i BCD imaju zajednicku osnovicu C'D i jednake odgo-
varajuce visine (visina trapeza ABCD), pa imaju jednake povrsine, sledeéa slika
levo. Sli¢no, trouglovi CDM i CDN imaju medusobno jednake povrsine (zajednic-
ka osnovica CD i jednake visine, visinu trapeza CDMN). Zbog toga su jednake
povrsine trouglova ADM i BDN (razlike jednakih povrsina).



487. Na produZetku osnovice a = AB odredimo tacku E, kao na slici desno,
tako da je BE = C'D = b. Cetvorougao BECD je po konstrukciji paralelogram, pa
je CE=BD =diCE|BD. Onda je <ACE jednak uglu izmedu dijagonala, uglu
AOB. Povrsina trapeza je P = %(a—i—b) -h = h?, paje %(a +0b) = h. Trougao AEC
na slici je jednakokraki sa osnovicom AE = AB + BE = a + b. Visina h = CH
ovog trougla polovi osnovici, pa je AH = %(a + b) = h. Onda je trougao ACH

jednakokraki pravougli, pa je <CAH = 45° i takode je <AEC = 45°. Sledi da je
ugao izmedu dijagonala trapeza <ACFE = 90°.

488. Uocimo visine CE i DF trouglova ABC i ABD, kao na slici dole levo.
1z uslova da su povrsine trouglova ADO i BCO jednake, sledi da su jednake povr-
Sine trouglova ABD i ABC (imaju zajednicki deo ABO). Kako je AB zajednicka
osnovica, sledi da su visine trouglova ABD i ABC jednake, t.j. DF' = CE. Onda
je Getvorougao C DFE pravougaonik, pa je CD||EF. Stranice ¢etvorougla ABCD
su razli¢ite, pa stranice BC' i AD nisu paralelne. Prema tome, ABCD je trapez, sa
osnovicama AB|CD.

D C
O
D\ la
A F E B

489. Uodimo visine h, hi i ha, trouglova redom: ABN, AMD i BCM. Cetvo-
rougao CDF'E je pravougli trapez kome je h = N H srednja linija, pa je hi+ho = 2h.
Oznacimo sa Pp, Py i P53 povrsine trouglova redom: AM D, BCM i ABN, slika gore

1 1
desno. Imamo: P; + P, = §AM hi + §BM ha. Oznacimo duzinu stranice AB sa a.

1 a 1 a 1 a 1 a 1

——hy==+-=(h1+hy)==-=-2h=—-a-h=P;5.
5 g tgghe =g gn+ie) =53 2¢ 3
Dakle: Paprp + Peom = Papn- Ako izostavimo iz ovih trouglova AMP i BMQ

(zajednicki deo), ostaje jednakost: Papp + Ppcg = Pupng-



490. Trouglovi AMQ i MNQ imaju jednake
povrsine (AM = MN i zajednicka visina iz temena
@), koje smo oznadili sa P;. Slicno odredimo da su
povrsine trouglova CPN i PQN jednake i oznac¢imo
ih sa P». Onda je povrsina cetvorougla M N PQ jed-
naka P; + P», a povrsina ¢etvorougla ANCQ je dva ‘
puta veca. Kako je AB = 3N B, trougao BCN ima A M N
tri puta manju povrsinu od trougla ABC. Sli¢no, povrsina trougla ADQ je treéina
povrsine trougla AC D. Dakle, zbir povrsina dva trougla, koji su na slici roze obojeni,
predstavlja treéinu povrsine ¢etvorougla ABCD, pa iznosi 1 dm?. Onda je povrsina
Cetvorougla ANCQ jednaka 2 dm?. Konacno, trazena povrsina éetvorougla M N PQ
je 1 dm?.

491. Analiza. Na produzetku katete AC preko C odredimo tacku B, tako
da je B;C = BC. Trougao BCB; je jednakokraki pravougli, pa je <BB1C = 45°.
Kako je duz AB; = a + b, mozemo konstruisati trougao ABB;.

B

492. Analiza. Pravougli trouglovi ABB; i ACC; odredeni su i mogu se
konstruisati. (Date su visine, duzi BB; i CCY.)

Konstrukcija. Na jednom kraku ugla od 60° i sa temenom A, odredimo
proizvoljnu tacku M, pa konstruiSemo normalu na krak u tacki M. Na toj normali
odredimo tacke Bs i Bs, tako da je M By = M B3 = 4 cm, slika levo. Jedna od
pravih kroz tacke Bs i Bs, paralelnih sa krakom AM konstruisanog ugla, seCe drugi
krak u tacki B. Sli¢no se konstruise teme C (vidi sliku).

M
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493. Analiza. Neka je AA; = hy i T teziste. MoZemo najpre konstruisati
pravougli trougao AA; M. Zatim se odredi tacka T', tako da je MT = 1 cm. Zatim
konstruisemo tacku B, tako da je BT = 3 cm, itd.

494. Kao u prethodnom zadatku, konstruisemo trougao AA; M. Normala na
pravu A; M, konstruisana u tacki M, je simetrala stranice BC. Sada se moze kon-
struisati centar O opisanog kruga, (AO = R) itd.

495. Na pravoj AB odredimo tacke Cy i Co, kao na slici gore desno, tako da
je AC; = AC' i BCy = BC. Trougao ACC1 je jednakokraki, <C = <Cq, pa kako je
dati ugao a = 60° spoljasnji ugao ovog trougla, zakljuéujemo da je <AC,C = 30°.
Sli¢no utvrdimo da je <BC>yC = 22°30’, pa moZemo odmah konstruisati trougao
CC,C5. Simetrale duzi CC7 i CCy odreduju tacke A i B.

496. Produzimo visinu C'D do tacke F, kao na sledeéoj slici, tako da je CE =
BC = a. Onda je DE = a — h = 6 mm. Trougao BDFE je pravougli i mozemo ga



konstruisati, jer mozemo odrediti njegove ostre uglove. Naime, trougao BCE je
jednakokraki sa uglom kod vrha: <BCE=30°. Onda je <BEC =75°=<CBE, itd.
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497. Analiza. Neka je M trazena tacka i A; tacka u kojoj normala na osno-
vicu u tacki M sece krak, recimo AB. Neka je, dalje, C; tacka osnovice, takva da
je tacka M srediste duzi BC,. Tada je trougao A; BCy jednakokraki, a tacka M je
jednako udaljena od krakova A; B i A;Cy. Prema tome, rastojanje izmedu paralel-
nih pravih A;C; i AC treba da bude jednako polovini kraka. Konstrukcija prave
A;C1 jednostavna je. Ima dva resenja.

498. Analiza. Neka je E tacka na produzetku osnovice AB, iza B, takva da
je AE = a + b. Tada je Cetvorougao BECD paralelogram i EC = AC = d. Dakle,
moze se konstruisati jednakokraki trougao AEC, pa tacka B itd.

499. Sli¢no prethodnom zadatku.

500. Analiza. Neka je O presecna tacka dijagonala kvadrata ABC D, posled-
nja slika desno. Data je duz d + 2a = 5 cm. Produzimo dijagonalu AC' preko C' za
CB; = a. Tada je trougao BB;C' jednakokraki, sa ostrim uglom <BB;C = 22°30’.

d
(Spoljasnji ugao ovog trougla je <BCO = 45°.) Sem toga je OB, = B +a =
§(d + 2a) = 2,5 cm, pa se pravougli trougao BB;O mozZe konstruisati.

501. Analiza. Neka je data stranica AB pravougaonika ABCD i zbir stra-
nice BC' i dijagonale. Neka je E tacka iza C' u odnosu na B, takva da je CE = AC.
Trougao ABE moze se konstruisati na osnovu datih podataka, a tacka C je na
simetrali duzi AFE.

502. Centar trazenog kruga je presecna tacka simetrale duzi AB i prave n
koja sadrzi tacku A i normalna je na datu pravu.

503. Centar kruga koji dodiruje dve prave pripada simetrali ugla odredenog
ovim pravim. Centre trazenih krugova (dva reSenja) nalazimo presekom prave n,
koja sadrzi tacku A i normalna je na pravu a i simetrala unakrsnih uglova odredenih
datim pravim.

504. Analiza. Prava m, koja sadrzi tacku M i normalna je na poluprec¢nik
OM datog kruga, predstavlja zajednicku tangentu datog i trazenog kruga.



Konstrukeija. Centar trazenog kruga je presecna tacka prave OM i simetrale
(simetrala) ugla odredenog pravim m i p, itd.

505. Sliéno prethodnom zadatku. Centar trazenog kruga pripada simetrali
duzi AB.

506. Analiza. Pretpostavimo da je zadatak resen, kao $to se vidi na sledecoj
slici. Neka je O centar datog kruga i S srediste duzi AO. Tada je u trouglu AOC

1
duz S B srednja linija, pa je SB = 500 , a to je polovina poluprec¢nika datog kruga.
Konstrukcija. Lako je konstruisati najpre tacku S, pa tacku B.
Diskusija. Imamo dva resenja, ako krug sa centrom S, koji je van datog

1
kruga, i poluprecnika §OC’ seCe dati krug, a nema resenja ako se ovi krugovi ne seku.
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507. Analiza. Duz M N je srednja linija trazenog trougla i paralelna je stra-
nici AB. Osim toga prava M N polovi visinu h.

Konstrukcija. Prava koja sadrzi tacku C; i paralelna je sa M N, je prava
AB, itd.

508. Analiza. Pretpostavimo da je zadatak reSen (vidi sliku gore desno).
Trougao BCC] je pravougli, a duz C1 M je hipotenuzina tezisna linija i znamo da
je hipotenuza dva puta duza od svoje tezisne linije.

Konstrukcija. Prava A; M sadrzi tacke B i C. KonstruiSemo ovu pravu i na
njoj odredimo tacke B i C, takve da je MB = MC = MC(Cy, itd.

509. Analiza. Neka je ABC trougao kojeg treba konstruisati i Ay, By, Cy
tacke koje su date (pod postavljenim uslovima), slika dole levo. Uoc¢imo srediste Oy
duzi A1 By. U trouglu A; BBy duz CO; je srednja linija, pa je CO;]|A; B. Srediste
duzi C101, tacka O, mora zbog sli¢nih razloga pripadati pravoj AA;. Mozemo
konstruisati tacku O na opisani nac¢in, pa ¢emo iskoristiti ¢injenicu da tacke A; i O
odreduju pravu AA;. Sli¢no se odredi i prava CCh.




Konstrukcija. Konstruisemo tacku O, kao $to je uoceno u analizi. (Tac¢ka O,
je srediste duzi A; By i tacka O je srediste duzi O1C1.) Zatim, konstruiSemo pravu
A;0. Dalje, odredimo tacku S7, srediste duzi A;C4, poslednja slika desno, pa tacku
S, srediSte duzi B1.S;. Prave C1.5 i A10 seku se u tacki A, itd.

510. Nije utvrdeno kojim stranicama su data sredista M i N. Razlikujemo
tri slucaja, prikazana na slede¢im slikama.

1° Neka je M srediste stranice AB, a N srediSte stranice BC. (Sli¢no postu-
pamo i kada su M i N sredista stranice AD i CD.) Odredimo tacku B, tako da je
AM = M B, pa odredimo C, tako da je BN = NC, itd.
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2° Ako je M srediste stranice AB i N srediste stranice C'D, odredimo tacku
B kao u prethodnom sluc¢aju. Zatim, konstruiSemo pravu kroz N, paralelnu sa AB
i prave kroz A i B paralelne sa M N, itd.

3° Ako je M srediSte stranice BC i N srediste stranice CD, tada je srediste
dijagonale AC, tacka O na slici 3°, teziSte trougla AM N, itd.

511. Analiza. Tacka C1, simetri¢na sa C' u odnosu na pravu p, lezi na pravoj
AB, kao i tacka Cy, simetri¢na sa C' u odnosu na ¢ (osobina simetrale ugla). Tacke
C1 i Cy, koje mozemo konstruisati, odreduju pravu AB, itd.

512. Svaki paralelogram je simetri¢can u odnosu na presec¢nu tacku dijagonala.
Trazena prava je odredena tackom u kojoj se seku dijagonale pravougaonika P i
tackom u kojoj se seku dijagonale pravougaonika P .

513. Preslikamo tacku A u tacku A;, simetricnu u odnosu na s. Ako prava
A1 B sece s, onda je to trazena prava b, itd.

514. Analiza. Koristimo ideju iz primera B. Tacke A i B su simetri¢ne u
odnosu na tacku C.

Konstrukcija. KonstruiSsemo pravu aj, simetri¢nu pravoj a u odnosu na C'.
Prave a; i b, ako se seku, odreduju tacku B, itd.

515. Sliéno prethodnom zadatku. Tacke A i B su simetricne u odnosu na
pravu c.

516. Analiza. Cetvorouglovi ABAsB; i A1 A3B1 B su paralelogrami, pa se
moze konstruisati tacka B itd.

517. Kao u zadatku 515, konstruiSu se tacka A na pravoj a i tacka B na
pravoj b. Zatim se oko tacke A konstruise krug sa centrom A, poluprecnika AB.
Presek ovog kruga i prave ¢ odreduje tacku C.



518. Analiza. Neka su @, R i S dodirne tacke upisanog kruga sa stranicama
redom BC, CA i AB, trougla ABC. Tacka R je simetricna sa S u odnosu na
simetralu ugla «, sledeca slika levo, pa je duz SM simetricna sa RC. Zbog toga je
SM = CR. Sli¢no, na osnovu simetrije u odnosu na simetralu ugla 3, dokazujemo
da je SN = CQ. Kako je CR = CQ (sledi iz podudarnosti pravouglih trouglova
CQO i CRO), sledi da je SM = SN. Tacka S je srediste duzi M N. Iz analize sledi
konstrukcija i dokaz.

P D R M CcfN
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519. Tacka O je centar simetrije romba. Zbog toga tacka My, simetri¢na sa M
u odnosu na O, lezi na pravoj C'D. Sli¢no, tacka P; lezi na pravoj AB. Prema tome,
konstruisemo najpre tacke My i Py, pa prave M P i M, P, slika desno. Zajednicka
normala ovih pravih kroz tacku O, duz RR;, je pre¢nik upisanog kruga trazenog

romba. Tangenta ovog kruga konstruisana iz date tacke N, odreduje temena B i
C, itd.

520. Analiza. Ako su C i C; presecne tacke prave a sa datim krugovima,
onda su C' i C simetri¢ne u odnosu na tacku A, jer je CA = AC.

Konstrukcija. Krug k7, simetri¢an sa k; u odnosu na tacku A, u preseku sa
k odreduje tacku C, itd.

521. Postupamo sliéno primeru A. Neka su date prave a i b, koje odreduju
nedostiznu tacku (N). Neka data prava m seCe a i b u tackama A i B. Konstruisemo
ortocentar H trougla AB(N) (visine iz A i B seku se u H), itd.

522. Izaberemo tacku P na pravoj p i tacku @) na pravoj ¢, proizvoljno. Zatim,
u uglu konstruisemo tacke P; i @, takve da je PP} = QQ, i PP, 1p, a QQ1 g,
slika dole levo. Zatim, konstruisemo pravu py, kroz tacku Py, pravu ¢, kroz tacku
Q1, tako da je p1||p i q1|lg- Ako se p1 i g1 seku u dostiznoj tacki Oy, tada je simetrala
ugla O1p1q; trazena prava. Ako je Op nedostizna tacka, konstruisemo sli¢no tacke
P51 Qs, itd. Dokaz konstrukcije prepustamo ¢itaocu.




523. KonstruiSsemo najpre pravu n, normalnu na datu pravu p, postupajuéi
kao u zadatku 521. Zatim, kroz tacku (A) konstruiSsemo pravu normalnu na n. To
je trazena prava.

524. Oko tacke B opiSemo krug k. Zatim, postupajuéi kao u primeru B,
konstruisemo dve poluprave iz A, koje seku krug &, odredujuéi pri tome tetive KL
i M N, poslednja slika desno. Konstruisemo simetrale s; i so tetiva KL i MN. Pri
tome s1 sece M N u tacki D, a sq sece KL u tacki C. Sada je tacka B ortocentar tro-
ugla AC'D. Duz AB pripada trecoj visini ovog trougla, koju nacrtamo produzavajuéi
je pocevsi od B.

525. Kao u primeru B, najpre konstruisemo srediste S duzi AB. Zatim, ako
je AS > 20, konstruisemo duz AS, kao u prethodnom zadatku. Potom, konstruisemo
pravu s kroz S, normalnu na AS. To je trazena simetrala.

526. Oznac¢imo sa O presek dijagonala AC' i BD. Neka je M proizvoljna
tacka. Tada je MA+ MC > AC = AO+0OC i MB+ MD > BD = BO + OD.
Odavde je MA+ MB+ MC + MD > AO + BO + CO + DO, $to znadi da je O
trazena tacka.

527. Ako tacka A pripada pravoj M P ili N@Q, onda je ta prava reSenje zadat-
ka. Ako nije taj slucaj, onda je reSenje jedna od pravih AM, AN, AP, AQ, koja sece
dve paralelne stranice kvadrata. Na slici levo, to je AM ili AN. ReSenje je prava
koja blizu stranicu kvadrata sece pod manjim ostrim uglom. Ovde je to prava AM.
Neka je €y tacka takva da je QC1 = PC. (Trouglovi CNP i C1 M@ su podudarni,
pa je NC = MC,. Ugao BC1 M je tup, pa je BM > MCy, itd.)

N P

528. Neka je C M N P trazeni pravougaonik. Teme N pripada hipotenuzi AB,
pa je dijagonala C'N najmanja u slucaju kada je CN hipotenuzina visina.

529. Koristi¢emo simetriju u odnosu na pravu, slicno primeru A. Konstrui-
Semo tacke C7 i Cs simetri¢ne sa C u odnosu na krake datog ugla. Prava CC5 sece
krake u tackama A i B. Dokaza¢emo da je obim trougla ABC minimalan. Uo¢imo
tacke A; i By na kracima datog ugla, takve da je A1 # A ili B; # B, slika gore
desno. Zbog simetrije je AC = AC,, BC = BCs, A1C = A,C, i BiC = B,Cs.
Prema tome, obim trougla ABC' je AB + BC + CA = AB + BCy + ACy = C1C5,
a obim trougla A; B1C je: A1By + B1C + CA; = A1 By + B1Cy + A;C4. Poslednji



zbir je duzina plave izlomljene linije C1 A1 B1C5, a to je sigurno uvek veée od duzi
C1Cs, tj. od obima trougla ABC.

530. Duzina izlomljene linije je AC + CD + DB = AC + DB + 3 cm, §to
znac¢i da treba udesiti minimalan zbir AC' + DB. Postupi¢emo slicno prethodnim
zadacima. Na pravoj kroz A, paralelnoj sa p, odredimo tacke A; i As, takve da je
A srediste duzi A1As i AjAs = 6 cm. Kraca od duzi A1 B i A3 B sece pravu p u
trazenoj tacki D. Neka je to duz As B, kao na slici. Odredimo tacku C' na pravoj p,
tako da bude AC||BD, itd.

tricno u odnosu na datu pravu, u tac-

531. Tacku N preslikamo sime- <
ku N;. Sada imamo prethodni slucaj \\‘\\ \C 3 cm \ D

(zadatak 530), jer su tacke M i Ny sa P NN
raznih strana prave a. Dalji rad prepu- NS
Stamo ¢itaocu. T

532. Neka je p; proizvoljna prava ~ B

kroz A, van datog trougla ABC, slika dole levo, i neka su B; i C; podnozja normala
iz B i C na p;. Neka je, dalje, AM tezi$na linija, a M; podnozje normale iz M na
p1. Cetvorougao BCC, B; je pravougli trapez, koji ima srednju liniju MM, pa je
BB; + CCy; = 2MM;. Da bi trazeni zbir, BB; + CC4, bio najvedi, treba da je
najveéa duz M M;. Uoc¢imo pravougli trougao AM M;. Njegova je hipotenuza duz
AM, pa je MM; < AM. Dakle, uvek vazi nejednakost: BBy +CCy < 2AM. Otuda
dobijamo resenje zadatka: prava p je normalna na tezisnu liniju AM datog trougla.

533. Analiza. Uo¢imo tacku A; na polupravoj Oa i tacku B; na polupravoj
Sb, takve da je OA; = SB;. Konstruisimo tacku Dp, takvu da je Cetvorougao
OA1B; D paralelogram, slika gore. Tada je OD; = A1By i ByD, = OA; = SB;y.
1
Trougao SB1D; je jednakokraki, a <B;SD; = 90°— §<IS’BlD1. Obzirom da je ugao
SB1D; jednak uglu izmedu a i b (<SB1D; = <A1C By, sa paralelnm kracima), a
ugao izmedu a i b je odreden, sledi da mozemo konstruisati polupravu Sd.

Konstrukcija. Prvo konstruisemo polupravu Sd, kao $to je uoceno u analizi.
Kako je A1 By = ODq, tj. AB = OD, da bi AB bilo najkrace, treba izabrati tacku
D da bude podnozje normale iz O na Sd, itd.

534. Analiza. Pretpostavimo da je tacka K na stranici AB konstruisana,
sledec¢a slika. Tada se tacke L i M konstruisu kao u zadatku 529. Obim trougla
K LM, slicno pomenutom zadatku 529, jednak je duzi K; Ks. Odredi¢emo uslove
pri kojim je ova duz najmanja.



Zbog simetrije su podudarni trouglovi CK L i CKL, pa je CK = CK; i
<KCL = <K,CL. Slicno se dokaze da je CKy = CK i <KCM = <K>;CM.
Kako je <KCL + <KCM = ~, to je <K1CKs = 2v, dakle, <K;CK> je tacno
odreden. Trougao C K1 K> je jednakokraki, sa stalnim uglom izmedu krakova, pa
¢e mu osnovica K7 Ky biti najmanja ako je krak najmanji. Obzirom da su kraci
jednaki duzi CK, sledi da duz C'K treba biti najmanja. To ¢e biti u slucaju kad je
CK visina trougla.

Konstrukcija. Tacke K, L, M su podnozja visina trougla ABC.

535. Analiza. Neka je P trazena tacka u trouglu ABC, slika gore desno.
Zbir duzi PA, PB i PC konstruiSimo na slededi nacin: izaberimo tacke P; i By, kao
na slici, tako da su trouglovi APP; i ACB; jednakostranic¢ni. Tada je PP, = PA.
Kako je <B1AP; + <P1AC = 60° = <P,AC + <CAP, sledi takode jednakost:
<B1AP, = <CAP. Sem toga je: AP, = AP i AB; = AC, pa su trouglovi AB; P,
i ACP podudarni. Sledi da je ByP; = C'P. Prema tome duzina izlomljene linije
By P, PB predstavlja zbir duzi PA, PB i PC. Ova duzina ¢ée biti minimalna ako
umesto izlomljene linije imamo duz By B (tj. P1, P € B1B).

Konstrukcija. Konstruisemo jednakostrani¢ni trougao AB;C, nad stranicom
AC. Tacka P pripada duzi BBj. Sliéno, konstruisemo jednakostrani¢ni trougao
ABC}. Tacka P je presecna tacka duzi BBy i CCY.

536. Vidi resenje primera A. Odgovor: najmanje 3 prave.

537. Mogucée je! Petokraka na slici dole levo jedno je od moguéih reSenja.

538. Resenje je dato na poslednjoj slici.

539. Svake dve tacke odreduju jednu duz. Svaka od 9 datih tacaka odreduje
sa ostalim tackama po 8 duzi, Sto ¢ini ukupno 9 - 8 duzi. Kako smo na ovaj nacin

svaku duz rac¢unali po dva puta (npr. AB i BA), to je stvarni broj duzi 92—8 = 36.



Svaka duz na pravoj a, sa jednom tackom na pravoj b odreduje jedan trougao,
i obrnuto, duz sa prave b i tacka sa prave a, odreduju trougao. Ovih trouglova ima

5-4
10-4+6-5="70. (Pet tacaka na pravoj a odreduju - = 10 duzi, itd.)

540. Biramo jednu po jednu tacku. Prvu tacku mozemo izabrati na 9 nacina,
drugu na 8 (ve¢ smo jednu tacku izdvojili) i tre¢u na 7 nac¢ina. To je ukupno 9-8-7
trouglova. Medutim, u ovom ukupnom broju svaki trougao je uzet u obzir 6 puta.
(Na primer, trougao ABC' je u$ao u ukupan broj kao: ABC, ACB, BAC, BCA,

9.8-7
CAB i CBA). Dakle, ukupan broj trouglova je = 84.

541. Sliéno zadatku 539. Zamislimo da su crvene tacke na jednoj pravoj, a
plave na drugoj. Ima 640 trouglova.

542. Najvise trouglova ¢e biti ako su svake tri tacke sa raznih pravih nekoli-
nearne, tj. odreduju trougao. Takvih trouglova ima 5-5-5 = 125. Osim toga, svaka
duz sa jedne prave (a ima ih 10), sa svakom od preostalih 10 tacaka, odreduje po
jedan trougao. Njih ima 300. Ukupno ima 425 trouglova.

543. Svaka duz sa prave qa, (ima ih 6) sa svakom duzi sa prave b (ima ih 3)
odreduje po jedan Cetvorougao. Ima ukupno 6 - 3 = 18 ¢etvorouglova.

544. Mogu sve tacke pripadati jednoj pravoj, jedinoj koju odreduju u tom
slucaju.

Ako su cetiri tacke na jednoj pravoj, onda uz ovu pravu postoje jos cetiri, koje
odreduje peta tacka sa svakom od prve Cetiri. Dakle, odredeno je ukupno 5 pravih.

Ako su tacke rasporedene na dve prave, tako da se npr. prave AB i C'D seku
u tacki F, tada je odredeno ukupno 2 + 2 -2 = 6 pravih.

Ako su tacke na dvema pravim, npr. A, B, C' na jednoj i D, E na drugoj,
tada je odredeno 2 4 2 - 3 = 8 pravih.

Ako ne postoje tri tacke koje pripadaju jednoj pravoj, tada je odredeno naj-

5.
vise: — = 10 pravih.

545. a) Kada izaberemo bilo koji trougao, preostale 4 tacke odreduju jedan ée-
tvorougao. Dakle, svakom odabranom trouglu odgovara jedan 0d7reéie5ni ¢etvorougao.
133 =35.

b) Da bi trougao i ¢etvorougao bili disjunktni kao na slici, temena trougla
moraju biti uzastopna, iduéi po krugu. Prema tome, trouglovi moraju biti: ABC),
BCD,CDE, DEF, EFG, FGA i GAB, ukupno 7 trouglova. Trazenih kombinacija
ima 7.

Onda je broj trouglova jednak broju ¢etvorouglova. Ima ih po

546. Sa tri strane obojene su kocke koje sadrze temena velike kocke, njih 8.

Sa dve strane obojene su ivicne kocke (osim 8 prethodno pomenutih). Njih
ima po 8 na 12 ivica, ukupno 96.

Kad skinemo “spoljasnji obojeni sloj”, debljine 1 cm, ostaée kocka ivice 8 dm,
potpuno neobojena, a ona je izdeljena na 8 - 8 - 8 = 512 manjih kocki.



547. Ovih 9 tacaka odreduju 36 pravih. Kroz proizvoljno izabranu tacku P
konstruisimo 36 pravih, paralelnih sa nasih 36 pravih. Ove paralele, ako nema pokla-
panja, odreduju 72 ugla sa zajednickim temenom P. Njihov zbir je 360°, pa po Diri-
hleovom principu postoji bar jedan ugao koji nije veéi od 5° (jer je 360 : 72 = 5).
Ako ima poklapanja, onda su odgovarajuée prave paralelne, pa odreduju ugao od
0°. Time je tvrdenje dokazano.

548. Rezanjem datog kvadrata po linijama koje su paralelne stranicama,
mozemo dati kvadrat podeliti na 7 -7, tj. na 49 kvadrata stranice 1 cm. Po Dirihle-
ovom principu, od 100 razbacanih tacaka, bar u jednom od 49 jedini¢nih kvadrata,
moraju se naé¢i najmanje 3 plave tacke (jer je 100 = 2 - 49 4 2).

549. Jednakostrani¢ni trougao stranice 7 cm, povlacenjem pravih paralel-
nih stranicama, mozemo podeliti na 49 jednakostrani¢nih trouglova stranice 1 cm.
Po Dirihleovom principu, ma kako rasporedili 247 tacaka u velikom trouglu, mora
postojati bar jedan od 49 jednakostrani¢nih trouglova stranice 1 cm, u kojem se
nalazi najmanje 6 od 247 tacaka (jer je 247 = 5-49 4 2). Dalje, kao u zadatku 162
dokazujemo da ovih Sest tacaka odreduju bar jedan “plavi” ili “crveni” trougao.

550. Povrsina datog pravougaonika je 45 cm?. Kada bi svih 10 pravougaonih
delova imali razlic¢ite povrsine, njihov zbir bi mogao biti najmanje 1 +2+3 +4 +
+5+6+ 748+ 9+ 10 = 55, sto je vise od povrsine datog pravougaonika. Dakle,
ne mogu svi delovi biti razli¢itih povrsina. (vidi zadatak 472.)

551. Kao u primeru B prebrojimo nepreklapajuce trouglove odredene teme-
nima datog pravougaonika i razbacanim tackama. Ovih trouglova ima 1502. Ako bi
svi oni imali povrine veée ili jednake 1 cm?, tada bi pokrivali vise od 1502 cm?. Ovo
nije moguce, jer je povrdina celog pravougaonika jednaka 30 - 50 cm?, tj. 1500 cm?.
Sledi da neki od nepreklapajuéih trouglova ima povrdinu manju od 1 cm?.

552. Ako sve “crvene” lukove preslikamo simetri¢no u odnosu na centar kru-
ga, tada ¢e svi “crveni” lukovi, prvobitni i preslikani, pokriti deo, ali ne celi krug.
To znaci da su neke “plave” tacke ostale plave. I njima simetri¢ne tacke su “plave”,
pa dve simetricne “plave” tacke odreduju “plavi” precnik.

553. Neka su F i F srediSta stranica AB i CD kvadrata ABCD, stranice
7 cm. Za pokrivanje svih tacaka svake od duzi BC, AD i EF, na opisani nacin,
potrebna su najmanje tri kvadrata stranice 3 cm, jer jedan kvadrat stranice 3 cm
ne moze pokrivati tacke dveju od ove tri duzi. Za pokrivanje svih tacaka ovih triju
duzi treba najmanje 9 kvadrata stranice 3 cm.

554. Resenje je dato na sledecoj slici levo.
555. a) Moguce je postaviti 500 grupa od po 4 novéiéa, tako da se svake dve

dodiruju, kao u prethodnom zadatku, na slici levo.

b) Nije moguée! Zaista, ako bi to bilo moguée, onda bi bilo ukupno 2001 - 3
dodira. Medutim, broj dodira u svakoj tacki je 2 (2 kruga se dodiruju), pa bi ukupan
broj dodira morao biti paran, a 2001 - 3 je neparan broj.



¢) Mogucée je! U lanac, formiran sli¢no slici dole levo, ugradi se 499 grupa od
po 4 kruga i jedna Sestorka prikazana na slici u sredini, tako da se dodiruju po jedan

wy Wy

“plavi” i jedan “Zuti” nov¢ié. (Dva “Zuta” se prethodno razdvoje.)

i ¢

556. Dopunimo dati trougao jednim podudarnim trouglom sa zajednickom
stranicom. Tako dobijemo romb, koji se moze pravim paralelnim stranicama iseéi
na 2000-2000, tj. na 4 000 000 rombova stranice 1 dm, poslednja slika. Svaki od ovih
malih rombova moze se poplocati sa dva jednakostrani¢na trougla stranice 1 dm. Za
pokrivanje celog romba treba 2 - 4000000 takvih plocica. Nas trougao je polovina
velikog romba, pa se moze poplocati sa 4 000 000 plocica.

557. Kao u primeru B utvrdimo da temena Sestougla i 663 tacke u unutra-
Snjosti odreduju ukupno 1330 nepreklapajuéih trouglova. (Nije moguée da neprese-
cajuce duzi zatvaraju neki drugi mnogougao, jer bi se tada postupak povlacenja ovih
duzi mogao nastaviti konstruisanjem dijagonala iz jednog temena tog mnogougla.)
Racunajuéi da svaki od ovih trouglova ima po tri stranice, dobijamo 3-1330 = 3990
stranica. Pri tome smo sve stranice, osim stranica sestougla brojali po dva puta.
Sledi daje broj nepresecaju¢ih duzi jednak: 3984 : 2 + 6 = 1998.

R

Drugi nacin. Stranice Sestougla M NPQRS na slici predstavljaju prvih 6
nepresecajué¢ih duzi. Neka je A prva od 663 unutrasnjih tacaka, koja spajanjem
sa temenima Sestougla daje novih 6 duzi. Ako je sledeéa tacka u nekom od Sest
dobijenih trouglova, kao tacka B na slici, njenim spajanjem sa temenima trougla
dobijamo jo$ 3 nepresecajuée duzi. Ako je sledeéa tacka na nakoj od povucenih
duzi, kao tacka C na slici, tada umesto jedne duzi (na slici duzi AN) dobijamo
Cetiri nove (na slici CA, CM, CN i CP). Dakle, svakim povezivanjem narednih



tacaka broj nepresecajuc¢ih duzi povecava se za 3. Prema tome, ukupan broj duzi
je:r 12+ 662 - 3 = 1998.

558. Zamislimo da konstruiSemo sve prave odredene datim tackama. Broj
ovih pravih je konacan, pa mozerno konstruisati pravu p, koja nije paralelna ni jed-
noj od njih, tako da su sve date tacke sa iste strane prave p. Sada pomeramo pravu
p paralelno pocetnom polozaju, sve dok ne prode redom kroz prve 4 tacke. Prava
dolazi u polozaj pi, a ove Cetiri tacke odreduju prvi (Zuti) ¢etvorougao, poslednja
slika desno. Zatim, nastavimo sa pomeranjem prave p do poloZaja po, konstruise-
mo drugi (plavi) ¢etvorougao, itd. Sa slike je jasno zasto se 500 ovako dobijenih
Cetvorouglova ne presecaju.

559. Neka je n prava normalna na datu pravu p. Uo¢imo preénike svih kru-
gova paralelne pravoj n. Povlac¢enjem pravih paralelnih sa p, kroz krajeve svih prec-
nika, dobi¢emo na pravoj n projekcije svih precnika. Ove projekcije su podudarne
projektovanim prec¢nicima. Projekcija najveéeg prec¢nika je duz od 3 cm, a projekcije
preénika svih unutrasnjih, manjih krugova, padaju na ovu duz od 3 cm. Zbir duzina
svih unutrasnjih projekcija je 25 cm, pa je pre¢nik od 3 c¢m, mestimi¢no prekriven
unutrasnjim projekcijama vise od osam puta. Zbog toga, na projekciji velikog kruga,
duzine 3 cm, postoji tacka koja pripada projekcijama od bar 9 unutrasnjih krugo-
va (Dirihleov princip). Prava ¢, koja sadrzi ovu tacku i normalna je na n (znaci i
paralelna sa p) je traZena prava.

560. a) Iz svake tacke polaze tacno po Cetiri duZi, pa je dovoljno dokazati da
ne postoji tacka iz koje polaze tri ili etiri istobojne duzi. Pretpostavimo suprotno,
tj. pretpostavimo da postoji tacka iz koje polaze bar tri plave duzi. Neka su to
duzi AB, AC i AD, slika levo. Tada ni jedna od duzi BC, BD i CD ne moze
biti plava, jer bi u protivhom zatvorila “plavi” trougao, sa onim dvema duzima ¢ije
krajeve spaja. Medutim, tada je trougao BC'D “crveni”. Ovo je, prema postavljenom
zadatku nemoguce, pa pretpostavka otpada. Dakle, iz svake tacke polaze ta¢no po
dve plave i dve crvene duzi.

C

A

b) Neka su tacke A i B spojene crvenom duzi, slika desno. Iz B polazi tacno
jos jedna duz crvene boje. Neka to bude BD. Iz tacke D polazi jos tacno jedna
crvena duz. To ne moze biti duz AD, jer bi onda trougao ABD bio “crven”. Neka
to bude duz DE. Iz F polazi jos ta¢no jedna crvena duz. To ne moze biti BE,
zbog trougla BDFE, a ne mozZe biti ni AFE, jer bi u tom slucaju dve crvene duZi iz
C' zatvorile neki crveni trougao. Dakle, to je duz EC. 1z tacke E polazi jos tacno
jedna crvena duz, duz AC. Iz navedenih razloga to ne moze biti ni BC, ni CD.



10.2. ResSenja zadataka sa takmicenja

Kengur bez granica
A) 5.1 6. razred

Tabela tacnih odgovora

Zadaci|1|2|3|4[5|6|7|8|9|10(11|12|13|14|15|16{17[18[19(20|21|22|23|24|25|26(27|28|29|30
A) B DB|B|E|[CIDIAID|D|E|D/D/E|D|/A|B|B|B|D C|D|E C|C|E|E|A
B) C|C|B|D|E|B|C|ID/A|E|D|D|B|B|D|D|D|C|D|C|E|C|D|C|C|B|C|D|B|C
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A1l. Posto je A+ 2005+ 2007 = A+ 2006 — 1+ 2006 + 1 = A + 2006 + 2006,
a treba da je A+ 2005 + 2007 = 3 - 2006. Dobijamo da je A = 2006. (B)

A2. Prva cifra je 2, pa 3, itd. (D)

A3. Sa dve strane stola pravougaonog oblika moze da sedi po 10 ljudi, a na
dva ¢ela stola po 1, $to je ukupno 22 osobe. (B)

A4. Cena jednog $tapa i jednog paka iznosi 1500 dinara, pa je cena dva Stapa
i dva paka 3000 dinara. Ako za dva Stapa i tri paka treba da platimo 3300 dinara,
zaklju¢ujemo da cena jednog paka iznosi 3300 — 3000 = 300 dinara. (B)

A5. Svaki sat na slici pokazuje “pun sat”. Mala kazaljka tokom 12 sati obide
pun krug, Sto iznosi 360°, pa se za jedan sat pomeri za 360° : 12 = 30°. Posto je
150 : 30 = 5, kazaljke na satu zaklapaju 150° u 5 sati. (E)

AB6. Ako bi sa desne strane ulice bile kuée i sa brojevima 36 i 38, onda bi u
ulici bilo ukupno 39 kuca. Posto ta dva broja nedostaju, u ulici se nalazi ukupno 37
kuéa. (C)

A'7. U kocki na slici izvadena su dva mala dela, koji se nalaze na paralelnim
ivicama koje nisu na istoj strani kocke. Odgovor B ne odgovora ovom opisu, jer se
iseCeni delovi ne nalaze na paralelnim ivicama. Kod odgovora A i C vidimo da se
iseCeni delovi nalaze na susednim ivicama, te ni ove mreze ne odgovaraju navedenim
uslovima. Od mreze pod odgovorom D mozemo formirati telo na slici. (D)

AR8. Svaka strana potpune kocke sastoji se od 9 kvadrata, pa se na povrsini
kocke nalazi ukupno 6 -9 = 54 kvadrata. Za bojenje kocke, tih 54 kvadrata, potrosi
se 9 kg boje, tako da sa 1 kg mozemo obojiti 54 : 9 = 6 kvadrata. Sa desne strane
slike na telu imamo 12 belih kvadrata za ¢ije bojenje treba 2 kg boje. (A)

A9. Nakon 20 godina sve tri su starije za 20 godina, Sto znaci da se zbir
njihovih godina povecao za 60, i sad iznosi 120. (D)

A10. Do resenja mozemo doéi ako isprobamo svaku moguénost. Posto nema
puno moguénosti, zadatak mozemo brzo reSiti. Ako primetimo da do svake cifre
mozemo sti¢i od gore ili sa leve strane, primecujemo da do svake cifre mozemo stié¢i
na onoliko nadina na koliko smo stigli do cifre pre nje (od gore ili sleva). Tako do



gornje i donje Sestice mozemo sti¢i na po 1 nacin, a do Sestica na sredini po 3 nacina,
Sto ukupno iznosi 1 + 3 + 3 + 1 = 8 nacina.

Drugi nacin: Krec¢uéi od 2 ka bilo kojoj Sestici u svakom koraku, a ukupno
ih je tri, mozemo i¢i desno ili dole, dakle na dva nacina. Svih tih moguénosti ima
2.2-2=8. (D)

A11. Broj 72 moZzemo zapisati u obliku proizvoda dva prirodna ¢inioca na
sledee nacine: 1-72,2-36,3-24,4-18, 612, 8-9. Odatle vidimo da zbir ¢inilaca
moze da bude 73, 38, 27, 22, 18 ili 17, ali 24 ne. (E)

A12. Posto se jednaki krugovi poluprec¢nika 5 cm medusobno dodiruju i dodi-
ruju stranice kvadrata, stranica kvadrata je duzine jednake kao Cetiri poluprecnika,
Sto iznosi 20 cm. Trouglovi na slici su jednakostranic¢ni i njihove stranice su jednake
stranicama kvadrata. Obim zvezde sastoji se od 8 stranica duzine 20 cm, Sto je
ukupno 160 cm. (D)

A13. Za bojenje koristimo 5 boja, i to redom: crvenu, belu, plavu, zelenu i
ljubicastu. Pocinjemo u gornjem levom uglu i bojimo dijagonalno. Tako u prvom
redu na desetom (poslednjem) mestu koristimo ljubicastu boju. Bojeéi dijagonalno u
poslednjoj koloni koristimo se istim redosledom boja: nakon ljubicaste bojimo crve-
nom, belom, plavom, zelenom bojom. Posto, tim redom, na petom mestu koristimo
zelenu, i na poslednjem, desetom mestu treba da bojimo zelenom bojom. ReSenje
mozemo i da ilustrujemo. Ako nemamo pet boja, mozemo umesto njih koristiti
pocetna slova svake boje. (D)

A14. Oznacena temena treba da se poklope u cen-
tru pravilnog Sestougla, Sto znaci da se savijanje vrsi pre-
ko malih (crvenih) dijagonala Sestougla (vidi sliku). Tako
dobijemo jednakostrani¢ni trougao. (E)

A15. Zbir prvih 1000 pozitivnih parnih brojeva je
2+4+6+---+2000, a zbir prvih 1000 pozitivnih neparnih
brojeva je 1+3+54---41999. Prvi parni broj je veéi za
1 od prvog neparnog broja, drugi parni je takode veéi za
1 od drugog neparnog broja, itd. To nam pokazuje da je zbir prvih 1000 pozitivnih
parnih brojeva za 1000 veéi od zbira prvih pozitivnih neparnih brojeva, sto odreduje
njihovu razliku. (D)

A16. Povrinu osencenog pravou-
gaonika mozemo izracunati na dva nacina.
Prvo: zbog deljenja stranica velikog pra- H
vougaonika na pola, pa njih opet na pola, ¢
stranice malog pravougaonika su cetvrti-
ne od stranica velikog, odnosno 4 c¢cm i 1
cm, te je trazena povrsina 4 cm?.

A F I3 B

D C

Drugo resenje: Povrdina velikog pravougaonika je 16 - 4 = 64 cm?. Podelimo
stranice velikog pravouganika na cetiri jednaka dela, a potom pravouganik duzima



paralelnim njegovim stranicama na 16 podudarnih pravougaonika. Osenceni pravo-
uganik je jedan od njih, pa tako njegova povrina iznosi 64 : 16 = 4 cm?. (A)

A17. Vidimo da je: 1111111111 — 111111111 = 1000000000, 11111111 —
1111111 = 10000000, 111111 — 11111 = 100000, 1111 — 111 = 1000 i 11 — 1 = 10.
Zbir tih razlika je 1010101010. (B)

A18. Anini brojevi su 12 i 99, Brankovi brojevi su 10 i 98. PoSto su Anini
brojevi redom veéi za 2 i 1, njen zbir je za 3 veéi od Brankovog. (B)

A19. Na “Kengur” kocki 3 crvene (ili bele) strane mogu da se nadu na dva
nacina: sve tri ili imaju ili nemaju zajednicko teme. Dakle, postoje dve razlicite
“Kengur” kocke. (B)

A20. Posto je baklava sa desne strane i to pored kutije sa $trudlama, znadi
da kutije SB stoje jedna do druge, tim redosledom. Posto su medenjaci levo od

kiflica, a kiflice nisu na desnom kraju, onda su obq kutije, u redosledu MK, ispred
prethodne dve. Tako se dobija redosled kutija MKSB. (D)

A21. Kako je zbir prvih pet prirodnih brojeva 1+2+3+4+5 = 15, zakljucu-
jemo da ne mozemo podeliti na vise od 5 delova razli¢ite celobrojne duzine. Dakle,
Stap je izlomljen na 5 delova. (D)

A22. Dijagonala velikog pravougaonika na slici je upravo precnik kruga i
iznosi 10 cm. Posto su mali pravougaonici podudarni, cetiri njihove dijagonale ¢ine
dijagonalu velikog pravougaonika. Figura oznacena debelom linijom sastoji se od
osam malih dijagonala. Stoga je njen obim dva puta veéi od prec¢nika kruga, Sto
iznosi 20 cm. (C)

A23. Zbog 4. tvrdenja znamo da figura moze biti kvadrat ili krug. Ako je
kvadrat, onda je zbog 2. tvrdenja crveni, ali to je nemoguée zbog 5. tvrdenja iz
kojeg saznajemo da je figura plava ili zuta. Dakle, figura nije kvadrat nego krug.
Ako bi bila zuta, onda zbog 3. tvrdenja treba da bude kvadrat, a kako to sigurno
nije, nije ni zute boje nego plave. Sada sa sigurno$é¢u mozemo re¢i da nastavnica u
ruci drzi plavi krug. (D)

A24. Znamo da je duz AE dve treéine
duzi AB, a to znaci da je duz E'B jedna tre¢ina 1111
duzi AB i da je tacka E blize tacki B nego tacki DCE
A. AC je duzine 1111, $to je veée od 1003 (polo- Ae——e—e————0p
vina od 2006, $to je duzina AB), ali je manje od 1111
dve treéine od 2006, pa je tacka C blize tacki A
nego tacka E. Tacka D je najbliza tacki A, $to znaci da je tacka D levo od tacke
C'. Tacan redosled je ADCEB. (E)

A25. Kvadrat dimenzija 30 x 30 dopuni¢emo tako $to éemo dodati jedan red
kvadrata gore i jednu kolonu kvadrata sa desne strane. Izracunajmo koliko Sibica
stavljamo vodoravno i uspravno. Da bismo dobili 31 kvadrat, gore s leva na desno
redamo 32 “uspravne” sibice, pa onda na dole jos 30 “uspravnih” Sibica. Ukupno 62
Sibice dodajemo uspravno. Na isti nac¢in dodajemo “vodoravne” Sibice, pa je njihov



broj jednak broju “uspravnih”. Dakle, za ovo dopunjavanje potrebne su 124 sibice
(62 +62). (A)

A26. Broj 12 je deljiv sa 2, sa 3 i sa 4. Ako je razlika dva broja 12 ili sadrzalac
broja 12, dobié¢emo isti ostatak, ako ih podelimo sa 12. To znaci, ako je razlika
dva broja 12 ili njegov sadrzalac, onda ¢emo ih podvuéi isto puta. Dovoljno je da
pogledamo medu prvih 12 brojeva koliko smo ih podvukli ta¢no dva puta. Ti brojevi
su 4, 6 i 8, imamo tri takva broja. Posto 2006 = 167 - 12 4+ 2, imamo 167 perioda
duzine 12, od toga dobijemo da smo 167 -3 = 501 brojeva podvukli tacno dva puta.
Brojeve 2005 i 2006 nismo podvukli dva puta, posto ni brojevi 1 i 2 nisu podvuceni
dva puta. (C)

A27. Na slici ima ukupno 15 jednakostrani¢nih trouglova

(9 stranice duzine 1, 3 stranice duZine 2, 1 stranice duZine 3, i )

2 cija su temena trojke nesusednih temena pravilnog sestougla F )
na sredini). Prvo brisemo tacku u centru, jer je ona teme Sest e 0 O
malih trouglova (ostale tacke su temena manjem broju jednako- e 0 o0 o

strani¢nih trouglova). Ovako “pokvarimo” Sest trouglova. Svaka
preostala tacka je teme tri jednakostrani¢na trougla. Treba da
obrisemo najmanje tri da bismo “pokvarili” ostalih 9 trouglova.
Moramo izbrisati jedno teme velikog trougla, bar jedno koje pri-
pada jednom od trouglova duzine stranice dva, i bar jedno koje ® OO0 o
pripada Sestouglu. Jedno resenje je prikazano na slici, a ostala

dva dobijamo okretanjem trougla. (C)

A28. Slanina se przi na 15 drvenih trupaca, $to je tacno 5 na svakog od 3
decaka. Tako gledano, Dejan treba bombonama da “otkupi” 5 trupaca, a da bi Aci
i Peri ostalo po pet, 2 kupuje od Pere, a 3 od Ace. Dejan za jedan trupac placéa
30 : 5 = 6 bombona. Aca ¢e tako dobiti 18, a Pera 12 bombona, $to znadi da ée Aca
dobiti 6 bombona vise. (E)

A29. Na levoj mrezi vidi se da suprotno od slova F stoji C, a suprotno od
slova D stoji A. Dakle, na mesto upitnika mozemo upisati B ili E, a ispod upitnika
je C. Posto sa leve strane kvadrati D i C imaju zajednicko teme sa kvadratom E,
umesto upitnika treba da stoji slovo E. (E)

A30. Od datih brojeva imamo tri para koje ne smemo upisati u susedne
kvadrate. Tosu: 1i4,215,3i6. U veliki kvadrat mozemo upisati bilo koji broj i
za to imamo 6 mogucénosti, ali onda par ovog broja moramo upisati u gornji desni
kvadrat. U gornji levi kvadrat sad mozemo upisati bilo koji od ostala cetiri broja,
za to je 4 mogucénosti. Par ovog broja moramo upisati u neki od kvadrata sa desne
strane, a za to ima 2 moguénosti. Preostali par na dva nacina mozemo upisati
u preostala dva kvadrata. Ukupni broj na¢ina popunjavanja kvadrata po datom
pravilu je: 6-4-2.2=2-3-2.2.2.2=25.3. (A)

B) 5. i 6. razred

B1. Najmanje je 2-0-0- 8 jer je vrednost tog izraza jednaka 0, a vrednosti
svih ostalih izraza su vece od nule. (C)



B2. Zbog komutativnosti mnozenja lako se vidi da je 2-2-3-3=2-3-2-3.
Kengura treba zameniti sa 2 - 3. (C)

B3. (3+2)-3—1 = 14. Dakle, redosled operacija je PMN. (B)
B4. Znak & treba zameniti sa 0: 1 4+ 101 — 2 = 100. (D)

B5. Nije moguée dobiti prave uglove. (E)

B6. Posto zbir bilo koja dva od datih brojeva nije 9, to u prvu prstu treba
upisati trazeni broj. U drugoj vrsti su brojevi ¢iji je zbir 6, a to su 2 i 4. Dakle, u
prvoj vrsti je broj 3. Da bi zbir brojeva u prvoj vrsti bio 9 u nju treba upisati jos i
broj 6. (B)

3 3 2
B7. Na prvoj zastavi crna boja prekriva 3’ na drugoj 3 na trecoj 3 na
3 1
detvrtoj £» ha petoj 5 zastave. Dve zastave zadovoljavaju postavljeni uslov. (C)

B8. Ako je Pavle pre grudvanja pripremio x grudvi, onda je z +17—21 = 15,
odakle dobijamo da je z = 19. (D)

B9. Kako se u prvoj vrsti tablice sa znakom pitanja nalaze brojevi 35 i 63, a
njihov jedini zajednicki delilac je broj 7, to u prvo polje ispod znaka x treba upisati
broj 7. Onda desno od znaka x treba upisati redom brojeve 35:7=5163:7 =9,
pa u polje ispod 7 broj 30 : 5 = 6. Konacno, u polje sa znakom pitanja treba upisati
broj 6 -9 = 54. (A)

B10. Od belih cigli napravljen je drugi i ¢etvrti sprat. Sa slika vidimo da je
za drugi sprat potrebno 13 cigli, a da je za cetvrti sprat potrebna 1 cigla, pa je
ukupno potrebno 14 belih cigli. (E)

B11. U svakom trouglu zbir duzina dve stranice mora biti veéi od treée stra-
nice. Od 7 palidrvaca mozemo napraviti trougao kod koga su stranice duzina, na
primer 2, 2 i 3 palidrvea (ili 1, 3 i 3), od 6 palidrvaca moZemo napraviti trougao kod
koga su sve tri stranice duzine po 2 palidrvca, od 5 palidrvaca trougao sa stranica-
ma 2, 2 i 1 palidrvce, od 3 palidrvca opet jednakostrani¢ni trougao stranice duzine
1 palidrvce. Od cetiri palidrvca nije mogucée formirati trougao jer se broj 4 moze
razloziti na zbir tri prirodna broja samo na jedan nacin: 4 =1+ 1+ 2, a taj nacin
ne omoguéava formiranje trougla. (D)

B12. Posto u 4. kutiji ima samo jedna kartica sa slovom U, ona ¢e ostati u
4. kutiji, a iz 1. i 2. kutije izvadice kartice sa slovom U. Tako u 1. kutiji ostaje samo
kartica sa slovom E, pa ¢e kartice sa slovom E izvaditi iz 2, 3. i 5. kutije. U 3. kutiji
ostaje samo slovo A, pa iz 2. i 5. kutije moze izvaditi kartice sa slovom A. Tada u
2. kutiji ostaje samo kartica sa slovom I, pa kada iz 5. izvadi i karticu sa slovom
I, u svakoj kutiji ¢e biti po jedna kartica i u razlic¢itim kutijama ¢e biti kartice sa
razli¢itim slovima. U 5. kutiji ée biti kartica sa slovom O. (D)

B13. Obimi kvadrata i trougla jednaki su po 16 cm. Obim cele figure jednak

je zbiru obima trougla umanjenog za stranicu kvadrata i obima kvadrata umanjenog
za jednu stranicu. TraZeni obim jednak je 16 —4 + 3 -4 = 24 cm. (B)



B14. Kako je zapremina sirupa od pomorandze dva puta veéa od zapremine
sirupa od visnje, to je zapremina sirupa od visnje jednaka treéini ukupne zapremine
napunjenih boca. Ako bi boca od 16 ml bila prazna, tada bi ukupna zapremina
punih boca bila 130 ml, sto je nemoguce jer 130 nije deljivo sa 3. Ako bi boca od
18 ml bila prazna, tada bi ukupna zapremina punih boca bila 128 ml, $to je opet
nemoguce, jer ni 128 nije deljivo sa 3. Na isti nacin se zakljuc¢uje da nisu moguéi ni
slucajevi da boce od 24 ml i 34 ml budu prazne. Ako bi boca od 22 ml bila prazna,
tada bi ukupna zapremina punih boca bila 124 ml, sto takode nije deljivo sa 3.
Ostaje jos mogucénost da boca od 32 ml bude prazna. Tada je ukupna zapremina
sirupa jednaka 114 ml, pa je zapremina sirupa od visnje 38 ml, a zapremina sirupa
od pomorandze 76 ml. To znaci da je sirup od visnje u bocama od 16 i 22 ml. (B)

1
B15. Posto prilikom prvog rac¢vanja u jedan rukavac odlazi 3 vode, u drugi

2 3
rukavac odlazi 3 vode. Od toga prilikom drugog rac¢vanja u prvi rukavac odlazi T

1
pa u drugi rukavac odlazi —. To znaci da od ukupne koli¢ine vode kroz tacku B

1 2 1 2 1
protice I od 3 vode tj. (4) . (3) =3 od ukupne koli¢ine vode. (D)

B16. Promasaj obelezimo sa 0. Moguéi su sledeéi rezultati: 04+0, 042, 0+ 3,
046,242 243,246, 3+3,3+6i6+6. Medutim, rezultat 3 + 3 jednak je
rezultatu 0 + 6, pa moZemo postiéi 9 razli¢itih rezultata. (D)

B17. U kutije je spakovala ukupno 3-7 = 21 disk. To znaci da na policu nije
moglo da stane 21 + 2 = 23 diska, a kako je to treé¢ina od ukupnog broja diskova
koje je imala, zaklju¢ujemo da je Radmila imala ukupno 23 - 3 = 69 diskova. (D)

B18. Nije moguée dobiti gradevinu C). Citaocima predlazemo da uzmu 5
kocki i pokusaju da dobiju sve ostale gradevine. (C)

B19. Poredak tacaka A — B — C' nije mogué jer bi tada bilo AC' = 24, sto je
nemoguce zbog datih rastojanja CD i DA. Dakle, mora biti poredak A — C' — B.
Tada je AC' = 2, pa tacka D mora biti sa suprotne strane tacke C' u odnosu na tacku
A. Tada su najudaljenije tacke D i B, i rastojanje izmedu njih je DB = DA+ AB =
12+ 13 =25. (D)

B20. Neka sin sada ima z i éerka y godina. Tada prema uslovima zadatka
vazi © + 2 = 2(x — 2), odakle je x = 6 1 y + 3 = 3(y — 3), odakle je y = 6. Dakle,
sada sin i ¢erka imaju isto godina. (C)

B21. Znaci * i & predstavljaju dva razli¢ita jednocifrena broja deljiva sa tri,
takva da je i njihov zbir jednocifreni broj. To znaci da oni predstavljaju cifre 3 i 6,
pa znak ~ predstavlja njihov zbir, tj. cifru 9. (E)

B22. Posto doktor nema ni sestru ni brata, a Filip je ozenjen Stefanovom
sestrom, zaklju¢ujemo da Stefan nije doktor. Posto je Filip stariji od inZenjera, a
doktor je najmladi medu prijateljima, zakljucujemo da ni Filip nije doktor. Dakle,
doktor je Rade. Filip sigurno nije inzenjer jer je stariji od inzenjera, pa Filip mora
biti muzi¢ar, a Stefan inZenjer. (C)



B23. Lako se nalazi put koji polazi iz bilo kog obojenog kvadrata koji zado-
voljava uslove zadatka. Pokazimo da takav put ne postoji ako se pode iz bilo kog
belog kvadrata. Obzirom da je dozvoljeno kretanje samo horizontalno i vertikalno,
tada se iz jednog kvadrata uvek prelazi u kvadrat koji je druge boje. Dakle, da
bismo dosli u plavi kvadrat, pre toga moramo biti u belom kvadratu. Kako plavih
kvadrata ima 5, a belih 4, to ne mozemo obiéi sve kvadrate polazeéi iz belog. (D)

B24. Od zbira prve dve linije oduzimamo treéu liniju: (CD+DE+EF+FG+
GH+HC)+(AB+BC+CF+FG+GH+HA)—(AB+BC+CD+DE+EF+FG+
GH + HA) = 17+ 12 — 20. Sredivanjem dobijamo: FG+ GH + HC +CF =9 km.
Dakle, Getvrta linija je duzine 9 km. (C)

B25. U prvom trenutku valjak je krajnje desno, a kupa krajnje levo, zatim
je valjak iza kupe, pa kupa krajnje desno, a valjak krajnje levo i konac¢no je kupa
iza valjka. Redosled je 2143. (C)

B26. Prvi mudrac je o€igledno izvukao tri parna broja: 2, 41 6. (B)
B27. Neka su dimenzije starog ekrana 4z i 3z. Njegova povrdina je tada 1222

9
Dimenzije filma na starom ekranu su 4z i 4x - 6 pa je povrsina filma na starom

9
ekranu jednaka 4z - 4x - TS Dakle, povrsina filma je 922, pa je neiskoriéeni deo
1
ekrana povriine 1222 — 922 = 322, §to predstavlja 1 povrsine starog ekrana. (C)

B28. Kod dvocifrenih brojeva kojima su cifre desetica i cifre jedinica jednake,
razlika izmedu tih cifara je 0, pa takve razlike ne uti¢u na trazeni zbir. Posmatrajmo
dvocifrene brojeve kod kojih se cifre desetica i jedinica razlikuju. Svaki od dvocifre-
nih brojeva koji u svom zapisu ne sadrzi cifru 0 ima odgovarajuéi dvocifreni broj
napisan ciframa u obrnutom poretku. Tada ¢e zbir dobijenih razlika koje odgovaraju
tim brojevima biti jednak nuli (na primer broju 12 odgovara broj 21, razlike su —1 i
1 pa je njihov zbir jednak 0). Preostaju jos brojevi koji imaju cifru jedinica jednaku
0, tj. brojevi 10, 20, 30, 40, 50, 60, 70, 80 i 90. Prema tome, trazeni zbir je jednak
14+2+3+4+5+6+7+8+9=45 (D)

B29. Posto razli¢itim slovima odgovaraju razlicite cifre, zbirovi N+ A i A+G
ne mogu se zavrsavati istom cifrom, pa mora biti N + A > 101 G+ 1 = N. Takode
mora biti R = K + 1. To znadi da je RN — KG = 11. (B)

B30. Da obriSemo sto je moguée vise cifara, treba da zadrZimo $to je mogude
vise najvecih cifara. Posto je dati broj 1000-cifren, to se u njemu cifra 8 pojavljuje
250 puta. Kako je 8-250 = 2000, da zbir bude 2008 potrebno je zadrzati sve osmice
i jo$ 4 dvojke. To znaci da ostaju 254 cifre, a obrisano je 1000 — 254 = 746 cifara.

(©)
C) 5.1 6. razred

C1. Za okretanje slova K u pravilan poloZa]j potrebna su 2 pritiska na karticu,
zatim za prvo slovo A 1, za slovo N 1 i za drugo slovo A 2. Aleksa tpeba da pritisne
kartice 24+ 1+ 1+ 2 = 6 puta. (C)



C2. Najvedi deo je polovina torte, pa tezi 450 g. (D)

C3. Vidi ono $to je prikazano na slici D). (D)

C4. Kako je 24+3+4=9i1+1+1 = 3, sledi da je zbir cifara koje nedostaju
jednak 0. (A)

C5. Razlika je 1 (1 = 10000 — 9999). (A)

C6. Duzina stranice kvadrata je 48 : 4 = 12 cm, pa je obim pravougaonika
2-12-242-6 =60 cm. (D)

C7. Za trougao ée potrofiti 3 -6 = 18 palidrvaca, na joj za kvadrat ostaje
38 — 18 = 20, sto znaci da stranica kvadrata ima 20 : 4 = 5 palidrvaca. (B)

C8. Najmanji broj belih perli koje mora da skine je 3 (dve sive i jednu belu
perlu sa leve strane i tri sive i dve bele perle sa desne strane). (B)

C9. Marko je redom pro$ao krugove za 31 s, 28 s, 34 s, 35 s i 29 s. Dakle,
drugi krug je prosao za najkrade vreme. (B)

C10. Krajnja desna cifra na levom satu moze biti: 1, 3 ili 7, a na desnom 4
ili 9. Razlika izmedu njih treba da bude 1, pa zakljuéujemo da se u momentu kada
je Branko pogledao umesto cifre 3 pojavila cifra 4, tj. na desnom satu je trebalo da
bude 12.44. (C)

C11. Neka je povrSina jedne plocice (jednog malog kvadratiéa) jednaka 1.

1 1
Tada je povrsina sivih delova 6 - 5= 3, a povrsina belih delova 2 46 - 5= 5. Kako

je razlika tih povrsina jednaka 2 nemoguce je dodavanjem jedne plocice povrsine 1
posti¢i da one budu jednake. (E)

C12. Kosta je dosao u tacku koja je u odnosu na pocetnu tacku 2 km +1
km=3 km na zapad i 4 km — 1 km = 3 km na jug. Vuk je dosao u tacku koja je u
odnosu na pocetnu 4 km — 1 km = 3 km na zapad i 4 km na jug. Da bi dosao u
tacku u kojoj je Kosta, Vuk treba da ide jos 4 km — 3 km = 1 km na sever. (B)

C13. Juce je sladoled jelo 7 ucenika koji jedu sladoled svaki dani13—7 =6
ucenika koji jedu sladoled svaki drugi dan, pa ¢e danas sladoled jesti 7 ucenika koji
jedu sladoled svaki dan i 9—6 = 3 koji jedu svaki drugi dan. Dakle, danas 743 = 10
ucenika jede sladoled. (D)

C14. Kenguri A i E su jedan pored drugog i na pocetku i na kraju, $to znaci
da oni medusobno menjaju mesta. Isto vazi i za kengure C i D. Dakle, kengur B se
nije pomerio. (B)

C15. Neupotrebljen ostaje deo B (vidi sliku). (B)

C16. Kako je 135 = 3-5-9, to su jedina tri jednocifrena
broja ¢iji je proizvod jednak 135, pa je trazeni zbir 3+5+4+9 =
17. (D)

C17. Za stolove sa 6 stolica moze da sedne ukupno 72—
36 = 36 osoba, Sto znaci da ima 36 : 6 = 6 takvih stolova.

Preostali stolovi, njih 16 — 6 = 10 su sa 3 ili 4 stolice. Neka je x broj stolova sa 3
stolice. Tada je 3z + 4(10 — z) = 36, odakle dobijamo da je z = 4. (A)




C18. Iz datih podataka ra¢unamo AB = AFF— BD—-DF =35—-11-16 =8
i BE=AE — AB=AC +CE — AB=12+12—8 = 16. (D)

C19. Najmanji zajednicki sadrzalac brojeva 3 i 5 je 15, pa Julija ima 15k + 2
kamencica, gde je k neki prirodni broj. Ako ona doda n kamenciéa imaée ih ukupno
15k 4+ 2+ n. Taj broj treba da bude deljiv i sa 3 i sa 5, tj. sa 15. Kako je 15k deljivo
sa 15, to i 2+ n mora biti deljivo sa 15, a najmanji prirodni broj n za koji to vazi
je 13. (E)

C20. Od ¢etiri strane susedne strani obeleZenoj brojem 1, tri su obeleZene
brojevima 5, 6 i 2, pri ¢emu su strane obelezene sa 2 i 5 susedne strani obelezenoj
brojem 6. Cetvrta strana susedna strani obelezenoj brojem 6 (koja nije susedna
strani broj 1) obelezena je brojem 4. Dakle, strana suprotna strani obelezenoj brojem
4, obelezena je brojem 1. (A)

C21. Na slici su redom tamnijom bojom obojene po tri male kocke koje treba
skloniti da bi se videlo ono Sto treba kada se gleda s desne strane, odozgo i spreda.
Od tih 9 malih kocki jedna se ponavlja na drugoj i treéoj slici, $to znaci da treba
skloniti 7 malih kocki. (D)

C22. Emitovanje svih pet pesama traje 13 min. To znaci da se za jedan sat
blok od tih 5 pesama emituje 4 puta (4 - 13 = 52) i do momenta kada se Adam
vratio proslo je jos 8 min. Pesma C traje 2 min, pesme D i E traju zajedno 5 min
30 s i pesma A 3 min, Sto znac¢i da ¢e se nakon 8 min od momenta kada se emituje
pesma C emitovati pesma A. (A)

C23. Broj 5 ne moze biti upisan u polje izmedu polja sa brojevima 1 i 3 jer
bi onda i u centralnom polju morao biti upisan broj 9 — 1 — 3 = 5. Takode, broj 5
ne moze biti upisan ni izmedu 3i4 (9—3—4 =2), niizmedu2i4 (9—2—-4=3).
Ostaju dve moguénosti za broj 5 — ili centralno polje ili polje izmedu 1 i 2. Centralno
polje nije moguce, jer bi onda u susednim poljima bili brojevi 6, 7, 8 i 9. Dakle,
broj 5 je u polju izmedu polja sa brojevima 1 i 2, pa je u centralnom polju broj
9 —1—2 = 6. Zbir brojeva u poljima susednim polju broja 6 je 5+ 7+ 8 +9 = 29.
(1)

C24. Javora ima 60 : 2 = 30. Svako trece stablo, dakle njih 60 : 3 = 20,
su lipe ili javori, pri ¢emu je svako Sesto stablo, tj. ukupno njih 60 : 6 = 10, veé
rac¢unato u broj javora. Prema tome, javora i lipa ima 30+ 20 — 10 = 40, pa je breza
60 — 40 = 20. (C)

C25. Slika E ne prikazuje kocku ni iz jedne perspektive. (E)

C26. Prvi izaslanik se vrati u dvorac za 30 min, tj. 60 min + 30 min=90
min od polaska ka letnjoj basti. Za svaki sat kasnijeg polaska nazad put je 5 km



duzi nego sto je bio prethodnom izaslaniku, tj. potrebno je 30 min vise vremena do
dolaska u dvorac u odnosu na prethodnog izaslanika. To znaci da izaslanici stizu u
dvorac na svakih 90 min. (D)

C27. Predstavimo broj 36 u obliku proizvoda tri jednocifrena broja od kojih
je jedan obavezno 3. Kako je 36 =2-3-6 =4-3- 3, lako vidimo da je Ratko mogao
da obrise broj 15 —2—-6=71ili15-4—-3=38. (B)

C28. Zec je 2 dana jeo po 9 Sargarepa i 3 dana po 1 kupus i 4 Sargarepe. To
znaci da je (9 —3-1) : 2 = 3 dana jeo samo kupus. Preostala 10 -2 -3 —3 = 2
dana jeo je samo travu. (C)

C29. Neka je k broj kraljeva i £ broj lazljivaca. Po$to kmetovi naizmeni¢no
govore istinu i lazu sa n ¢emo obeleziti broj kmetova koji su na prvo pitanje dali
lazan odgovor, a istinit na drugo pitanje. Tada je k+£+n = 171 +n = 12, odakle
jednostavno dobijamo da je k = 17 — 12 = 5. (B)

C30. Kako je 180 = 18-10 = 36- 5, Alisa ¢e imati najmanje godina ako ostali

imaju Sto vise godina. To vazi ako unucad imaju 17, 19, 16, 20, 15, 21, 14, 22, 13,
23 godina. Tada Alisa ima 23 godine. (E)

Mislisa
D) 5. razred

D1. D) 4. Dve polovine jabuke ¢ine jednu celu jabuku, a Getiri detvrtine ¢ine
jos jednu celu jabuku. Sa dve cele jabuke koje Jasna veé¢ ima, to ¢ini ukupno 4 cele
jabuke.

D2. E) 8. Iz podatka da guska i po kosta 6 dinara treba da izradunamo
koliko kosta 1 guska. To se moze uraditi, na primer, tako $to prvo izracunamo
koliko koStaju 3 guske (dvostruko vise), pa zatim odredimo cenu jedne guske (3
puta manje) i konacno cenu za 2 guske (dva puta vise).

D3. A) 8, (nos i lice po 1, a na udima po 3, i to 2 mala il
ved). v </

D4. B) 4, jer se u svakom uglu sobe nalazi po jedan decak
koji u svakom trenutku vidi ostalu trojicu.

D5.D)5,jerjeC=RUS={1, 2, 3,4, 5}.

D6. C) 15. Uslov zadatka moze se i ovako zapisati: a-b = 15a, a dalje se lako
vidi da je drugi ¢inilac b = 15.

D7. C) 5. Kako se zna proizvod njihovih godina, to znaci da trazimo dva
broja ¢iji je proizvod 24, atosu24=1-24=2-12=3-8 =4 - 6. Kako mora biti
ispunjen jos i uslov da je zbir njihovih godina 11, jedini brojevi koji to ispunjavaju
su brojevi 3 i 8. Iz teksta zadatka znamo da je Marica starija. Dakle, Marica je
imala 5 godina kad se Ivica rodio.

D8. C) 3. Greske su napravljene u primerima b) i ¢):

b) (2+8)-248=10-2+8=20+8 =28 ¢)0,940,10=1



D9. B) 4. Ako Maja zatvorenih o¢iju uzme iz fioke 3 ¢arape, onda, u najne-

povoljnijem slu¢aju, one mogu biti razli¢itih boja. Cetvrta izvucena arapa je onda
ili bela ili crvena ili roze. Kako je jedna carapa takve boje (bela, crvena ili roze)
veé izvucena, Maja moze biti sigurna da ¢e imati jedan par istobojnih carapa kad
izvuce 4 carape.

D10. C) IIT razlomak. Vrednost prvog razlomka je 1. Vrednost drugog raz-
2008

0
lomka je 0= 0. Vrednost tre¢eg razlomka je = 200, 8. Vrednost cetvrtog

razlomka je Prema tome, najveé¢u vrednost ima treéi razlomak.

2008
D11. B) 3 puta. Pogledaj sliku!

Na pocetku Na kraju
Ivan e——F—— Ivan e—F———&————e¢
Rade e——F— Rade

D12. E) 14. Nije vedi, znaci: manji ili jednak! Kako se radi o proizvodu cifara,
znac¢i da u nasem slucaju on moze biti 0, 1, 2 ili 3. Pokusajmo redom da ispiSemo
sve te brojeve: 10, 20, 30, 11, 12, 21, 13, 31, 40, 50, 60, 70, 80, 90. Dakle, ima ih
ukupno 14.

D13. D) 6. Trouglove treba brojati po planu: npr. od najmanjih, pa redom
preko sve veéih (onih koji se sastoje od 2 manja trougla) do najveéeg. U ovom
slucaju to bi znacilo 3+ 2+ 1 = 6.

Ucini¢emo i jednu vaznu napomenu. Na ovoj slici ima tac¢no onoliko trouglova
koliko se duzi moze izbrojati na osnovici velikog trougla. Svaka od tih duzi pred-

stavlja osnovicu jednog trougla, a treée teme svakog od tih trouglova je tacka (pri
vrhu) nasuprot osnovice velikog trougla.

D14. A) 96. Sa slike se vidi da pokoSenih 12
ari predstavlja osminu Citave livade, pa je: 12 ari-8 =
96 ari. 12ai

D15. C) 50. U zadatku se trazi treéina i polo-
vina od treéine broja 100. To se moze zapisati i ovako:

1 11 11 1
(§+§'§>'100—(5*5)'100—5'100—50-

1 o
3 livade

D16. B) Q. Skup P ima 3 elementa, skup @Q ima 4 elementa, skup R ima 3
elementa, S ima 1, a T ima 2 elementa. Najvise elemenata ima skup Q.

D17. E) 33. Prema uslovima zadatka, ispred Vesne, Ivane i Ane stoji 6 trojki,
a iza njih 4 trojke. Ukupno red c¢eka 11 trojki, pa je 11 - 3 = 33 ucenika.

D18. B) 49. Poslednja stranica koja nedostaje mora biti obeleZena parnim
brojem (pri ¢emu to ne moze biti broj 132, jer je manji od 215). To znaci da u Lukinoj



knjizi nedostaju stranice: 215, 216, 217,..., 311, 312. Nedostaje, dakle, ukupno 312 —
214 = 98 stranica. Kako jedan list ima dve stranice, zaklju¢ujemo da je iz Lukine
knjige ispalo 98 : 2 = 49 listova.

D19. A) 1. Vrednost izraza treba traziti postupno. Poceti od (100 — 99).

D20. A) 20. U svakom od 4 najmanja kvadrata ima po 4 prava ugla, a osim
toga ima jos 4 prava ugla u srednjem kvadratu. Dakle, 4 - 4 + 4 = 20.

D21. B) 15 dL

[ ®
A B

Vode ima u oazama A i B, a beduin treba da pije vodu kada dode u mesta
oznacena tackama 1, 2, 3, 4, 5. Dakle, beduin treba da popije 5-3 dl = 15 dl.

D22. A) A = 4; zbir cifara je 13. Do reSenja éemo lakse sti¢i ako zadatak
napisemo u obliku
4-VODA = DAVI

Prvi zakljucak koji odavde sledi je da se iza re¢i DAVTI krije ¢etvorocifreni broj deljiv
sa 4. To dalje znadi da dvocifreni zavrsetak broja DAVI, tj. broj VI mora biti deljiv
sa 4.

Medutim, tu sad imamo ogranicenje, zbog toga $to su brojevi VODA i DAVI
Cetvorocifreni. Naime, to znac¢i da mora biti V' € {1, 2}, jer da je V veéi broj, onda
bi dobijeni rezultat mnozenja bio petocifren broj.

Ako je V =1, onda je I € {2,6}, a da bi poslednja cifra broja DAVI, bila
2 ili 6, cifra koja se krije iza A (u broju VODA) mora biti A € {3,4}. Analizom
dolazimo do jedinog resenja 4 - 1354 = 5416.

AkojeV =2,0ondal € {0,4,8}iAe {5 1,7}ili Ae {51,2}ili A€ {5,6,7}
ili A € {5,6,2}. U svim ovim sluc¢ajevima dolazimo do protivrecnosti.

D23. B) 2. Posmatrajmo prve “terazije”, pa umesto psa stavimo 2 konopca
(jer nam to dozvoljava ravnoteza prikazana na drugoj slici), a umesto dva bureta
stavimo 2 ovéice i 2 konopca (jer nam to dozvoljava ravnoteza prikazana na trecoj
slici). Tada ¢e na levoj strani prvih terazija biti akrobata i 2 konopca, a na desnoj 2
ovce i dva 2 konopca. Terazije ¢e ostati u ravnotezi i kada i sa leve i sa desne strane
uklonimo po 2 konopca. Tada ¢e se videti da je decak u ravnotezi sa 2 ovcice.

D24. E) R, B, P, K, V, M. Pazljivim ¢itanjem teksta i razmatrasem svih
sluc¢ajeva, prema datim uslovima, dolazimo do reSenja: Ranko, Bora, Pera, Kosta,
Vasa, Marko.

D25. E) Nedostaje 16. Ivan je za pravljenje svoje figure upotrebio 28 kockica,
a Dejan 20 kockica. Kad ih udruze, imace zajedno 28 4+ 20 = 48 kockica. Od 48
kockica ne moze se sloziti nova kocka. Prva sledeéa (veca) kocka koja se moze
sloziti je kocka sastavljena od 64 kockice (jer je 4 - 4 - 4 = 64). Tako zakljucujemo
da Ivanu i Dejanu ukupno nedostaje 64 — 48 = 16 kockica.



E) 5. razred
E1. E) 12078. Ovaj izraz mozemo drugacije zapisati i u obliku:

2013 +2-2013 4 3-2013 = 6 - 2013 = 12078

E2. D) Cetvrtina. Prikazi crtezom!
3. C) tacke A i B.
E4.E) duz MN.

E5. E) 4. Ovo su dva jednaka skupa.
Prikazi ih Venovim dijagramom!

E6.D) 6, jer je3+24+1=6.

E7. E) 4. To su brojevi: 9, 27, 33, 129. (Zbir cifara svakog od njih je deljiv
sa 3.)

ES8. A) 5. Zamisljeni broj ozna¢imo sa x. Kad dobijemo jos toliko, imamo 2z,

kad dobijemo jo§ 10 imamo 2z + 10, tj. 2(z + 5) i kad to prepolovimo, ostaje nam
x + 5. Drugu treba da vratimo njegovo, tj. x, znaci, ostaje nam tacno 5.

E9. B) 9. Posto je prva cifra uvek 4, zadatak se sastoji u tome da prebrojimo
koliko se dvocifrenih brojeva moze napisati koristedi cifre 5, 8 1 9. Odgovor je 3-3 = 9.

To su brojevi:
455, 458, 459

485, 488, 489
495, 498, 499

E10. E) 9. Zaista, za brojeve 111,222,333,...,888,999 vazi da im je zbir
cifara deljiv sa 3, sto znaci da je svaki od njih deljiv sa 3.

E11. D) 500. Zadatak reSavamo metodom duzi.

Anina suma @ o
sveska o flomaster o flomaster - —— 260 .
flomaster &—— @ ———————————380_____ e

Na crtezu je Anina suma prikazana pomocu jedne duzi, a zatim se moze videti,
prema uslovima zadatka, u kakvom su odnosu cene sveske i flomastera i sume koja
bi Ani ostala posle kupovine. Korisno je jos i da posebno izdvojimo samo deo crteza:

flomaster 260

sa koga se jasno vidi cena jednog flomastera:

flomaster = 380 — 260 = 120 (dinara).



Do konac¢nog resenja zadatka imamo samo jos jedan korak. Naime, slika nam jasno
kazuje da je Anina suma jednaka zbiru cene flomastera i 380 dinara (koji bi joj
ostali da je kupila flomaster). Prema tome, Ana ima 120 + 380 = 500 (dinara).

E12. E) 21. Jelica je cifru 1 napisala 10 puta na mestu cifre jedinica (1, 11,
21, 31, 41, 51, 61, 71, 81, 91), zatim 10 puta u ulozi cifre desetica (10, 11, 12, 13,
14, 15, 16, 17, 18, 19) i konac¢no, samo jednom u ulozi cifre stotina. Dakle, Jelica je
napisala cifru 1 ta¢no 21 put.

E13. C) 294, jer je 267 + 27 = 294.

E14. B) 44. Ako je 12 zastavica rasporedeno na jednakim rastojanjima, onda
izmedu njih ima ukupno 11 razmaka. Ako je Joca tr¢ao od prve do Cetvrte zastavice
(tri razmaka) za 12 sekundi, zna¢i da on jedan razmak prelazi za 12 : 3 = 4 sekunde.
Sad je jasno da ¢e Joca sti¢i do 12. zastavice kad savlada 11 rastojanja. Za svako
od njih potrebne su mu po 4 sekunde. Dakle 11 - 4 = 44 (sekunde).

E15.E) 51 19.
b b 4

Slikom smo prikazali da se manji o e b 1 ® ® °®
broj b u vetem broju a sadrzi 3 puta i b ._b. } 24
da postoji i ostatak 4. Kako je zbir ta

dva broja 24, slika nam pokazuje da se broj 24 sastoji iz 4 jednaka dela (svaki je b)
i ostatka (4). To znaci da mozemo pisati jednacinu: 4b + 4 = 24, odakle je b =5, a
dalje se lako izracunava da je a = 19.

E16. A) 3. Rastavljanjem broja 2013 na proste ¢inioce dobijamo 2013 =
3-11-61 sto znaci da postoje 3 prosta Cinioca broja 2013.

E17.D) 160 ari. Ako njivu prikazemo - -
. . . . 20 ari | 20 ari
u obliku pravougaonika, i onda odgovarajuce
delove (tj. polovinu i osminu), videéemo da 20 ari

povrsina od 60 ari predstavlja 3/8 povrsine nji-
ve, odakle sledi da 1/8 njive ima 20 ari, cela njiva 8 - 20 ari = 160 ari.

E18. D) 16. Potrebno je nacrtati sliku, svaki deo kruga oznaciti (na primer
zvezdicom) i pazljivo brojati!

=
%
x

P(8)

o\
Y
o

E(8)

E19. D) 3. Veliku pomoé, kao i obi¢no, predstavlja nam upotreba Venovih
dijagrama. Na slici sa P smo oznacili broj u¢enika koji uce sva tri jezika, tj. koji
se nalaze u preseku sva tri skupa. Prema zadatim uslovima svaki od delova na slici



oznacen je slovom ili brojem. Posmatrajmo samo skup ucenika koji uce engleski.
Oni se nalaze unutar obojenog skupa.

Sa slike vidimo na koji su se nacin oni rasporedili, u okviru skupa ucenika koji
uce engleski jezik. Van skupa E(8), t.j. van skupa svih ufenika koji uce engleski,
na slici vidimo da jo$ z ucenika uce samo francuski, 2 ucenika koji uce francuski i
ruski, i jos x ucenika koji uce samo ruski. Svi oni ¢ine ukupan broj od 12 ucenika.
Ovaj deo nasih zakljucaka mozemo zapisati u obliku jednacine: 8 + x +2 + x = 12.
Resavanjem ove jednacine dobijamo x = 1, $to znaci da samo po jedan od tri jezika
uci samo po jedan ucenik. Ako se sada vratimo na skup ucenika koji uce engleski,
vidimo da sada vazi jednaéina: 1 + 2 + P + 2 = §, odakle je P = 3.

Tako smo dosli do konac¢nog odgovora: sva tri jezika uce 3 ucenika.
E20. E) 4. To su brojevi 2, 20, 110 i 200

E21. E) 26 ucenika, 15 klupa. Kad 11 udenika koji su u prvom rasporedu
sedenja ostali bez mesta, dobiju svoje mesto u drugom rasporedu, to znaci da su
njih 11 popunili mesta u 11 klupa (t.j. sada u 11 klupa sede po 2 ucenika), ali u
tekstu pise i da su 2 klupe ostale prazne. Sta to zna¢i? To znaéi da su 2 ucenika
iz tih klupa (iz prvog rasporeda sedenja) napustili te dve klupe i otiSli da popune
mesta kod svojih drugara. Tako su jos dve klupe popunjene, tj. i u njima sede parovi
ucenika. Na taj nacin, imamo 1142 = 13 popunjenih klupa i osim toga jos 2 prazne
klupe, sto ¢ini ukupno 15 klupa u toj ucionici. Lako je izracunati da u 13 popunjenih
klupa sedi ukupno 13 - 2 = 26 ucenika!

E22. D) 4. Na slici ima ukupno 10 malih kvadrata. Petinu od svih njih ¢ine
2 mala kvadrata, pa tri petine od svih malih kvadrata iznosi 6. Da bi bilo osenceno
ukupno 6 kvadrata, treba osenciti jos 4 kvadrata.

E23. D) 6. Kada od druge vrste oduzmemo prvu, 2l2l21313]12
dobijamo ¥ —x = 2, odnosno ¥ = x+ 2. Sada prva kolona 121313 12
daje jednadinu: * +* +* +x +*+2 =12 pa je 5-x = 10,
odnosno * = 2. Onda je ¥ = x4+ 2 = 4. Zatim redom |2 |5 |2 |3 |4 |16
otkrivamo ostale cifre: @ — cifra 3, ¢ — cifra 5 i konacno A 2134|6318
— cifra 6. Kad sve znakove zamenimo ciframa, popunjena 21210513 16l20
tabela izgleda ovako.

12 {14 (16 |18 |20

E24.D) Joca. Brojanje, kao i obi¢no, treba vrsi-
ti pazljivo, po unapred utvrdenom planu (na primer: od
manjih (osnovnih) figura — kao $to su trouglovi koje moze-
mo oznaciti slovima a, b, ¢, e, a zatim ka figurama koje se
sastoje, najpre od dva trougla: figure be, cf, de, a zatim a d
posmatramo pravougaonike: g, ab, cd, ef, abg, efg, abed, b |ec
cdef, abedefg. Tako smo izbrojali 7 trouglova i 9 pravou-
gaonika, slika desno. g f

E25. A) jedno. Kralj prvo treba da obelezi ¢upove
brojevima od 1 do 5 (da bi mogao ta¢no da zna iz kog ¢upa
uzima zlatnike).



Zatim, dolazi glavni deo posla. Kralj treba iz prvog ¢upa da uzme 1 zlatnik,
iz drugog 2 zlatnika, iz treceg 3 zlatnika iz cetvrtog 4 zlatnika i iz petog ¢éupa 5
zlatnika To ¢ini ukupno 15 zlatnika. Sve te zlatnike stavi na jedan tas terazija i
izmeri (tj. na drugi tas stavi onoliko tegova koliko je potrebno da terazije budu u
ravnotezi).

Kada bi svi zlatnici imali po 20 grama, na drugom tasu terazija bili bi tegovi,
ukupno 300 grama. Medutim, zna se da u jednom ¢upu zlatnici imaju po 21 gram.
To znaci da Ce terazije pokazivati da na desnom tasu ima vise od 300 grama. Broj
koji pokazuje koliko grama ima vise (preko 300 grama) predstavlja redni broj éupa
iz kojeg je kralj uzeo zlatnike za merenje.

(Na primer: Ako bi na desnom tasu bilo 302 grama, znacilo bi da je kralj uzeo
2 zlatnika iz ¢upa broj 2, tj. da u éupu broj 2 svaki zlatnik ima po po 21 gram, itd.)
F) 6. razred
F1.E) (24 0)-(0—7) = —14. Svi ostali brojevi su veéi, i to > 0.
F2.E) 11, jer je 1 —5(—2) =1+ 10 = 11.

F3. E) 16, jer 8 cm predstavlja tacno polovinu duzine celog repa.

F4.B) 0, jer je a4+ 0=a — 0 = qa, za svako a.

F5.A) =98, jeriz x : (=7) =14, sledi z = (—7) - 14 = —98.

F6. B) devrek. Lako se proveraval

F7.D) 1. 1z jednacine —z 4+ 3 = 10 dobijamo —z = 7 (nepoznati sabirak), pa

jex=-—7
F'8. 3 — n. Izvrsi proveru na nekoliko primera! Pazi: —n je pozitivan broj!
F9. B) 2. Netafna su reSenja zadataka oznacenih sa a) i b). Treba da bude:
a)8+12:4—-4=8+4+3-4=7
b) 0,88+ 0,2 =1,08
F10. D) 4015. Nisu manji — znaci vedi ili jednaki, a nisu veéi — zna¢i manji
ili jednaki. Dakle, levo od 0 ima 2007 celih brojeva, desno takode 2007 brojeva,

a jos ne treba zaboraviti broj 0. To znaci da celih brojeva u ovom sluc¢aju ima
2007 4+ 2007 4+ 1 = 4015.

F11. D) 2 = 4. Resenje:

1 1 1 1 1 1 3

F12. D) 200 m. Kvadrat ¢ija je povrsina 1 hektar ima
stranicu duzine 100 metara. Kvadrat o kome je re¢ sastoji se iz
4 manja kvadrata (svaki povr§ine 1 hektar) kao na slici desno.
Dakle, stranica velikog kvadrata duga je 200 m.

1ha

100 m



F13. C) 250. U ukupnom zbiru, koji iznosi 900, sadrzana su 3 jednaka dela
(jednaka treéoj duzi, oznadimo je sa x) i jo§ 3 - 50 = 150, pa je 3z + 150 = 900 =
z = 250.

F14. E) 21. Prebrojavanja figura obavezno treba vrsiti po planu (na primer,
od najmanjih prema sve veéim i veéim pravougaonicima, slicno reSenju zadatka
E24). Ne zaboravite: i kvadrati su pravougaonici!

F15.D) 6. Da bi na slici desno postojao logican raspored figura, u tre¢em
vodoravnom i tre¢em uspravnom redu nedostaje “coveculjak” sa Cetvrtastim licem,
sa oblim SesSirom i sa “mindusama”. Takav lik obelezen je, medu ponudenim likovi-
ma, brojem 6.

F16. C) 45°, 45°, 90°. Najjednostavnije receno, radi se o trouglu koji pred-
stavlja polovinu kvadrata. Nacrtajte sliku! Kako je, prema uslovu zadatka, h, = g,

na slici éemo uoditi dva mala (podudarna) jednakokraka pravougla trougla, pa dalje
lako dolazimo do tacnog odgovora.

F17.D) 80°. S obzirom da su trouglovi podu-
darni, svi uglovi jednog trougla jednaki su uglovima A D
drugog trougla, pa zato u trouglu ABC ugao kod G
temena C' iznosi 60°, a ugao kod temena E izno-
si 40°. Sada nam ostaje da u trouglu FCG odre-

dimo jo§ treéi ugao, ako dva ugla veé znamo, tj. 40° 60°
180° — (40° + 60°) = 80°. B E ¢ F
F18. B) 6. Oznacimo najpre sa a broj u srednjoj koloni i poslednjoj vrsti:
3 24 3 24
15 15
* 12 * a 12

Posto se, prema uslovima zadatka, radi o magicnom kvadratu, zbirovi brojeva u
poslednjoj vrsti i srednjoj koloni treba da budu jednaki, a pri tome imaju zajednicki
sabirak a, mozemo pisati:

3+154+a=++a+12.
Da bi leva i desna strana bile jednake, mora biti

18 =x+12, tj. *=6.

F19. D) 502-(—2). Medu prvih 2008 brojeva imamo 1004 parna i 1004 neparna
broja. U ovom zadatku ucestvuju samo neparni brojevi, medu kojima su znakovi +
i — rasporedeni tako da svaki par, idu¢i redom, vredi —2. Od 1004 neparna broja
formirana su 502 para od kojih svaki vredi —2, pa je konaé¢no resenje 502 - (—2).

F20. D) 20. Oznac¢imo drugi broj sa z. Tada je prvi broj 7z. Razlika izmedu
prvog i drugog je 6x i iznosi 150. Odavde je 6x = 150, tj. x = 25. Prvi broj je
7-25 = 175, pa je Vladin sreéni broj 17525. Zbir cifara Vladinog sreénog broja je
1+7+5+24+5=20.



F21. A) 5. Mozemo razmisljati. na primer, ovako:

AAOO ]
A

AAOO * % %
VYN

AA
AA A * % %
AA
AAAOO 000
e —

AA
AAA - o

3
F22.D) 19. Prema uslovu, 5 devojéica ¢ine ne vise od I ukupnog broja

1 5 11
¢lanova sekcije, pa tada 1 ukupnog broja ¢lanova nije manja od 37 Sto znaci da 1

5 55
ukupnog broja ¢lanova (cela sekcija) nije manje od 5-11 =3 = 18,333... Posto taj

broj mora biti celi, to je najmanji moguéi broj ¢lanova sekcije 19. (Direktno: posto

5 devojcica Cini ne vise od 11 broja ¢lanova sekcije, to cela sekcija ima ¢lanova ne
3
manje od 5 : 1= 18,333. .., a najmanji celi broj koji zadovoljava taj uslov je 19.)

F23. E) 110°. Simetrale unutrasnjeg i spolja-
Snjeg ugla kod jednog temena u svakom trouglu,
grade prav ugao. Kako, osim toga, prema nasim
uslovima, te dve simetrale sa pravom AB grade jed-
nake uglove, znadi da je trougao DEC' jednakokraki
pravougli, pa je <EDC = 45° i, kao spoljasnji ugao
trougla ADC, jednak zbiru dva unutrasnja njemu
nesusedna ugla. Kako je <CAB = 20°, to je <ACD = <DCB = 25° pa je
<ACB = 50° i kona¢no <ABC = 110°.

F24. A) 2,5 cm?. Veliki kvadrat u kojem je smesteno
slovo “T”, prema uslovu zadatka, ima povrsinu 25 - 0,25 =
6,25 (cm?). Povrsina slova “T” sastoji se iz “kvadratica” i
“trougli¢a”. Zadatak ¢emo tacno resiti ako ih pravilno prebro-
jimo i ako uzmemo u obzir da se od svaka 2 trougli¢a moze
sastaviti jedan kvadrati¢. Kvadrati¢a ima 4, a od 12 trougli¢a
moze se formirati jos 6 kvadratica, tako da mozemo smatra-
ti da se slovo “T” sastoji od ukupno 10 kvadrati¢a. Trazena
povrsina je, dakle, 20 trouglica = 10 kvadratica, sto iznosi 10- 0,25 = 2,5 (cm2).

F25. B) 287 g. pre n. e. 2124 75 = 287.




G) 6. razred

1

G1. ) 126, jep je 60 : 5 =602 = 120.

1 1
G2.E) 620,jepje25:%—25-5=25-25—5=625—5=620.

G3. E) 3000, jep je 2-3-5-100 = 3000 (Radi se o brojevima dva, tri, pet i

sto.)
e 2113 |=]|6

G4. A) 8. Popunjena “Sestica” izgleda ovako:

G5.D). +

Slika (A)): Naspram veéeg ugla nalazi se manja | 5 |+ |4 | =] 9
stranica. —

Slika (B)): Naspram jednakih stranica nalaze se —
razli¢iti uglovi. 71t =

Slika (C)): Nije ispunjena nejednakost trougla (odnos stranica).
Slika (D)) Ispunjeni uslovi o duZinama stranica.

Slika (E)): Ako bi naspram jednakih stranica bili jednaki uglovi, onda bi i
treéi ugao bio od 60°, a onda bi to bio jedakostrani¢ni trougao.

G6. C) 50, jer 4 jednaka dela trazenog broja vrede 40, $to znaci da jedan deo
vredi 10, a celi broj 50.

G7.C) 1, jerjelr—y—z|=]-3-2—(—4)|=|-3-2+4]=|-1|=1
G8.E)63,jepjed-4=12, 5-5=25, 7-6=42, 9-7=063.
G9. E) —1. Kako Acin zamisljeni broj treba da ispuni uslov z - + g =2,

x < 01 kako je x # 0, zakljucujemo da je T 1, pa zbog toga mora biti z -z =1,
x

z < 0, a to je u ovom slucaju moguce samo ako je r = —1.

LM,

Duzi: 2-14+8-3+4(10-9) : 2 = 71 Na samoj izlomljenoj liniji ima 2-1+8-3 = 26
duzi, a na delu prave p odredenom tackama A i B ima (10-9) : 2 = 45 duzi, pa je
to ukupno 71 duz.

G11. C) 298. Prema uslovu, trazimo broj z takav da vazi 2012 = 6 - 2 + 224.
Odavde je 6 -z = 2012 — 224, 6 - x = 1788, x = 298. Dakle, 2012 = 298 - 6 4 224.

G12.B) 3,jerje bz +18 =33 = bz =15 =z = 3.




3
G13.E) 3 Ako gornji osenceni trougao premestimo

na novo mesto (kako pokazuje strelica), obojena povrsina

ostala je ista i iznosi 3 od 1 figure, tj. 3 figure.
G14. B) 2. Ako Murka isprazni posudu za 6 minuta, to zna¢i da ona za 1

1
minut pojede 5 hrane iz posude. Na sliéan naéin zakljucujemo da Vicko za 1 minut

pojede G hrane iz posude. Sta ée biti sa hranom iz posude, posle 1 minut, ako oni

1 2 3 1
zajedno jedu? Jasno je da ée za 1 minut biti pojedeno 6 + 6=5" % hrane iz
posude. To kona¢no znaci da ¢e ukupna koli¢ina hrane iz posude nestati posle 2

minuta.

G15. D). Velja je stigao 15 minuta pre Sime. Izra¢unacemo, najpre, koliko je
vremena potrebno Simi da stigne na cilj, a da se usput nigde ne odmara. Posto on
prelazi 100 metara svakog minuta, njemu bi bilo potrebno:

6000 m : 100 m/min = 60 min.

Kako se on usput jos i odmarao 30 minuta, znaci da je na putu proveo ukupno 90
minuta.

Velja je sve vreme hodao, sto znac¢i da mu je do cilja bilo potrebno
6000 m : 80 m/min = 75 min.

Tako dolazimo do odgovora da je Velja stigao ranije, i to ¢itavih 15 minuta.

G16. E) 50, jer se u svakom polju koje se nalazi iznad dva polja iz prethodnog
reda nalazi broj koji predstavlja zbir brojeva koji se nalaze u ta dva polja ispod.

G17. B). Isti je broj belih i broj crnih kockica. Isti je odgovor i za svaku
drugu kocku dimenzije (n x n x n), gde je n parni broj.

G18. D) 30. Zadatak se moze resiti unazad (“skraja”): U korpi nije ostala
nijedna Sljiva kad je princeza treéem momku dala polovinu svih Sljiva koje su se
tada nalazile u korpi i jos tri sljive. To znaci da te tri sljive predstavljaju polovinu,
tj. da je posle drugog momka u korpi ostalo ukupno 6 sljiva. Tih 6 sljiva je ostalo
u korpi kada je drugi momak dobio polovinu onog dela sljiva koje su ostale posle
prvog momka i jos 1 sljivu. Druga polovina je, dakle, umanjena za 1 sljivu. To znaci
da je polovina iznosila 7, a da je u korpi posle prvog momka bilo 14 Sljiva. Taj
broj (14) Sljiva treba sada najpre uvecati za 1, da bi se dobila polovina (za prvog
momka). Polovina je 15, a ukupan broj sljiva u korpi je bio 30.

G19. C) Najmanje 2, najvise 23. Kako plavih klikera ima Sest puta vise nego
crvenih, znaci da plavi i crveni klikeri zajedno predstavljaju 7 jednakih delova (nji-
hov ukupan broj je deljiv sa 7), a kako broj 30 nije deljiv sa 7 znaci da zuti klikeri
predstavljaju dopunu do 30 nekog od brojeva deljivih sa 7 (a koji su manji od 30).
Najmanji takav broj je 2 (jer je 4 -7 = 28), a najveéi 23 (jer je 30 — 23 = 7), itd.



Konac¢no: najmanje 2 (tada je crvenih 4, a plavih 24), najvise 23 (tada je
crvenih 1, a plavih 6).

G20. E) 9. Trazeni broj je jedanaestocifreni broj 11111111100. Naime, da
bi broj bio deljiv sa 36, on treba da bude istovremeno deljiv sa 4 i sa 9. Da bi bio
deljiv sa 9 zbir njegovih cifara treba da bude deljiv sa 9, pa je ovde jasno, zbog
uslova zadatka, da u zapisu toga broja treba da bude 9 jedinica. Da bi broj bio
deljiv sa 4 njegov dvocifreni zavrsetak treba da bude deljiv sa 4. Ovoga puta, zbog
uslova zadatka (u pitanju je najmanji takav broj), dvocifreni zavrsetak ¢ine dve
nule. Dakle, trazeni broj je 11111111 100.

G21. E) 5. Iskoristié¢emo prva tri merenja da uredimo po tezini tri paketa
(uporedujuéi ih redom, po parovima, na primer 1 i 2, 211 3, 1 i 3). Ostao nam
je nerasporeden cetvrti paket. Zato postupamo ovako: na jedan tas stavimo cetvrti
paket, a na drugi tas onaj od paketa koji je ve¢ rasporeden kao srednji (u prethodna
3 merenja). Sta moze biti rezultat tog merenja? MoZe se pokazati da je éetvrti paket
ili laksi ili tezi od srednjeg. U slede¢em, petom merenju, cetvrti paket uporedujemo
sa najlaksim ili najtezim paketom, u zavisnosti od toga Sta je pokazalo Cetvrto
merenje. Dakle, najmanji broj merenja je 5. D

G22. C) 90°. Prema uslovima zadatka trouglovi ABC i
AC'D su jednakokraki, pa uglove oznacimo kao na slici. Zbir uglo-
va trougla BC'D je 180°, pa odatle sledi da je: 2z + 2« = 180°,
odakle je: o +x = 90° = <BCD.

G23. B) 3 dana. Posmatrajmo najpre deo posla koji Aca

1
moze da uradi sam za 1 dan. Jasno je da je to — celog posla. Na

isti nac¢in zakljucujemo da Branko moze sam za 1 dan da uradi

8

1
5 posla. Kad se udruze na tom poslu, onda njih dvojica mogu

1 1 2+3 5 B
za 1 dan da urade 9 + 5= 1+_8 =13 posla. Tako su oni radili

nekoliko dana, a onda je Aca napustio posao. To je bilo bas u trenutku kada je
do kraja ostalo onoliko posla koliko Branko moze da uradi sam za 1 dan. Kao sto

1
znamo, Branko moze da uradi sam za 1 dan G posla. To znaci da su njih dvojica
5 -
radila zajedno sve dok nije bilo zavrseno 5 posla. A to, dalje, znaci da mi JOS treba

5
da odredimo za koje vreme su njih dvojica, radeéi zajedno, uradila G posla.

Ako broj dana koje su njih dvojica provela zajedno na poslu ozna¢imo sa z,
1
onda je x - — + x - = = —, odakle se, reSavanjem jednacine, dobija x = 3, sto znaci
da su Aca i Branko 3 dana radili zajedno.

G24. D) 3. Posmatrajmo najpre datu jednacinu kao zahtev da proizvod dva
izraza bude jednak 0. Kao $to znamo, proizvod je jednak 0, ako je bar jedan od
Cinilaca jednak 0. Kad to zapisemo, u nasem slucaju imamo:

lz4+2/—2=0 ili |z—2/—2=0,



pa se zadatak sveo na reSavanje dve jednacine, znatno jednostavnije nego Sto je
polazna jednacina.

Dalje je: |z 4 2| = 2 ili | — 2| = 2, pa kona¢no, imamo:

r+2=21ilix+2=-2 i r—2=21ilix—2=-2
r=0iliz=—4 H r=4iliz=0

Dakle, data jednacina ima tri reSenja: « € {—4,0,4}.

G25. A) Uvek pobeduje drugi. U ovoj igri uvek pobeduje drugi igraé, jer zbir
svih brojeva koji ostaju na tabli (posle bilo kog poteza, bilo kog igraca) uvek ostaje
paran, tj. nikad neée moci da bude 1, pa prvi igra¢ nikad ne¢e moéi da pobedi!

Skolska takmicenja

H) 5. razred

H1.Kakoje24=1-24=2-12=3-8 =46, zakljuujemo da postoje Cetiri
nepodudarna pravougaonika sa celobrojnim stranicama: a; = 1 ¢cm, b; = 24 cm,
zatim as =2 cm, b = 12 cm, pa ag =3 cm, b3 =8 cm i ag =4 cm, by =6 cm.

H2. Iz datih uslova dobijamo: (a + ) — (a + ) = 180° — 90°, odnosno:
at+vy—a—p=90° pajevy— S =90° Sledi da je « = 30°. Onda je 8 = 60° i
~ = 150°. Dakle, o 4+ 8 + v = 30° + 60° + 150° = 240°.

H3. Ako pri deljenju broja 73 sa k dobijamo ostatak 1, to znaci da je broj 72

deljiv sa k. Slicno zaklju¢imo da su bojevi 90 i 108 takode deljivi sa k. Dakle, & je
NZD za brojeve 72, 90 i 108, a to je k = D(72, 90, 108) = 18.

H4. Kroz teme O ugla a postavimo pravu p 2
paralelnu sa a i b. Tada je, prema slici, @« = ¢1 + 2. @ 407
Pritom je ¢1 = 40° i 2 = 180° — 130° = 50° (uglovi s
paralelnim kracima). Prema tome: a = 40°+50° = 90°. 1) #1 P

H5. Petar bi dobio 60 bodova da je tac¢no resio b \< 2
svih 20 zadataka. Izgubio je 24 boda (to je 60 — 36),

za svaki zadatak koji nije resio po 4 boda. Znaci, nije IN
resio 6 zadataka, a tacno je uradio 14.

I) 5. razred
I1. a) Kako je 5050050 : 50 — 45 = 101001 — 45 = 100956, to je trazeni broj:
100956 — 12 = 100944.
b) 36 - 15 = 540 i 540 : 20 = 27, pa je 36 - 15 = 27 - 20. Sledi da je 36 - 15 od
broja 20 vecée 27 puta.
I2. Prema slici, obojeni deo je unija dva dela. Prvi, gornji je A\(B U (), a
drugi je B\ A. Dakle, trazeni zapis je (A\(B UC)) U (B\A).

13. Izrazimo dati ugao u stepenima: o = 2013’ = 33°33’. TraZeni uglovi su:
a) 90° —33°33' =56°27" i b) 180° — 33°33' = 146°27".



I4. Duzi ima 10: AB, AC, AD, AE, BC, BD, BE, CD, CE i DE. Trouglova
ima 9: ABD, ABE, ACD, ACE, BCD, BCE, ADE, BDE i CDE.

I5. Prema slici vidimo da su sve male kocke, koje sadrze
deo ivice velike kocke, obojene sa 2 ili sa 3 strane. Jednu obojenu ————
stranu mogu imati samo one male kocke koje ne sadrze delove
ivice velike, kao $to je na slici oznaceno crvenim ivicama. Ovakvih
kockica je ukupno 6, pa postoji na svakoj strani po jedna takva.
To je moguce samo ako je ivica velike kocke 3 cm, kao na slici.
Sada znamo odgovore na postavljena pitanja.

a) Povrsina velike kocke je P = 6 - 3% = 54 cm®.

b) Samo jedna, centralna kockica, nema obojenih strana.

J) 6. razred

J1. Izra¢unamo z = —6, pajey =5. Onda je |z — 1| — |y —2| = | -6 — 1] —
5-2/=7—3=4d.

J2. Broj je deljiv sa 15, ako je deljiv sa 3 i sa 5. Zadati broj je deljiv sa 5, ako
je b=0ili b = 5. Biée deljiv i sa 3 ako mu je zbir cifara deljiv sa 3. Za b = 0 zbir
cifara je: 24+0+14a+3+0 = 6+a. Dakle, a € {0, 3, 6, 9} za b= 0. Ako je b =5,
onda imamo: 2+ 0+4+1+a+3+5=11+a, paje a € {1, 4, 7}. Ima 6 reSenja za
par (a, b). To su: (3, 0), (6, 0), (9, 0), (1, 5), (4, 5) i (7, 5). Par (0, 0) nije reSenje,
jer po uslovu a # b.

J3. Na slici vidimo da je <((s3,s4) = % +

% = % = ﬂ = 20°. Sli¢no nalazimo:
o o o o
Usz.85) = 5 + s tout 5 = (72+73) +

(€%} Qg Oy Qs o o o o

(B+5)+ (5 +5) =20°+20°+ 20° = 60

J4. Rasporedimo elemente skupa A od naj-

manjeg do najveceg: A = {—il, —z, —§, g, §, §}
37 8 45474

Zbir prva cetiri je najmanji, a zbir poslednja Cetiri najvedi.

4 7 3 2 307 3.2 3 5 33
a) —=+|—s)+|—)+z=—-—7%3 b)—F+ -+ +-=—.

S1

3 8 4 5 120’ 4 5 4 4 20

J5. Bududi da je 2013 = 3-11-61 = 1-3-11-61, u skupu celih brojeva imamo
kombinacije: 2013 = 1-2013 = —1-(—2013) =3-671 = =3 - (—671) = 11183 =
—11-(—183) =33-61 = —33 - (—61), a to je 8 kombinacija.

K) 6. razred

K1. Negativno resenje jednacine je x = —2008. Dati izraz jednak je —4x, pa
je njegova vrednost: —4 - (—2008) = 8032.



K2. Simetrale s; i so uglova a i 8 seku se u
tacki O. U trouglu ABO ugao ¢ = 180° — 124° = 56°

predstavlja spoljasnji ugao, pa je ¢ = @ + é, odnosno

2 2

56° = , Sledi da je a+ 8 = 112°, pa je trazeni -
ugao: v = 180° — (o + ) = 68°. h 2 >

K3. Na osnovu nejednakosti trougla je: 7—5 < x < 7+5, odakle je 2 < z < 12.
Dakle, = € {3,4,5,6,7,8,9,10,11}. Ako je z > ¢ > b, t.j. ako je x € {8,9,10,11},
onda je f < v < a. Ako je x =5 cm, onda je a = b < ¢, pa je a = < «. Ako je
x=T7cm,ondajea=c>b,pajea=v>p Akojex =6 cm,ondajeb<z <c,
pa je B < a < 7. Konacno, ako je x = 3 cm ili = 4 cm, onda je x < b < ¢, pa je
a < f <.

a+p 124°

D P C

K4. Trazimo razlomak —g, n € N, takav da

53 1< 33 Dovedimo razlomke na NZS

24 23 20 J
i dobijemo 93 < _20 o odakle sledi da je % S

92 ~ 92’
—24 < —23n < —20. Ovo je moguée samo za n = 1. 19)
Trazeni razlomak je I Q N
K5. Simetrala s dijagonale AC nacrta- R _gﬁ
nog pravougaonika ABCD sece izlomljenu liniju
MNQ@P u trazenim tackama R, O i S.
Opstinska takmicenja A M B

L) 5. razred
L1. Opisani skupovi slova su: M = {m, a, t, e, i, k} i T = {t, a, k, m, 1,
é,e,njt,paje MNT = {m,a,t,e, i, k} = M (jer je M C T). Skup od 6

elemenata ima — = 15 dvoclanih podskupova.

L2. Kako je 2001 = 3-23-29, dovodenjem imenilaca na NSZ, data dvostruka

. .. . 138 5z 261 .. _
nejednakost dobija oblik: 2001 < 5001 < 2001" Odavde dobijamo uslov: 138 <

5z < 261. Sledi da je 5z € {140, 145, 150,...,260}. Dakle, 2 € {28, 29, 30,...,52}.
Prirodni broj x moze uzimati 25 razli¢itih vrednosti.

L3. Zbir 2p+3q je parni broj, pa mora biti ¢ = 2, C n
jer je 2 jedini paran prosti broj. Onda je 2p + 6 = 100, o 3
odnosno 2p = 94, pa je p = 47. Resenja su: p = 47 i
q=2.
46°
L4. Na slici vidimo dva ugla oznacena zelenom 4 B
bojom, koji su jednaki kao uglovi sa paralelnim kraci-

ma. Trazeni ugao je: <ACB =~ = 180° — 38° — 46° = 180° — 84° = 96°.




L5. Jelena je platila treéinu od ukupne koli¢ine ¢okolade, Sto znadi da je
ukupna vrednost cokolada 240 dinara. Dakle, jedna cokolada staje 30 dinara. Marija
je ulozila 3-30 = 90 dinara, a pojela je cokolade za 80 dinara. Njoj pripada 10 dinara,
a Petru 70 dinara, od 80 dinara koliko je platila Jelena.

LJ) 5. razred

LJ1. Kako je 4-2010 = 8040, a 5-2010— 10050, sledi da je najmanji petocifreni
broj deljiv sa 2010 upravo 10050. Sli¢no, iz 49 - 2010 = 98490 i 50 - 2010 = 100500
zaklju¢ujemo da je 98490 najveéi petocifreni broj deljiv sa 2010.

61
LJ2. Unakrsnim mnozenjem ——> dobijamo 9089 < 10050, pa je 2010 <

2010 149 61 305 5 309
(Mogli smo brojioce razlomaka dovesti na NZS, —— = —— i =

149 2010 10050 = 149 9089’

pa onda izvrsiti poredenje datih razlomaka.)

LJ3. Dopisivanjem cifre x dobijamo broj x2009z. Da bude deljiv sa 12, on
mora biti deljiv sa 4 i sa 3. Sa 4 je deljiv ako mu je dvocifreni zavrsetak 9z ili 92
ili 96, t.j. ako je x = 2 ili # = 6. Tada imamo dve moguc¢nosti: 220092 ili 620096.
Drugi broj nije deljiv sa 3, a prvi jeste, jer je 24+ 2+ 0+ 0+ 9+ 2 = 15 deljivo sa
3. Trazeni broj je 220092.

LJ4. Skupovi Sy, Sa,S3, ..., S sadrze prvih 45 prirodnih brojeva (jer je 1+
243+ +9=45). Dakle, S1o = {46,47,48, ..., 54,55}. Trazeni zbir je 46 + 47 +
48 4+ -+ + 54 4+ 55 = 505.

LJ5. U 8 casova ugao izmedu kazaljki 120°. Za 10 minuta velika kazaljka
uveca ovaj ugao za 60°. Mala kazaljka je 12 puta sporija od velike i za 10 minuta
pomeri se za 5° i za toliko smanji ugao. Dakle, u 8 ¢asova i 10 minuta ugao izmedu
kazaljki bice 120° + 60° — 5° = 175°.

M) 6. razred

M1. Dati izraz imace vrednost veéu od 1 ako je 0 < —5x + 10 < 20, pa celi
broj x moze imati vrednosti: —1, 0, 1.

M2. a) Odgovarajuéi unutrasnji ugao je 180° — 121° = 59°, dakle, oStar je.
Onda on mozZe biti na osnovici ili kod vrha. Tada imamo dva reSenja: 59°, 59° i 62°,
ili 59°, 60°30’ 1 60°30’. D c

b) Odgovarajuéi unutrasnji ugao je tup: 180° — 65° =
115°, pa on ne moze biti na osnovici (ne moze trougao ima- M
ti dva tupa ugla). Tada su unutrasnji uglovi 115°, 32°30" i
32°30".

M3. Trougao CDM je jednakokraki, jer je CM =
DM. Onda je <MCD = <CDM, pa su jednaki i njihovi
komplementi: <BCM = <ADM. Sada trouglovi BCM i 4
ADM imaju jednake po dve stranice: BC = AD (stranice kvadrata) i CM = DM
(po uslovu), kao i zahvadeni ugao. Po stavu SUS trouglovi BCM i ADM su podu-
darni, pa je <CBM = <DAM.




M4. Ako je lopta pustena sa visine  metara, ona je u prvom odskoku dostigla

2 2 (2
visinu od gx centimetara. U drugom odskoku dostigla je 5 <ga?> centimetara, a

2 (2 (2 8
u tre¢em 5 (5 . (51')) centimetara. Onda je prema uslovu: 1—251: = 32. Odavde

je x = 500 centimetara. Visina prvog odskoka je 5 500 cm = 200 cm, a drugog

2
— 200 cm = 80 cm. U momentu kada je lopta cetvrti put dodirnula zemlju, ona je
presla put duzine: 500 4+ 2 - 200 4 2 - 80 + 2 - 32, odnosno 1124 centimetara.

M5. Rastavljanjem na proste ¢inioce dobijamo 2002 =2-7-11-13=1-2-7-

11-13. Jedina moguénost za jednocifreni broj je broj 1. Imamo slede¢e moguénosti:
2002=1-14-143=1-11-182=1-13-154.

N) 6. razred

N1. a) Da bi broj bio deljiv sa 5, poslednja cifra mora biti 0 ili 5 (2 mogué-
nosti). Cifre se mogu ponavljati, pa za prvu cifru imamo 9 moguénosti (0 ne moze
biti prva cifra), za drugu i tre¢u po 10 moguc¢nosti. Ukupno ima 9-10-10-2 = 1800
trazenih ¢etvorocifrenih brojeva.

b) Ako je poslednja cifra 0, onda imamo 9-8-7-1 = 504 takvih brojeva. Ako
je poslednja cifra 5, takvih brojeva je 8 -8 -7 -1 = 448. Prema tome, ima ukupno
952 cetvorocifrenih brojeva koji su deljivi sa 5 i imaju sve cifre razlicite.

N2. Dati trougao poznat je kao polovina jednakostrani¢nog trougla. Njegova
hipotenuza dva puta je duza od manje katete. U datom sluc¢aju hipotenuza je ¢ =
2-9cm = 18 cm. Sem toga, teziSna linija koja odgovara hipotenuzi jednaka je
polovini hipotenuze: t. = 9 cm.

a) Ortocentar pravouglog trougla je teme pravog ugla, pa je traZeno rastojanje
2
CT = §tc =6 cm. (Sa T oznadili smo teziste.)
b) Kod pravouglog trougla centar opisanog kruga je srediste S hipotenuze.

Trazeno rastojanje je ST = gtc =3 cm.

N3. Dati ugao od 126° je spoljasnji ugao tro-
ugla BDH (vidi sliku), pa je 126° = 90° + <DBH.
Odavde je <DBH = 36°. Sada uo¢imo pravou-
gli trougao BCE. Iz njega nalazimo: v = 180° —
90° — 36° = 54°. Bududi da je zadat ugao a = 80°,
nalazimo da je treéi ugao u trouglu ABC ugao B
8 = 180° — 80° — 54° = 46°. Najmanjem uglu odgo-
vara najmanja stranica b, a najve¢em uglu a odgovara najveca stranica a.

N4. Luka je ukucao broj 4ab4. Prema uslovu je 4abd = 54 - ab. Pritom je
4ab4 = 4004 + 10 - ab, pa imamo jednacinu: 4004 + 10ab = 54 - ab, odakle je 44ab =
4004. Trazeni broj je ab = 4004 : 44 = 91.



N5. Podelimo dati kvadrat na manje kvadrate stranice 1 cm. Manjih kvadrata
ima 44 -44 = 1936. Kada po datom kvadratu na proizvoljni nacin rasporedimo 2013
tacaka, po Dirihleovom principu, u nekom od malih kvadrata bi¢e bar dve tacke.

Okruzna takmicenja
O) 5. razred

O1. Ako broj koji je Joca zamislio oznacimo sa z, dobidemo jednacinu
4,5-x— 12,3 =5,7. Odavde je x = 4.

02. Ako preostalom delu kanapa dodamo 0,5 m, imaé¢emo polovinu manjeg
dela dobijenog posle prvog presecanja. To je komad kanapa duzine 2-2 m = 4 m.
Ovaj komad je za 0,5 m kraéi od polovine duzine datog kanapa. Dakle, polovina
pocetne duzine kanapa je 4,5 m, pa je pocetna duzina kanapa bila 9 metara.

03. Trazeni broj mora biti deljiv sa 4 (dvocifreni zavrSetak je deljiv sa 4),
a zbir njegovoih cifara bi¢e deljiv sa 9. Najmanji zbir sedam razli¢itih cifara je:
0+1+4+2+3+4+5+6 = 21, pa ¢e najmanji zbir deljiv sa 9 biti 27. Najmanji takav broj
je 1023xxx. Moguce je da poslednje tri cifre budu: 84+-7+6 = 9+7+5 = 9+8+4 = 21.
Drvocifreni zavrsetak deljiv sa 4 imamo samo u slucajevima: 68, 76, 48 i 84. Najmanji
broj dobijamo u slucaju 768, pa je trazeni sedmocifreni broj 1023768.

O4. Centar kruznice ki, koja dodiruje prave p i AB, pripada simetrali s;
ugla kojeg odreduju prave p i AB. Centar kruznice ks, koja prolazi kroz tacke A i
B pripada simetrali sy duzi AB. Dakle, konstruiSemo simetrale s; i so, kao $to se
vidi na slici. One se seku u tacki S, zajednickom centru kruznica ky i k. Normala
SP iz S na p predstavlja polupreénik kruznice k.

0O5. Jedno od moguéih reSenja je zvezdasti sedmougao, prikazan na slici
desno.

P) 5. razred

. N 1y | [4 Yy . 5
Pl.KakO]e2,5—§,blC61. (g—l-E) =1: (1_O+E> —1.1—0—2.
P2. Najvise “simpaticnih” tacaka bide ako se kruznice seku (dve tacke) i svaka
prava sece obe kruznice i obe preostale prave (Sest tacaka). Tada dobijamo najvise



“simpaticnih” tacaka, ukupno 17, kao sto je prikazano na slici levo.

T 6—x

P3. Rastavljanjem na proste ¢inioce dobijamo 2310 =2-3-5-7- 11, ukupno
pet prostih ¢inilaca. Trazenih brojeva ima 10. Tosu 2-3=6,2-5=10,2-7 = 14,
2:11=22,3-5=15,3-7=21,3-11=33,5-7=35,5-11=55,17-11=T77.
P4. Pravom p dve stranice su podeljene na delove duzina z i (6 — z), kao
Sto je prikazano na slici gore. Prema uslovu, za obime dvaju pravougaonika imamo
7
jednakost: (2z + 12) +5 = 2(6 — x) + 12. Odavde je z = T Povrsina manjeg
A 17 51 9

pravougaonika je P, =6 - 1= cm?, a povrsina veéeg je Py =6 - i) cm”.

1 1
P5. Ako 3 kg srebra i 3 kg zlata staje 750000, onda ée 6 puta veée kolicine,
t.j. 3 kg srebra i 2 kg zlata stajati 6 - 750000. t.j. 4500000 dinara. Ako je 1 kg

1

srebra i 3 kg zlata staje 1250000 dinara, onda ¢e tri puta vece kolicine, t.j. 3 kg
3

srebra i 5 kg zlata stajati 3 - 1250000, t.j. 3750000 dinara. Ako od 3 kg srebra

3 1
i 2 kg zlata oduzmemo 3 kg srebra i — kg zlata, dobi¢emo 3 kg zlata, koje staje

(4500000 — 3750000) dinara, t.j. 750000 dinara. Onda 1 kg zlata staje 1500000
dinara. Sada lako izracunamo da 1 kg srebra staje 500000 dinara. Dakle, za 1 kg
srebra i 2 kg zlata Zlatko je platio 3500000 dinara.

Q) 6. razred

Q1. Uslov |z| < 3 zadovoljavaju celi brojevi: —2, —1, 0, 1 i 2. Smenjujudi
redom ove vrednosti za x u drugi uslov, utvrdimo da je uslov ispunjen samo za
r=1izaxz=2.

Q2. Zbog AE = AH, trougao AFEH je jednakokra-
ki, pa je njegova visina AK na osnovicu ujedno i simetrala D G C
ugla EAH. Trougao ABD takode je jednakokraki i njegova
visina iz A je simetrala ugla BAD. Dakle, to je prava AK, H
pa je AK normalno na EH ina BD. Sledi da je EH para-
lelno dijagonali BD datog romba (slika). Sliéno se dokaze 4
da je i F'G paralleno sa BD, a FF i GH su paralelne sa
dijagonalom AC. Dakle, FFGH je paralelogram, pa kako A E B
su dijagonale romba normalne medusobno, sledi da je EFGH pravougaonik.



Q3. Iz date jednakosti vidimo da je 7r < 47, pajer =2ilir =3 ilir = 5.
Ako je r = 2, dobijamo: p 4+ 5q = 33, pa je obavezno p ili ¢ paran broj, t.j. p = 2
ili ¢ = 2. Proverom utvrdimo da je ¢ = 2, pa je p = 23. Ako je r = 3, onda je
p+5q = 26, $to je moguée samo za p = 111 g = 3. Ako je r = 5, tada je p+5q = 12,
Sto je mogucée samo za p = 2 i ¢ = 2. Imamo tri resenja: p = 23, ¢ = 2, r = 2 ili
p=11,¢q=3,r=3ilip=2,9q=2,r=5.

z 11 210z .z 11 280x
4. Uotimo daje — : —— = =2 2, = 200
Q4. Uotimo da je - 575 = 9 =10 555 = 77

i
znakova jednakosti celi brojevi. Razlomak — bi¢e najmanji ako je x najmanji, a y

, pri ¢emu su izrazi iza

najveéi broj. Da bi zadati koli¢nici bili celi brojevi x mora biti deljiv sa 11, pa je

upravo x = 11. Iz istih razloga y mora biti delilac brojeva 210 i 270, i to najvedi.

i1
Onda je y = D(210, 280), a to je y = 70. TraZeni najmanji razlomak je — = =
y

A

k1(A,6 cm)

la
A, C B\ H Ay C

B H

Q5. Na slici gore levo vidimo da zadata visina h, i tezisna linija ¢, odreduju
pravougli trougao AH A1, koji se moze odmah konstruisati. Kad odredimo teziste

2
T, tako da je AT =4 cm = §ta, onda na pravoj A; H mozemo konstruisati teme B,

2
jerjeTB =6 cm = §tb. Konacno je BA; = A;C. Konstrukciju, prema prethodnom

opisu, vidimo na slici gore desno. (Po¢injemo od tacke H i visine h, = AH =4 cm.)

R) 6. razred

R1. Zbir na levoj strani jednakosti je neparan, pa mora biti p = 2, ili ¢ = 2.
Ako je p = 2, onda je 497¢® = 2009, pa ¢ nije celi broj. Ako je ¢ = 2, dobijamo
jednakost p* = 25, pa je p = 5. Dakle: p = 51 ¢ = 2.

R2. Broj zyzyz deljiv je sa 3, pa je njegov zbir cifara 3z + 2y takode deljiv
sa 3. Zbog toga je y deljivo sa 3. Dakle, y € {3,6,9}. Broj yzyzyzy deljiv je sa 18,
pa mora biti paran. To je moguce samo ako je y = 6. Broj yTyzyxy mora biti deljiv
sa 9, pa mu je zbir cifara 4y + 3z = 24+ 3z deljiv sa 9. To je ispunjeno ako je © = 1,
fliz=4iliz=7(ay=6).

R3. Data stranica BC = a = 5 cm predstavlja tetivu opisane kruZnice i
moze se konstruisati kad je data kruznica. Na sledecoj slici levo vidimo konstrukeiju
trougla ABC'. Najpre je konstruisana kruznica k i na njoj tetiva BC = a = 5 cm.
Zatim je konstruisan ugao S = 45° sa temenom B. Presek kraka i kruznice je trece
teme A trazenog trougla.



A E\ B

3 1-—
R4. Data dvostruka nejednakost mozZe se napisati u obliku: 1 > v

2
1—
> w > 2 Odavde dobijamo da
8
jer 8 < 3(1—x) <18, 1ili 3 < 1—x < 6. Trazi se reSenje u skupu celih brojeva, pa je
2 <1—2z < 6. Odavde dobijamo da je (1—x) € {3, 4, 5}, paje z = —2,ili 2 = —3,
ili x = —4.

>4
3

1
Dovedimo imenioce na NZS. Dobijemo: ES

R5. Neka je E presecna tacka simetrale s i stranice AB, takva da je BE =
BC. Onda je trougao BC'E pravougli jednakokraki, pa je <BEC = 45°. Tacka FE je
na simetrali duzi AC, pa je ACFE jednakokraki trougao i <CAE = <ACE. Kako je

1
<IBEC = 45° spoljasnji ugao trougla ACFE, zaklju¢ujemo da je <CAFE = 3 -45° =

22°30". I trougao ABO je jednakokraki (AO i BO polovine jednakih dijagnala), pa je
<ABO = <BAO = 22°30’. Trazeni ugao izmedu dijagonala, na slici gore oznaden
sa ¢, predstavlja spoljasnji ugao trougla ABO, pa je ¢ = <OAB + <OBA =
22°30" 4+ 22°30" = 45°.

Drzavna takmicenja u Srbiji
S) 6. razred

S1. Rastavljanjem na proste ¢inioce dobijamo: 2010 = 2-3 -5 - 67. Zbir s + ¢
ne moze biti 2 ili 3. Takode, (s + t) ne moze biti 67 jer 2 4+ 65 ne zadovoljava
uslov da su s it prosti brojevi, a ako prosti broj 2 zamenimo nekim drugim pro-
stim brojem, onda s + ¢ moze biti samo parni broj, a ne 67. Dakle, s +t = 5,
pajes =2t =31iis =3t =2 Ondasup,qr € {23,67}. Mozemo ih
izabrati na Sest nadina. Kako za (s + t) imamo dve kombinacije, to imamo 12
reSenja: (2,3,67,2,3), (2,3,67,3,2), (2,67,3,2,3), (2,67,3,3,2), (3,2,67,2,3), (3,2,67,3,2),
(3,67,2,2,3), (3,67,2,3,2), (67,2,3,2,3), (67,2,3,3,2), (67,3,2,2,3), (67,3,2,3,2).

S2. Pretpostavimo da je moguée da se C

duzi AM i BK polove, i neka je S njihovo zajed-

nicko srediste. Onda je cetvorougao ABMK

paralelogram (dijagonale se polove), pa je AK K
paralelno sa BM . To nije moguce, jer prave AK

i BM sadrze stranice AC' i BC' trougla ABC. S
Dakle, pretpostavka da se duzi AM i BK polo-
ve, pogresna je. A B




S3. Oznacdimo traZene brojeve sa a, b, ¢, d i e, kao na slici levo. Tada je
a+b=1,b+4c= 2, odnosno b = 2 — ¢. Zamenimo b u prvoj jednakosti sa 2 — ¢
i dobijemo: a + 2 — ¢ = 1. Dalje, iz ¢ + d = 3, dobijamo: ¢ = 3 — d. Zamenimo
¢ u prethodnoj jednakosti: a + 2 — (3 — d) = 1. Odavde je a + 2 — 3 +d = 1,
odnosno a+d=2. Kakojed+e=4ie4+a=05,odnosnod=4—eie=>5—a,
bice d = 4 — (5 — a), t.j. d = a — 1. Zamenom u jednakost a + d = 2, dobijamo

3 1
a+a—1=2, odnosno 2a = 3, pa je a = —. Sada lako nalazimo: b = 1 — a= 5
1
zatim ¢ = 2 — ::§,d:7ie:z.
2 2 2
By
D
@) F O,
g C
C 1
B
E D,

S4. Neka su O i O; presecne tacke dijagonala datih rombova i E sredi-
ste duzi BD1, kao Sto je oznaceno na slici gore. Dokazimo da tacka A pripada
duzi OO;. Dijagonale romba polove unutra$nje uglove, pa je <OAD = <OAB
i <01AB; = <01AD;. Kako je (po uslovu) <DAB; = <BAD; bi¢e <OAD +

<DAB; + <O1AB1 = <OAB + <«<BAD; + <O1AD; = 360 = 180°. Otuda sledi

da je A tacka duzi OO;. Konstruisemo tacku F' na duzi OOq, tako da je <EFO
prav. Dijagonale romba su normalne medusubno, pa su BO, D107 i EF normalne
na OO, pa su paralelne medu sobom. Onda je OB D,0; pravougli trapez, pa, kako
je E srediste kraka BD; duz EF biCe srednja linija ovog trapeza. Zbog toga je
F srediste duzi OO+, pa su pravougli trouglovi OEF i O1 EF podudarni po stavu
SUS. Otuda sledi da je OF = O1 E, pa je trougao OO E jednakokraki, Sto se i tvrdi.

S5. Pretpostavimo da su na takmicenju ucenici iz najviSe 44 grada i da iz
svakog grada ima najvise 44 ucenika. To je ukupno 1936 ucenika. Na takmicenju je
bilo vise od 1936 ucesnika, pa ako pretpostavimo da je neko od preostalih takmicara
iz nekog od datih gradova, on bi bio 45. takmicar iz tog grada. Ako je on iz nekog
drugog od ponudenih gradova, to bi bio 45. grad odakle ima takmicara, pa vazi
tvrdenje zadatka.

T) 6.razred

T1. Ako je broj deljiv sa 5, sa 7 i sa 11, onda je on deljiv sa 5-7-11, odnosno
sa 385. Ako broj 7002000 podelimo sa 385, dobi¢emo ostatak deljenja broj 5. Dakle,
broj 7002380 deljiv je sa 385. Onda je i broj 7002380 + 385 = 7002765 deljiv sa
385. Broj 7002765 + 385 = 7003150 jeste deljiv sa 385, ali ne pocinje ciframa 7002.
Dakle, resenja su: 7002380 i 7002765.



T2. Prema slici levo jasno je da mozemo odmah konstruisati pravougli trou-
gao BDD'. (Prvo konstruiSemo pravi ugao sa temenom D', pa duz D'D = 3 cm.
Kruznica k(D, 4 ecm) seCe drugi krak pravog ugla u tacki B.) Srediste S hipoten-
nuze BD je zajednicko srediste dijagonala AC' i BD. Onda, prvo odredimo tacku
A (presek kruznice K1(S, 3 cm) i prave BD', itd.

D C A S
C
S D
N
A D’ B A B B

T'3. Na testiranju je uéestvovalo 30 decaka i 270 devojéica. Svi ucenici ukupno
su osvojili 300- 84, odnosno 25200 bodova, dok su devojcice osvojile ukupno 270- 83,
odnosno 22410 bodova. Sledi da su decaci osvojili ukupno 2790 bodova. Kako je
ucestvovalo 30 decaka, svaki od njih osvojio je po 93 boda.

T'4. Neka je D podnozje normale iz B; na BC. Tada su jednaki uglovi A;C;C
i C1B1 D (sa normalnim kracima). Bududi da je A;C; = B;C1, na osnovu stava USU
podudarni su trouglovi A;C1C i C1B1D. Zbog toga je A;C = C1D i CCy = B1D.
Medutim, u trouglu BB; D uglovi kod temena B i B; su po 45°, pa je B1D = BD.
Otuda zakljuc¢ujemo da je CC7; = BD. U jednakokrakom trouglu ABC' je AC' = BC,
odnosno: AA; + A1C = CC1 + CyD + BD, pa, zbog A;C = C D, zaklju¢ujemo da
je AA; = CC1 4+ BD. Medutim, BD = C(C i konac¢no je AA; = 2 - CCy, sto se i
tvrdi.

T'5. Prosti brojevi se mogu zavrsavati cifrom 1, 2, 3, 5, 7 ili 9. Kako se od
prostih brojeva cifrom 2 zavrsava samo broj 2, a cifrom 5 samo broj 5, to se bar
2005 od datih prostih brojeva zavrsavaju nekom od cifara 1, 3, 7 ili 9. Kako imamo
bar 2005 brojeva i 4 moguénosti za cifru kojom se zavrsavaju ti brojevi, a 2005 =
4 - 501 + 1, po Dirihleovom principu bar 502 od tih brojeva zavrsavaju se istom
cifrom.

Republicka takmicenja u Jugoslaviji
U) 6. razred

Ul. Broj jabuka koje prodaje Goca deljiv je sa 3, ali toliko jabuka ima i
Nina, pa taj broj mora biti deljiv i sa 2. Taj broj mora biti deljiv i sa 5, zbog uslova
prodaje kad sastave obe koli¢ine. Kako je NZS za 2, 3 i 5 broj 30, zaklju¢ujemo da
su Goca i Nina prodavale po 30k jabuka. Pri prodaji 3 jabuke za 1 dinar, Goca bi
zaradila 10k dinara, dok bi Nina zaradila 15k dinara. Ukupna zarada bila bi 25k
dinara. Ako bi sastavile obe gomile, imale bi 60k jabuka, i pri prodaji 5 jabuka za
2 dinara zaradile bi (60k : 5) - 2 = 24k dinara. Onda je 25k = 24k + 4, pa je k = 4.
Prema tome Goca i Nina su imale po 30k = 120 jabuka.



9 3
U2. Ako Peda stazu pretréi za 24 minuta, onda on za 9 minuta pretréi— = —

24 8
5
staze. Dakle, za to isto vreme Dejan pretréi — staze. Ako trcée u istom smeru, to
5 3 1
znaci da za svakih 9 minuta Dejan pobegne Pedi za — — — = — duzine staze. Onda

ée za celi krug pobedi i sustiéi ga za 4 - 9 = 36 minuta. Za 36 minuta Peda pretrci
jedan i po krug, a Dejan dva i po kruga. Dakle, u pocetnoj tacki nac¢i ¢e se ponovo
posle 72 minuta, kada Peda pretrci 3, a Dejan 5 krugova.

U3. Neka je E srediste duzi M K. Trougao AM K je pravougli sa hipotenuzom

MK. Duz AFE je hipotenuzina tezisna linija, pa je jednaka polovini hipotenuze:
1

AE = EK = EM i AE = AC, jer je po uslovu AC = §KM Oznacimo sa
¢ ugao BCK. Onda je <AKC = <BCK = ¢, jer su prave p i BC paralelne. U
jednakokrakom trouglu AEK je p = <AKE = <FAK. Ugao <AEC je spoljasnji za
trougao AEK , pa je <AEC = 2¢p. Medutim, trougao ACFE je takode jednakokraki,
jer je AE = AC, pa je i <ACE = 2¢p. Konacno je <ACB = <ACFE + <BCK =
204+ ¢ =3¢ =3 - <KCB, sto se i tvrdilo.

F e,
P A K N
R ML & N
9 Sy Yo \/ 5
M A
& B A B

U4. Neka su s1, s2, s3 1 s4 simetrale spoljasnjih uglova trapeza ABCD, kao
Sto je prikazano na slici desno. Tacka M je na simetrali s; spoljasnjeg ugla kod
temena A, pa je jednako udaljena od pravih AB i AD, t.j. ME = MG. Tacka M
je i na simetrali s, spoljasnjeg ugla kod temena D, pa je i MG = MF. Dakle,
MFE = MF, pa tacka M pripada pravoj koja polovi krake i sadrzi srednju liniju
trapeza. Slicno se dokaze da ovoj pravoj pripada i tacka N. Trougao ADM je
pravougli, jer simetrale s; i s4 polove dva suplementna ugla, pa se seku pod pravim
uglom. Neka su P i Q sredista krakova AD i BC. Tada je M P tezi$na linija koja

1 1
odgovara hipotenuzi AD, pa je MP = aAD. Slicno se dokaze i da je NQ = §BC’.
1
Kako je PQ srednja linija i PQ = §(AB + CD) zakljucujemo da je MN = M P +

1
PQ+ QN = i(AB + BC + CD + DA), a to je polovina obima trapeza. Prema
tome, obim trapeza je O =2 - MN = 2-999 = 1998 cm.

US5. Neka je Mile prodao x kilograma pasulja. Ukupan prihod je 8z. Troskovi
su: porez koji iznosi 0.23 - 8z = 1.84x, zatim nabavka pasulja po ceni od 5 dinara,
za koji je pla¢eno (z — 163) -5 = 5z — 815 dinara i nabavka skupljeg pasulja za koji
je pladeno 163 - 10 = 1630 dinara. Dakle, 82 — 1.842 — (5z — 815) — 1630 = 1998,
odakle se dobija = = 2415 kg.



V) 6. razred

V1. Ako je u obe sveske bilo po z listova, onda je z + % = 26. Odavde je

x = 72. U obe sveske bilo je ukupno 144 lista, pa se taj broj smanjio za 26 : 144 =
0,18 = 18% priblizno.

V2. Pravougli trouglovi ABM i ADN podudarni su po stavu USU (BM =
DN i jednaki unutrasnji uglovi), pa je AB = AD. Onda su podudarni i pravougli
trouglovi ABC i ADC, po stavu SSU, slika levo. Iz te podudarnosti sledi da je
BC = DC. Kako je jos i AB = AD, zakljucujemo da su tacke A i C' na simetrali
duzi BD. Zbog toga je ugao izmedu dijagonala AC i BD prav.

V3. Neka je 2 = abc. Tada je x = 100a + 10b + c. Prema datom uslovu
vazi: abc + acb + bac + bea + cab + cba = 3 - @Gaa. Odavde dobijamo jednakost:
222(a+b+c) = 3-a-111, odnosno a = 2(b+c), $to daje Cetiri reSenja: a = 6, b = 2,
c=1lLilia=6,b=1,c=2,llia=8,b=3,c=1,ilia=8 b=1,c=3.

V4. Poluprava Bs polovi ugao ABA;. Pravougli trouglovi ABP i A; BP ima-
ju zajednicku katetu BP i jednake nalegle uglove, pa su podudarni po stavu USU,
slika desno. Zbog toga je AB = A1 B, pa je stranica BC' trougla ABC' dva puta duza
od stranice AB. Prema uslovu zadatka duzine stranica su 1 ecm, 2 ¢cm i 3 cm ili 2

cm, 3 cm i 4 cm. Kako je 142 = 3, prva moguénost otpada. Resenje je AB = 2 cm,
AC =3 cmi BC =4 cm.

V5. Svakim uveéanjem dva broja za (14 1) = 2 ne menja se parnost zbira
pocCetnih 222 prirodna broja. Kako je 1+2+34--- 42214222 = (1 +222)+ (2+
221) + -+ + (111 4+ 112) = 111 - 223 neparan broj, zbir svih brojeva posle svakog
koraka bice neparan broj. Ako bismo dobili 222 jednaka broja, njihov zbir bi bio
parni broj, a znamo da mora biti neparan. Dakle, na ovaj nacin nikad ne mozemo
dobiti sve jednake brojeve.

Savezna takmicenja u Jugoslaviji

X) 6. razred

12003 52003

X1. Poslednja cifra stepena je 1, poslednja cifra stepena jebi
stepena 6209 je 6. Stepen 4" za mneparni izlozilac, kao $to je 2003, zavrava se

cifrom 4, a sli¢no, stepen 92°% zavrsava se cifrom 9.

Poslednja cifra stepena 2" ponavlja se periodi¢no po sledeéem redosledu: 2, 4,
8,6, 2, 4, 8, 6, ..Svaka Cetvrta je 6. Tako je 2200 = .. .6, pa je 22098 = ... 8. Sli¢no,



stepeni 3" imaju poslednju cifru redom: 3, 9, 7, 1, pa je 329 = ... 7. Prema tome,

poslednja cifra datog zbira dobija se iz: 1+8+7+4 45+ 6+ 9 = 40 pa je to cifra
0. Dakle, ovaj zbir deljiv je sa 10.

1
X2. U primeru C na strani 65. dokazali smo da je to +tp +1t. > §(a+b—|—c),

a u primeru D da je 2t, < ¢+ b. Sli¢no se dokazuje da je 2t, < a+ci2t. <a+b.
Sabiranjem ove tri nejednakosti dobijamo 2(t, + t» + t.) < 2(a + b + ¢), odnosno
te +tp +tc < a+ b+ c, Sto sei tvrdi.

c
X3. Centar O opisane kruznice trougla ABC' i

centar S kruznice koja spolja dodiruje stranicu AB i
produzetke stranica CA i C'B, pripadaju simetrali s
ugla . Ova simetrala je normalna na osnovicu jedna-
kokrakog trougla ABC'. Trougao ACO je jednakokra-
ki, jer su OA i OC poluprecnici opisane kruznice, pa je
<ACO = ’2_)/ = <CAO. Onda je <AON = ~, kao spo-
ljasnji ugao ovog trougla, a <OAN = 90° — . Zbog
simetri¢nosti tacaka O i S jei <SAN = 90° —~. Neka
je P tacka u kojoj spolja upisani krug dodiruje pro-
duzetak stranice C'A. Tada su trouglovi SAP i SAN
podudarni po stavu SSU (SA zajednicka hipotenuza
i SP = SN kao polupreénici istog kruga). Sledi da
je <SAP = <SAN = 90° — ~. Obratimo paznju na opruzeni ugao C AP. Imamo:
<CAO + <OAN + <NAS + <SAP = 180°, odnosno: % +3-(90° — ) = 180°.

Odavde je v = 36°. Ostala dva ugla trougla ABC su: a = 8 = 90° — % =T72°.

X4. Neka je mala kazaljka presla deo punog kruga koji
iznosi x°. Velika kazaljka kreée se 12 puta brze i ona je presla
ugao od 12z°. Ako je crvena prava na slici simetrala ugla
izmedu kazaljki, onda je x° = 360° — 122°. Odavde je 13z =

360°, pa je velika kazaljka od poloZaja punog kruga udaljena

3(132—. U tom trenutku vreme koje pokazuje sat je 12 h i 3 h,

1
odnosno 12 h 55 min 235 S.

X5. Neka je p broj parova decak-devojéica koji sede zajedno. Znaci, broj
uCenika u parovima je 2p, jer je p broj decaka u paru i p broj devojcica u paru.

Neka su m i n brojevi decaka, odnosno devojcica. Tada je p = gm ip= gn, odakle

3 5 19
jem=—-pin= gp. Ukupni broj ucenika u odeljenju je m +n = Fp. Sada je
2p 12

12
9 =19 Dakle, o od ukupnog broja ucenika sedi u mesovitim parovima.



Y) 6. razred

Y1. Racunajuéi kubove prirodnih brojeva, utvrdimo da trocifrene vredno-
sti imaju: 5% = 125, 63 = 216, 73 = 343, 8 = 512 i 9° = 729. Prema tome,
cba € {125, 216, 343, 512, 729}, pa je abc € {521, 612, 343, 215, 927}. Od ovih pet
brojeva je: 612 deljivo sa 2, 343 sa 7, 215 sa 51 927 sa 9. Samo je 521 prosti broj i
on je trazeno refenje zadatka: abc = 521 i cha = 125 = 5°.

Y 2. Vidi reSenje zadatka 400.
Y 3. Vidi reSenje zadatka 12.

Y4. Ugao kod vrha C je 100°, slika
desno, pa je <ADC = 60°. Neka je F tac-
ka duzi AB, takva da je AE = AC. Tada
su podudarni trouglovi ACD i AED, po sta-
vu SUS, pa je <ADE = 60° i DE = CD.
Uoc¢imo tacku F' na duzi AB, takvu da je
AF = AD. Trougao ADF je jednakokra-
ki sa uglom <DAF = 20° kod vrha A.
Onda je <AFD = 80°. Medutim, u trouglu
ADE, je <DEF spoljasnji, pa je <DEF =
<ADE + <DAE = 60° 4+ 20° = 80°. Sledi da je i trougao DEF jednakokra-
ki i DF = DE. Kako je DE = CD, bi¢e i DF = CD. Dalje, u trouglu

<BDF = <AFD — <DBF = 80° — 40° = 40°. Dakle, i trougao BDF je jedna-
kokraki, pa je BF = DF, a zbog toga je i BF = CD. Tacku F izabrali smo tako
da je AF = AD, pa je, konacno: AD + CD = AF + FB = AB. Time je tvrdenje
dokazano.

Y'5. Paralelogram je centralno simetri¢an. Tacka O u kojoj se seku dijagonale
paralelograma predstavlja centar te simetrije. Jelena konstruise tacku O i nacrta
krug dogovorenog poluprecnika sa centrom O. Svakom krugu koji Radovan upise,
Jelena konstruiSe krug simetrican u odnosu na tacku O. (Ako ima mesta za upi-
sivanje Radovanovog kruga, postoji simetri¢ni deo paralelograma za Jelenin krug.)
Tako Jelena sigurno pobeduje.



