
Aproksimacije iracionalnih brojeva racionalnim
verzija 1.1: 16.5.2015.

Duxan �uki�

::::::::::::::::::::

1◦ Teoreme Dirihlea i Liuvila

Iracionalne brojeve ne mo�emo izraqunati potpuno taqno - pre svega zato xto ih ne
mo�emo predstaviti kao koliqnike celih brojeva, ali mo�emo sa proizvoǉnom taqnox�u.
Me�utim, za ve�u taqnost potrebno je uzeti razlomak sa ve�im imeniocem. Zato nam je od
interesa da imamo predstavu o stepenu taqnosti koji mo�emo posti�i aproksimiraǌem
realnog (obiqno iracionalnog) broja racionalnim u zavisnosti od imenioca.

Definicija. Realan broj α je aproksimabilan sa stepenom k ako postoji konstanta C (koja
zavisi od α) takva da nejednakost |α− p

q | <
C
qk

ima beskonaqno mnogo rexeǌa p
q (p ∈ Z,

q ∈ N).

Razmotrimo prvo sluqaj kada je α = a
b racionalan broj. Kako je tada |α − p

q | >
1
bq kad

god je p
q ̸= α, svaki racionalan broj je aproksimabilan sa stepenom 1 i nijednim ve�im

stepenom.
Mnogo je zanimǉivi sluqaj iracionalnog broja α. Iz narednih tvr�eǌa sledi da je

svaki iracionalan broj aproksimabilan sa stepenom 2.

T.1 (Dirihle). Neka je α iracionalan i n prirodan broj. Tada postoje p ∈ Z i q ∈
{1, 2, . . . , n} takvi da je

∣∣∣α− p
q

∣∣∣ < 1
(n+1)q .

Dokaz. Nejednakost iz tvr�eǌa je ekvivalentna nejednakosti |qα− p| < 1
n+1 .

Neka, kao i obiqno, {x} oznaqava razlomǉeni deo realnog broja x. Me�u n+2 brojeva
0, {α}, {2α}, . . . , {nα}, 1 u intervalu [0, 1], bar dva se razlikuju za maǌe od 1

n+1 . Ako
su to brojevi {kα} i {lα}, dovoǉno je postaviti q = |k − l|, a ako su to {kα} i 0 ili
1, dovoǉno je postaviti q = k; u oba sluqaja, p je ceo broj najbli�i broju kα. 2

T.2. Ako je α proizvoǉan realan broj, onda postoji beskonaqno mnogo parova prirodnih
brojeva (p, q) takvih da je

∣∣∣α− p
q

∣∣∣ < 1
q2 .

Dokaz. Odmah sledi iz Dirihleove teoreme. 2
Sada �emo se podsetiti xta su algebarski brojevi.

Definicija. Kompleksan broj α je algebarski ako postoji nekonstantan polinom P sa
racionalnim koeficijentima takav da je P (α) = 0.

Minimalan polinom algebarskog broja α je polinom sa racionalnim koeficijentima
najmaǌeg stepena qija je nula α.

Stepen algebarskog broja je stepen ǌegovog minimalnog polinoma.

Za svaki algebarski broj α va�e slede�a jednostavna tvr�eǌa:

T.3. (a) Minimalan polinom Pα broja α je jedinstven do na mno�eǌe konstantom.

(b) Polinom Pα je nerastavǉiv nad Q. Prema tome, Pα nema vixestrukih nula.

(v) Ako je Q(x) polinom sa racionalnim koeficijentima takav da je Q(α) = 0, tada
je polinom Q deǉiv polinomom P .
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Dokaz. (a) Kad bi broj α imao dva razliqita moniqna minimalna polinoma P1 i P2 stepena
n, onda bi se i polinom P1 − P2 anulirao u α, xto je nemogu�e jer je ǌegov stepen
maǌi od n.

(b) U suprotnom bi se neki od ǌegovih delilaca anulirao u α.

(v) Neka je R ostatak pri deǉeǌu polinoma P sa Q. Polinom R se anulira u α i
ima stepen maǌi od n, pa on mora biti nula-polinom. 2

Slede�a teorema govori da algebarski broj stepena n ne mo�e biti aproksimabilan
sa stepenom ve�im od n.

T.4 (Liuvil). Ako je α realan algebarski broj stepena n > 1, tada postoji konstanta c > 0
takva da va�i |α− p

q | >
c
qn za sve p ∈ Z i q ∈ N.

Dokaz. Neka je P (x) minimalni polinom broja α, a α1 = α, α2, . . . , αn sve nule tog polinoma.
Nijedna od nula αi nije racionalna.

Odaberimo proizvoǉno ε > 0. Ako je |α − p
q | > ε, svakako je i |α − p

q | >
ε
qn . Neka

je zato |α − p
q | 6 ε. Postoji konstanta M takva da je |x − α2| · · · |x − αn| 6 M za sve

x ∈ [α − ε, α, ε]. Osim toga, qnP (pq ) je ceo broj razliqit od nule, pa je |P (pq )| >
1
qn .

Sada dobijamo ∣∣∣∣α− p

q

∣∣∣∣ = |P (pq )|
|pq − α2| · · · |pq − αn|

> 1

Mqn
.

Prema tome, za konstantu c mo�emo uzeti min{ε, 1
M }. 2

Specijalno, ako je α kvadratni iracionalan broj, on je aproksimabilan sa stepenom
2, ali ni sa jednim ve�im stepenom.

Primer. Za svaki razlomak p
q va�i |pq −

√
2| = 1

q |p− q
√
2| = 1

q ·
|p2−2q2|
p+q

√
2

> 1
q(p+q

√
2)
, xto je ve�e

od 1
(2+

√
2)q2

ako pretpostavimo grubu procenu p
q < 2.

S druge strane, postoje iracionalni brojevi koji su aproksimabilni sa proizvoǉno
velikim stepenom. Po Liuvilovoj teoremi takvi brojevi moraju biti transcendentni (tj.
nealgebarski).

Primer. Broj α =
∑∞

i=1
1

10i!
je transcendentan. Zaista, ako pretpostavimo da je algebarski

stepena n, onda je izraz qn|α − p
q | = qn−1|qα − p| ograniqen odozdo, xto nije sluqaj

jer za svako k ∈ N i za q = 10k! i p = [qα] va�i |qα − p| =
∑∞

i=k+1
1

10i!−k! < 2
10(k+1)!−k! =

2 · 10−(k+2−n)k! · 1
qn−1 .

Pomenimo jox jednu teoremu qiji je dokaz teorijski priliqno zahtevan.

T (Rotova teorema). Stepen aproksimabilnosti svakog iracionalnog algebarskog broja
α je jednak 2.

Drugim reqima, za svako ε > 0 i svaku konstantu C nejednakost |α− p
q | <

C
q2+ε ima samo

konaqno mnogo rexeǌa p
q .

2◦ Farejevi nizovi

Definicija. Farejev niz reda m ∈ N je rastu�i niz svih racionalnih brojeva qiji ime-
nioci nisu ve�i od m.

Primer. Deo Farejevog niza reda 5 u intervalu [0, 1] je 0, 1
5 ,

1
4 ,

1
3 ,

2
5 ,

1
2 ,

3
5 ,

2
3 ,

3
4 , 1,

Definicija. Ako su a
b i c

d dva neskrativa razlomka, ǌihova medijanta je razlomak a+c
b+d .
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Primetimo da medijanta dva razlomka le�i izme�u ǌih. Zaista, ako je a
b = x < c

d = y,
onda iz a = bx i c > dx sledi a+ c > (b+ d)x, tj. a+c

b+d > x; analogno va�i a+c
b+d < y.

T.5. Neka su a
b i c

d razlomci takvi da je bc − ad = 1. Ako je a
b < x

y < c
d za neke x, y ∈ Z

(y > 0), onda va�i y > b+ d.

Jednakost va�i ako i samo ako je x
y medijanta razlomaka a

b i c
d .

Dokaz. Iz 1
bd = c

d −
a
b = ( cd −

x
y )+ (xy −

a
b ) >

1
dy +

1
by = b+d

bdy sledi y > b+d. Ako va�i jednakost,
mora biti x

y − a
b = 1

by , odakle je x = a+ c. 2
Deo Farejevog niza reda m u intervalu [0, 1] mo�emo da konstruixemo na slede�i

naqin. Poqevxi od niza ( 01 ,
1
1 ), primeǌujemo slede�u operaciju dok god je mogu�e: ako

su a
b i c

d dva uzastopna qlana niza takva da je b + d 6 m, izme�u ǌih dodajemo ǌihovu
medijantu.

Jednostavnom indukcijom sledi da za svaka dva uzastopna qlana a
b i c

d ovako dobijenog
niza va�i bc−ad = 1: zaista, ubacivaǌem medijante a+c

b+d ovo svojstvo ostaje na snazi jer je
b(a+ c)−a(b+d) = c(b+d)−d(a+ c) = 1. Sada, na osnovu prthodne teoreme, svaki razlomak
koji le�i izme�u dva susedna qlana niza a

b i c
d (i ne pripada nizu) ima imenilac bar

b+ d > m - dakle, dobijeni niz jeste Farejev reda m. Prema tome:

T.6. Ako su a
b i c

d dva susedna qlana Farejevog niza reda m, va�i (b, d) = 1, bc− ad = 1 i
b+ d > m. 2

Jasno je da deo Farejevog niza reda m u intervalu [0, 1] ima taqno 1+
∑m

k=1 φ(k) qlanova.

T.7 (Hurvic). Za svaki iracionalan broj α nejednakost |α− p
q | 6

1√
5q2

ima beskonaqno mnogo
rexeǌa p, q ∈ Z, q > 0.

Dokaz. Pretpostavimo da tvr�eǌe nije taqno tj. da ne postoji takvi p, q sa q > n. Neka su
a
b i c

d susedni qlanovi Farejevog niza reda m izme�u kojih se nalazi α. Za dovoǉno
veliko m �e va�iti b, d > n. Kako je |α − a

b | >
1

b2
√
5

i |α − c
d | >

1
d2

√
5
, mora biti

1
b2

√
5
+ 1

d2
√
5
> c

d − a
b > 1

bd , odakle sledi
√
5−1
2 < d

b <
√
5+1
2 .

Posmatrajmo sada medijantu a+c
b+d . Neka je bez smaǌeǌa opxtosti a

b < α < a+c
b+d .

Sliqno kao malopre nalazimo da je
√
5−1
2 < b+d

b = d
b + 1 <

√
5+1
2 , xto je u suprot-

nosti sa prethodno dobijenom nejednakox�u. 2
Konstanta

√
5 u Hurvicovoj teoremi se ne mo�e poboǉxati, kao xto se vidi u slede�em

primeru.

Primer. Neka je ϕ =
√
5−1
2 i ε > 0. Razlomaka p

q > ϕ + ε za koje je |pq − ϕ| 6 1
(
√
5+ε)q2

ima

samo konaqno mnogo jer je tada q2 6 1
ε(
√
5+ε)

. S druge strane, ako je p
q < ϕ + ε, onda

oznaqavaju�i P (x) = x2 + x − 1 = (x − ϕ)(x + 1 + ϕ) za sve p, q ∈ N imamo P (pq ) >
1
q2 i

|pq − ϕ| = P (p/q)
p/q+1+ϕ > 1

q2(p/q+1+ϕ) >
1

(
√
5+ε)q2

.

Prema tome, nejednakost |pq − ϕ| < 1
(
√
5+ε)q2

ima samo konaqno mnogo rexeǌa p
q .

Me�utim, mo�e se pokazati da, za sve iracionalne brojeve α koji nisu oblika a+bϕ
c+dϕ

(a, b, c, d ∈ Z, |ad − bc| = 1), Hurvicova teorema ostaje na snazi i ako se
√
5 zameni sa

√
8.

Dokaz ovog tvr�eǌa koristi svojstva veri�nih razlomaka.

3◦ Zadaci

1. Dokazati da je {n
√
2} > 1

2n
√
2
za sve prirodne brojeve n. Mo�e li se konstanta 2

√
2

u imeniocu poboǉxati?
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2. Ako su p, q ∈ N i p
q <

√
7, dokazati da va�i

√
7− p

q > 1
pq .

3. Ako je a prirodan broj koji nije potpun kvadrat, na�i minimum izraza q2|
√
a− p

q | po
celim brojevima p, q, q > 0.

4. Ako je z =
√
a+

√
b, gde su a i b prirodni brojevi koji nisu oba kvadrati, dokazati

da je 2z3{z} > 3.

5. Postoji li ograniqen niz realnih brojeva (xn) koji zadovoǉava uslov |xm − xn| >
1

|m−n| za sve razliqite m,n ∈ N?

6. Dokazati da me�u proizvoǉnih 20 uzastopnih prirodnih brojeva postoji broj d takav
da nejednakost n

√
d ·

{
n
√
d
}
> 5

2 va�i za sve prirodne brojeve n.

7. Neka su α1, . . . , αn ∈ R i m1, . . . ,mn ∈ N. Dokazati da postoje celi brojevi q1, q2, . . . , qn
i p koji nisu svi nula takvi da je |qi| 6 mi za svako i i |q1α1 + q2α2 + · · ·+ qnαn − p| <

1
(m1+1)(m2+1)···(mn+1) .

8. Neka su α1, α2, . . . , αn realni brojevi i m ∈ N. Dokazati da postoje celi brojevi
p1, p2, . . . , pn i prirodan broj q 6 mn takvi da je |qαi − pi| 6 1

m za i = 1, . . . , n.

9. Dokazati da je svaki qlan Farejevog niza reda m medijanta svojih suseda.

10. Za n ∈ N (n > 1), oznaqimo sa Xn skup svih parova (a, b) uzajamno prostih prirodnih
brojeva takvih da va�i a < b 6 n < a+ b. Dokazati da je

∑
(a,b)∈Xn

1
ab = 1

2 .

11. Dokazati da za svaki iracionalan broj α postoji beskonaqno mnogo prirodnih bro-
jeva n takvih da je {nα} < 1

n .

12. Dokazati da se konstanta 1 iz brojioca u prethodnom zadatku ne mo�e popraviti.
Drugim reqima, za svako C < 1 postoji iracionalan broj α takav da nejednakost
{nα} < C

n ima samo konaqno mnogo rexeǌa n ∈ N.

13. Neka su a, b, c, d celi brojevi. Ako iracionalan broj z ima stepen aproksimabilnosti
n, dokazati da onda i broj az+b

cz+d ima stepen aproksimabilnosti n.

14. Dokazati da postoji konstanta C takva da za svaki razlomak p
q va�i |pq − e| > C

q2 ln q .
(Posledica: stepen aproksimabilnosti broja e je 2.)

4◦ Rexeǌa

1. Za m = [n
√
2] va�i {n

√
2} = n

√
2 −m = 2n2−m2

n
√
2+m

> 1
2n

√
2
. Jednakost se ne dosti�e, ali

kako jednaqina Pelovog tipa 2n2−m2 = 1 ima beskonaqno mnogo rexeǌa (mi, ni)
∞
i=1, za

svako od tih rexeǌa va�i ni{ni

√
2} = 1√

2+mi/ni
, xto za dovoǉno velike mi, ni postaje

proizvoǉno blisko broju 1
2
√
2
.

2. Ako je p
q < 2, tvr�eǌe trivijalno va�i. U suprotnom je q < 1

2p i
√
7− p

q = 1
q (q

√
7−p) =

7q2−p2

q(q
√
7+p)

> 7q2−p2

pq(1+
√
7/2)

. Kako je izraz 7q2 − p2 pozitivan i ne mo�e da bude 1 ili 2 (po

modulu 7), sledi
√
7− p

q > 3
pq(1+

√
7/2)

> 1
pq .

3. Mozemo da smatramo da je p > 0. Posmatrani izraz je jednak f(p, q) = |p2−aq2|
p/q+

√
a
. Ako je

p
q <

√
a, onda je f(p, q) > 1

2
√
a
. U sluqaju p

q >
√
a + 1 va�i f(p, q) > 1. Tako�e, ako je

√
a < p

q <
√
a+ 1 i p2 − aq2 > 1, va�i f(p, q) > 2

2
√
a+1

> 1
2
√
a
.

Neka je sada p2 − aq2 = 1. Pri ovom uslovu najve�a vrednost p
q , i samim tim naj-

maǌa vrednost f(p, q), dosti�e se za najmaǌe netrivijalno rexeǌe Pelove jednaqine
(p, q) = (p1, q1): f(p1, q1) =

1
p1/q1+

√
a
< 1

2
√
a
.
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4. Minimalni polinom broja z je P (x) = (x− z)(x−
√
a−

√
b)(x+

√
a−

√
b)(x−

√
a+

√
b) =

x4 − 2(a + b)x2 + a2 + b2 − 2ab. Za c = [z] imamo {z} =
√
a +

√
b − c, c +

√
a +

√
b < 2z i

(c+
√
a−

√
b)(c−

√
a+

√
b) 6 c2 < z2, pa tako dobijamo

2z3{z} > (
√
a+

√
b− c)(c+

√
a+

√
b)(c+

√
a−

√
b)(c−

√
a+

√
b) = −P (c).

Pritom je −P (c) ≡ −(x2 + a + b)2 ≡ 0 ili 3 (mod 4), pa zbog −P (c) > 0 mora biti
−P (c) > 3.

5. Dokaza�emo da niz xn = c{n
√
2} za neku konstantu c > 0 zadovoǉava uslove. Za

m − n = q > 0 i neko p ∈ Z imamo |xm − xn| = c|q
√
2 − p| = c(2q2−p2)

q
√
2+p

, pa poxto je

|q
√
2−p| < 1, sledi |m−n|·|xm−xn| > cq

2q
√
2+1

> c
2
√
2+1

. Dakle, mo�emo uzeti c = 2
√
2+1.

6. Kako za m =
[
n
√
d
]
va�i

n
√
d
{
n
√
d
}
= n

√
d
(
n
√
d−m

)
= n

√
d · dn

2 −m2

n
√
d+m

> n
√
d · dn

2 −m2

2n
√
d

=
dn2 −m2

2
,

dovoǉno je odabrati d tako da za sve m,n ∈ N va�i dn2 − m2 ̸∈ {1, 2, 3, 4}. Ovo pos-
ti�emo izborom d = 20k + 15 = 5(4k + 3) za k ∈ N0. Zaista, tada m2 + 2 i m2 + 3 nisu
deǉivi sa 5, dok m2 + 1 i m2 + 4 nemaju delioce oblika 4k + 3, tako da nijedan od
brojeva m2 + 1, m2 + 2, m2 + 3 i m2 + 4 ne mo�e biti deǉiv sa d.

7. Podelimo interval [0, 1] na M = (m1+1) · · · (mn+1) podintervala du�ine 1
M . Posma-

trajmo svih M brojeva oblika {x1α1+x2α2+ · · ·+xnαn}, 0 6 xi 6 mi. Ako neki od ǌih
pripada intervalu [0, 1

M ), zadatak je rexen. U suprotnom svi oni le�e u preostalih
M − 1 podintervala, pa neka dva le�e u istom, recimo

∑
i xiαi i

∑
i yiαi. Tada je

rastojaǌe od broja
∑

i(xi − yi)αi do najbli�eg celog broja maǌe od 1
M .

8. Podelimo hiperkocku [0, 1]n na mn hiperkocki stranice 1
m . Za q = 1, . . . ,mn posmatra-

jmo taqke Aq({qα1}, . . . , {qαn}). Ako neka od ǌih pripada hiperkocki [0, 1
m ]n, zadatak

je rexen. U suprotnom neke dve pripadaju istoj hiperkocki, recimo Ak i Aℓ (k < ℓ),
a onda {(ℓ− k)αi} ∈ [0, 1

m ] ∪ [1− 1
m , 1] za svako i.

9. Neka su a
b ,

x
y i c

d tri uzastopna qlana Farejevog niza. Po T.6 va�i bx−ay = cy−dx = 1,
odakle rexavaǌem sistema po x i y nalazimo x = a+c

bc−ad i y = b+d
bc−ad . Dakle, x

y = a+c
b+d .

10. Neka je 0 = x0

y0
, x1

y1
, . . . , xk

yk
= 1

2 deo Farejevog niza reda m u intervalu [0, 1
2 ]. Primetimo

da se svaki od parova u Xn pojavǉuje taqno jednom me�u parovima (yi−1, yi) i (yi, yi−1),
i = 1, 2, . . . , k. Zaista, za dato (a, b) ∈ Xn postoje jedinstveni c, d ∈ N0 takvi da va�i
c 6 a

2 , d 6 b
2 i |bc− ad| = 1, i tada su c

a i d
b susedni qlanovi Farejevog niza reda m.

Prema tome, ∑
(a,b)∈Xn

1

ab
=

k∑
i=1

1

yi−1yi
=

k∑
i=1

(
xi

yi
− xi−1

yi−1
) =

1

2
.

11. Posmatrajmo dva susedna qlana a
b < c

d Farejevog niza nekog reda m izme�u kojih se
nalazi α. Ako odaberemo m tako da va�i b < d, imamo α − a

b < c
d − a

b = 1
bd < 1

b2 , tj.
{bα} = bα− a < 1

b .

Ostaje da poka�emo da mo�emo da odaberemo �eǉeno m na beskonaqno mnogo naqina.
Po�imo od proizvoǉnog reda m0 i odgovaraju�ih susednih qlanova a

b i c
d . Kako

a+kc
b+kd → c

d kada k → ∞, va�i a+kc
b+kd < α < a+(k+1)c

b+(k+1)d za neko k ∈ N. Mo�emo uzeti

m = b+ (k + 1)d: qlanovi a+kc
b+kd i a+(k+1)c

b+(k+1)d su tada susedni u Farejevom nizu reda m.

12. Neka je α =
√
k2 − 1, k ∈ N (k > 2). Za m = [nα] imamo {nα} = nα −m = (k2−1)n2−m2

nα+m >
K

2n
√
k2−1

, gde je K = min{(k2 − 1)x2 − y2 | x, y ∈ Z, y2 < (k2 − 1)x2}.
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Poka�imo da je K = 2k − 2: odatle �e slediti {nα} > 1
n

√
k−1
k+1 . Iz teorije jednaqina

Pelovog tipa znamo da jednaqina (k2 − 1)x2 − y2 = K ima bar jedno rexeǌe u kome je
2y2 6 K(k − 1), a kako je x > 1, imamo k2 − 1 6 y2 +K 6 K(k+1)

2 , tj. K > 2(k − 1).

13. Definiximo f(x) = ax+b
cx+d . Nejednakost |z − p

q | <
M
qn ima beskonaqno mnogo rexeǌa p

q .

Po teoremi o sredǌoj vrednosti je |f(z) − ap+bq
cp+dq | = |f(z) − f(pq )| = f ′(ξ)|z − p

q | za neko

ξ izme�u p
q i z. Kako su izrazi f ′(ξ) i cp+dq

q ograniqeni, iz prethodne nejednakosti

sledi ocena |f(z)− ap+bq
cp+dq | <

N
(cp+dq)n za neku konstantu N .

Sliqno, poxto je g(f(z)) = z za funkciju g(x) = b−dx
cx−a , stepen aproksimabilnosti

broja z nije maǌi od stepena aproksimabilnosti f(z).

14. Ovo ne�u dokazati, to je da sami istra�ujete. Uveravam vas da ne koristi duboku
teoriju. Koristi�e vam da qitate nexto o veri�nim razlomcima.

Beograd, 2015
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