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Vektorsko rjesenje jednog zadatka

ROBERT SOLDO*

Sazetak. U éclanku se analizira jedan planimetrijski zadatak obja-
vljen w MFL-u, br. 174 (1993-94). Zadatak se rjesava elementarno prim-
jenom vektorskog racuna.

Kljuéne rijeci: planimetrija, vektori
Vector solution of one task

Abstract.  The paper analyzes one planimetry task published in
MFL, No. 174} (1993-94). The task is solved by using vector calculus.

Key words: planimetry, vectors
Vjerni ¢itatelji nasih matematickih ¢asopisa pronaéi ée u MFL-u br. 174 (1993-94)

zgodan planimetrijski zadatak i dva njegova rjeSenja. Naime, radi se o zadatku br.

je takoder elementarno i lako razumljivo svim srednjoskolcima.

Zadatak 1. Iz vrha A kvadrata ABCD unutar njega povucene su dvije zrake
na koje su spustene okomice BK, BL, DM i DN iz vrhova B i D. DokaZite da su
duzine KL 1 MN okomite ¢ da imaju jednake duljine.

Rjesenje. Da bi se uvjerili u okomitost vektora MNiLK dovoljno je pokazati

da je
MN.-IEK =0.

Sa slike je o¢ito sljede¢e: AK = \- AN, AN = A - AB + Ay - AD, AM = pu- AL
teﬂ:ul-A—B)-l—ug-A—D).

Sada ra¢unamo:
VN LR = (—AM + AN)(—AL + 4R)
()qzﬁ + )\2@ - H(leﬁ + MZE))

: (A(AlA_B’ 4 \AD) — 1 AB — mﬂ)’)
= (()\1 — i) AB + (A2 — Mﬂz)ﬁ)
: (()\)\1 — 11)AB + (Mo — m)ﬂ)’)
(M = )W\ = 1) + (Ao = jigaa) (Mo = pro)) [AB? (1)
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Buduéi da (1) za sada vise ne mozemo pojednostavljivati, iskoristimo neke uvjete
iz zadatka pa ¢emo joj se kasnije vratiti.

i) BK - AK =0
= (-AB + A(MAB + AQE)) : (Mlﬂa’ + AAQE) —0
= (N - DAB + AAQE) : (Mlﬂa’ + AAQE) —0
= (AN —1)+223) - [AB2 =0
= A — 1)+ A2A2 =0
= AOM —1)+M2) =0

Zad=0je K=A, N =D paje Mﬁj_ﬂ, §to je trivijalno. Za A # 0 je
A1 (AN — 1) + A2 = 0 odakle je A\ + AA3 = Ay, tj.

AT +A3) = A (2)

ii) BL-AL =0
= —AB + ulA_B) + ugﬁ) . (MA_B) + /LQE) =0
= ((u-1)AB+ uzﬁ) : (meB) + ;@E’) =0
= (m(u—1)+pd)-[AB] =0
odakle slijedi

13+ ps = (3)

iii) DM - AM =0

g—@ + (i AB + uzzﬁ)) : (uuu@ - Muzzﬁ) =0
pn AB + (upr — 1)@) : (uuuﬁ - Mtz@) =0

(1213 + pupa(ppz — 1)) - |[ABJ? = 0

p (i + pa(ppz — 1)) =0

R
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Zapu=0jeM=A,L=BrpajeAN L BEK, ito je trivijalno. Iz i # 0 slijedi
p(pd + ) = pa. (4)

iv) DN-AN =0
= —ﬂ%ﬁﬂ§+hﬂﬂ(hﬂﬂdﬂﬁzo
= (MAB+ (s~ 1)AD) - (MAB + A 4D) =0
odakle slijedi

AN =N (5)

Vratimo se sada jednakosti (1).

MN IR =
(M = ) W\ = ) + (Ao = jipaa) (Mo = 1)) [AB?

(AT = Aupir = Apdupin + g + AN3 — pada — Apdopis + ppi3) - |AB|?
= (AT +23) + (i + 13) — A + Aapra) — (\api + pada)) - |ABJ?
(AC
(

AT +3) + pu(d + p3) = (L + M) Ajur + Azpiz)) - [ABP?

= (A A+ 2 — g+ Aopin) — Ap(Ai i + dopn)) - |ABJ? (6)
Sada je
Ny = ‘ Koristimo| A1 po
Tl @i TN 3
B A1fbo __ | Koristimo
M +X5)(uf +p3) | 3)1(5)
A
- _)\1”2 (7)
21

Jednakost (6) dalje pisemo

MN-IK =
= (A1 + 2 — (s + Aapiz) = M(Aapin + Aopia)) - |ABP?

1
= N (A Agpn 4+ Agpapiz — MAgpl — papiay — A papie — A dap3) - |AB?

1
= o (M dapr + Aopapz — papa( AT + A3) — A da (] + 413)) - |AB|?

1
= W (M Aap1 + Aoprapro — papiads — A dapn) - |z@|2

1
= .0-|AB]>=0
A2fi1
Dakle, vrijedi MN-IK =0 pajei MN 1 LK.

Da bismo pokazali jednakost duzina MN i LK pretpostavit ¢emo da je nag
kvadrat upisan u koordinatni sustav, npr. tako da se vrh A nalazi u ishodistu, a
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stranice AB i AD leze na z odnosno y osi. Bez smanjenja opéenitosti mozemo
pretpostaviti da je kvadrat jedini¢ni, tj. AB mozemo poistovjetiti s T, a AD s T
Vratimo li se za tren na pocetak rjesenja vidimo da je MN = (M — uul)A_B} + (Ao —
pp2)AD i LK = (A — i) AB + (A2 — p2) AD.

Iz |MN| = |LK)| slijedi [MN|? = |LK|?, t.
(A — 1)+ (A2 = pp2)? = (A — ) + (Mg — p2)?
odakle, sredivanjem, slijedi
AL+ A3 = N+ A) + 1% (i + 1) — (1 + p2) + 20 — ) (Mg + Aopiz) = 0.
Zbog relacija (2) i (4) imamo

Al 13

)\% T )\% /‘% T M% - (,Ul + ,UQ) + 2(/\ - .U)(/\l,ul + )\Q,UQ) =0.

A2 —

Sada je zbog (3) i (4)

A
Ao — >\—+— —p1 4+ 20X — ) (A p1 + Aape) = 0. (8)
2 M1
T2 (2) i (4) je
A1 H2 A1 p2 Arpr — pede
A—p= - S N AT Y 9
PR T REAm@ h m o ©)

Koristeéi (9) u (8) imamo

/\2 2 A _ A
Ao — 2L H2 g ML T2 3 ) = 0,
Ao Azpi1
odnosno,
1
W(Agm — AT+ p5Aa — Aopf 4+ 2X7pf — 2p3A3) = 0.

Konacno, koristeéi (3) i (5) dobivamo

(AS(pF 4 p3) = AT (pd + p3) + 3 (AT + A3) —

— (AT +A3) + 2207 — 26303 ) = 0.

)\2M1

Dakle, pretpostavka |m | = |L? | je totna i time smo u potpunosti rijesili
zadatak.

Tesko je vjerovati da bi bilo kome, u prvu ruku, palo na um rjesavati ovaj zadatak
na ovaj nacin. Upravo ta netipi¢nost rjeSenja me ponukala da ga objavim u nasem
casopisu.



