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Duxan �uki�

::::::::::::::::::::
1◦ Fermaova teorema i uopxteǌa

Ovde �emo se baviti uglavnom ponaxaǌem stepena fiksnog celog broja po datom mod-
ulu. Na primer, xta zapa�amo ako posmatramo ostatke brojeva 1, 2, 22, 23, 24, 25, 26, . . . pri
deǉeǌu sa 7? Ostaci su redom 1, 2, 4, 1, 2, 4, 1, 2, 4, . . . - prime�ujemo da se niz 1, 2, 4 peri-
odiqno ponavǉa, sa periodom 3, i da se ne pojavǉuju ostaci 0, 3, 5, 6. Me�utim, ako umesto
stepena dvojke posmatramo stepene trojke, pri deǉeǌu sa 7 dobijamo ostatke 3, 2, 6, 4, 5, 1
koji se ponavǉaju sa periodom 6 - ovog puta, svi ostaci po modulu 7 osim nule su tu.

Verovatno najpoznatije tvr�eǌe je Fermaova teorema, ponekad zvana “mala” kako bi
se naglasila razlika od tzv. Velike Fermaove teoreme.

T.1 (Fermaova teorema). Za svaki prost broj p i ceo broj a va�i ap ≡ a (mod p).

Dokaz. Oba skupa {1, 2, . . . , p − 1} i {a, 2a, . . . , (p − 1)a} qine potpune sisteme ostataka po
modulu p, pa su im proizvodi elemenata kongruentni po modulu p, tj. (p − 1)! ≡
ap−1(p− 1)!. Skra�ivaǌem (p− 1)! dobijamo tra�eno tvr�eǌe. 2

Pomenimo i Ojlerov kriterijum, kojeg se se�amo iz teorije kvadratnih ostataka:

• Ako je p prost i a ceo proj, onda je a
p−1
2 ≡

(
a
p

)
(mod p).

U Fermaovoj teoremi je kǉuqan uslov da je p prost broj. Za slo�ene brojeve, isto
tvr�eǌe u opxtem sluqaju ne va�i - npr. a4 − a nije obavezno deǉivo sa 4 za a ∈ Z.
Ipak, ono se mo�e bez texko�a dopuniti tako da va�i i za slo�ene brojeve. Za to nam
je potrebna poznata Ojlerova funkcija φ.

Definicija. Za proizvoǉan prirodan broj n > 1, Ojlerova funkcija φ(n) oznaqava broj
svih prirodnih brojeva maǌih od n koji su uzajamno prosti sa n.

Ojlerova funkcija je multiplikativna u aritmetiqkom smislu, tj. ako je (m,n) = 1,
onda je φ(mn) = φ(m)φ(n). Mo�e se lako pokazati da je, ako se n rastavǉa na proste
qinioce kao n = pα1

1 pα2
2 . . . pαr

r ,

φ(n) = n

(
1− 1

p1

)(
1− 1

p2

)
. . .

(
1− 1

pr

)
.

T.2 (Ojlerova teorema). Ako je n prirodan i a ceo broj takav da je (a, n) = 1, va�i aφ(n) ≡ 1
(mod n).

Dokaz je analogan dokazu Fermaove teoreme. Ako je {r1, r2, . . . , rφ(n)} sveden sistem ostataka
po modulu n, onda je to i {ar1, ar2, . . . , arφ(n)}. Prema tome, proizvodi elemenata u
ova dva skupa su jednaki po modulu n: r1r2 · · · rφ(n) ≡ aφ(n)r1r2 · · · rφ(n) (mod n). Ostaje
da se skrati r1r2 · · · rφ(n). 2

Zadatak 1. Ispituju�i sluqaj n = 561, dokazati da nije taqno slede�e: ako za svako a ∈ Z
uzajamno prosto sa n va�i an−1 ≡ 1 (mod n), onda je n prost broj.

Rexeǌe. Imamo n = 561 = 3 · 11 · 17. Za svako a koje nije deǉivo sa 3, 11 ili 17 va�i a2 ≡ 1
(mod 3), a10 ≡ 1 (mod 11) i a16 ≡ 1 (mod 17). Stepenovaǌem ove tri kongruencije sa
eksponentima 280, 56, 35 redom dobijamo a560 ≡ 1 po modulima 3, 11 i 17, dakle a560 ≡ 1
(mod 561). △

Napomena. Brojevi n sa ovim svojstvom se zovu Karmajklovi brojevi. Jedini Karmajklov
broj maǌi od 1000 je n = 561.
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Primetimo da iz rexeǌa prethodnog zadatka sledi da je a80 ≡ 1 (mod 561), xto je jaqe
od tvr�eǌa Ojlerove teoreme po kome je a320 ≡ 1 (mod 561) (jer je φ(561) = 21̇0 · 16 = 320).
Ovo nam sugerixe da eksponent φ(n) u Ojlerovoj teoremi mo�e u opxtem sluqaju da se
poboǉxa.

Definicija. Karmajklova funkcija λ(n) se definixe za n > 1 formulama λ(2) = 1, λ(4) = 2,
λ(2k) = 2k−2 za k ≥ 3, λ(pk) = pk−1(p− 1) za neparan prost broj p i k ≥ 1, i

λ(n) = [λ(pα1
1 ), . . . , λ(pαr

r )] za n = pα1
1 pα2

2 · · · pαr
r .

Oqigledno, λ(n) deli φ(n). Na primer, λ(56) = [λ(7), λ(8)] = [6, 2] = 6 deli φ(56) = 24.

T.3 (Karmajklova teorema). Ako je n prirodan i a ceo broj takav da je (a, n) = 1, va�i
aλ(n) ≡ 1 (mod n).

Dokaz. Dovoǉno je dokazati da va�i aλ(p
k) ≡ 1 (mod pk) za svaki prost broj p i k ≥ 0.

Poxto λ(pk) | λ(n) kad god pk | n, stepenovaǌem sa λ(n)/φ(pk) �e slediti da pk |
aλ(n) − 1, i odatle n | aλ(n) − 1.

Ako je p neparno, aφ(pk) ≡ 1 (mod pk) va�i po Ojlerovoj teoremi. U sluqaju p = 2 i
k ≥ 3 je aλ(2

k) − 1 = a2
k−2 − 1 = (a2 − 1)

∏k−3
i=1 (a

2i + 1), pri qemu 23 | a2 − 1 i svi ostali
qinioci su parni, odakle sledi tvr�eǌe. 2

Ako je n prost broj, Karmajklova teorema ne daje poboǉxaǌe Fermaove jer je tada
λ(n) = n − 1. Me�utim, u opxtem sluqaju poboǉxaǌe je qesto znaqajno. Kasnije �emo
pokazati da je T.3 optimalna, u smislu da se eksponent λ(n) ne mo�e poboǉxati.

Primer. Po Karmajklovoj teoremi je a60 ≡ 1 (mod N) za (a,N) = 1, gde je N = 24 · 32 · 52 · 7 ·
11 · 13 · 31 · 61, jer je λ(N) = 60. Pore�eǌa radi, φ(N) = 213 · 35 · 54 = 1.244.160.000.

2◦ Poredak po modulu

Tri teoreme u prethodnoj glavi va�e za sve a. U ciǉu ispitivaǌa ponaxaǌa stepena
datog broja a po datom modulu n, uvodimo pojam poretka po modulu.

Definicija. Poredak broja a po modulu n (a ∈ Z, n ∈ N) je najmaǌi prirodan broj δ = δ(a, n)
takav da je aδ ≡ 1 (mod n).

Na primer, δ(3, 11) = 5 jer je 35 ≡ 1 i 3i ̸≡ 1 (mod 11) za 1 ≤ i ≤ 4.
Niz 1, a, a2, . . . je periodiqan po modulu n sa periodom δ = δ(a, n) - zaista, ak+δ = akaδ ≡

ak · 1 = ak (mod n). Osim toga, 1, a, a2, . . . , aδ−1 su me�usobno razliqiti po modulu n. To
znaqi da, ako je am ≡ 1 (mod n), onda δ | m; drugim reqima:

T.4. Poredak δ(a, n) broja a po modulu n deli broj φ(n). Niz 1, a, a2, . . . je periodiqan po
modulu n sa minimalnim periodom δ(a, n). 2

Zadatak 2. Ako je p > 2 prost broj i a ∈ Z, dokazati da svaki prost delilac q broja
ap−1
a−1 = ap−1 + ap−2 + · · ·+ 1 zadovoǉava p | q − 1 ili p = q.

Rexeǌe. Ako q | a− 1, onda q | ap−1 + ap−2 + · · ·+ 1 ≡ 1 + 1 + · · ·+ 1 = p (mod q), dakle q = p.
S druge strane, ako q - a − 1, poredak broja a po modulu q deli p, dakle jednak je p.
Kako taj poredak deli q − 1, sledi p | q − 1. △

Slede�e jednostavno pomo�no tvr�eǌe je veoma va�no.

T.5. Za proizvoǉne brojeve a ∈ Z, m,n ∈ N, va�i (am − 1, an − 1) = a(m,n) − 1.
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Dokaz. Oznaqimo d = (am − 1, an − 1). Kako a(m,n) − 1 deli brojeve am − 1 i an − 1 (npr. ako
je m = k(m,n), onda je am−1 = (a(m,n)−1)(a(k−1)(m,n)+ · · ·+a(m,n)+1)), broj d je deǉiv
sa a(m,n) − 1. S druge strane, poznato je da postoje prirodni brojevi x, y takvi da
je (m,n) = mx− ny, odakle sledi 1 ≡ amx ≡ any · a(m,n) ≡ a(m,n) (mod d), dakle d deli
a(m,n) − 1, xto povlaqi d = a(m,n) − 1. 2

Posledica. Za a, b ∈ Z, (a, b) = 1, i m,n ∈ N va�i (am − bm, an − bn) = a(m,n) − b(m,n).

Dokaz. Oznaqimo d = (am− bm, an− bn). Oqigledno a(m,n)− b(m,n) | d. S druge strane, ako je
c ∈ Z takvo da je bc ≡ 1 (mod d), onda d deli (ac)m−1 i (ac)n−1, dakle d | (ac)(m,n)−1,
xto mno�eǌem sa b(m,n) daje d | a(m,n) − b(m,n). 2

Na poqetku smo videli da je 2n − 1 deǉivo sa 7 za 3 | n, tj. δ(2, 7) = 3. Mo�e nas
zanimati i za koje n je 2n − 1 deǉivo nekim ve�im stepenom sedmice.

Zadatak 3. Na�i sve n ∈ N za koje je 2n − 1 deǉivo sa 49.

Rexeǌe. Jasno je da je takvo n deǉivo sa 3. Napiximo n = 3m. Tada je 2n = 8m =
(1+7)m, xto se po binomnoj formuli razvija kao 1+

(
m
1

)
7+

(
m
2

)
72+

(
m
3

)
73+ · · ·+

(
m
m

)
7m.

Svi sabirci osim prva dva su deǉivi sa 72. Prema tome, 2n ≡ 1 + 7m (mod 72).
Zakǉuqujemo da je 2n ≡ 1 (mod 72) ako i samo ako je m deǉivo sa 7, tj. ako i samo
ako 21 | n.
Drugim reqima, δ(2, 49) = 21. △

Analogan naqin razmixǉaǌa mo�e da se primeni u opxtem sluqaju, xto nam omogu�ava
da dr�imo pod kontrolom stepen prostog broja p u kanonskom razvoju an − 1.

Slede�u oznaku �emo redovno koristiti. Za prost broj p, k ∈ N i m ∈ Z, pixemo
pk ∥ m i govori�emo “pk taqno deli m” ako je pk najve�i stepen p koji deli m, tj. pk | m
i pk+1 - m.

T.6. Neka je p > 2 prost broj, a ̸= 1 ceo i n ∈ N. Ako pk ∥ a− 1 i pl ∥ n, onda pk+l ∥ an − 1.

Dokaz. Imamo a = pkB + 1 za neko celo B koje nije deǉivo sa p. Tada je po binomnoj
formuli

an − 1 = (1 + pkB)n − 1 = npkB +

(
n

2

)
p2kB2 + · · ·+ pnkBn. (∗)

Tvr�eǌe pokazujemo indukcijom po l. Za l = 0 i l = 1, oqigledno su svi sabirci
na desnoj strani (∗) osim prvog deǉivi sa pk+l+1, dok je prvi taqno deǉiv sa pk+l,
odakle sledi pk+l ∥ an − 1.

Neka je l = t > 1. Na osnovu sluqaja l = 1 va�i pk+1 ∥ ap−1. Poxto pt−1 ∥ N = n/p, po
induktivnoj pretpostavci za l = t − 1 primeǌenoj na A = ap i N imamo p(k+1)+(t−1) ∥
AN − 1, tj. ptδ | n. 2

Posledica 1. Ako je δ = δ(p, a) i pk ∥ aδ − 1, onda je δ(pk+l, a) = plδ.

Dokaz. Sledi iz teoreme 6 primeǌene na aδ. 2
Zadatak 4. Dokazati da je, za svako n ∈ N, broj 23n + 1 deǉiv sa 3n+1, a nije sa 3n+2.

Rexeǌe. Kako 31 ∥ (−2)− 1 i 3n ∥ 3n, teorema 6 daje 3n+1 ∥ (−2)3
n − 1 = −(23

n

+ 1). △

Za svaki ceo broj b, p - b, postoji ceo broj c takav da je bc ≡ 1 (mod pk+l). Zamenimo u
teoremi 6 broj a sa ac. Uslovi pk ∥ ac− 1 i pk+l ∥ (ac)n − 1 su ekvivalentni sa pk ∥ a− b i
pk+l ∥ an − bn (mno�eǌem sa b, odnosno bn). Tako dobijamo:

Posledica 2. Ako pk ∥ a− b i pl ∥ n za neparno prosto p, onda pk+l ∥ an − bn. 2
Za p = 2 teorema 6 nije taqna: na primer, 2 ∥ 3 − 1, ali 23 | 32 − 1. Naime, u ovom

sluqaju nemamo bezuslovnu garanciju da pk+l+1 deli drugi sabirak u (∗) - ako je k = 1,
onda pl−1 ∥

(
m
2

)
i odatle pk+l ∥

(
m
2

)
p2kB2. Zato T.6 za p = 2 va�i u malo izmeǌenom obliku,

uz praktiqno isti dokaz.
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T.7. Neka je a (|a| > 1) neparan broj i neka 2k ∥ a2−1. Tada za svako celo l ≥ 0, 2k+l | an−1
ako i samo ako 2l+1 | n. 2

3◦ Primitivni koreni

Znamo da poredak δ(a, n) deli φ(n). Mo�e li se za dato n odabrati a tako da je δ(a, n)
taqno jednako φ(n)?

Definicija. Ceo broj a je primitivni koren po modulu prirodnog broja n sa (a, n) = 1 ako
je δ(a, n) = φ(n).

Znaqaj primitivnog korena a po modulu n se, izme�u ostalog, ogleda u tome xto se u
nizu 1, a, a2, . . . , aφ(n)−1 pojavǉuju svi mogu�i ostaci po modulu n koji su uzajamno prosti
sa n - tj. ovaj niz je svedeni sistem ostataka (mod n).

Videli smo na poqetku da je a = 3 primitivan koren za n = 7. Proverom nalazimo da
se takvo a mo�e na�i za n = 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, . . . - na primer, a = 1, 2, 2, 3, 2, 2, 3, . . . redom.
Ispostavǉa se da primitivan koren postoji po svakom prostom modulu. Da bismo ovo
pokazali, podseti�emo se jednog osnovnog tvr�eǌa o polinomima:

• Polinom stepena d sa koeficijentima u poǉu F ima najvixe d nula u F.

Na primer, F mo�e da bude poǉe realnih ili kompleksnih brojeva. Me�utim, nas
ovde zanima Zp - poǉe ostataka po modulu prostog broja p. U tom poǉu, tvr�eǌe (•) nam
zapravo ka�e ovo:

◦ Neka je P (x) polinom stepena d sa celim koeficijentima. Tada jednaqina P (x) ≡ 0
(mod p) ima najvixe d rexeǌa po modulu p.

Dokaz ne navodimo, jer je isti kao i dokaz kojeg se se�amo - da realan ili kompleksan
polinom stepena d ima najvixe d nula. Qitaocu savetujemo da ispixe detaǉe.

Lema.1. Ako d | p− 1, broj rexeǌa kongruencije xd ≡ 1 (mod p) je jednak d.

Dokaz. Polinom xd − 1 ima najvixe d nula po modulu p. S druge strane, polinom xp−1−1
xd−1

je stepena p − 1 − d, pa ima najvixe n − d nula po modulu p. Kako polinom xp−1 − 1
ima taqno p− 1 nula (mod p), sledi tvr�eǌe. 2

Lema.2. Za svako n ∈ N va�i
∑

d|n φ(d) = n.

Dokaz. Tvrdimo da je, za svako d (d | n), broj elemenata x ∈ {1, 2, . . . , n} za koje je (x, n) = n
d

jednak φ(d). Zaista, (x, n) = n
d je ekvivalentno sa x = n

d · k, gde je k (1 ≤ k ≤ d) ceo i
(k, d) = 1, a ovakvih brojeva k ima taqno φ(d).

Sledi da je suma φ(d) po svim d | n jednaka broju svih elemanata x ∈ {1, 2, . . . , n}, a
to je n. 2

T.8. Za svaki prost broj p postoji primitivan koren po modulu p.

Dokaz. Pokazujemo indukcijom po deliocima d broja p− 1 da postoji taqno φ(d) elemenata
Zp poretka d. Ovo je trivijalno za d = 1. Pretpostavimo da je taqno za sve delioce
broja p− 1 maǌe od d. Na osnovu leme 1 postoji taqno d elemanata Zp qiji poredak
deli d. Po indukcijskoj pretpostavci, me�u tih d elemenata, taqno φ(e) ima poredak
e, gde je e ma koji delilac d maǌi od d. Preostalih d−

∑
d>e|d φ(e) elemenata imaju

poredak d, a po lemi 2 je d−
∑

d>e|d φ(e) = φ(d), xto zavrxava indukciju.

Specijalno, ima taqno φ(p− 1) elemenata poretka p− 1, tj. primitivnih korena. 2
Posledica. Ako je an − 1 deǉivo prostim brojem p za svako a, (a, p) = 1, onda je n deǉivo

sa p− 1.
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Dokaz. Dovoǉno je ubaciti a = g, gde je g primitivni koren po modulu p. 2
Zadatak 5. Dokazati da se brojevi 1, 2, . . . , 100 mogu rasporediti u poǉa tablice 10 × 10

tako da su u svakom kvadratu 2× 2 proizvodi po dva broja po dijagonali jednaki po
modulu 101.

Rexeǌe. Neka je g primitivni koren po modulu 101. Upiximo u poǉe i-te vrste i j-
te kolone (i, j ∈ {0, 1, . . . , 9}) ostatak g10i+j pri deǉeǌu sa 101. U svakom kvadratu
odre�enom vrstama i, i+ 1 i kolonama j, j + 1, proizvod brojeva po svakoj dijagonali
je g10(2i+1)+(2j+1) (mod 101). △

Postojaǌe primitivnog korena g po prostom modulu p znaqi da je multiplikativna
grupa Z∗

p cikliqna, generisana elementom g. To je i razlog xto primitivni koren qesto
oznaqavamo slovom g.

Prime�ujemo da, osim po prostim modulima, primitivni koren postoji i za module
n = 4, 6, 9, 10 koji nisu prosti - npr. g = 3, 5, 2, 3 redom.

T.9. Ako je p neparan prost broj i n ∈ N, postoji primitivan koren po modulima pn i 2pn.

Dokaz. Neka je g primitivni koren po modulu p. Poka�imo prvo da postoji primitivni
koren po modulu p2.

Tvrdimo da je bar jedan od brojeva g, g + p primitivni koren po modulu p2 - tj. da
ima poredak φ(p2) = p(p − 1) po modulu p2. Poretci ovih brojeva po modulu p su
jednaki p− 1, pa su ǌihovi poretci po modulu p2 deǉivi sa p− 1 - dakle, jednaki su
p − 1 ili p(p − 1). Ako ni g ni g + p nisu primitivni koreni po modulu p2, imamo
gp−1 ≡ (g + p)p−1 ≡ 1 (mod p2). Me�utim, binomni razvoj nam daje (g + p)p−1 − gp−1 ≡
(p− 1)pgp−2 ̸≡ 0 (mod p2), kontradikcija.

Neka je sada g primitivni koren po modulu p2. Poka�imo da je on tako�e primitivni
koren po modulu pn. Kako p taqno deli gp−1 − 1, po teoremi 6 imamo da je gm − 1
deǉivo sa pn ako i samo ako je m deǉivo sa pn−1(p − 1), tj. poredak g po modulu pn

je jednak φ(pn), xto smo i tvrdili.

Najzad, kako je φ(2pn) = φ(pn), svaki neparan primitivan koren po modulu pn je
ujedno i primitivan koren po modulu 2pn. Dakle, g ili g+ pn zadovoǉava uslove. 2

S druge strane, za neke module poput n = 8, 12, 15 ne postoji primitivni koren, jer po
Karmajklovoj teoremi nijedan broj nema red ve�i od 2, 2, 4 redom po datim modulima.

Ako postoji broj a qiji je poredak po modulu n jednak φ(n), iz Karmajklove teoreme
sledi da mora biti λ(n) = φ(n). To odmah iskǉuquje stepene dvojke ve�e od 22. Xta vixe,
iskǉuquje i sve brojeve n koji su jednaki proizvodu dva uzajamno prosta broja n1, n2 ve�a
od 2, jer su λ(n1) i λ(n2) parni po definiciji, pa je λ(n) = [λ(n1), λ(n2)] ≤ 1

2λ(n1)λ(n2) ≤
1
2φ(n1)φ(n2) =

1
2φ(n) < φ(n). Tako dobijamo:

T.10. Primitivan koren po modulu n (n ∈ N) postoji ako i samo ako je n = pn ili 2pn za
neki neparan prost broj p, ili n ∈ {2, 4}.

Dokaz. Svako n ∈ N koje nije u nekom od navedenih oblika je ili stepen dvojke ve�i od 4,
ili proizvod dva uzajamno prosta broja ve�a od 2, pa tvr�eǌe sledi iz prethodnog
razmatraǌa. 2

Sada mo�emo da poka�emo i analogon posledice teoreme 9 za slo�ene module, koji smo
najavili posle Karmajklove teoreme.

T.11. Ako je am − 1 deǉivo prirodnim brojem n za svaki ceo broj a, (a, n) = 1, onda je
eksponent m deǉiv sa λ(n) (gde je λ Karmajklova funkcija).

Dokaz. Neka je n = 2αpα1
1 · · · pαr

r , gde su pi razliqiti neparni prosti brojevi i αi > 0.
Po teoremi 10, za svako i postoji gi qiji je poredak po modulu pαi

i jednak φ(pαi
i ).
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Primitivni koren po modulu 2α ne postoji za α > 3; umesto toga, va�i da je poredak
npr. broja 5 po modulu 2α jednak 2α−2 - ovo sledi direktno iz T.7.

Po Kineskoj teoremi o ostacima postoji a takvo da je a ≡ 5 (mod 2α) i, za sve i,
a ≡ gi (mod pαi

i ). Tada je am − 1 deǉivo sa n ako i samo ako je deǉivo sa 2α i sa pαi
i

za sve i, a to va�i ako i samo ako je m deǉivo sa λ(2α) i λ(pαi
i ), xto je ekvivalentno

sa λ(n) | m. 2
4◦ Zadaci

1. Rexiti jednaqinu 3x − 2y = 1 u skupu prirodnih brojeva.

Rexeǌe. Za y = 1 jedino rexeǌe je (x, y) = (1, 1). Neka je y > 1. Tada 4 | 2y = 3x − 1,
odakle sledi 2 | x. Sada je 2y = (3x/2 − 1)(3x/2 + 1), pa su i 3x/2 − 1 i 3x/2 + 1 stepeni
dvojke. Jedini stepeni dvojke qija je razlika 2 su 2 i 4, pa je 3x/2 = 3 i najzad
(x, y) = (2, 3).

2. Postoji li n za koje 247 | 2n + 1?

Rexeǌe. Broj 247 se rastavǉa na proste qinioce kao 13 · 19. Ako 13 | 2n + 1, onda je
n ≡ 6 (mod 12), dakle n mora da bude paran. S druge strane, ako 19 | 2n + 1, onda je
n ≡ 9 (mod 19), dakle n je neparan, kontradikcija.

3. Neka su x i y celi brojevi. Ako 9 | x2 + xy + y2, dokazati da 3 | x, y.
Rexeǌe. Po uslovu, 3 | (x−y)(x2+xy+y2) = x3−y3. Kako je x3−y3 ≡ x−y (mod 3), sledi
da je x−y = 3z za neki ceo broj z. Ali tada je x2+xy+y2 = x3−y3

x−y = (y + 3z)3 − y33z =

3(y2 + 3yz + 3z2). Ako je to deǉivo sa 9, onda 3 | y.

4. Neka su x, y celi i p > 2 prost broj. Ako p2 | xp−yp

x−y , dokazati da p | x, y.

Rexeǌe. Kako p | xp−yp ≡ x−y (mod p), mo�emo da pixemo x−y = pz za neki ceo broj z.
Binomna formula daje xp−yp

x−y = (y+pz)p−yp

pz = pyp−1+p
(
p
2

)
yp−2z+p2

(
p
3

)
yp−3z2+ · · ·+pp−1zp.

U ovom izrazu svi sabirci poqev od drugog su deǉivi sa p2, pa i prvi mora da bude
deǉiv sa p2, odakle p | y.

5. Na�i sve prirodne brojeve x, y, n i prost broj p (p - xy) takve da je xp + yp = pn.

Rexeǌe. Za p = 2 jednaqina postaje x2 + y2 = 2n. Poxto 4 - x2 + y2, mogu�e je jedino
x = y = n = 1.

Neka je p > 2. Imamo xp−1 − xp−2y + · · ·+ yp−1 = xp+yp

x+y = ps za neko s. Iz prethodnog
zadatka za x i −y sledi s ≤ 1, tj. A = xp−1 − xp−2y + · · ·+ yp−1 ≤ p. Me�utim, ako je
x ≥ y, onda je A ≥ yp−1, pa je yp−1 ≤ p. Kako je 2p−1 ≥ p, mora biti y = 1. Tako�e,
zbog x ≥ 2 je A = xp−1−xp−2+ · · ·+1 > (x−1)xp−2, pa je xp−2 ≤ p, xto je mogu�e jedino
za x = 2 i p = 3. Ovako dobijamo rexeǌe (x, y, p, n) = (2, 1, 3, 2).

6. Dokazati da polinom xp−1−1− (x−1)(x−2) · · · (x−p+1) ima sve koeficijente deǉive
sa p.

Rexeǌe. U poǉu Zp, nule polinoma xp−1 − 1 su 1, 2, . . . , p− 1, pa je taj polinom jednak
(x− 1)(x− 2) · · · (x− p+ 1) po modulu p.

Napomena. Upore�ivaǌe slobodnih qlanova na levoj i desnoj strane nam daje alter-
nativni dokaz Vilsonove teoreme: (p− 1)! ≡ −1 (mod p).

7. Na�i sve parove (p, q) prostih brojeva takvih da je za svako a koje zadovoǉava
(a, 3pq) = 1 broj a3pq − a deǉiv sa 3pq.

Rexeǌe. Brojevi p i q su oqigledno neparni; primetimo da su ve�i i od 3, jer bi
u suprotnom va�ilo 9 | 23pq−1 − 1, odakle 6 | 3pq − 1 xto je nemogu�e. Po posledici
T.9, iz uslova zadatka sledi da je 3pq − 1 deǉivo sa p − 1 i q − 1, xto daje p − 1 |
3pq − 1 − 3q(p − 1) = 3q − 1 i analogno q − 1 | 3p − 1. Neka je, bez smaǌeǌa opxtosti,
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p ≥ q. Tada je 3q− 1 < 4(p− 1) i 3 - 3q− 1, odakle je 3q− 1 = p− 1 ili 3q− 1 = 2(p− 1).
Prvi sluqaj je nemogu� jer p ̸= 3q. Ostaje drugi sluqaj, tj. 2p = 3q + 1. Kako
q − 1 | 2(3p− 1) = 6p− 2 = 9q + 1, imamo q − 1 | 9q + 1− 9(q − 1) = 10. Jedina mogu�nost
je q = 11 i odatle p = 17.

8. Na�i sve parove prostih brojeva p, q za koje pq | (5p − 2p)(5q − 2q).

Rexeǌe. Jasno je da su p i q neparni. Primetimo da ako p | 5p − 2p ≡ 3 (mod p), onda
je p = 3. Pretpostavimo da je p = 3 (analogno za q = 3). Tada 3q | (53 − 23)(5q − 2q) =
32 · 13(5q − 2q), odakle je q = 3 ili q = 13.

Pretpostavimo sada da je p > q > 3. Tada p | 5q − 2q i q | 5p − 2p. Kako q | 5q−1 − 2q−1,
va�i 5n ≡ 2n (mod q) za sve n deǉive sa q− 1 ili sa p. Pri tom su q− 1 i p uzajamno
prosti, pa postoje x, y ∈ N za koje je px = (q − 1)y + 1. Tada je 5 · 2(q−1)y ≡ 5 · 5(q−1)y =
5px ≡ 2px = 2 · 2(q−1)y (mod q), odakle q | 3 · 2(q−1)y, xto je kontradikcija.

9. Ako su m,n prirodni brojevi i 2m−1 je deǉivo sa (2n−1)2, dokazati da je m deǉivo
sa n(2n − 1).

Rexeǌe. Iz 2n − 1 | 2m − 1 sledi n | m. Neka je m = kn. Tada je 2m−1
2n−1 = 2(k−1)n +

2(k−2)n + · · · + 2n + 1 ≡ 1 + 1 + · · · + 1 = k (mod 2n − 1), a to je deǉivo sa 2n − 1 ako i
samo ako 2n − 1 | k, odakle sledi tvr�eǌe.

10. Dokazati da za svako prirodno m > 1 postoji prirodan broj n takav da je n2 + 7
deǉivo sa 2m.

Rexeǌe. Koristimo indukciju po m. Za m ≤ 3 dovoǉno je uzeti n = 1. Pretpostavimo
da tvr�eǌe va�i za m− 1 (m ≥ 4), tj. da 2m−1 | n2 + 7 za neko n. Ako je n2 + 7 deǉiv
i sa 2m, indukcijski korak je gotov. U suprotnom je n2 + 7 ≡ 2m−1 (mod 2m), a tada
je (n+ 2m−2)2 + 7 = n2 + 7 + 2m−1n+ 22m−4 ≡ 2m−1 + 2m−1 ≡ 0 (mod 2m), pa je i u ovom
sluqaju indukcijski korak zavrxen.

11. Dokazati da za svako m ∈ N, m > 1 postoji n ∈ N takav da je 2n + 2003 deǉivo sa 3m.

Rexeǌe. Oznaqimo tra�eno n sa nm. Za m ≤ 2 dovoǉno je uzeti nm = 2. Pret-
postavimo da za neko m ≥ 3 postoji n = nm−1 takvo da je 2n ≡ −2003 (mod 3m−1).
Pokaza�emo da se tada mo�e uzeti nm iz skupa {n + 2j · 3m−2 | j = 0, 1, 2} tako da je
2nm ≡ −2003 (mod 3m).

Primetimo da je, po T.6, 22j·3
m−2−1 (j ∈ {1, 2}) deǉivo sa 3m−1, a nije sa 3m. Sledi da

su brojevi 2n, 2n+2·3m−2

i 2n+4·3m−2

kongruentni sa −2003 po modulu 3m−1, ali nikoja
dva nisu kongruentna po modulu 3m. To znaqi da je jedan od ǌih je kongruentan sa
−2003 (mod 3m), xto smo i �eleli.

12. Ako je a ceo broj i p ̸= 3 prost delilac a2 + 3a+ 3, dokazati da je p ≡ 1 (mod 6).

Rexeǌe. Kako je a2 + 3a + 3 = (a+1)3−1
(a+1)−1 , broj p deli (a + 1)3 − 1, tj. poredak a + 1 po

modulu p deli 3. Taj poredak nije 1 jer p - (a + 1) − 1 = a, pa sledi δ(a + 1, p) = 3.
Poxto poredak po modulu p deli φ(p) = p− 1, sledi 3 | p− 1 i, samim tim, 6 | p− 1.

Napomena. Drugi dokaz proizilazi iz osnovnih tvr�eǌa o kvadratnim ostacima.
Naime, ako p | a2 +3a+3, onda je (2a+3)2 ≡ 3 (mod p), dakle −3 je kvadratni ostatak

po modulu p. Po Gausovom zakonu reciprociteta je 1 =
(

−3
p

)
=

(
p
−3

)
=

(
p
3

)
, odakle je

p ≡ 1 (mod 3).

13. Neka je n prirodan broj i F = 22
n

+ 1. Dokazati da je broj F prost ako i samo ako
je 3

F−1
2 ≡ −1 (mod F ).

Rexeǌe. Pretpostavimo da je 3
F−1

2 ≡ −1 (mod F ). Neka je p neki prost delilac F .
Kako p | 3F−1 − 1, poredak broja 3 po modulu p deli F − 1 = 22

n

, dakle δ(3, p) = 2k za
neko k. Ako je k < 2n, onda 2k | 22n−1 = F−1

2 i prema tome 3
F−1

2 ≡ 1 (mod p) xto nije
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taqno. Sledi da je k = 2n, tj. δ(3, p) = 22
n

, odakle 22
n | p− 1. To je mogu�e jedino ako

je p = F , tj. F je prost.

Pretpostavimo sada da je F prost. Po Ojlerovom kriterijumu je 3
F−1

2 ≡
(
3
F

)
(mod F ).

Po Gausovom zakonu reciprociteta je
(
3
F

)
=

(
F
3

)
=

(
2
3

)
= −1 jer je F ≡ 2 (mod 3), pa

tvr�eǌe sledi.

14. (a) Dokazati da je svaki neparan delilac p broja a2+1 (gde a ∈ Z) oblika p = 4k+1.

(b) Sliqno, za t ∈ N dokazati da je svaki neparan delilac p broja a2
t

+ 1 oblika
p = 2t+1k + 1.

Rexeǌe. Neka p | a2t +1. Tada p deli a2
t+1−1 i ap−1, pa po T.3 imamo p | a(p−1,2t+1)−1 =

a2
s − 1, gde je 2s = (p− 1, 2t+1). Ako je s ≤ t, iz a2

s ≡ 1 (mod p) sledi a2
t ≡ 1 (mod p),

kontradikcija. Prema tome, s = t+ 1, tj. 2t+1 | p− 1.

15. Neka Φn(x) oznaqava n-ti ciklotomiqni polinom1. Dokazati da ako prost broj p
deli Φn(a) za neko a ∈ Z, onda p | n ili p ≡ 1 (mod n).

Rexeǌe. Va�i
∏

d|n Φd(x) = xn − 1. Pokaza�emo da je poredak a po modulu p jednak n,
odakle �e slediti n | p− 1.

Pretpostavimo da je poredak a po modulu p jednak d, gde je d < n i d | n. Tada je a
nula polinoma xd − 1 i Φn(x) nad Zp, i pri tom Φn(x) | xn−1

xd−1
, pa je a dvostruka nula

polinoma xn − 1 nad Zp. Odavde sledi da je a tako�e nula polinoma (xn − 1)′ = nxn−1

po modulu p, xto je jedino mogu�e ako je n ≡ 0 (mod p), tj. p | n.

16. (Specijalan sluqaj Dirihleove teoreme.) Za dati prirodan broj n, dokazati da
postoji beskonaqno mnogo prostih brojeva q oblika q = nx+ 1.

Rexeǌe. Pretpostavimo da su p1, p2, . . . , pk svi takvi prosti brojevi i posmatrajmo
broj N = Φn(np1p2 · · · pk). Po prethodnom zadatku, svi prosti delioci broja N su
kongruentni sa 1 po modulu n ili dele n. Me�utim, N je uzajamno prosto sa n i nije
deǉivo nijednim od brojeva pi, pa je to nemogu�e.

17. Ako je a ostatak n-tog stepena po svakom modulu, dokazati da je a n-ti stepen.

Rexeǌe. Po uslovu, a je ostatak n-tog stepena po modulu a2. Ako je p ma koji prost
delilac a i pk ∥ a, iz xn ≡ a (mod a2) sledi pk ∥ xn, dakle n | k. To va�i za svako p,
pa je a n-ti stepen.

18. Rexiti u skupu prirodnih brojeva jednaqinu 7a = 3 · 2b + 1.

Rexeǌe. Za b ≤ 4 nalazimo rexeǌa (a, b) ∈ {(1, 1), (2, 4)}. Neka je b > 4. Iz jednaqine
sledi 2b | 7a − 1. Kako 24 ∥ 72 − 1, T.7 nam daje 2b−3 | a, znaqi a ≥ 2b−3. Me�utim, lako
se vidi da je 7a − 1 ≥ 72

b−3 − 1 > 3 · 2b za b > 4, pa u ovom sluqaju nema rexeǌa.

19. Rexiti u skupu prirodnih brojeva jednaqinu 2m − 5n = 7.

Rexeǌe. Za m ≤ 5 jedino rexeǌe je (m,n) = (5, 2).

Pretpostavimo da je m ≥ 6. Tada 26 | 5n + 7, a pravolinijska provera pokazuje da
to va�i samo za n ≡ 10 (mod 16). Kako je 5n + 7 ≡ 510 + 7 ≡ −1 (mod 17), sledi da je
2m ≡ −1 (mod 17), a to je mogu�e samo kada 4 | m. Me�utim, tada je 5n + 7 = 2m ≡ 1
(mod 5), xto je kontradikcija.

20. Odrediti sve prirodne brojeve x za koje je 1 + 2x + 22x+1 potpun kvadrat.

Rexeǌe. Neka je 1 + 2x + 22x+1 = y2. Iz 2x | y2 − 1 sledi da 2x−1 deli y − 1 ili y + 1,
tj. y = 2x−1z ± 1. S druge strane, oqigledno je 2x + 1 < y < 2x+1 − 1 za x ≥ 2, pa je
z = 3. Sada lako nalazimo da je x = 4 jedino rexeǌe: 1 + 24 + 29 = 232.

1n-ti ciklotomiqni polinom je polinom qije su nule n-ti primitivni koreni jedinice, tj. Φn(x) =
∏

(x−ϵk),
gde je ϵ = cos 2π

n
+ i sin 2π

n
, a proizvod je po prirodnim brojevima k (k ≤ n) uzajamno prostim sa n.
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21. Na�i najve�i stepen broja 1001 koji deli Z = 10001001
1002

+ 10021001
1000

.

Rexeǌe. Primetimo da je 1001 = 7 · 11 · 13. Odredi�emo najve�i stepen broja 7 koji
deli Z. Kako 7 ∥ 1002−1 i 71000 ∥ 10011000, teorema 6 nam daje 71001 ∥ X = 10021001

1000−1.
Tako�e, 7 ∥ (−1000)−1 i 71002 ∥ 10011002, pa po T.6 imamo 71003 ∥ Y = (−1000)1001

1002 −1.
Sledi da 71001 ∥ X − Y = Z. Analogno, 111001, 131001 ∥ Z, pa zakǉuqujemo da je Z
deǉivo sa 10011001, a nije sa 10011002.

22. Ako je n ∈ N neparno, dokazati da je n(n− 1)(n−1)n+1 + n deǉivo sa ((n− 1)n + 1)
2.

Rexeǌe. Oznaqimo (n − 1)n + 1 = nA, gde je A ∈ Z. Imamo n(n − 1)(n−1)n+1 + n =
n((nA− 1)A + 1) = n · nA

(
(nA− 1)A−1 − (nA− 1)A−2 + · · · − (nA− 1) + 1

)
= n2A ·B. Pri

tom je B ≡ (−1)A−1 − (−1)A−2 + · · ·+ 1 = A (mod A), tj. A | B, odakle sledi tvr�eǌe.

23. Definiximo T1 = 2 i Tk = 2Tk−1 . Dat je prirodan broj n. Dokazati da je niz T1, T2, . . .
konstantan po modulu n poqev od neke taqke.

Rexeǌe. Tvr�eǌe pokazujemo indukcijom po n. Za n = 1 je trivijalno. Pret-
postavimo da je niz (Ti) konstantan po svim modulima 1, 2, . . . , n − 1 poqev od neke
taqke. Izme�u ostalog, to va�i i za modul φ(n). Kako iz Ti ≡ Ti+1 (mod φ(n)) sledi
Ti+1 = 2Ti ≡ 2Ti+1 = Ti+2 (mod n) za dovoǉno veliko i, sledi da je (Ti) tako�e kon-
stantno po modulu n poqev od neke taqke.

24. Dokazati da za svaki prirodan broj n i ceo broj c postoji prirodan broj x takav da
je 2x − x ≡ c (mod n).

Rexeǌe. Posmatrajmo niz Ai dat sa A0 = 1 i Ak+1 = 2Ak − c za k ≥ 0. Na isti naqin
kao u prethodnom zadatku pokazuje se da je niz (Ak) konstantan po modulu n poqev
od neke taqke - dakle, 2Ak − c = Ak+1 ≡ Ak (mod n) za neko k. Uzmimo x = Ak.

25. Na�i sva rexeǌa jednaqine am + bm = (a+ b)n u prirodnim brojevima (a, b,m, n).

Rexeǌe. Jasno je da je m > n. Za a = b dobijamo da su jedina rexeǌa a = b = 2k i
n−1 = k(m−n). Nadaǉe podrazumevamo da je a ̸= b. Neka je d = (a, b), a = da1, b = db1.
Jednaqina postaje dm−n(am1 + bm1 ) = (a1 + b1)

n.

Ako je m parno, onda a1 + b1 | a21 − b21 | am1 − bm1 , pa je (am1 + bm1 , a1 + b1) = (2am1 , a1 + b1) | 2
jer je (a1, b1) = 1. Kako 4 - am1 + bm1 | (a1 + b1)

m, sledi am1 + bm1 = 2 xto je nemogu�e.

Pretpostavimo sada da je m neparno i posmatrajmo neki ǌegov prost delilac q.
Broj A =

aq
1+bq1

a1+b1
deli (a1 + b1)

n. Neka je p prost delilac broja A. Tada p | a1 + b1, tj.
b1 ≡ −a1 (mod p), pa imamo p | A = aq−1

1 − aq−2
1 b1 + · · ·+ bq−1

1 ≡ qaq−1
1 (mod p). Sledi da

p | qaq−1
1 , dakle p = q. Prema tome, A = qr za neko r ∈ N. Me�utim, ako qt ∥ a1 + b1,

onda T.6 (posledica 3 za a1 i −b1) daje qt+1 ∥ aq1 + bq1, xto znaqi q ∥ A. Sledi da je
A = q. Ako su a1, b1 ve�i od 1, ovo je nemogu�e jer je aq1 > qa1 i bq1 > qb1. Zato mora
biti a1 = 1 ili b1 = 1. Neka je b1 = 1. Tada imamo aq1+1 = q(a1+1). Lako se pokazuje
da je leva strana ve�a od desne za a1 > 2, kao i za a1 = 2 i q > 3, tako da je jedina
mogu�nost a1 = 2 i q = 3. Sledi da je m stepen trojke i dm−n(2m + 1) = 3n, dakle
2m + 1 je stepen trojke. Me�utim, za 9 | m broj 2m + 1 je deǉiv sa 29 + 1 = 513, pa
ne mo�e da bude stepen trojke. Prema tome, mora biti m = 3, odakle lako dobijamo
d = 1, pa je (m,n) = (3, 2) i (a, b) = (2, 1) ili (1, 2).

26. Odrediti sve brojeve n ∈ N za koje n | 2n − 1.

Rexeǌe. Pretpostavimo da je n > 1 i neka je p ǌegov najmaǌi prost delilac. Tada
iz p | 2p−1 − 1 i p | 2n − 1 sledi p | 2(p−1,n) − 1 = 1, jer je (p− 1, n) = 1, xto je nemogu�e.
Zakǉuqujemo da je n = 1 jedino rexeǌe.

27. Dokazati da postoji beskonaqno mnogo brojeva n za koje n | 2n + 1.

Rexeǌe. Jedan primer je n = 3.

Ako n | m = 2n + 1, onda m = 2n + 1 | 2m + 1, dakle i m (m > n) zadovoǉava uslov.
Ovako dobijamo beskonaqno mnogo primera.

Napomena. U stvari, tvr�eǌe zadatka sledi iz zadatka 4 u tekstu.
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28. Dokazati da postoji prirodan broj n koji ima taqno 2000 prostih delilaca i za koji
va�i n | 2n + 1.

Rexeǌe. Dokaza�emo indukcijom po k da za svako k ∈ N postoji nk ∈ N koje ima taqno
k razliqitih prostih delilaca takav da nk | 2nk + 1 i 3 | nk.

Za k = 1, n1 = 3 zadovoǉava uslov. Pretpostavimo da je k ≥ 1 i nk = 3αm, gde
3 - m, pa m ima k − 1 prostih delilaca. Tada broj 3nk = 3α+1m ima taqno k prostih
delilaca i 23nk + 1 = (2nk + 1)(22nk − 2nk + 1) je deǉivo sa 3nk, jer 3 | 22nk − 2nk + 1.
Odabra�emo prost broj p koji ne deli nk tako da bude nk+1 = 3pnk. Dovoǉno je uzeti
p tako da p | 23nk + 1 i p - 2nk + 1.

Va�i i jaqe tvr�eǌe, da za svaki ceo broj a > 2 postoji prost broj p koji deli a3+1 =
(a+1)(a2−a+1), a ne deli a+1. Zaista, va�i nzd(a2−a+1, a+1) =nzd(3, a+1), pa ako
3 - a+1, dovoǉno je uzeti p = 3; u suprotnom, ako je a = 3b−1, onda a2−a+1 = 9b2−9b+3

nije deǉivo sa 32, pa za p mo�emo uzeti bilo koji prost delilac broja a2−a+1
3 .

29. Odrediti sve n ∈ N takve da n2 | 2n + 1.

Rexeǌe. Broj n je oqigledno neparan. Pretpostavimo da je n > 1 i da je p ǌegov
najmaǌi prost delilac. Tada p | 2n +1 | 22n − 1 i p | 2p−1 − 1, pa iz T.5 i qiǌenice da
je (2n, p− 1) = 1 sledi p | 2(2n,p−1) − 1 = 22 − 1 = 3, dakle p = 3.

Neka 3k ∥ n. Po teoremi 6, iz 3 ∥ 22 − 1 sledi 3k+1 ∥ 22n − 1, i odatle 3k+1 ∥ 2n + 1.
Kako 32k ∥ n2 | 2n + 1, dobijamo da je k = 1. Prema tome, broj N = 2n+1

3 nije deǉiv
sa 3. Pretpostavimo da je N > 1 i neka je q > 3 ǌegov najmaǌi prost delilac. Tada
q | 2q−1−1, 22n−1, pa opet po T.6 imamo q | 2(2n,q−1)−1. Ovde je (2n, q−1) | 6 jer 2n nema
drugih prostih delilaca maǌih od q osim trojke. To znaqi da q | 26 − 1 = 63 = 32 · 7,
dakle q = 7. Me�utim, 7 - 2n + 1 ni za jedno n, pa nas je pretpostavka N > 1 odvela u
kontradikciju. Zato mora biti N = 1 i odatle n = 3.

30. Na�i sve parove (n, p) takve da je p prost, n ∈ N, n ≤ 2p i np−1 | (p− 1)n + 1.

Rexeǌe. Jedina rexeǌa za n < 3 ili p < 3 su (2, 2) i (1, p) za proizvoǉan prost broj
p. Nadaǉe smatramo da je p, a samim tim i n, neparno.

Posmatrajmo najmaǌi prost delilac q broja n. Kako tada q | (p− 1)n +1 | (p− 1)2n − 1
i q | (p − 1)q−1 − 1, sledi q | (p − 1)(2n,q−1) − 1 = (p − 1)2 − 1 = p(p − 2). Pri tom nije
mogu�e da q | p − 2, jer tada q - (p − 1)n + 1 ≡ 2 (mod q). Sledi da je q = p. Kako je
n < 2p, mora biti n = p. Uslov zadatka postaje pp−1 | (p− 1)p+1, tj. pp−1 | (1− p)p− 1.
Me�utim, po teoremi 6 iz p ∥ (1− p)− 1 sledi p2 ∥ (1− p)p − 1, pa zakǉuqujemo da je
p = 3. Zaista, (n, p) = (3, 3) zadovoǉava uslove.

31. Na�i sve prirodne brojeve n za koje postoji taqno jedno a ∈ N, a < n!, takvo da
n! | an + 1.

Rexeǌe. Ako je n parno i n > 2, an + 1 nikad nije deǉivo sa n! jer 4 | n!. Ako je n
neparno i slo�eno, i d ǌegov prost delilac ili d = 1, onda n! | an + 1 za a = n!

d − 1,
pa imamo bar dva izbora za a. Dakle, n mora da bude prosto.

Za prosto n, n ne deli φ(n!), pa postoji neparno m takvo da je mn ≡ 1 (mod φ(n!)).
Tada je a ≡ amn = (−1)m = −1 (mod n!) jedinstveno po modulu n!.

32. Dokazati da za svaki prost broj p postoji prosto q takvo da q nije delilac xp − p ni
za jedno x ∈ Z.
Rexeǌe. Pretpostavimo da za svaki prost broj q postoji n za koje je np ≡ p (mod q).
Znamo da za q ̸≡ 1 (mod p) stepeni np daju sve mogu�e ostatke po modulu q. Zato, neka
je q = kp + 1 (k ∈ N). Kako je pk ≡ nkp = nq−1 ≡ 1 (mod q), imamo q | pk − 1 za svako
takvo q.

Uzmimo za q bilo koji prost delilac broja pp−1
p−1 . Kako q - p − 1 jer je pp−1

p−1 ≡ 1

(mod p− 1), poredak p po modulu q je p, odakle je zaista q = pk+1 za neko k. Sada iz
q | pk − 1, pp − 1 sledi q | p(p,k) − 1, xto povlaqi (p, k) > 1. To znaqi da p | k, tj. q ≡ 1
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(mod p2). Me�utim, pp−1
p−1 = pp−1 + · · ·+ p+1 ̸≡ 1 (mod p2) ima bar jedan prost delilac

koji nije kongruentan 1 po modulu p2, xto je kontradikcija.

33. Neka su a i b razliqiti prirodni brojevi ve�i od 1. Dokazati da postoji n za koje
(an − 1)(bn − 1) nije potpun kvadrat.
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