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Prilog rješavanju logaritamsko–eksponencijalnih
jednadžbi

Dino Dumančić∗

Sažetak. U članku se najprije navodi definicija i osnovna svojstva
logaritamske funkcije. Takod̄er navode se i neka složenija svojstva i for-
mule podesne za rješavanje logaritamskih i eksponencijalnih jednadžbi.
Pokazana je med̄usobna povezanost ovih formula te navedeni neki ilus-
trativni primjeri i zadaci.

Ključne riječi: jednadžba, eksponencijalna i logaritamska funkcija

Contribution to solving exponential and logarithmic equations

Abstract. The paper gives the definition and basic properties of a
logarithmic function. Some more complex properties and formulas suit-
able for solving exponential and logarithmic equations are also given.
Mutual interrelations between these formulas are shown and some illus-
trative examples are given.
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1. Uvod

Na općinsko–školskom natjecanju iz matematike za učenike trećih razeda srednje
škole 2007. godine pojavio se i ovakav zadatak.

Zadatak 1. Odredite pozitivni realni broj x > 0 koji je rješenje jednadžbe

15log5 x · xlog5 45x = 1.

Logaritmiranjem obje strane jednadžbe po bazi 5 i izlučivanjem zajedničkog faktora
dobivamo

log5 x (log5 15 + log5 45x) = 0,

log5 x · log5 675x = 0,

odakle dobivamo dva različita rješenja polazne jednadžbe

log5 x = 0 =⇒ x1 = 1,

log5 675x = 0 =⇒ x2 = 1
675 .

Pokazat ćemo drugi način rješavanja ovakvih jednadžbi primjenom nekih speci-
jalnih relacija koje vrijede za logaritamsku funkciju.
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2. Logaritamska funkcija – definicija i osnovna svojstva

Logaritamska funkcija f : R+ → R, f(x) = loga x, a > 0, a 6= 1 definira se kao
inverzna funkcija eksponencijalne funkcije g : R → R+, g(x) = ax, a > 0, a 6= 1
(vidi primjerice [3], [4], [5], [6]). Zbog toga vrijedi (f ◦ g)(x) = (g ◦ f)(x) = x, a
specijalno u našem slučaju dobivamo dvije korisne formule

loga ax = x x ∈ R,

aloga x = x, x > 0.
(1)

Primijetimo da je vrijednost logaritamske funkcije baze a u točki x onaj broj y,
kojim treba potencirati bazu a da bi se dobio broj x, tj.

loga x = y ⇐⇒ ay = x. (2)

Odmah se vidi da specijalno vrijedi

loga a = 1 i loga 1 = 0. (3)

Navedimo osnovna svojstva logaritamske funkcije, koja neposredno slijede iz
definicijske jednakosti (2)

(i) loga(xy) = loga x + loga y zbog ax · ay = ax+y,

(ii) loga
x
y = loga x − loga y zbog ax : ay = ax−y,

(iii) loga xy = y loga x zbog (ax)y = axy.

(4)

3. Neka posebna svojstva logaritamske funkcije

Prethodno navedenim svojstvima dodajmo još dvije važne formule

xloga y = yloga x, a, x, y > 0, (5)

loga x =
logb x

logb a
, a, x, y > 0. (6)

Dokaz formule (5). Očigledno vrijedi jednakost

loga x loga y = loga y loga x.

Korǐstenjem formule (iii) iz (4) dobivamo

loga yloga x = loga xloga y,

a zbog bijektivnosti logaritamske funkcije odmah slijedi (5).

Dokaz formule (6). Neka je y = loga x. Prema (2) vrijedi ay = x, pa zbog
bijektivnosti logaritamske funkcije vrijedi

logb ay = logb x =⇒ y logb a = logb x,

iz čega dobivamo (6).

Pokažimo nadalje da iz (5) slijedi (6) i obrnuto.
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(a) (5) ⇒ (6).
Ako u (5) stavimo y = b i logaritmiramo po bazi a, dobivamo

loga b logb x = loga x logb b.

Kako je prema (3) logb b = 1, odavde neposredno slijedi (6).

(b) (6) ⇒ (5).
Označimo z = xloga y. Logaritmiranjem obje strane po bazi a i korǐstenjem
(6) dobivamo

loga x =
loga z

loga y
= logy z.

Odavde korǐstenjem (3) dobivamo z = yloga x, a kako je z = xloga y, dobili smo
formulu (5).

Specijalno iz (6) slijedi korisna formula koja povezuje dvije različite baze logarita-
mske funkcije

loga b =
1

logb a
, a, b > 0. (7)

Primjer 1. Zadatak 1 s početka članka

15log5 x · xlog5 45x = 1,

koji smo riješili na uobičajen način, riješit ćemo primjenom formule (5). Ako
faktor 15log5 x prema formuli (5) zamijenimo s xlog5 15, polazna jednadžba postaje

xlog5 675x = 1.

Budući da funkcija opća potencija x 7→ xϕ(x) može primiti vrijednost 1 ili tako da
je x = 1 ili tako da je ϕ(x) = 0, lako dobivamo dva rješenja prethodne jednadžbe

x1 = 1, x2 =
1

675
.

Primjenom programskog sustava Mathematica takod̄er se može riješiti ova jed-
nadžba primjenom naredbe FindRoot, ali pri tome početna aproksimacija mora
biti vrlo blizu rješenja.

In[1]:= f[x_] := 15^Log[5, x] x^Log[5, 45 x] - 1

(i) primjenom FindRoot[f[x] == 0, {x, .01}] dobivamo x -> 0.00148148,(
tj. 1

675

)
,

(ii) primjenom FindRoot[f[x] == 0, {x, 2}] dobivamo x -> 1.

Primjer 2. Primjenom formule (5) riješimo sljedeću jednadžbu (vidi [1], str. 85)

5log x − 3log x−1 = 3logx+1 − 5logx−1.
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Najprije primijetimo da rješenje x mora zadovoljavati uvjet x > 0. Korǐstenjem
formule (5) i sred̄ivanjem jednadžbe dobivamo

3
5
xlog 5 =

5
3
xlog 3 =⇒

(
3
5

)2

= xlog 3
5 .

Ponovnim korǐstenjem formule (5) dobivamo

(
3
5

)2

=
(

3
5

)logx

,

odakle slijedi rješenje x = 100. Drugi način rješavanja vidi u [1], str. 85. Primjenom
programskog sustava Mathematica takod̄er možemo dobiti ovo rješenje naredbom
FindRoot, ali pri tome početna aproksimacija mora biti veća od 18.

Primjer 3. Primjenom formule (6) riješimo sljedeću jednadžbu (vidi [1], str. 83)

log(35 − x3)
log(5 − x)

= 3.

Najprije primijetimo da traženi realni broj x ∈ R mora zadovoljavati sljedeće
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Slika 1: Graf funkcije f(x) = log(35−x3)
log(5−x) − 3

uvjete:
5 − x > 0 & 5 − x 6= 1 & 35 − x3 > 0,

tj. moguće rješenje mora zadovoljavati uvjet: x < 3
√

35 ≈ 3.27107, što je vidljivo i
iz grafa funkcije f(x) = log(35−x3)

log(5−x) − 3 prikazanog na Slici 1.

Korǐstenjem formule (6) polazna jednadžba postaje

log(5−x)(35 − x3) = 3.

Na osnovi definicijske jednakosti (2) dobivamo jednadžbu

(5 − x)3 = 35 − x3,

odnosno kvadratnu jednadžbu

x2 − 5x + 6 = 0,

čija su rješenja x1 = 2, x2 = 3.
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Primjenom programskog sustava Mathematica takod̄er možemo dobiti ova rješenja
naredbom FindRoot i odgovarajućom početnom aproksimacijom.

Zadatak 2. Na osnovi formule (5) (odnosno formule (6)) pokažite da vrijedi

logan x =
1
n

loga x.

Uputa: stavite b = an i primijenite formulu (6).
Zadatak 3. Na kraju navedimo još nekoliko zadataka za vježbu (iz [1], [2], [3],

[7]) u kojima je korisno primijeniti formule (5) ili (6):

a) 4log x − 32 + xlog 4 = 0, b) 3log 1
x − 12 · xlog 3 + 1 = 0,

c) 2 log 2+log(x−3)
log(7x+1)+log(x−6)+log 3 = 1

2

d)Riješite sustav jednadžbi:

5log x = 3logy

(3x)log 3 = (5y)log 5

Rješenje: a) x0 = 100, b) x0 = 0.1, c) x0 = 9, d) (x0, y0) = (1
3 , 1

5 ).
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