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Ратко Тошиќ 

Нови Сад  
 

ПАЛ  ЕРДЕШ (1913-96) 
 

Кога имал неполни 4 години, Пал Ердеш и ре-

кол на својата мајка: “Ако од 100 одземеш 250, ќе до-

биеш 150 под нулата”. Малиот Пал тогаш веќе знаел на 

памет да множи трицифрени и четирицифрени броеви, 

но дотогаш никој не му кажал дека постојат и негативни 

броеви. Во подоцнежните години тој со радост се 

сеќавал: “Тоа беше самостојно откритие.”  

Ердеш беше вечен патник; живеше патувајќи од 

еден до друг универзитет, од една научна конференција 

до друга. Меѓутоа, остана цврсто поврзан со Унгарија, 

каде што бише необично ценет и почитуван, не само од математичарите. Секој 

научен собир на кој учествуваше го претвораше во математички празник. Умре на 

20. септември 1996 година во Варшава, каде што држеше предавања во рамките на 

двонеделниот минисеместар од комбинаторика.  

Во секој поглед колоритна фигура, Пал Ердеш имаше шармантен обичај 

да нуди парични награди за решавање на математички проблеми. Така, на пример, 

1971. година, понуди 10 долари на оној кој ќе најде барем еден непарен 

ексцентричен број и 25 долари за доказ дека таков број не постои. (Ексцентричен е 

оној број кој е помал од збирот на своите вистински делители, но не може да се 

претстави како збир на некои свои различни вистински делители. 70 е најмалиот 

ексцентричен број.) Овој пример не го наведуваме заради занимливоста на 

задачата, туку заради префинетета проценка на Ердеш за релативната вредност на 

контрапримерот и доказот. Паричната вредност на наградата не беше поттик на 

математичарите да ги решаваат Ердешовите проблеми. Да се реши некој од Ерде-

шовите проблеми претставуваше чест за секој математичар, а банкнотите добиени 

од него значеа повеќе од званичните дипломи и се чувани како најдраги спомени.  

Најславен негов доказ е доказот (заедно со Селберг) на Теоремата за простите 

броеви која гласи: Ако е )(n  бројот на простите броеви кои не се поголеми од n, 

тогаш  

.1
ln)(

lim 
 n

nn
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
 

Тврдењето прво го докажале Адамар и Вале-Пусен со методите на комплексната 

анализа. Ердеш 1949. година, заедно со Селберг, објавил елементарен доказ, во кој 

воопшто не се користат комплексни броеви.  

Пал Ердеш зборуваше дека Господ на небото има КНИГА која ги содржи 

доказите на сите математички теореми кои можат да се замислат; уште повеќе, тие 
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докази се најдобри и најелегантни. За доказите за кои сметаше дека се значајни и 

исклучителни, велеше дека се од КНИГАТА.  

Ердеш остави длабока трага во математиката, не само со наброените 

резултати во математиката, особено во теоријата на броеви и комбинаториката. 

Имено, тој беше и најголем составувач на математички проблеми на сите времи-

ња, од задачи наменети за средношколците до истржувачки проблеми, меѓу кои 

некои и до денешен ден не се решени. Многу негови проблеми послужиле како 

почетна точка за научни истражувања во различни области на математиката. Во 

голема мерка благодарејќи му на Ердеш, унгарската математика завзема така 

високо место во светот.  

Во продолжение ќе ви презентираме пет проблеми на Пал Ердеш, кои во 

различни временски периоди се објавувани во списанието “American Mathematical 

Monthly”.  

1.  Докажете дека меѓу било кои n+1 природни броеви помали или еднакви на 2n, 

постојат два такви што едниот од нив е делител на другиот.  

Решение. Нека дадените броеви се 121 ,...,, naaa  и нека 2br  е најголемиот степен 

на бројот 2 во каноничното разложување на ar  на прости множители. Тогаш, 

a cr
br 2 ,  каде c е непарен број. Бидејќи меѓу природните броеви од 1 до 2n има 

n непарни, од принципот на Дирихле следува дека меѓу дадените n+1 броеви ar  

мора да постојат два кај кои факторите c се поклопуваат. Очигледно едниот од нив 

е делив со другиот.  

2.  Нека 1 1 2    a a a nk...  е низа од природни броеви, такви што 

НЗС ( , ) .a a ni j   Докажете дека   1

1

3
2a

i

k

i


  .  

Решение. Слично како во претходната задача се докажува дека  

  k
n


1
2 .      (1) 

Од друга страна, ако број ai  се наоѓа во низата, тогаш ниден природен број b 

таков што a b ni   не може да се наоѓа во низата и сите тие броеви од облик a bi  

се различни. Бројот на таквите броеви b е еднаков на n
ai






. Значи, 
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од каде што следува  
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1 .  Од последното неравенство и од 

неравенството (1) добиваме  
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од што следува  
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1

1

3
2a

i

k

i


  .  

3.  Нека a a a nn1 2 2   ...  се природни броеви, такви што ниеден од нив не е 

делив со некој друг број на низата. Докажете дека a k
1 2 ,  каде бројот k е 

определен со неравенствата 3 2 3 1k kn   .  Докажете дека оваа оценка за a1  

не може да се подобри.  

Решение. Да ги запишеме членовите на низата во облик a c
b

 
 2 , каде c  се 

непарни броеви. Броевите c  се различни, бидејќи ако меѓу членовите на низата 

постојат два со еднакви фактори c , тогаш едниот од нив ќе биде делив со 

другиот, што противречи на условот на задачата. Според тоа, членовите на низата 

можат да се претстават во облик a c
b

 
 2 , каде множителите c  со точност до 

нивниот поредок се поклопуваат со членовите на низата 1, 3, 5, ..., 2n-1. Прво да ја 

разгледаме поднизата броеви a ,  за кои c k
  13 3 32, , ... , .  Членовите на оваа 

подниза можат да се претстават во облик   2 3i i ,  каде i k 012, , ,... , ,  при што 

 i i 1,  бидејќи во спротивно   следниот член на поднизата ќе биде делив со 

претходниот. Според тоа, i k i   и затоа  2 3 2 3 2i i k i i k  .  Ако a1  

припаѓа на разгледуваната подниза, тогаш тврдењето на задачата е докажано. Во 

спротивно c1 5 .  

Сега да претпоставиме дека спротивно на тврдењето на задачата,  

a c cb k
1 1 12 2 51  , . kade  

Затоа,  

c k bk b
1 12 31   , . kade  

Според претходно докажаното, множителите c  се различни непарни броеви, не 

поголеми од 2n. Според тоа, броевите c b1
1

13 12 3 2   , , , , ... , , za  припаѓаат 

на множеството множители c , бидејќи најголемиот од нив го задоволува 

неравенството  

3 3 2 3 3 2 3 21 1 1 1 11
1

1 1 2 3b b k b b k b kc n         .   (2) 

Овие броеви определуваат подниза на почетната низа a c
b


  

1
13 2 ,  каде 

  12 3 21, , , ... , .b  Меѓу членовите на оваа подниза можат да се најдат два члена 

такви што едниот од нив, спротивно на условите на задачата, е делив со другиот, 

доколку броевите b  не се разликуваат и ни за еден  не важи неравенството 

b b  1.  Меѓутоа, ова неравенство не е можно, бидејќи  прима b1 2  вредности, 
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а постојат најмногу b1 1  различни ненегативни цели броеви, кои не се поголеми 

од b1.  

За да докажеме дека оценката на најмалиот член на низата не може да се подобри, 

наведуваме пример на низа кај кој најмалиот член, за произволно n, е еднаков на 

2 k .  Членовите на таа низа можат да се запишат во облик  

aij
k j j

i
i 2 3  ,  

каде i  се сите непарни броеви кои го задоволуваат неравенството i n 2  и се 

заемно прости со 3,  

3
2

3 011k

i

k
i

i i
n

j k  


, , , ... , .  

Не е тешко да се види дека броевите aij  се различни, помали од 2n и дека ги има 

точно n. Лесно се докажува дека најмалиот од броевите aij  е еднаков на 2 k .  На 

пример, за n=15, нашата низа ја формираат броевите 8, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 17, 18, 

19, 21, 23, 25, 27, 29.  

4.  Нека е p прост број поголем од 3 и n
p

 2 1
3

2

.  Докажете дека n е делител на 

2 2n  .  

Решение. Во разложувањето   

n
p p

 
  

1
4 2 1 2 1

3

1 1( )( )
,  

множителот 4 е делив со 2, 2 11p   е делив со p (според малата теорема на 

Ферма, бидејќи p е прост број) и со 3 (бидејќи p е непарен прост број). Според тоа, 

ако p>3, тогаш 2 11p   е делив со 3p, а n-1 е делив со 2p. Според условот на 

задачата, бројот 122 p  е делив со  n. Бидејќи n-1 е делив со 2p, добиваме дека 

12 1 n  е делив со 122 p ,  па затоа и со n. Конечно, n е делител на ,22 n
 што 

и требаше да се докаже.  

5.  Дадени се k природни броеви  ,...21 naaa k   каде  .
2

1 nk  Докажете 

дека барем за еден пар броеви (i,r) важи .1 ri aaa   

Решение. Да го разгледаме множеството од k-1 природни броеви  

.,...,, 11312 aaaaaa k   

Заедно со множеството од дадените k различни природни броеви, добиваме 

2k-1>n природни броеви, кои се помали или еднакви на n. Од принципот на 

Дирихле следува дека двете множества имаат барем еден заеднички елемент, 

т.е. барем еднаш важи 1aaa ri   т.е. важи .1 ri aaa   

За  
2

1 nk  тврдењето не важи, што може да се види од следниот пример:  



Математички талент  

 

 5 

    .,...,2,1
22

nnn   

 Како што веќе рековме Ердеш беше познат по 

многуте поставени проблеми. Долу наведените негови 

проблеми се уште не се решени.  

1.  Нека P е произволна точка во внатрешноста на три-

аголник. Со a a a1 2 3, ,  да ги означиме растојанијата од 

точката P до темињата на триаголникот, а со x, y и z 

растојанијата од точката P до страните на триа-

голникот. Одредете ја најмалата вредност на изразот  

a a a

x y z

1 2 3 

 
.  

2.  Дадени се n точки во рамнината такви што меѓу нив не постојат три 

колинеарни точки. Ги разгледуваме оние парови точки меѓу кои 

растојанието е еднакво на 1. Кој е најголемиот број на такви парови?  

3.  Докажете дека 
1

1
2
n

n
!





  е ирационален број.  

4.  Докажете дека во конвексен n-аголник ( n  5) не постои теме кое е еднакво 

оддалечено од други четири темиња.  

 

 
 


