
Nejednakost Popoviciua i njene primjene

Šefket Arslanagić, Sarajevo, Bosna i Hercegovina

Ovdje ćemo opisati interesantnu nejednakost Tiberiua Popoviciua, poznatog ru-
munjskog matematičara ro -denog 1906. godine, koju je objavio 1965. godine, a koja
glasi:

Ako je funkcija f : [a, b] −→ R konveksna, tada za sve brojeve x, y, z ∈ [a, b] vrijedi
nejednakost
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Ako je funkcija f konkavna, tada u (1) vrijedi suprotna nejednakost, tj.
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Dokaz ove nejednakosti može se naći, npr. u [7].

Dokaz. Ne smanjujući općenitost, možemo pretpostaviti da je x ≤ y ≤ z . Ako je
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3

, onda je
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3
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2
≤ z i
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2

. Prema tome,

postoje s, t ∈ [0, 1] tako da je
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2
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Zbrajajući jednakosti (1’) i (1”), dobivamo
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2
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3
,

a odavde s + t =
3
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.

Kako je funkcija f konveksna, imamo
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)
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Zbrajanjem ovih triju nejednakosti dobiva se nejednakost (1), što je i trebalo dokazati.

Slučaj
x + y + z

3
< y promatra se na sličan način, pričem imamo x ≤ x + z
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≤
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i x ≤ y + z
2

≤ x + y + z
3

.
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Napomena 1. Ako je funkcija f : [a, b] −→ R konkavna, u (1) vrijedi suprotna
nejednakost koja se dokazuje analogno.

Sada ćemo dati nekoliko primjena ove nejednakosti koje su u vezi s trokutom, a
novodobivene nejednakosti će biti i poboljšanja nekih nejednakosti iz [3].

Nejednakost 1. Dokazati da za svaki trokut ABC vrijedi nejednakaost
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, (3)

gdje su α , β , γ njegovi unutarnji kutovi, s poluopseg i R polumjer opisane mu
kružnice.

Dokaz. Promatrajmo funkciju f (x) = sin x , x ∈ [0, π] . Imamo f ′(x) = cos x , te
f ′′(x) = − sin x � 0, ∀x ∈ [0, π] , tj. funkcija je konkavna na intervalu I = [0, π] , pa iz
(2) za x = α , y = β , z = γ imamo
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odnosno, zbog
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,

vrijedi nejednakost (3). Jednakost vrijedi ako i samo ako je α = β = γ =
π
3

, tj. ako je

trokut jednakostraničan.

Napomena 2. Nejednakost (3) je bolja od nejednakosti 2.27 u [3] koja ima oblik

cos
α
2

+ cos
β
2

+ cos
γ
2

> 2.

Nejednakost 2. Dokazati da za svaki trokut s kutovima α , β , γ vrijedi nejednakost

sin
α
2

+ sin
β
2

+ sin
γ
2
≥ 5
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, (4)

gdje su R i r polumjeri opisane i upisane kružnice tom trokutu.

Dokaz. U ovom slučaju ćemo promatrati funkciju f (x) = cos x , x ∈
[
0,
π
2

]
. Kako

je f ′(x) = − sin x , f ′′(x) = − cos x ≤ 0, ∀x ∈
[
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π
2

]
, tj. funkcija je konkavna na
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intervalu I =
[
0,
π
2

]
, iz (2) za x = α , y = β , z = γ imamo
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odnosno zbog
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vrijedi nejednakost (4). Jednakost vrijedi ako i samo ako je trokut jednakostraničan.

Napomena 3. Nejednakost (4) je bolja od ove u 2.9 u [3]
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Nejednakost 3. Za svaki šiljastokutan trokut s kutovima α , β , γ vrijedi nejednakost
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Dokaz. Ovaj puta ćemo promatrati funkciju f (x) = tg x , x ∈
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odnosno, vrijedi nejednakost (5).

170 Matematičko-fizički list, LVIII 3 (2007. – 2008.)



Napomena 4. Kako je tgα+ tgβ+ tg γ = tgα tg β tg γ , iz (5) dobijemo nejednakost

tgα tgβ tg γ ≥ 2s
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√
3. (6)

Napomena 5. Nejednakosti (5) i (6) su bolje nego ove u 2.30 i 2.32 u [3]
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(5) ili (6) vrijedi ako i samo ako je trokut jednakostraničan.

Nejednakost 4. Dokazati da za svaki trokut s kutovima α , β , γ vrijedi nejednakost
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odnosno, vrijedi nejednakost (7).

Napomena 6. Ako je trokut tupokutan, tada je cosα cos β cos γ < 0. Ako je trokut
šiljastokutan, onda je cosα cosβ cos γ ≥ 0. Dakle, u slučaju šiljastokutnog trokuta iz
(7) dobivamo

cosα cosβ cos γ ≤ r2

2R2
.

Ova nejednakost je bolja od nejednakosti 2.24 u [3], koja glasi
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8
,
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8
⇔ R ≥ 2r , a ovo je poznata Eulerova nejednakost.
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Jednakost u (7) vrijedi ako i samo ako je trokut jednakostraničan.

Nejednakost 5. Dokazati da za svaki šiljastokutni trokut, čiji kutovi zadovoljavaju
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π
4
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π
2

, vrijedi nejednakost
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Koristeći poznatu jednakost
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α
2

ctg
β
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γ
2
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dobivamo nejednakost (8). Jednakost vrijedi ako i samo ako je trokut jednakostraničan.
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[2] Š. ARSLANAGIĆ, Metodička zbirka zadataka sa osnovama teorije iz elementarne
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