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YV TAOLIMMA
(IIPOYUNTAJTE OBABE3HO)

[Iporpam mareMaTuke 3a IV paspes cpeirbe mKoIe je HauWbeH IIpeBUllle
amburmo3so. Jla 6y ra KOPEKTHO caBiajao y4eHUMK Mopa 6UTU CaBPIIEHO
[IpUNpEeMIbeH U Lejle MKOJCKe OJAMHE U3Y3eTHO aKTUBAH.

OBa K®ura je HamucaHa 10 Bakehem mporpamy. Uenehn Texuny npen-
puljeHor rpajuBa HACTOJalX CMO Ja HEONXOLHY MaTepujy o0pamumMo HITO
npucTyadsuje, momryjyhn Kracudan MeTOIMIKM IIPUHIMIL — O IPOCTOL Ka
cnosxernom. Ocum onmepaka 4.3 u 6.4, HacTojann cMo Aa He npoumpyjemo Beh
npeoGuMHO TpaauBo. [Ipelx BaMa je Kiura u3 Koje here Ge3 BeMMKOr Halmopa
yurTy MareMaTuKy. Hyamo BaM BeJMKN n360p 3ajaTaka ¥ CBAKM je DelleH.
Y penremuma cy KopuiihieHne pasHOBPCHE uneje U MeToIe.

Crnemamo omury naejy MATHEMATISKOP-a: mro jacHMje U IITO KOPEeK-
THUje YBECTH UMTAOLE y IENOTe U TajHE MaTeMaTHKE.

Kmura je HamcaHa Tako [a je CBaKd YMTAjall MAKCUMAJHO pasyme U
KOPHCTH TIpeMa CBOjuM TloTpefama — y4UeHUK Ja yCaBpIIaba M IpoIupyje
cBOje 3Hame, a HACTABHMK A& MMa BeJIAKU n360p KaKo CIWYHMX, TaKo W
Pa3HOBDCHUX 3aJaTaka: 3a [IpelaBara 1 yBexbapame (o3nadenu ca A), 3a
MICMeHe 3aaTKe U 3a MpoBepy 3Hama. [lar je u Behin 6poj sanaraKa IOBUIIEHOD
HUBoOa, o4 HoMahux o MHTEPHAIMOHAIHNK TAKMUICHA (o3HAMEHN ca *), TaKO
a ¥ OHM HajjauM mMajy GoraT msbop.

Yupsux zecer riaBa nma 29 npreska, Koju cy o3HadeHu GpojeBuMa on 1
110 29. Y JETAHAECTOJ INIABU (Pemema 3aaTaKa) HyMeDalld)a IpTekKa
moHOBO Mae ox Gpoja 1 (mo 113).

HacTojau cMO Jia HAUMHMMO KESHTY KOJa je jenna menuHa, Maga obpa-
Hyje ABe alcoMyTHO PasiudyMTe TeMe: MATeMaTUIKy aHAIA3Y 1 BepoBaTHONY
ca CTATUCTUKOM. Y DPeajn30Barby OBE MJeje BEJVUKU YIeO VMa]y pele3eHTu
ap Mupjana Bopuh u ap Apud Somuh. OHM cy BpJIO TAKBUBO IIPOUN-
TaJ Iy pYKOIUC U GiaroBpeMeHnM, 106 poHaMepHUM npuMenbama Halle Halope
YUMHUIM JIAKIIAM, & Pe3ysTaT JIEeMIM. 360r TOra CMO UM BeOMa 3aXBAaJIHU.

OHuM uuTaouUMa, Koju e ce TOKOM JaJjber LIKOJIOBakha TOHOBO 6aBUTH
MaTEMATHUKOM, TIPENOpYyYyjeMo Ja OBY KIBUT'Y, Kao U MATHEMATISKOP 7,
cauyBajy. 360r 4era, He MOpaMo objallbaBaTH. Cxsatuhe Bpao 6p3o.

Y Beorpany, jye 1998. r.
Ayropnu
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ITPBA I'VIABA

1 PEAJIHE ®YHRKIIMJE

1.1 IOJAM ®YHEKIIMJE. IOMEH 1 KOAOMEH

Ako ¢y D m F mempa3sHW CKyIOBH M aKO je CBaKOM eJIEMeHTY &
ckyma D, ¥ € D, IO HEKOM 3aKOHY [ NOZIeJbeH TadHO jemaH elleMeHT Yy
cxyma F, y € F, Tana Ka:xeMo la je Ha CKyly D nedumHECAHA PYHKUUIQ
(npecnmcwa&e) f ca epednocmuma w3 cxyna F. To samucyjemo ca:

(VzeD,JyeF) y=f(z) mwmm f: D—F

Crym D je domen (obaacm degunucanocmu) ¢pynrnuje f. FEaement
T je opuzuNan WU GPZYMENT VI HE3GEUCHO NPOMENHUBL BEAUNUNT, a
f(x) je aux, spednocm PynKyuje WA 3G4BUCHO NPOMENLUBL BEAUNUNA.

Cryn ceuz epednocmu gyrkyuje Ha3mBa ce KoJomer U O3HaHUaBa ce
ca f (D). Ouurienso je f(D)C F.

Axo je f(D) = F, oHIa ce IpeciukaBame [ Ha3WMBa cypjexyula
(mpecnuraBame Ha).

Axo je m1 # x3 = f(z1) # f(x2), IpecnuKaBambe [ ce HasWBa UN-
jexyuja.

AKoO je f MCTOBPEMEHO CypjeKIrja 1 WHjeKIn]ja, OB je [ bujexuyuja
(mpecauraBame 1-1, Tj. ,IpecIuKaBame jemam — jemau®).

Y medummumju QpyHEOHje CRymoBu D m F' Mory OUTH TPOM3BOJHHU.
Ako cy domen u xodomen (yHKITHje [ MOINCKYyIOBM CKyna R (cryma
peannux 6pojesa) oHMa je f peaana Pynryuja.

3a peanny dynxuyugy f xaxcemo 0a je Jeunucana y mar o, To € D,
axo nocmoju mauno jedna (Konawna) epednocm yo, yo € F, maxea da je
Yo :.f(wﬂ)) D,F C R. .

Axo je f 6ujeruuja Taja MOCTOJU IPECIUKABAbE ' F— D, xoje
ce Ha3WBa UWEeEpP3HoM (ynryujom 3a GyHKUH]Y f. To sanmcyjemo ca:

z = f~H(y).
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Axo cy f m g Qysrnuje, TakBe ma f: D — F u g: F — G, Tana
KaykeMo Ja je JepUHMCaHa caodcend Pynkyuja (konosuyuja Tpeciuka-
Bama f u g.) To sanucyjemo ca go f: D — G, oHOCHO: 2 = (g o (),
reD, ze€d.

Crnoocene gynxyuje cy xomnosuyuje eaemenmapnuz gynxyuja. o
eaeMenmaprum Pyrnryujama nonpasymesahemo cremehe ¢pymrmmje: -

— KOHCTAHTHY : Yy =c¢, ¢ je KOHCTaHTa;
— CTelleHy: y=2a" n€N,
— neny (HOMMHOM): Y= anz™ +dp_12" '+ 4 a1z + ap,
dg, ..., ay Cy KOHCTAHTE;

Pz

— Pa3JIOMJbEHY: = QE i, P wu Q cy mommaoMu 1 Q(z) # 0;
M

— eKCIIOHeHNUjalHy: y=a%, a>0u a# 1;
— JIOTapPUTAMCKY: y=log,z,a>0,a#1maz>0;

— TPUTOHOMETPUjCcKe (QYHKIMje;
— MHBep3He TPUIOHOMeTpPUjcKe QpyHKIMje (apKycu).

Kopuermhemo jomr u ckpaherne o3make:

f(z)
g9()

IIpu paEujuM U3ydyaBamUMa yOUMIN CMO pa3He HAUWHE M3PadyHa-
Bama (PyHKOWja: TabeloM, AXjarpaMoM, aHATUTUYKA U T'Da(UIKA.

(f0)(@) = F @)+ g(2), fo(e)=F(e)g(e), §<x) -

A 1. Ilosnaro maM je cienmehe. Axo cy y= f(z) u y = ¢ (z) nedpun-
ncane QyHKOUje, Tana (yHKIAja

1gf= f% nepurucana je 3a ¢ (z) # 0;
p(x
2) y = R/f(z) mnepunucana je 3a f(z) > 0 (mapam U3ITOEMIAL KO-

peHa);

3) y=log(f (2)) medunmcana je 3a f(z) > 0;

4) y = arcsin f () m y = arccos f (z) mepurucana je 3a —1 < f(z) < 1.

Onpemutu obnact mepurUCcaroCTH (IMOMEH) 3a (GyHKIM]e.

) p 1
“)yzvmz—h 5)y:ma e)y:—‘*—$3_19$5
Xz
Z)y:mz—as-—E; 0) y=a?+5z+4; ﬁ)y:——ma
€r

€)y:—\/ﬁ7 :)tc)y:\/4—2:lf; 3)y:5+\/1'—x2,
z° —4x +

: . 1
w) y=+/1—|z|; i) y=——; k) y = log(sin z);
Vo — |z
. 2 1
A) y = arcsin — s m)y=v2iz—22—2% Mm)y=+—z+ ;

2?24+ 1’ NG
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- 2
M) y = Vsin 2z; ®) y = +/log(bz — 22); 0) y = arccos e
sinz
. 3—2 . T
n) y=+v3— -+ arcsin 5 :c; p) y = arcsin 2ol — log(2 — x);
1 3
c) y=v2zx+log(z +2)—Va+1; m)y=-——=— Vsingz;
) ( ) b ) '\/S:{E ?

hi) y = log(sin(z — 3)) + V16— 2?;  y) y=(¢* —4Y%;
—2 1—=

o , _ 2 9p —1— 9z —1)):
$)y= o + e z) y=log(v/322 -2z —1—2(x 1);
y) y= ew@+5 — 4 [arccos w2::— 1 + a,rctg(log(ag2 +4));

w) y=(e2—z—2)7 17165 y) y=log,2(124z—2%); w)y=log, (4—2?).

1.2 AHAJINTNUYKO N3PAYKABAIBE ®YHRKIIWJIA

AHaJUTUYKO M3pakaBame (yHKIUje je IpelcTaBibame QyHRIMje y
06umKy jemme mau Bume popmyia. Ha mpumep: y = sine. Wan:
-1, 3Baz<0
y:sgn(x): 0, 3a 2 =0
1, 3az>0

OBo je T3B. snaxoena Pynkyuja (signum). Cawmaro je:

z, 3az2>0
—z, " 3ar<L0

(¢pyHEDMja amrcosyTHE BPEIHOCTH).

Hasemeru mpuMepy $yHKOUja uMajy ommty obimk y = f(z). To .
je T3B. ewcnauyumuu OGIMK (pemren mo y). Ako je pyHEmMja mata y
o0b6nuky f(z,y) =0, OHIa je TO T3B. UMNAUYUMHU obaux. Besa msmeby

mzww}

v ¥ y MO¥e OUTH JaTa IOCPeIHO, HIP. TPEKo mapameTpa i: = 1)

OBO je T3B. napamemapcky o6IUK QyHKIU]e.

A 2. a) Aro je f(z) = V1—+x2,OEpeﬂMTHf(m,.f<—%>y f(=x),

/) 75
el Flerl)!
6) Axo je f(z) = arccos(logz), ompemaru: f (1), f(10), f(0,1).
6) Axo je f(z) = 2® — 2z + 4, ompemurm: ¢(z) = 5 (f(2) + f(~2)) n

¥(e) = 5(f () = £ (-9).

DN =
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. arcsinz, 3a —1<z<0 .
2) Axo je f(z)= saipd. 55 0<g<bos’ uwspauyratu f(0), f(-1), f(1).

d) Axo je f(z) = 2+ 3 — |z + 2| +sgn (z — 2), u3pauynaru f(-3), f(0),
£(2), £(3).
) Axo je f(z) = 23—z u ¢ (z) = sin 2z, m3pauyHaTH f((p <1>> o (F(),

12
FF), £(£(@), ¢ (p(@).

e) Axo je f(z) =z, uspauyHaTu f(f (...f(lOO)...)).
———
100 puta
ac) Axo je f(z) =a? + 1, mspauymatn f(a2) u (f(2))”.
3) Ako je f(z)=a?—2— :z:i?’ IOoKa3aTu ma je f (i = f(-z) = f(2).
* 3. Axo je f(z) = az®+ bz + ¢, ToKa3aTH ma je: f(:c—l—3)—3f(a:+2j+
3f(z+1)= f(x).

A 4. Axo je f(z) = %w’ ompenwru f(f(z)) u f (f (]‘(z)))

1
A 5. Ako je f(z—2)=2® -2z — 1, muspauynatu f(1).
A 8. Ako je f(z) = 2%+ 32% 4+ 3z — 4, uspauynatu f(999).
x 7. Wspauynaru f(3), ako je f(z) —2f G;) = 22,
8. Ako ¢ymrnuja y = f(z) 3amoBospaBa yciuose: f(z)+2f (z7!) =32
uf(z+2)=3f(x)+2f(z+1), z#0, uspauyraru f(1111) u f(2222).
A 9. Axo je f(x)+5f(—z) =6z + 12, onpemutu f(z).

A 10. Omgpemuty ¢ u b y GpyERIUjU f (2) = az?+bx+5, Tako Ha BayKu
jemmakocT: f(z+1)— f(x) =8z +3.

A 11. a) Axo je f(z) = %, uspauysatu f (f(z)).

6) Axo je f(x) = \/I—Z_E uspasyratn f (f (f (r(r (x)))))-

A 12. Ogpenutu f(z) axo je:

s+ 2 1 1
a)f<2&m—:1>:5x+3; 6)f(x1— )sz_'_ﬁ; e)f(xj_l):xz.

A 13. Axo je f (ﬁ) = (z — 1)?, mspauynatu f(3).

A 14. Axo je f(z —1)=z?, mahu f(z), f(z+1) 1 f~(z).
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A 15. Hera je f(z)+ f(y) = f(t). Aspauysaru ¢ ako je

W) f@) =5 6) f(@)=log .

A 16. Ako je f(z)+g(z) =3z+1u f(z)—g(z) =2 —1, u3pauyHaTn
F(2)+93), (f+9)(=1), fg(=2).

A 17, HanucaTtu y ekcmiunuTHOM O6IUKy, y = f(z), QyHKIHje 3a-
nate popmyraMa.

a) x—2y+8=0; 6) zy = —8; ' 8) 22 +y* =1;

z? :
2) &®+y° =8; &)F_ﬁzh 7) (1+=z)siny — z* = 0;
e) 10°Y=0, 01; ac) log z+log(y+1)=2; 3) 1071 (2?—2) =a3+2;
u) z? — arccosy = m; 7) 10% +10Y = 10; k) x4+ |yl = 2y.

A 18. [JaruMm ¢yHEOMjaMa ONpeIUTH UHBEP3HY.
a) y=2z+2; 6)y=2° 8a) y:ln%; g} g=8°+2; 4)y=aregla;

. z 3a <0 10°—10—% z—1
Ly @a . — ! - Rl T e B — 1492si
D)y=Vi-se)y {gﬂ, sa 200 Y VT T VY T e

1, 3az>0

) 0, Baz<0
19.@yHHHHJya)f($):{w 3a$>0;6)f(”3):{_1 32 ¢ <0

3ammcaT noMohy camo jemme gopmyie, KopucTehm ce 3HAKOM alico-
JIyTHE BPeITHOCTH.

20. ®yHKNMje U3 IPETXOMHOT 3aJaTKa 3anucaTy ToMohy camo jenne
popwmyie, ann Ge3 Kopuirhema cuMOoIa 3a AMCONLYTHY BPEHIHOCT.

A 21. Kopuctehw ce 3ammcoMm (yHENHje ca Bulle GpopMyla, M30-
CTaBUTH cUMOOJIe allCONyTHEe BPENHOCTY ¥ 3HAKOBHE (YHKIUje.

z? -1
=1 3| — 3z + 5; ) y=—-;
a) y=z|z+ 3| — 3z +5; )y EE
8) y=zsgn (z+3) — 2z; 2) y=2x+|z—2|—3sgn (z+1).
A 22. EnnvuancaTy mapamerap t y QyHKITjaMa.
t
a) z=t—1 6) x = arctg V't 8) © = rcost z)a::acos-i
4
y=1t2 y=vit+1 y = rsint y:bsin§
0) = = arcsint ) e=e e) z=vt+1 ac) ¢ = [t +1
2 . 13 {21!, 3at<0 5 L
Yy = Yy = arc = =
/ 5 v 0, 3at>0 4
. ! 1l ;
23. lorazaTu na je pyrrnuja f(z) = FJ;, x # —1, “HBEP3HAa CaMOo]

ar+0b

cr —da

cebu. Jla i MCTO BaKK W 33 Yy =

a
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A 24. [la mu cy naTe QyHKOWje MOEHTUYHE, Tj. Ma JU OHE MMajy
jemHaKe BPEAHOCTH 33 CBe BPEIHOCTH HE3aBUCHO HpOMeHJBI/IBe z?

2
0) f(z) =z m () = = 6) ()= up(e) =
8) f(z) =2 u ¢p(z) =Vz? 2) f(z) _logmzlxup(a,)_Qlog:v.
A 25. Meby JIELTI/IM OyHKOUjaMa YOUUTU UIACHTUYHE.

a) fi(z) =z, fo(e) = ,fs(u Va2, fiz) = (Va)’.

1.2
6) fi(z) = €%, fo(a) =In(e®), fa(z) = Va?, fu(z) = —
3) fl(a;) = 210g£€, fg(:l,) = log;y;27 fS(a)) e 210g ISL’I, f4($) = lOgQ T

2) flz)=(z=1)?; falz)=le=1P, fsla)= % fa(e)=|z—1|/22—2z+1.

0) fi(z) =1, falz) = tg = ctg ,fs(a;) %’ fa() = %

x . . x+y
- Hoxazaru na: f(z)+ f(y) = f <1 n my).

26. Hera je f(z) = lnii—
27. Axo je f(x) = (e +e ) umep(z)= —;—(e”” — e~ %), mMOKa3aTh ma:
a) f(z+y) = f(z) f(y)+s0( )@ (v); 6) p(e+y)=F(@)e(y) +f (Y ().

-2
) — 3f< 1) =0, moraszaTu ma

28. ARojea:;élnm;éQHf(i
je f(z)=0.

29.3&:{:7501/19:;62jef<$
().

30. Ogpemutu f(z) u g(z) ako je f< ) +92z+1) = 2z u

) + 3f( 2) = 2. Onpemutu f(z)

! (E-JLI) —9gQ@2x+1) ==z, 3a z # 1. Onperutu momMeHe 3a (yHKIUje

f(z) mg(z).

31. Axo je f(z) = 2z—1, onpenutu ¢ u y, Tako na 6yne f (f(z)) =
u f(f(y) = |

32. Onmpemutu QymKIUMjy ¢(z) ako je f(z) =z +2 u:
a) fg(z)) =3z; 6) f(2+g(z)) =3z+1.

33. OmpemuTn f(z) ako 3a g(z) = 3z + 2 Baxum: g (22 + af(z)) =
322 + 6z + 5.
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* 34. llara je pymrmuja f (z) = Acosz+Bsinz (A u B cy KOHCTaHTe).
Axo mocToje peadHU OpOjeBW z; W ¥z TAKBM Ja Pa3IMKa &1 — &y HHUjE
meo ymHOM¥ak 6poja m 1 ma je f(z1) = f(x2) =0, mOKazaTu Ha 3a CBaKM
peasan 6poj z Baxm: f(z)=0.

x 35. Hahu cBe ¢pynrumje f: R — R, 3a KOje BasKu:
a) f(z) f(y)=f(z—y) 3a cBe z,y € R u f(1996) = 1;
6) fe+f(y) =F(z)+y.
* 36. Ako 3a ¢ymEIHjy f: R— R Baxu: ¢) f(z) <z 3a cBako z € Q

u6) f(z+y) < f(z)+ f(y) 3a cBe z,y € R, nokasatu zna je f(z) =z 3a
cBaKo z € R.

A 37. Hexra je f(z) = kx + n. Axo GpojeBu zi, xz, 3 00pa3syjy
aApUTMETHUKY TPOrpecu]jy, HoKa3aTu na 1 opojes: f(z1), f(zz2), f(zs)
quHe apUTMETUUKY IIPOTPecHjy.

A 38. Heka je f(z) = a®, a > 0 m a # 1. AKo GpojeBn zi, &2,
r3 UMHe apUTMETHUKy Iporpecujy, HoKasaTu na 6pojesu f(z1), f(r2),
f (z3) o6pa3yjy reoMeTpHjCKy IPOTPECH]y.

39, HaBecTu npuMep aHAJUTAUKY 3anaTe QYHKIUje Koja je:
a) mepumHEcana camo 3a —1 <z < 15
6) nepmHKECaHA caMO 3a —2 <z < 2;
6) me(UWHMCaHa 3a CBaKO ¢ € R, OCUM 33 & =2, = 3, x=4.

40. Hus ¢ymrnmja je mepunucan Ha crenehn maumn: fi(z) = -E—I,

x e

. 1
fa(2) = T—0>
f1998(1998).

x 41. Hahu cBe peanme ¢ymrmmje f, TakBe a 3a 3a CBe PeallHe
6pojeBe z u y Baxu: f(zy) = f(x) f(y) u f(z+y) = f(x)+ f(y) + 2z2y.

*x 42. Hahu cBe ¢Qymrmuje f: @ — @, Koje 3aI0BOJbaBajy yCIOBE:
f()y=2u f(zy)=f(e)f(y) — f(e+y) +1, 3a cBe 2,y € Q.

* 43. Hexka je mara ¢ymrmmja f: R — R. [lokasatu TBphemas:
a) Axo f(z%) — (f (.’L‘))z > i— 3a CBaKu r € R, Tana [ HUje WHjeKTUBHA.
6) Axo Baxe ycuosu (1) m (2): (1) Va,y € R je f(z+y) = f(z) f(y) u
(2) Hocmoju mauno jedno xzo, xo € R maxeo da je f(zo) = 1996, Tana je
f uHjekTVBHA (QYHKIW]ja.

fn+2($) = .fn+1 (fn(l‘)), n € N. MBP&‘IYH&TI/I f1995(1995)AI/I

* 44, Oymrnmja f je mepuHMCcaHa Ha CKYIy IeJux O6pojeBa u 3a10-
z — 10, 3a x> 100

HF(e+11), 33 <100 . llokazatu

BoJsbaBa ciemnehu ycioB: f(z) = {

na je f(z) =91 3a 2« < 100.
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1.3 HEKE OCOBMHE $YHKIIVJA

Osze hiemo ncrahm moce6He ocobrHe KOjuUM ce OMIMKYjy HOjenuHe
dyHEEKIUI]eE.

®yrrmuja f je napua axo je f(—z)= f(z), 3a cBaKo z € D.

®ynrmuja f je nenapna axo je f(—z) = —f(z), 3a cBako z € D.

®ymrnuja f je wenpexudna, ako aKO IOCTOJU TO3UTUBAH 6poj P,
TakaB na (z+P) € D 3a cBako ¢ € D u f(z+ P) = f(z). Hajmamu Takas
6poj p Ha3zuBa ce mepuomna ¢yHEDUje f(z).

Gynrnuja f je ozpanuvena 0doszeo, ako mocroju M € R, Tako ma 3a
cBakU & € D Baxm ycuoB: f(z) < M.

®ymrnuja f je ozpanuvena 00o3do, ako MOCTOju m € R, TaKo ma 3a
CBakKM ¢ € D Bau ycnoB: f(z) > m.

®ynrnuja f je ozpanuvena aKo je OrpaHWYEHa OHO3I0 WM OIO3TO.

®ymxmuja f je monomowo onadajyha, ako 3a CBaKo x,zy € D m3
x9 >y caemn f(x2) < f(z1). AKO He BaKM cTpora HejeTHAKOCT, Tj. aKoO
je f(z2) < f(=1), pyHEDUja je Monomono nepacmyha.

®ynrnuja f je monomono pacmyha, aKo 3a CBaKoO #y,zy € D U3
zg > &1 cnemut f(xz) > f(z1). (Ao je f(z2) > f(z1), oBma je dymrmmja
Monomono neonadajyha.)

O6paruhiemo maxmy Ha 3Hax QyHKOZje f, Tj. 3a Koje = € D je
f(z) >0, omrOCHO f(2)<O0.

Axo je f(x;) = 03a @ € D, i = 1,2,...,n, Tafga cy & = x; Hyae
dyHKIHI]jeE.

Cryn cBux Tadaka (z, f(z)), ¢ € D, mpencraBiba zpadux QpyHKIHM]E.

A 45. Y TBpIUTH KOje Cy ON HaTHX (YHKIWja HapHe WM HedapHe.

a) y=2z?-3z% 6) y==a+2? 8)y=z?—|z|; 2)y=|z|—zx;
; cos 2z a® 4+ a~ "
0)y=esing;  hly=——; ¢ y=atgs; aw)y=—F—;
a”—a~" l—cosz . 1+sinz
S i a4 Y7108 gy M U Bl h HD:
a” 4yl

a) y=Vite+a?—V1—z+a? ./b)y:aw—_—l, M) y = 2z — sin 4z.
A 46. Ilare ¢yHKNMje IpeACcTaBUTH y OGJMKYy 30Mpa jenme mapHe
¥ jenHe HemapHe (QyHKIU]E. ‘
a)y=2?—z—6; 6)y=tg2z+cos3z—sin —g; 8) y = z|z|—sin 2z — 2?4 2z;
2) 4= e%,
47. lloraszatu ma je f(z)+ f(—z) mapna, a f(z) — f(—=z) HemapHa
GyHEDU]ja, 38 OPOU3BOJBHO f(z).

48. llokazatu na je ¢yHENUja y = f(z) ¢ (z) HemapHa, aKO M CaMoO
ako je jemHa on ¢pysEmUja f(r) miam ¢ (z) mapHa, a Apyra HelapHa.
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49. Koje cy on matux ¢yukmmja nmepuommaae? OnpemuTn mepuoie
CBUX HEPUOIUYHUX (YHKIN]A.
a) f(z) =sin3z; 06) f(z)=sin’z; &) f(zx)=sinz?; 2) f(x)=sinv/z;
0) f(z)=+rgz; §) f(z)=1l+ctgz; e) f(z)=xcosz; o) f(z) = cosi;
3) f(&)==3; w)f(z)=[x]*); Jj)f(z)=e—[e]; =)f(z)=asindztbcos)z. .

A 50. OgpeanTu meprosie NEPUOIAYHMAX QyHKIM)a.

a) f(z)=sinz+cosz; 6) f(z)=sin® z—cos’z; @) f (z)=sin? z4cos? z;
x2) f(z)=sin*z+costz; 0) f(x)=>5sin2z; B) f(z) =sin %E;

e) f(z)=2sinmz; ac) f(z)=—cos m—l; 3) f(z)=cos 2:24—3;

u) f(x) = sinz + cos 2; 7) [ (=) :251n3$+3sin2;1:

k) f(x) =sin2rz — 2sin 3wz + sin 5wz a) f#)= sin%ﬁ + sin —4{;

n) f(z)=|sinz|; *m) f(z)=sin® z+cos® z;

2+vV2+1/2-V2 ‘
al %  fale) = F(F(F() ),
JI0Ka3aTH Ja je HU3 GyHEKIMja f,(z) IeproanvaH, Ha U3padyHaTh foos().

xn) Aro je f(z) =

x 51. Jlokasatu ma je ¢ymrmumja f(z) = cosz + cosax, © € I, mepu-
ONWYHA, aKO ¥ CaMO aKo je a paluoHaJIaH 6poj.

*x 52. Iorazaru ma je ¢ymruuja f(r) mDepmomuyHa aKo 3a CBaKO
1+ f(x)
-/ ()

53. Hexa cy f u g peasne QyHKIH]je KOje 3a CBe peaJiHe BPEIHOCTHU
¢ ¥ y 3a10BobaBajy ycios: f(z+y) = f(z) f(y) —g(z)g(y). Hokazarn:
aKo je f mepuomwuHa (YHKIOWja, Talda je W g IMePUOIAYHa (YHKIM]ja.
Jla nmu W3 HepUOAWYHOCTH ¢YHKIMje ¢ cleld Aa je [ meproanyHa
pynrmIja’?

2 € R u HeKO a € R Baxm: f(z+a)=

x 54. Hexa je a, a > 0, peanan 6poj u f(z) peanHa (yHKOH]ja
JeUHMCaHA 33 CBAaKO DealHO &, KOja 3a CBaKO TaKBO z 3a0BOJbaBa

ycioB: f(z+a)= %-F f(z)— (f(fc))2'

a) Iloka3aTy ma je f HempexuOHa (yHKIW]a.
6) 3a a =1 sahu npuMep TakBe QyHEKUHM]e, fi # const.
A 55. Jlokazaty na Cy orpaHmueHe 010310 (QYyHKIH]e.

4zt +1
—W; 2) y:2x.

A 56. Iloka3aTu ma Cy orpaHWdeHe 070310 (PyHKIH]e.

a)y=z?+22-8; 6)y=z*+1; 8)y=

*) [#] swauu: yeo deo 6poja «, Ti: najeekiu yeo 6poj woju nuje echu 0d .
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222 .
zt 44’
A 57. lokazaTy na cy orpaHWYeHe (YHKILje.

z 1
—; 8) y=+v9—z% =

2+17 )y ey Z)y (tgm—l—ctgm)z

+ 58. Ako je dyHrmmja y = 1+ acosz + bsinz + ccos 2z + dsin 2z,
a,b,c,d € *, O3UTUBHA 32 CBe pealiHe OpojeBe z, ImoKazaTu ma je f
orpaHuYeHa (QyHKIU]a.

a¢) y=2zx—=z% 6)y=1-3"% 8)y= 2) y = logyaty) 2.

a) y=1-2sinz; 6) y=

A 59. VicnuraTy MOHOTOHOCT (yHKNMja. (3a OHe Koje HEUCYy MOHO-
TOHE 3a CBaKO &, OAPeIUTH WHTePBaJe MOHOTOHOCTH. )

a) y =3 6) y = loga; e)y=01"; 2) y = logy ;
0) y=3-—2z; B y=2z-1; e) y=tge; ac) y = ctg 2e;
3) y=2*-243;  uw)y=|z; 3y = le| = =; %) y =sgn x.

* 60. Hahwu cBe ¢ymEmmje f: R — R, Koje 3a/l0BOJbaBajy yclOBe:
(1) f(+ f(y)) + f(x+y)+1, 3a cBe z,y u3 R; (2) f je crporo pacryha
(Tj. 2 >y= f(z)> f(y) 3a cBe z,y u3 R).

61. OmpenuTy Hyne QYHKIOMja ¥ WHTepBaJe y KOjuM cy GYHKIM]je
TO3UTWBHE, OMHOCHO HeEr'aTWBHE.

a) f(z) = 3% 0) 5 (&) = logg(e +2);
6) flz)=a’+z+2; 2) (@)=
) pwy= o2, ) £0) = ool

) £(5) = mms - ) f (@) = log 2
sl file) = 31—n1:[1;a:; u) f(z) = cos2z —sinz.

62. O mpenuTH KOOPIWHATE 3aje HUIKUX Tadaka rpaduka QyHKIN]a
F(z)=2z2+6 u f(z) = 5|z

63. Ompemmtu mBe myne ¢yHKumje F(z) = f(m)—f(%), aKo je

NO3HATO Ha je pyHKmuja f(r) medrHMCaHA Ha WHTEpBaLy [—5, 5]. Hahn
cBe HyJe naTe GpyHkKmuje F'(z), ako je f(z)=z? — 12z 4 3.

64. Hamprartu y jefHOM KOOPIWMHATHOM CHCTeMy Tpaduke TpHjy
3amaTux QYyHKIMja:
a) y=z2, y=(z —2)?, y=(z—2)?—4;
6) y=logyz, y =logy(x +1), y = 1 +log,(z + 1);
8) =2, 9y=23, g=P P

. . T . T
¢) y=sinz, y:sm(x— Z)’ y:—2s1n(x—z>.
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2 TPAHVMYHA BPEJIHOCT @YHKINJE

3a ¢ymkmmjy y = f(x), neduHMCaHY y OKOJMHHU TadKe g, OCHAM
MOMKIIa y CaMOj TaUuKH &g, KaKeMO [a MMa ePaHUudNY epeJHOCT Yo,
yo € R, y TaUKWA zg, aKO 33 CBAKO T W3 OKOJMHE TadKe rp U CBAKO € >0
nocToju mosuTHBaH 6poj §(¢), Takas ma je 3a 0 < |z — zo| < 6 HCHymHeHa
mejemraxoct |f(z)—wo| <e.

Tana mumemo: lim f(z) = yo.

r—xg
Basxu cienefia Teopema: Hexka je lim f(z) = A u lim g (z) = B. Tana
r—a r—a
je: (1) lim(f(z)£g(z)) =A% B; (2) lim f(z)g(z) = A B u
r—a r—a

L f(e) A
(3) ’}'IBE g(’C) = E, B 7é 0.

3a ¢ymrnmjy y = f(z), JepuHucany Ha HEKOM HMHTEPBAJY (a, +00),
Basxu: AKo 3a cBako ¢ > 0 mocToju 6poj M (¢), M (¢) € (a, +00), TaKas
ma x> M(e) = | f(z) —w| <e, Tama je yo epanuuna apednocm dame
Pynryuje xada ¥ — +oo. Ilummemo: 11111 [ (z) = yo. Camuno ce medunumIre

L~—+1T00

n lim f(z).
T——00
Axo je ¢pymrmmja y = f(z) JeduHMCaHa y OKOJIMHM TauKe To, OCHM
MOKIa Y CaMO]j TAUKH &g, U 3a CBako M > 0 moctoju 6poj 6 (M), 6 (M) >
0, TakaB ma u3 |z — zo| < 6 (M) caemn f(x) > M, Tama KamkeMmMo na y =

f(z) meacu ka +oo Kal & — o, MTO mUremo: lim f(z) = +oo. Cunraro
T—To

ommcyjeMo ciydaj Kan f(z) — —oo.

2.1 N3PAUYHABAIBE JETHOCTABHNIUX
TPAHUYHMUX BPEIHOCTHA

Mocmarpahemo m3pase, KOJU Kall & — €o AMajy HEKN OI ciaenehwux

0’ 0-00.*) Kopuctuhemo n unmbennme koje cMO yII-

(o]
obamka: —, 00 —00,
(o)

%) Bunetu MATHEMATISKOP 7, crpane 255 — 260.
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APYTA T'JIABA

s k .
o3Hasu M3padyHaBajyhu rparune gusosa: (1) — — 0, rue je k peasna
e e

koHcranTa. (2) Axo je k # 0, Tana

0

OPOMEHJBUBY BEJIWUIWNHY KOja TEXRM Ka (.

i ;
— — o0, I'le cMO ca (0 o3HaAUMINW

A 65. M3pauyrnaru cienehe rpaHUvyHEe BpeaHOCTH.

A 66. Jlako je yrBpmautu cienehe:

z™ (am

n11+am2+

= lirn

T—+00 xn(b o 2n=l bn—1 a1 bu—2 —2

3JOMIOU y 3arpad mMa]y OOIuK:

2™ u 2", mobmjamo:

o0
WCTUYHO 33 M3pa3e —.)
o0

lim
Tr—00

[

2245241 z2—2
6) 1 ——+1); lim ————;
) E1_1}I(1)< Jz+4 B )’ ) m_l,r\r}iw“—a:z—i—l’
) sinx . arctg @
Y ol g 0 tm, =
P (4
lim ﬂ =%+
s> Po(a)
+ vil 1 :_7?1) . Am T o
7 lim , Jep ¢Bm pa-
k) e

— 0. ITomro o meJIMMO CTelleHe

0, 3a m<n
Pz a :
m (%) =< =, 3am=n.(0Bo je KapakTep-
(@) by,
00, 3am>n

Kopucrehu oBa m cimmana pasmarpama M3padyHATH:

z) LEIEOO 3000 +7o

(x—1)%(2c—3)*

e) lim
)w—r+oo z5—4x '
2
y &
u) lim ————;
):v—'-+005—|—m\/§’

1+

a) lim ey

& — 400
x+4/14+

B

n) wggloo% a>0;
2

Al 1 In(z°~32+2)
fc—»-l—oo In(z5+22%+3z)’

p)

3
6) 1422 -3z :
€—> 1= 3@2—|—21:3
2
d) lim e

z——co gi—z+5’
2z + 3
Iim

'v—*OOT:—I—\/—’
) 1:2—}—1.
i) Jlim =

anc)

M) lim \/—+ il
w—too /g8 9p_ 3’0

’fb) lim —a

z—+4o00 a®+a
log(3-+103%)
MY
z=-+oo Tog(105%+5)

ey B2

z+2)2
8) lim M
z—+co xsz
r* =3z
bm —— 2
b_) 1—1 oox2—|—2t—|-96>
3) i 2a%+br—3
im ——;
T4 |\ [t _3x41
%) “5? L;
z4+1/ e+
.M) lim T+sine

&T—r— OOSIHSC'—Q,

(L‘ =T
+a
0) Iim
T— —00 a’l/

= —, ¢>0;

67. V3pauyHaTu TPaHWUYIHE BPETHOCTH (00 — 00).

*% ) z—co 3HAUM UCTO WTO U g—Foo. Ca Pp(z) M P,(¢) 03HAUMIM CMO IOJIUHOME M-TOT U

-TOr’ CTENEHA.
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3
A u/) hm (L

+1 37);
AB)'hﬂI_] (\/a:2+1—\/332—1);
A 9) _lir_rloo:c(\/a:2+m+w);
A e) liI_El (sin\/a?—l—a—sinx/g);
A3) lim( 22 — 52+ 6+ );

]) hm (\/a:2+29:—2 22-z+e);

. D2 2
&8 :CEI—HOO<4:L‘2—1 B 2x+1>’
A e) tljin (Va2 —z+1-2);
A ) 18Ii1-1'_100(\/9(:2——,‘23v~1~-\/ar:?~7:]ch-3);
oc) lim (24 V1-2%);
u) lim (Va2 +Vat+1-2v2);
T— 100 :

K) xETOO({’/x3+3x2— V22 - 2z);

/L) hm (\/l‘2+a1$+bl—|—\/1;2—|—a2;1;-|—bz+...+

x2+anw+bn—nm);

n) hm '\/x4—m2+2—\/m2+m);

68. lim %T—; y cayuajy xanm je f(a) = ¢g(a) = 0, gecTo ce jemHoc-
r—a K
TaBHO pelllaBa TaKO, IITO ce HEKOM JaKO yOUJbMBOM TPaHCHOPMAaI)oM
nobuje: lim 1@ _ im w = lim A(z) Kopucrehu ce oBom u
s—ag(z)  o—a(z—a)n(e)  eag(z)
CIMYHNM KejaMa, U3padyHaTH:
22 -2z +1 z? -4
A @) lim QL P el
z? + 3z 8z3 — 1
hg) hm3mz+6fc—|—9’ 2) 1m 6:1:2—5:3—{—1’
. Bd+z—-2 1
A8 I g1 A ) lim g ma €N
2—+Vz—3 3 24
A e) lim = : A o) hm ik
T e=T 2?2 —49 -8 Yz +2
1 21 . 4
A o) tim VL, o) g VIFE2
T— Z x—0 14
3 2 _1 .9 3 _
A §) T V3ri 41 : A %) lim 2sin“z+sinz—1
o—0 Q2 e—% 2gin? m—35mx+1
sine — cos & \/7+x3—\/3—|—m2"
ba) dim — g G R
#) T (2 —2)vVe2 -2 ) T 13 :
Vol 22 —dz—4 soi\1—¢ 1-423)
z+2 rz—4 . 1 1
. 1 .
1) lﬂ%( Thntd | 3(zD 3m+2)>’ o) xil?z<x2+3m+2+x3+4x2+4x>’

ﬁ—l

n) 11 \/._

Vve+1-—1

p) i e
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B —afa fJfa—a. . VT +2—-Jz+20
¢) lim : m) lim ;
T—a /x2 — a2 z—T NS +9—-2

y) fim YP(z)+1-1

x—0 x
u P(z) = a1z + azz? + - -+ apa™.

, nEN; , Thme jene N

vi+z—1
z

")

2.2 TPAHVUUYHE BPEJTHOCTH KOJE CE CBOIIE HA
" 1 —cosx - 1 *)

sin
=1

lim
x—0 I

Y OparCcy OBe [Be I'DaHWYHE BPEAHOCTU Ce KOpPpUCTe Yy O6JII/IEy

sn(u(@) gy Lzcoslu@) 1

u(w)—0 (’U, (33))2 2

69. 3pauyraTn rpaHnIHe BPEeIHOCTH.

lim
u(z)—0

. tge . sin2z
A a) lim L o A 6) lim ———;
z—=0 o v—0 sin 32 5
. tg2x —sinbzx . 1—cos’z
A 8) lim g_— Ae) lim ————;
z—0 sin 3 z—0 zsin2ze
. l+4smmx—cosw . 1 —+/cosz
A Q) lim ———; A B) lim ——
z—01—smnx — cosa z—0 x
. tgx—sinz . 1 1
A e) lim b L o A o) lim | — — — |;
: .3
z—0 x r—0\smmzr tgz
. 1+sinz—+1—sinz . silnxz —sina
A 3) lim ; A u) lim ————;
z—0 tgx r—a T—a
. .. cosax — cosbx . V2—+v1+cosz
7) by ————=t3 76) lipry e
T w—0 & z—0 Csin‘x
. 1 .
a) lim $2<1~cos— ; n)  lim (cosx/az—f—l—cos\/z);
& — 400 T & — 0o
. 1—cos(l —cosz , z?
M) lim ( 7 ); n) lim . :
z—0 z e—0/] + zsinz —+/cosz
. AJcosx — Jcos . V1+zsinz —cos 2z
71;) i N e 0) lim = ;
z—0 sin“ © z—0 tgz el
2
. 1—cosazVcosdz . 1—cosz cos2x-cosda
n) lim ————— p) lim ;
r—0 152 x—0 ,]:2

70. Kopucrehu omroBapajyhe cmene mpoMeHIbMBe, M3PAUyHATH
rpaHWYHEe BPEMHOCTH, CBOhemeM Ha uieje W3 MPETXOMHOT 3aIaTKa.

6) lim

(e e

l—cosxz 1—cos® &

*) lim = lim

z—0

i z‘?(l-{-cos:v):il_% ( T

sin ¢

)z-lim

x—0

1—sinz

™ 27
(i)

14cosz =4
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s'n< r
R
6,

sin &
8) hi 2) Iim ———;
) B ; ) lim o
— —cosT ==
T
. 2cosw
) iy (wiee ) 7 Jin 252
sin 3z sin Tx
lim —— Hm .
) 'cl—wr sin 2z’ ) x1—>1 sin 37z’
L ™
g .132 08 7
* o 1 %
3) 'll—»ml sinmz’ w ol 1— N
2 arcsin arctg 2z
lim % ] R -
i) 50 3 T3z o iy —0 aresin 3:13
a) lim z(m + arcctg z); o) 11111 z arccos :
v/ 1
M) i \/_ arccos y H) llm z <a,lctg % i %) 2

r——1 w/’C—|—1 ) " m—4o00

2.3 HEKE CJIOREHUJE
TPAHVUYHE BPEAHOCTHU

I'paHmarEe BPeIHOCTH WM3pa3a Koju mMmajy obumk: 1%, 0° m oo?,
y 0
KaO ¥ HEKM O] paHWje HaBeIeHWX OOIMKa (6 7 CI.), MOT'Y Ce IOTOI-

HUM Tpa.HC(I)OpM&]II/IJ aMa peIlIa,BaTI/I I{OpI/IIHheEbeM DO3HATUX I'PAHUYIHUX
BpeIHOCTH: :

lim (1 -+ —> e lill’l("l-—‘{— gc)% lim n( + $) 9
TR x z—0 z—0 x
=1 ; . r—1 . 1 a _
lim & =Ina, cmemmjassuo: lim i =1 lim % —a
230 i z—0 Z z—0 T

u(z)
Cununo cayuajy 2.2, pauyHamo HOp: lim <1 + m) = g, & Cil.
Xr

u (z)—+co

71. Nzpauymatu crenehe rpaHWYHEe BPeIHOCTH.

oY v > # 2 &
A a) lim (a: 1), A 6) lim (l+1> i A e) lim (m —{;1> ;

z—+oco \ T + z—400 x z—+00 T

A z) lim <x+1> : A 0) hm (1—1—%) jou ) l.irr%)_(l—l—sinm)g,

r—+400 €

A e hm cos & 51’5 A oic) lini o8 2z siim; A 3) lim (tgz)®";
z—0 4 z—+Z &
i 3 . T
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u) lir%(cos ¢ +sinz)s; j) lin%)(l -+ :I:Z)Ctg2 - ) liml(l + sin )8
T— r— T—
1
3 1+tga: m‘ E _z_ ﬁi. . .
a) }‘1_1;1‘(1) <1+sinx> ;o w) ;%(2ew+1 -D)= ;A m) xEToom(ln(m+1)—lnm),
.1 1+z . In(a+z)—Ina )
e e
. logz—1 . In(cos2z) In(cos 3z)
5 x1—1->rr110 z—10" A 5/ th_l;l’(l) z2 r) ;l—r»% In(cos4z)’
Ac) lim a(eb—1); Am)limi="; ARl o =¥
& i N t om0 sing 0 sing
. &% . cosie _ esin2e _ sing ) ln(cos(eh: — 1))
v) il—{% z? ’ ¢) ;I—I}}) T 2 a!l—r»r(l) rsinz ’
. A/l—sinz — \a/l—i-sinar_ . x%—a®
74) al'l_i% e ) 'q,) }1_{1‘11 7 ! a>0.

2.4 JIJIEBU U JECHWU JIMMEC. HEIITPERKMIHOCT

Bpoj yo mpencraBiba se8y epanuvHy epednocm (yHKnUje y = f ()
y TauyKM zg, aKO 3a CBAaKo ¢, ¢ > 0, moctoju 6poj 6(e), TakaB ma ako
je g — 6 < = < mo, Tama je |f(m) - y0| < ¢. To 3zammcyjeMo OBakKo:
lim f(z)=yo.
z—xo—0
AKO y TperxomHo] HeUWHUIWJU BaXKW YCIOB: &y < & < &g+ § =
| f(z)—wo | <e, Tama 6poj yo HA3UBAMO 0ECHOM 2PAHUUHOM 8PeOHOWTY.

Tana mumemo: lim  f(z) = yo.
z—xo+0

AKo mocToju jJeBa U OeCHa I'PAHWUYHA BPETHOCT Y TAYKMU Tog U aKO
Ccy OHe jemHake, Tama OYHKOWja y TOj TaUKA WMa I'PAHWIHY BPETHOCT
m: i z) = lim z) = lim f(z).
m—»la:l?—-of( ) x—»:t:g«{-Of( ) :c—»:vof( )
dynrmuja y = f(z) je nenpexudna y mauxu zo aKO MMa I'DAHUALY Y
toj Tauky 1 lim f(z) = f(z0). PyHEKIHja je nenpexudna na unmepsay
T—To

(a, b) akKoO je HeIpeKUOHA Y CBAaKOj TaYKM TOT MHTepBaJa.

Axko je lim f(z) = yo # f(®o) unu me moctoju f(zo), Tada je zo
mauka npexuds GyHKIUje.

Axo cy f(z) m g(z) HempekmmHe OYyHKIOUje, Tala Cy HeIpPeKUIHE
¢ynrnuje f+g u f-g, Kao ¥ QyHKIUja 5, ooz ycIoBoM Ha je g (z) # 0.

[Ipomeny aprymenTa x OIl Tauke z; IO TauKke rp O3HaunheMmo ca
Az = zy — z;. OmroBapajyhy mpomerny o¢ymrmmje: Ay = f(z2) — f(z1)
Ha3uWBaMo npupawmajem gynxyuje. llpupamraj dpysrnmje y Tauxy dmja
je amcmmca z jemHAK je:

[Ay=f(z+Ac)- [ (2)]
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dymrumja f(z) je nenpexudna y cearxoj madxy y x¥ojoj je Alim0 Ay = 0.

72. N3pauyHaTu jJeBe 1 HeCHe T'PDaHUYHE BPEIHOCTH y HAaTO] TaUuKH

Lo
W) F@) = ;=g 2= 5)f(93)"#1:—0'
_:B— 710'— ) _21_1_+6§, 0 =0;
&£ &
e)f($)_x2+2m+17$0:—13 Z)f(iﬂ):m7l0:—2,
' & sin &
{)) f(z):%7 1’)0:0; Fj)f(x):—lm-r, .780:0,
i z— |z
6) f(lL‘): 275170'—07 M)f(a:): a:l |7;L=0_0’
vz
sin @ )
——} 3a <0 i 3a 2 <1
3)f($):{ - ; u)f(m):{z 1 1, et
r—1, 3a 220, z0=0 z—1, Baz>1, zo=1

73. Hepunucatu f(zo) Tako ma GyHKIMja f(r) Oyle HeIpeKkuIHa.

z?-b, 3Bax<3 i cosn
= , 7 = . =
a) f(z) {m+1, 2o 253 So=3: ) f(z) S, 5 =0;
6) f(m)ZCUZSiH%, zo = 0; 2) f(z)=gzctge, zo=0;
T _ ,—T 1
In(1 —In(1—
e) f(a:):arctg;%, zg = 2; ac) f(z)= n( +£8)m n(1 m)) b,

74. Onpemutu GpojeBe a m b, Tako na ¢yHENUja f(x) Oyme .
HEMPeKUIHA.

z?—4 sin
a) f(a:):{—:c——Q’ 3&.@6#2; 6) f(a) { i 3am#0;

a, 3a z=2 a, 3a =0

1
6) f(m):{marctgg, 38 z#£0 2) f(x):{m+1’ 3az <1

T T TN

a, 3a z=0
; T
2sinz, 3a 2K ——
| sin z| 0 _ 7r 2 .
0) f(w):{ . 0 o8 s : h) f(z)=< asinz+b, 3a —§<x<§
a, 3a =0 3
cosz, 3a >
2 %
75. Hahw mpupamTtaj ¢pyHKIHjE.
1 . :
a) y=22-3; 6) y=22-z; 8) y—x; 2) y= = 0) y=sinz; §) y=e".

76. McnuraTy HEIPEeKUIHOCT (QYHKIU]E.



24 IPYTA T'JIABA

z?+1, 3a0<2z<1
3—z2, 3al<zg?2’

COSs

T
7) 3a |J‘.i<1

W @)= 6) f@)=

lt—1], 3al|e|>1

&® — 22° arct l, z#£0
6) f(ﬂ:):{——x——Q ) 3am;é2; 2) f(a:):{ gy 32 - .

i )

6, 3a =2 7 3a =0

1 1+ 23

e =2, 3ax#0 , 3a -1
9) f(w):{ f ; h) f@)={ 1+e el

0, 3a z=0 3, AT
e) y==z% ac) y=+/z 3a x>0

3) y=sing; i) §= 2%,

2.5 ACUMIITOTE YHEKIINJA

IIpaBa = = a je sepmukaana acumnmoma QyEEDUje f(z) ako je
lim f(z)=co mau lim f(z)=oo.
:c-—»a—O» . z—a+0
IipaBa y=b je zopuszowmaana acumnmoma caesa, ako lim f(z)=b,
L=—r—00
OIHOCHO y=0by je TOPU30OHMAANG GCUMNMOME 30€eCHa, aKO lir}ra flz)=b;.
T—-1+00
IIpaBa y = kz+n, k # 0, je Koca acumnmoma caesa, ako je z—EI—noo (f (x)—
kz — n) =0, omHOCHO y = k12 + n1, k1 # 0, je xoca acumnmoma 30echa,
aKo je ligrn (f(2) — kyz — n1) = 0. Koepummjenre k, n, k1, n; Hamasumo
— 100
mo popmyrnama

k= vgr_noo fil)’ n= TEIPOO(f (z) — /ca:)
b=t P2 ni i (1) - k)

Beprukanme acuMmnToTe ce Mory Hahw camMo y TaukaMa IpeKHIa.
JleBa 1 HecHa aCHMITOTa Cy y OIIITeM cIydajy pasiuuure. lloc-
TOojame JeBe aCUMIITOTe HIYje yCIOBJhEHO IIOCTOjameM JeCHe, U ClI.

A T7. OgpemuTy acUMITOTe QyHKIH]e.

a) .f(ﬁ):m—%, 6)]((.7:):2—;—;, B)f(m):(—x_f—l)f,
z)f(:l:)zcc—\/m; d) f(zc):e“ﬁ; 5) f(m):zz_t}l;
) 1 (e)= VT b 4at2; o) () =axcig i 3) &)=y

W) F@VIEe S ) fE) =arsinrs 8) (@)= o+ VR
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3 INSEPEHIIVPAIBE &YHKINJA

3.1 IIOJAM IIPBOT M3BOJA &YHRKINJE

Axo je ¢pyurumja y = f(z) neduHmMCcaHa y OKOJMHW TadKe o, Tala
je npeu uszeod Pynryuje f(z) y TaduKd o, y O3HALK f'(zo), crneneha
IpaHIIHA BPEIHOCT (aKO MOCTOjU):

f(wo) = Jim f(zo + A;; — f (z0)

Tanma 3a y = f(z) KakeMo 1a je Jufepenyujabuana y TaUKA To.

AKo 0OBa I'DaHMYHA BPEIHOCT IOCTOJU 11 KOHAUHA je Y CBaKO] TAUKU
urTepBata (a,b), Ha KojeM je QpyHENMja neQuHICAHA, Ta1a je f'(z) opBu
u3BOJ OBe (yHKIMje Ha MHTePBaNy (a,b), a 3a QYHKIM]Y KaEeMo Ja je
Oudepenyujaburna Ha TOM MHTEPBAIY.

pema mHauupy HepuHMCarba IPBOT M3BOJA, OUUIVIETHO Ce MOTY
yOUrTH JeBa W JecHa TDaHUYHa BPEIHOCT, Tla MCTUIEMO L€6U u3600,
f! (o), u decnu uzeod, fi(zo), y TaUKHA Zo.

78. VzpauyraTyt 10 DeQUHAIUJU U3BOLI GynrIZje.

Aa) f(z)=z>+z—12 A6)f(:c):x—+—3; A e) f(z)=+x;
z) fle)=vei+d A d) Flx) = cosu; AF)f(z)=¢";.
e) f(z)=2% ac) f(z) =1In|z|; 3) f(z) =sin2z.

79. N3pauyraTu JleBe U [eCHe M3BOJE NaTe GyHEIMje Yy HaTO]
TaYIKH. )
@) f@)=le—1, z=1; 6) f (@)= -, 0 =0;
a) Flz)= ¥z, gg =1 2) [ (z)=sin|z|, zo=m.
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3.2 TABJIUIIE 11 IPABWJIA NTMU®EPEHIIUPAHHA

M3pauynaBame M3BOMa IO NeQUHUNIN] U je MYKOTpIaH mocao. Haso-
nuMo caenehe mabauye uzsoda u npasusa, Koje KOPUCTUMO Kao JHOKa3aHe
popmye.

TABJIVIITA V13BOTA*)

¢ =0 (c je KoHCTaHTA) (e®) =e® (cosa) = —sinz
=1 (n*}) = aw‘llna (tga) = .
(:c“)’, =pz® 1 (lne) = 3 (ctgz) = e
1 | , o 1
==y (logg ©)' = e (arcsin ) = A
(Vz) = 2\1/5 (sinz) = cosa (arctgz) = 1+1$2
ITPABUJIA INPEPEHIINPAIDA
y=cf(e)=y =c f(z)
y=f(2)xg(@)=>y = f(z) £ ()
I e
= , z)g (z) — f(2)g' (@
- - ; 0
4 g (x) Y (g (1))2 () #

n3BO I CJIOKEHE @YHKIINJE

y=Ffuu=p@ =y =f(u)v
Crenujammo: y = In(f (z)) =y = %

M3BO IO MHBEP3HE ¢YHKINJE

1
y=f(z) mz=fYy) =y, =, Tlle MENEKC O3HAYABA 3ABYCHO
i
Y
TPOMEHJBUBY.
A 80. Uspauynatu npBu n3Bo (6e3 kopuumrherma IpaBUIa 38 M3BOI
cioskeHe (yHKOTjE).

. ; 1
*) Hapenena rabnuma muje munumasnra. JaTu cy nsBoau HeKMX (pyHKUMja, Kao HOP. —,
koje Tpeba zanamTuTH 360r uecTe ynmorpebe.



3.2 Tabauie 1 npaBuaa OUpEPEHIIUPAFHA

a) y=

2)y:933—3‘”;
6) _ a T,
R ECk

u) y=tge — ctgz;

» y=(Ee)( 1)

L,
z3 + 5m‘+4a;

n) y = e cosa;

A 81, V3pauynaTu nIpBU U3BOJ QYHKIU]E.

X

fl) Y= 67?
. z?
&) y= arctgaj’
tgx
6) Y= ——3
4
#)] oy T2 — arctgz
PO i (s
Y=1110

2

5)y—-<w-—%>z

0) y =sinz + cos z;
\/ xx;

J) y=arctg x+arcctg z;

ac) y=w

m) y = ze®;
ZL‘B

w) y=23Ilnz— —3«;

6)y=

2+1’
2z
a)J——*r—g;
2
wc)y_l—cosa:’
. ) _1—ln;v_
Fid y—1+111$’
sIn & -+ cos T
w) y=2ET T,

sinz — cosa’

3) y=2x3— Vz?

h) y=ma?+ax+ b;
3)y==+n2

k) y= (;chsin z+arccos z)";

M) y = xarcsin z;

0) y=(z* — 3z)e”

2

A 82. Ompemnutu f'(zo) y cremehum ciydajeBnMa.

8) y=—5—7;
2?4z —1
By=rZrr
arcsin
3 y= ;
arccos
e’ +1
®)y=——7
M) 2sinx
¥ 1+tge
z? —bhr—1
M ek
3 ')
+ 5 » Lo :27

:m(l-{—\/m_), Tg =

8) y=1In’z —Inlnz;
h)y=v1+te™;
3) y =1In®x;

%) y ='cos® z;

a) f(z) =3z — 2z, vo = 4; 6) Fiz)=
e)fx) xz,wozo; z)f(:c
a—z
A 83. V3pauyHaTy OIpBU U3BOJ CIOKEHE (YHKIU]E.
a) y = arccos z+/x; 6) y = Insinz;
2) y= 1+ cos2z 2) 1
Y= 1 cos2z’ L,
e) y=v1-z% ac) Y = ———;
a2 g
3
1L)y:\/1+ln2m; j)y:——————(liw)z;

%) y=sinz?;

n) y = sin(cos z);

n) y = (arcsin z)?;

z+1
ot

./‘b) y = cos® 4z;

®) y=3sin® z—2sin z?;

p) y = arcsin =

hi) y = sin? z-sin z?;

.ol
M)y :szE;

0) y=+/1+2tguz;
e) y= a.rctg21;
Zr

y) y=In(z+Va® +2?).
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A 84. V3pavuyraTd IpBA M3BOM PYHKIL]E.

1 l—m 1—a1cs1nr
a) y= ———— 6) y=arctgy/——; &) y=4/+———=
3/$+\/5 14+ 1+ arcsina’

) arcsin x
() arcsin 2w . = Inarct — )
) € ) 77_) Y= ST l 1 .’L ) y= /1 _ ,L,‘y
1 et inz+/1— 2
o) y = arctgln =; 5) y = aresin —_—; ) y = aresing + V1 — 2
& T
. . 1.1 1
J) y==zarcsine + 1 — z?; “)y—_] L_antl’l
xr

5 x 1 val+
ﬂ)y:éarctgw-&larctg—l =S n)y=+vaz2+1 oy S

3

. 2z —sinz x arcsin @ T

./\/6) Y = arcsin m’ H) y_l m 71)) Yy = ﬁ‘kln' 1— 2.
85. [loka3aTy MMIIUKAIA]e.
‘TZ
a) y=ze " = zy = (1 —2)y; 6) y=ze~ T = 2y = (1 — 22)y;
8) y=1In >y +1=¢, Z)y:w = (1-2hy —zy=1;
1+ , V1-—z?

1
B) g o sHict L pel o 2Nl
) V= et ne W =V e~y

1+

zarctg s
7) y:7ma1c‘g’c = V1+z2(y—zy —23y) = 1.
V14 a?

86. PyHEMMja y MMINIMIUTHOM OOIUKY (HMje pellenHa 1o y) Moke ce
mupepeHIUpaT KopUrhemeM IpaBMila 3a W3BOJM CIOMKEHe (yHKIZje.
Hup. m3: y? —2zsiny+2? = 0, mamasumo: 2yy’ —2siny — 2z cosy-y/ + 22 = 0,

, x —siny ;
a omapgne: ¥ = ————. llocrymajyhu cauuro, m3padyHaTu m3BoIe
TCcosy —y

OyHKIMWja ¥ UMIIATUTHOM OOJIUKY.

a) y* — 2y + b2 = 0; 6) cos(zy) = x; 8) ;cy—lny_l

2) y =z + arctgy; 0) e¥ =z +y; fj)lny—l——_w
z

e) y = cos(z + y); ac) zy = arctg —; 3) ysmm—cos(m—y):().
Y

3.3 JMNPEPEHIIMJAJI ®YHRIINJE

Pymrmmja y = f (v) JepuHMCcaHa Ha MHTePBAXY (a,b), madeperun)ja-
OnnHA je y Tadkud g, &g € (a¢,b), aKO WeH NpUpallTaj y xo UMa OOIMK:
Af(zo) = A Az + a(Az)- Az, THe je A BeswuwmHa He3aBUCHa oI Az, a
BemmumHa a(Az) — 0, kKax Az — 0. Ilokasyje ce na je A = f/(zg). Uspas
AAx, Tj. f'(zo)Ax HasuBa ce Jufepenyujanom PyHEmIje f(z) y Taurm
zo. Umajyhm y Buny ¢yHRIU]y y = ¢ ¥ el mudepennujars dy = Az, To
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hemo madepeHnMjal He3aBUCHO IPOMEHJBMBE O3HAUMUTH ca dr = Az, IIa

UMaMO KOHAUHO:
dyo = f'(zo)dz

3a GpyHRIU]Y mu(pepeHnrjabuIHy y TpOU3BOJBHO] TaUKK = € (a,b) mMamo:

il

dy = fl(2)dz|=>| fi(z) = T

Nuajyhu wa ymMy umbeHUIy Ha ce BpeIHOCT m3pasa a(Azx) Az, 3a Io-
BOJHHO MaJIO Az, MOKe 3aHEMAPUTH, TOOKjaMO GOPMYITy 3a NpubAUICHO
UBPAUYHABATE NPOMENE PYNKYUTE Y MANKU To.

‘Af (zo) & f'(®0) Aw ‘

Kako je Af (zo) = f(zo+ Az) — f (z0), npubsuxcny epedrnocm dynxyuje y
OKOJNIMHM Tauke g J00MjaMo 1o GpopMyIu:

|7 (w0 + Az) & f (20) + F'(w0) Ac|

IIpaBuna mudepernupama 3a U3padyHaBame W3BOJA y OPHUIAro-
bHenoMm obamMKy ce KOPUCTE U 3a M3padyHaBame NuQpepeHnujasa.

A 87. Hahm mudepennmjan GpyHKIH]e.

a) y=a*—2x+3; 6) y=e; 8) y = 2arcsin z + arccos ;
2241

2) y=V; a)y:m§ h) y = cos2z;

e)y= 2—1—n15181:c; :nc) y= (2% +1)arctgz.

A 88. Mspauynartu npubImKHO IPOMeHy naTe (yHKNUje y HaTO]
TaUKM Zg, IIPU JaTOj MPOMEHM Az He3aBMCHO IIPOMEHJbUBE.
a) f(z) =322 -z, z0=1, Az =10,02; 6) f(2) =z, zo=4, Az =0,41;
8) f(&)=2" xo=2, Az =0,4; e) f(z)=tge m‘g:%, Aw=:3%

89. [orazatu Gopmyse 3a M3padyHaBame IPUOIMEKEE BPEIHOCTH
KOopeHa, 3a a > 0.
x

a) \/az—i—xxa—l——%, lz] < a?; 6) Va* +z~a+——r, |z < a”.

nanr—1"
A 90. Kopucrehu ce madepennwjanoM u3padyHATH IPUOIMKEHE
BPEIHOCTH.
a) /1,02 6) V/1000; e) V1T; 2) cos61°; 0) sin31°;
B) tg44°; e) arcsin0,54; o) arctg1,05; 3) log0,9.
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3.4 BV M3BO.IU

V3Bonu Bumler pena ce neGUHEUNTY WHAYKTUBHO. TakKo APYTW U3BOI
npencTaBIbha W3BOI MPBOT U3BOIA:

"= (v)] omtocno |f"(@) = (')’

Hame, Tpehu m3BOM MpencTaBba M3BOL APYTOr U3BOMIA:

ylll - (yll)/

Yomlre, n-TH U3BOJ je W3BOX (n — 1)-or m3BOMA:

Y = (y(n—l))/

A 91. Hahw mnpyrum m3sBon QpyHKIMje.

a) y= x5 — 4a3; 6) y="{2*+ 1) 8) y=e¥1;
2) y = arctg z; d) y=In(z+vVa2+1); §)y=(1+ 2% arctge;
1
e) y=e¥"; ac) y=v1-a?; 3)3/:]—1——1‘2;
= : VL
u) y=1In Tzzzz; J) y = arcsin H—Zz—; %) y = (arcsin z)2.
A 92. Hahwu tpehm m3Bom QpyHKIM]je.
o - 2 1
a) y=ze " 6) y = cos? z; s)y—_—l $;
sin 2
2) y = In(1+ 2); 0)y=1nm§ ) y=e;
e) y = arccos ; ac) y = arctg x; 3) y=Invz + 1.

A 93. VIspauyHaTy BpeIHOCT M3BOJA y HATO] TAUKM.
a) f(z) = (z+10)%, f"(-6) =7; 6) f(z) =sin’z, f"(x) =7;
6) () =¥, f/(0) =% 2) £ () =<*Ina, fI¥(1) =",
94. /lokasaTu na ce n-TH W3BOJ M3paduyHaBa MO aTO] (GOpPMYJIH.
Kopucrutu MmareMaTuyKy WMHILYKI]Y.
a) y=e®, Y = e

6) y=sinz, y(") = sin (n—g + :c);

8) y=In(l +2), y™® = (-1)" 1. (L—l_)'

(L+2)
95. Hahu GopmyIy 3a m3padyHaBUmBe n-TOT U3BOJA AaTe GpYHKIU]e.
a) y=e"7; 6) y = cos 2z; e)yzl -
-z
14z :
) y=1—0 0) y=z*, k <n; h) y=a";
2

e) y=+1+z; /Otc)y:fﬂ—x; 3)y=

1— 22’



YUETBPTA T'VIABA

4 MIPUMEHE M3BO.JA

4.1 IPUMEHE IIPBOT M3BOIA

Jedunuyuja mareenme:
Taurenra ¢pyuruuje y = f(z) y mauxu zo je 2pa-
HUNHU NOAOACA] CEMULE Y TROJ MAUKU, KA 0YHCUNG
npecevne Memuse medcy HYAU.

Ha cu. 1, xan S — T, Tana d(S,7) — 0 u ceunna s TeXWU TaHI'eHTH
t.

IIpaBa n, kpo3 Tauky 7', HOpMaJHa Ha TaHTEHTY ¢, Ha3UBa Ce HOp-
Mmanom Qpyrrumje y = f(x) y Taurm T

fl( Xz) HE NOCTOM

X1 X2 X
/ 0 min

Cun. 1 Cu. 2

Teomempujcxo snaueme npeoz u3600a: BpeTHOCT IPBOT U3BOLA PyHK-
nuje y TaUKd o je KoeQUImjeHT IpaBha TaHreHTe y Toj Tauku. Oryna
nobujaMo jemHauwHe TaHTeHTe M HOpMaJje y Tadku 7'

[k:tga:f’(@
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TAHTEHTA: HOPMAIJIA:

= Flace — o — F(z b r—z
y— f(xo) = f'(@o)( ) y— f(=zo) f’($o)( )

Y2a0 nod Kojum ce cexy nBe KPUBE je OUITap WK IpaB yrao oapehen
TaHreHTaMa HAaTUX KPUBUX y mpeceurnoj Tauku. Omrap yrao usmeby
ceuniie W TaHTeHTe KPWBe y TMPECeYHOj TaUYKW, HA3WBAMO YTJIOM IO/
KOJUM TIpaBa cede KPUBY.

W3 medurmMnmje IpBOT M3BOLA Ce JIAKO M3BOJE 3aKBYUIM O MOHO-
monocmu GpYHKIT]a. .

Pynxyuja je monomowno pacmyha na unmepsaay (a,b) ako m camo
ako je f'(z) >0 Ha TOM MHTepBaJy.

Pynryuja je monomono onadajyha wa unmepsaay (a,b) ako U camo
akxo je f'(z) < 0 Ha TOM WHTepBaJy.

Axo je f'(zo) =0, TauKa zo je cmayuonapHa.

OmaBme nmaJbe 3aKBYIyjeMo: ako je pyHEIUja y = f(z) nepuHucara
y TaYKW To U TPBU M3BOM Yy Tg Mema 3HaK, Tana je f(z) aoxaanu ex-
cmpemym Gpyuruuje. (f (zo) je NOKAARU MAKCUMYM AKO TTOCTOJU OKOJIUHA
TadgKe zg, (zo—¢€, To+e€), TakBa Ha je f(zo) > f(x) 3a cBako x € (zo—¢, To)U
(z0, 20 +€). AKO je mak f(zo) < f(z) OHZa UMAMO AOKAAHU MUHUMYM.)
Moske ce moxasaTw, ako je f(g) JIOKAJIHU eKCcTpeMyM, Tana je f'(zq) =0
WY TPBU M3BOJ He IOCTOJU ¥y Tauku zo. (Bumern ci. 2.)

Myxcuna odcewra manzenme, Ha cii. 1 gy DT, Tako ce m3padyHaBa

BT . . |
y mpaBoyriom Tpoyray DPT. Hamme T = sin . Kako je PT = f(x) =
t . /
Vittga 14w’ "

HaJa3uMo Qyocuny odcewka Hopmanse, myx NT, TPOjeKNHUjy OmCEUKa
raHrenTe (cybmaneenmy), oy¥ DP, ¥ IpojeKnmjy oncedKa HOPMale
(cybropmany), nyx PN.

ouhe DT = . Camuaro

Yo U sinw =

pp=|%

Yo

Yo 2
a1 + y/
Yh °

DN = |yor/1+ 9| | | NP = |yovh]

. 1
A 96. Hammcatu jenHauwHy TaHTeHTe KpWBE y = & — — Yy TaYKHN
xr

DT =

mpeceka ca ocoM Ozx.

A 97. HammcaTtu jemHavumHy HOpMAalle HaTe KpPHUBe
2 — 3z +6
a) y= —
6) y=2—+/r y TaUKu IpeceKa Ca CUMETPAJOM IIPBOT KBAJPAHTA.
8) y=a®—4z+5 y TaukaMa IOpeceka ca mIpaBoM z—y+1=0.

Yy TAUKW YMja je alchuca zp = 3;

A 98. HanwcaTy jemnauwHe TaHTeHTe W HOpPMaJie HaTe KPUBE Yy
IaTOj TAYKH.
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1

1
a) y= = :130:—5; 6) y:\/E, zg = 4; 6) y:m3+2m2—4a:—|—3, T(—Q, 5);
o) y=Yo—1,T(1,0); 0) y=tg2z,T(0,0); B y=e""", p=1;
e) y = arcsin %, Yo = 0; ac) y = arccos 3z, zg = 0.

A 99. CacraBury jeJHAYWHY TaHTeHTe laTe KpUBe.
a) y = 3z* + 423 — 122 + 20, mapanenny ocu Oz;
6) y = 2?(z — 2)?, mapanrenny ocu Oz;
e) y =23+ x —2, Tapajienny mpaBoj y =4z —1;
2) y = 2% — Tz + 3, mapanenny npasoj 5z +y— 3 = 0;
0) y = «> + 322 — b, HopMaJIHy Ha TpaBy 2z — 6y +1 = 0.
A 100. CacTtaBuTy jefHAYNHY HODMaJe HaTe KPHUBE.
a) y = zlnz, Dapajenny npaBoj x —y—+7=0;

p 1
6) y= T2 mopMaJtHy Ha ocy Ow.
101. TeruBa ceue mapaboiay y = z2—2x+5 y TaukaMa UHje Cy alc-

mice z1 = 1, ¢ = 3. HammcaTu jeqHaumHEy TaHTeHTe KOja je mapaJtielHa
IaTOj TEeTUBH.

102. IpaBa p, Koja TpoNa3w Kpo3 KOOPAMHATHM IIOYETaK, Ceue
nmapabony y = z? — 6z + 6 y Tememy. Hammcarm jemmauuny HOpMale
mapaboiie Koja je HOpMaJHa Ha IPaBoOj p.

103. /loka3aTy na ce TaHTE€HTe Ha KPUBY Y = 13+43$22, [OCTaBIheHE
y TaukaMa ca OPIWHATOM Yo = 1, CeKy ¥ Koopm/IHaTg;)f/I MOYETKY.

104. lara je mapaboia y = z? — ¢+ 1. CacTaBuTy jeiHauMHe HOD-
Malla y Taukama duje cy alcmuce: z; = —1, 3 =0, 23 = 5 Hoxka3aTn *
12 OBe HOpMaJie MMajy jelHy 3ajeJHUYKYy TaudkKy.

105. Y raurnm (1, 2) mapaboie y? = 4z M3padyHATH Ly:KUHE OJICe-
gaka TaHI'eHTe, HOpMaJe, cyOTaHreHTe U cybHOpPMaJIe.

106. lokazaTu na je cybmopmasa xunepboue z? —y? = a? y cBaKo]
TQUKM jeHaKa allCUUCK Te TadKe.

107. M3pauyHaTy yrioBe KOje TaHIeHTe KPUBE y = z? — x, KOHCT-
Tpyucate y TaukaMma: z1 =0, z2 =1, z3 = 3 ompebyjy ca ocom Oz.
- 108. OnpemuTu yrao mo KOjuM maTa KpuBa cede ocy Oz y KOOD-
IMHATHOM IIOUEeTKY
a) y=sinz 6) y=tge; 8) y =sin2z.
109. Jloka3aTu Ia je KpuBa y = z°+5z—12 y CBUM CBOJUM TauKaMa
HarHEyTa mpeMma ocr O MO OUITPUM YIVIOM.

110. spauyraTu yrao IO/ KOJUM ce CeKy KpUBe.
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a) 2% —y? =5 m 4a® + 9y? = 72; 6) Y =2 my=25
6) 22+ y? =8 m y? = 2x; e)y=(z—2)? my=—-224+6z—4
3
0)$2+y2:8mﬁy2:2xr; h)e?+y* —de=1ma®+y>+29=09;
8 ‘ z+1 x? 44z +8
”2:4 '2:—*' = = .
o)t =dymy’ = 5 W) y= gy 16

A 111. /TokazaTwm ma cy MOHOTOHO pawyhe dbyHEIM]E.

,2_1
5 @it 0

a) y=z3+z; 6) y =z — arctg z; e)y:a'
A 112. oxa3zaTu na QyHKIUja y = \/2z — z? pacTe Ha UHTEPBAJY
(0, 1), a omaza Ha mETepBaty (1, 2).

A 113. OI[peI[I/ITI/I MHTepBaJje MOHOTOHOCTU (QyHKINU]A.
a) y=a3-32*—9z+14; 6) y = 2"~ 22?-5; 8) y=z—c";
2) y=2z’-Ing; 0) y_;L—l—cosr h) y=(2—2)%2z+1)%;

Ju=gGogE =g Ju=26- =

A 114. Hahw exctpemyme QyHKIM]A.
a) y =2x132%; 6)y=20W30%12245; 6) y=a*(z-12)?%; 2)y= 21+3V

z2—2z+2 x
) y=-——"i B y=—2"Ve42 ¢ y=r—g; wc)y—ﬁ
4 lL’

115. Vcnuratu ekcrpeMmyme (yHKIH]jE.

a) y=z—In(1+=2); 6)y—m—ln(l+m2); 8) y==zlnaz;
z)y::ulnzac; 0)y—— B)y=az%e",
x
A 116. Hahwu majmamy (m) u majsehy (M) BpensocT Qpymrmmje.
(L)y:H:%; 6) y = sin z + cos* z.

117. Hahw majMamy u HajBehy BpemHocT (yHKIMje Ha JaTOM MH-
TepBaLy.

a) y==az*>—3z+3, :1:6[ 2 2] 6) y=at— 2245, ¢ e[-2 2;
1

8) y=1100 — 22, z € [-6, 8]; 2) y="- +1,£€[0,4];

0) y=sin2z—z, x € [—g, g], h) e [0, 1].

A 118. On cBux pearnrux 6pojeBa Hahm OHAj KOju MMa HajMarbu
36up Tpeher w YeTBPTOT CTeMeHA.

A 119. On xomana ckune aysxuae 30cm HaIPaBUTHA IPaBOYTaOHUK
najBehe noBpimune.

A 120. Y onceuak napabone y = 12—z?, onpeben ocom Oz, ynucaru
NPaBOYTaOHUK MaKCUMaJIHe IMOBpPIIWHE.
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121. ¥ wpyr je yumcan Tpames, KoMe je Beha ocHoBa mpeunwmk
maror kpyra. OmpennTu yriioBe Tpalesa, TaKO Jla MOBPIINHA TPale3a
oyne majBeha.

+ 122. JIBa TeMeHa IpaBOyraoHWKa HaJla3e ce Ha KpuBOj [(z) =

) .
P a nmpyra mBa Ha mpasoj y = 1. OmpenuTn mosioka] TeMeHa Ha
KPHUBOj, TAKO Jla MOBPIIMHA IPaBoyraoHWEa Oyne HajBelia.

A 123. O xaprona obuamka KBamgpaTa 18 x 18 Tpeba uspesarTu de-
TUpY jelHaKa KBaIpaTa, TaKo la ce OJ MPEOCTaNIor Hella HalpaBy Ky-
Trja 6e3 MOKJIONIA, MAaKCUMAJHE 3alpeMuHe.

A 124. Kpos Tauky A(l,4) DOCTaBUTH IIpaBy Tako jla 36up omce-
vaka Koje mpaBa onpeDyje Ha TMO3UTMBHEMM [€JIOBVMa KOODIAHATHHUX
oca, Dyze HajMambH.

125. Ha ®puBOj y = mahim Tauky y KOjO] TAHT€HTa Ca OCOM

14 22
Oz onpebyje yrao ¢, Tako na |e| uma majsehy BpemHOCT.

126. 3ampeMuHa MpaBUIHE TPOCTPAHEe IPU3ME je v. Konurka je oc-
HOBHA, WBUIIA, KO je MOBPIIMHA MPU3Me MUHIMAIHA !

127. HanpaswTu pe3sepBoap oOlMKa IpaBUiIHe YeTBOPOCTPaHe MPH-
3Me, TaKO /1a Ce 3a NOKpUBambe IHa U 3UI0Ba yTPOIIX IITO Mamke Kepa-
MWUYKKAX TJIOYMIa, & 1a My KalanureT Oyie 32 in®,

128. Y nouTy mONYyNpeYHWKa r yIUCATH BaJbak, TAKO A& MY IOBPII-
7“Ha oMoTaua Oyme HajBeha.

129. Oxo mouyJsonTe MOXYIPEUHUKa r OIMMCATHA Kymy MWUHAMAJIHE
sampeMuEe, Tako Ha je 6a3a Kyme y paBHU BEJUKOT KPyra IIOJIyJOITe.

A 130. Y nonTy 3aIpeMuEe v yIUCaTX BaJbak HajBehe sanpemune.
Konuka je sanpeMuHa BaJbKa’

A 131. Y mpaBy KyIy HOJNYIpPeUHNKa 7 ¥ BUCHHE H ynucaTh Babak
MaKCUMaJiHe 3alpeMuHe.

132. OnpenuTy MEHTPAIHA YyIao UCEUKa, MOJNYyIPEYUHUKa 7, TaKO za,
ce Ol Thera MOKe HalpaBUTH OMOTAd Kyle MaKCUMAaJHe 3alpeMuHe.

133. OmpenuTy MaKCUMAaJHy 3alpeMuHy KyTe IaTe M3BOIHUIE s.

134. V3pauyHary BHUCHHY Kyle HajBehe sampemune, ymucaHe y
JIONTY TOJYTpPedHuKa 7.

135. M3pauyHaTy BUCUHY Kylle HajMaibe 3allpeMuHe, ONUcaHe OKO
JIOITE MONIYyTPEeUHuKa T.

136. Koju on rmiauEnapa maTe 3anpeMute V uMa HajMamy TTOBPII-
uay?
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137. Oro mmaMHIpa MaTOT TOJYyIPEUYHMKa r U BUCHMHe H ommcaTu
IpaBy KyIy HajMame 3alpeMUHe, TaKO Ia MM Ce PABHU W IEeHTpU Oa3a
MTOKJIaTIa]y.

* 138. llaTa je ¢pymrmmja: y = 23 + pz + q.

a) Axo je M JOKaJHM MaKCUMyM, & m JIOKAJHA MUHUMYM HaTe (yHKIN]je,
; " 4

nokazaTH ma je Mm = ¢> + Ep?’.

6) Onpemutl p 1 ¢ Tako na je M —m =4 u na je —2 Hyma (yHKOUje.

* 139. Kopucrehu ce m3Bommma mapaduyraTu 36mp.

a) S1=1+2z+ 32>+ 423+ ... + na"~1;
6) So = =2z + 42> — 62° + - - - + (=1)"x?n 1
8) Ss=12+2%2x + 3222 + 423 + ... + n2z" L.

z2 4+ 1

140. [lorazarw na je PpymrKIUja y — 2arctg x+arcsin KOHCTAHTA,

3a x> 1.

4.2 TIPUMEHE IPYTOI' U3BOOA

Ilompeban ycaos 3a JOKATHW eKCTpeMyM (GYHKOWje f y Tadky zg,
mipepernnjabunane y Toj Taukm je f'(zg) = 0.

Axo je ¢ymrmmja f mudepenmmjabmia y Taukm zg u f'(z9) = 0,
dosoman ycnos 3a JIOKAIHN MaKCUMyM y TOj Taduku, je f”(zo) < 0 a 3a
JOKaITHEN MUEUMYM [ (zo) > 0.

dynrnuja y = f (z) je xoneexcHa Ha MHTEPBATY [a,b] aKO je 3a CBakKo
fa)+ f (),

2

, QyHEDU]a je KOMKa8HG Ha MHTEPBATY [a,b].

z € (a,b) mcoymen ycuos f(z) < ) Aro, mak, BasKM ycCIOB

fay > L@

Ako je ¢ymrnmja f(x) mepuEmrcaHa Ha WHTEpBaRy (a,b) w wMa y
CBaKO] TaYKM NPYTM W3BOJ, Tama je (YHKOWja [ KOHBEKCHA Ha TOM
MHTEPBally ako 1 caMmo ako je f’(x) >0, 3a cBako z € (a,b).

Oyrsrmuja f(r), mepuHMcama Ha MHTepBaNY (a,b), KOja y CBakoj
TaYKW TOT' WHTePBaJa WMa APYTW W3BOM, KOHKGEHG je Ha WHTepBaJty
(a,b) ako m camo ako je f’(x) <0, 3a cBako z € (a,b).

Hexa je ¢pymrmuja f(z) mepmancaHa y TaUKKA zg U Y OKOJMHU TaIke
ro ¥ nupepeHnujabuita y Toj okonuau. Ako f/(z) mocToju U Memha 3Hak
IPH IPOJNACKYy apryMeHTa KpO3 Tauky xg, Tamna je (zo, f (o)) npesojna
mavxa pyarnuje f(z).

A 141. Kopucrehu mpsu u apyru m3Bon (moTpebaH ¥ JTOBOJbAH
ycinoB) mahm ekcTpemyMe (yHKIM]ja.

a) y=a3— 622+ 9z; 6) y=2z%2-2)% S)y:l 1
nz

ehy=0e " ) y=v+V1—u; B y=+v2-2a2

€

*) OBako mepMHUIIEMO KOHBEKCHY (yHKUM]y, ,ucnynueHy rienajyhu onosmo®. Heku ay-
TOPU TNOJ KOHBEKCHOM (YHKHMjOM IoApe3yMeBajy (yHKUM]y uuju je rpadur ,ucrnynuen
raenajyhu omosro®.
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’ . 1.
A 142. Oppemmatn k y QyHEIMjU y = ksinz + §Sm 3z, Tako Ia OHAa

™
32 z = 5 MMa JIOKaJHN EKCTPEMYM.

143. Axo ¢ymrmuja f(z) = alnz + ba? + 2 MMa JIOKaJHE eKCTPeMyMe
3az=1u =2, IoOKa3aTu Ia je Tala 3a ¢ = | MUHUMYM, a 33 & = 2
MaKCUMYM.

144. Jloxa3aTu ma je KOHKaBHA (QyHKIM]a.

a) y=Va?; 6) y = In(z? - 1).

145. Jloka3aTHu Ha je KOHBeKCHa (YyHKIWja.

a) y=zarctgz, Vz € R; 6) y=z*ln|z| -5z +2, z£0.

146. /la 1u je ¢pymrmuja f (z) = 2°—52®—152%+30 y OKONUEYN Tauaka
A(1,11) u B (3, 3) KOHBEKCHA W KOHKaBHA !

147. OnpemuTy UpeBojHE Tauke (YHKIMja.

2
a) y=z%— 6z’ +12z+4; 6) y= cosz; e) y=vax+2; 2) y=arcsin s

2241
A 148. OmpenuTy HTEPBaJe KOHKABHOCTA ¥ KOHBEKCHOCTU, KaO 1
IpeBOjHE Tauke (yHKIUje.

a) y=(z+1)% 6) y= (wikl)4+e”; 8) y = (z+2)°+2x+2;
2) y=3z°-5z*+32—-2; 0)y= m; B y=grlng;
e) y =1In(1+ z?); ac) y = arctgz — 2.

149. 3a xoje Bpenrocty a u b Tauka (1, 3) je mpeBojHa Tauka KpUBe
y = ax® + bz?7

5 ;
150. Ompemutu a m b, Tako da A <2, 5) Oylle mpeBOjHa TaUKa KPUBe

onpenheHe je THAITHOM: z? +ax-+by = 0. Hahwu moToMm 1 ocTalie IpeBojHe
)
TadKe.

* 4.3 JIOIIUTAJIOBO IIPABMJIO

Axo (pymEnmje y = f(z) u y = g(z), Kax v — a (MOxKe 6GUTH a = o)
06e Texe Ka (0 mam obe Texxe Ka oo M AupepeHnrjabuiIHe cy y OKOJINHA
i z ) "z

TauKe a, Tazta je lim ﬁ—) = lim f'(2)
o2a g (@) e g (2)

¢ mecte crpane. OBo je 13B. Jonumanroso npasuso.

KoMmburoBamem JlonmmraioBor IpaBUila u paHI/Ije Hay4YeHUX MeTOo/1a,

pemrheMo jeIHOCTABHO W HeKe CIOXeHe JIMMece. Hup.
3 1

, aKo je ¢'(z) # 0 1 mocToju IMMeC

. rz—tgx . xrx—tge . . z—tge L= =
lim 8% _ i 2B iy T = i T BT gy T e
z—0 sIn” x z—0 x3 z—0 sm3 T z—0 T z—0 Ry

. 1 —(1—cosz) . 1 1 -1 1
= 1m. =« < l1im _ —_— — —_

z—0 3 z? z—0cos?2z 3 2 6

*) Huje npensubeno 3a penoBny HacTaBy.
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151. Kopucrehnu ce JlomuTaroBuM npasBuioM 3pavdyHaTy I'DagdHe

BPEIHOCTH. " )

o) I g im0

o) Jim 57 0) lim == %) lim t—g_—
T _ ,—m

e) rl—po h;(:ifzf)’ :nc) '1-+0 ln(ee— x)i— z—1 ’ 3) '}1—»0 TCtg -

152. HaBecTu pa3smore 300r KOjux ce He MOKe OpuMeHMTH Jlomu-
TaJOBO IMPABUIO y CIYYajy
sinz —sinz ) e* +e "
a) lim 6) lim —; 8) lim ———.
e—+oo cos i’ T—+00 T T400 e — =&

153. Kopucrehu ce mmenturetrom a-b = —, b # 0, mahu rpasuude

o= Q

BpemHoCTH I{OpI/ICTEBI/I ce JlonuramoBuMm OpaBUJIIOM.

. 1 o . d . 3 .
a) ml{r_{loom(e —1); 6) xEToxlnm’ 8) I:1_1*15r10313ln z
o2 : LN ) : ] _
2) il_{r%)m e=?; )] xl}riloom(Q arctga:), h) il_)nilnx In(z —1).

154. Kopucrehu ce mmejoM ciIWYHO TPETXOMHOM 3aIaTKy, IIPH-
verHnTH JlonmmrasoBo IpaBmMiIo Ha U3padyHaBame cienehux rpammunmx
BPEIHOCTH.

: 1 1Y\, ¢ 1) 1 5 .
a) :l%(sian—m—z>, 6) ’}‘1—{1}<1L'—1—EE>’ ) IP—I*%(:L‘ 3 £U2—$—6)7

2) i%(ctgm—%); 0) @Bgloo (m—m21n<1+%>); 5) i{%(‘-ewl_ 1>.

b

MOKEMO CBECTH Ha KOJIWYHUK Ha cllefehm
Ina

155. V3pa3 obauka m = «

HaumH (332 ¢ > 0 @ m > 0): Inm = Ina® = blna = ——. Taro Moxemo
1 :
o . Inz . z
u3pavdyHaTH HOIP. lim 2° =m:lnm = lim zlnz = lim —— = lim T =
r—+0 z—+0 r—+4+0 = r—+4+0 — =

x2

1iri10(—:v) =0. (OBzme cMmo Ha Kpajy npuMeruIu JlomuTaI0BO IPaBUIIO).
—
Hame mmamo: Inm =0 = m = €° = 1, T1j. lirilox‘” = 1. Hocrynajyhu
T—r
CIWYHO M3PavYyHATU I'PAHUYHE BPETHOCTH.
2 Rt .
a) lim(cosz)=7; 5) lim (—) ; 8) hm (e + )=}

z—0 z—0
1

2) lim z=; 0) hm (ctgz)m=; f) lim (g—arctgw> ~

&— 400 T — 00
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5 ICIINTUBAIBE ®YHRKIINJA - IIPTAILE 'PA®UVKA

Kao mTo cMo Hanmcalnul y omeshky 1.3, rpaduk ¢yarnuje y = f(z)
je ckym cBux Tauaka (z, f (z)), 3a cBe ¢ € D. HapaBHo, cBe oBe Tauke He
MoxeMo ozxpenutn. CTora 3a nprame I'padrKa y KOOPIUHATHO] PaBHU
2Oy onpebyjemo KapakTepucTUyHe Tadke (HyJe, eKCTpeMyMe, IpeBo-
jHe TadUKe, TauKe IpeKU/ia) U IpyTe KapaKTepUCTHIHEe OCOOuHe (acuMII-
TOTe, MOHOTOHOCT, KOHKaBHOCT, U CII.). To ce MoXe yunHNTH Ha pa3He
HaurHe, IO Pa3IUuuUTUM perocienuMa padyHamba. OBle mpemraskemo
jemHEy weMmy 3a ucnumusamne GyRKEYUIA U ypmane epadura, IeMy 3a KOjy
CMO Ce yBepWJIM Ia je MpaKTWUHa ¥ CHcTeMaTudHa. VcnutuBama hemo
rpymmcaTa y 5 Tadaka: *)

1° Obaacm dedurucarocmu Pyrkyuje.

2° a) Hyae ¢gynxyuje (IIpecemu ca ocom Oz, aKO WX MMa U aKO
MOeMO J1a WX OJIPeIrMO. )

6) 3nax dynryuje (ako MOMEMO Ia T'a OIPEUMO).

e) Paane ocobune Koje MOTY OJIAKIIATHA MCIUTUBAIbE U LPTaHbe
rpaduKa: naprocm (CAMETPUUHOCT IpaduKa), Nnepuoduunocm, npecex
ca ocom Oy. ’

3° Acumnmome:

a) Bepmuraane (moHamame QyHKIHje y OKOJIUHN TadaKa IPEKUIa )

6) Xopusonmaane ( lim f(z) m lim f(z)).

L—r—00 r—400

e) Koce: y=kx+n.
4° Uzeo0u
a) 3nax y' (MOHOTOHOCT M €KCTPEMyMH)
6) 3nax y', (kOHKABHOCT M IPEBOjHE TauKe)
5° Ilpmamwe zpadura: yHOIIeRmeM IIOJaTaKa, Kao IITO je MPUKa3aHO
y HapeIHOM MpuUMepy, Kao M y IpuMmepuMma um3 MATXEMATUCKOIIA
7 (cTp. 273 — 279) U cHajameM KapaKTePUCTUIHMX Tadaka HOOUjaMo
JTMHM}Y KOja MpencTaBiba Tpaduk UCOIATHBaHe QyHKIMje.

*) Tlornenatu: MATHEMATISKOP 7 — MATEMATHWEKA 3A MATYPAHTE, onesmax
4’4, Tamo je meTasbHO pelmieHo 6 KapakTepucTMUHMX ¢yHKmuja y [Ipumepy 28. u jomr 6y
3a0aTKy 3a Bexxkbame 256.
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: p 2¢ —
HIpumep. Ucnuratu ¢ysrmumjy f(z) = ﬁ W HaUPTATH HeH

rpadux
Pememe. 1° ®yHknuja je mepwmraucana 3a z —1#0, Tj. 3a z # 1.

2° a) Hyne ¢pyrrmmje: f(z)=03a2z—-1=0, Tj. 38 ¢ = .

2
6) 3nax PyHKIMje HaJIa3MMO KODU- 4
crehu ce mpuioskeroM memoM. Jlakmie: 9y _—— 2+++1 el
1 =
f(w)>0 3a x € <§,1>U(1,+OO)Hf(-’E)<O (X-‘l)z +4tt |FA4r| FEEEEE
1 i ++ +++
3a @ € <—OO, _)_ f(x) ++ + ++++
22 T DHAK dYHKIMIE
¢) PyHENMja HUje IepUOAUYHAa, TapHA,
HE memapHa. IIpecek ca ocom Oy je f(0) = —1.

3° Acumnmome
a) VcnurajMo Tauky mpekuna x = 1:

lim 2z — 1 1 1 1 p—
= = = — = o0
s=1=0 (g — D2 @ =0—12 (=0) +o
2z — 1 1 1
= = = +o00.

li =
soito (z—1)2 _ (1+0—-12  (+0)? +o
IIpaBa =z = 1 je BepTUKaJHa acUMITOTA.
2¢ — 1 .
6) im (—nﬁ = lim (;,;8_41)2 =0, ma je y = 0 XOPU3OHTAJIHA
aCUMIITOTa, CIe€Ba U 3IeCHA.
6) C ob6e cTpaHe UMa XOPM30HTAJIHY ACHUMITOTY, Ila HeMa KOCy.

4° H3zsolu
a)y = __—? 3HaK y majeMo IeMoM oL 0
_.x T s T
Ymin = f(()) = _17 T.]' M(O: _1)
5 442 . " x-1 - ——- ——lE+F
)ym(x_—l)ynajesgn(y): y _ n _
sgn (4z + 2); - e~
min
- y
yu —“-%-++++| A b 4

\_/\/

Jat] i
T = —— je NpeBOjHA TAUKA

1 8 s 18
f<_§> = Tgnit; P(‘i’_§>' g
Ha ocrHoBY m3pauyHaTux \Q/ﬂf 1 X
nojaTaka IpTaMo I'pa- : =

¢uxk, ci. 3

Car. "3
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A 156. llocTynajyhu caudro TpeTxo HOM IPUMEPY, NCITUTATH (yHK-

U]y W HAIPTATH HBeH IPapuk.
a) y=z* - 227
8) y=(z—1)*(z+2);
2
)=t 2
e) y=z?—2z|+z+2;

3) y=Val+ 2+ 1+V2? —dz +4+a;

6) y=1a®— 3%
2) y=(a? - 1)%
D) y=(2+3)° =4z +1);
ac) y=|z? + 2z| — 3;
u) _ 2?4z —2
= (x—1)sgn(z—1)

Wcmuraty GYHKOW]Y ¥ HAIPTATH CPaduk.

1
5
T
A = :
e)y z+1’
3z—1
AJd)y= :
e) _m2—2m+2
Y= 1 ’
3) 2m2—3m—2_
y_‘ 172_1_1 )
1
A158.a)y—4m2+—i
1
3)92”4';;3;
x
159. a) Y e
3) L 8z +8
y_$3+:c2—4x—4’
160. a) y(z° — 1) = 2%
8) y(z +1)? =2z +1;
=)
) y=((z-1)(-2)(z-3) ;
z
161.@)3}—@,
x|z
6) y= |_|1,
162. A a) y = |z — 1|/z;
A 8)y=zvr+3;

Ad)yse~Vai-z-8;

e) y=z+ 14|22 +2z-3;

A

A

4o
6)y—4+$2,
2) _4:!:—12'
y_( _2)2)
3
z
b)y:3*$2,
o) y= cal
YT 5@
_(2—2)°
u)y— z2 41
1
5)y:3m+ﬁ;
2 2
V=T
3
T
6)y= ———;
) v 23— 222+’
P 23—z
y—x3+2m2+$'
6) y(z — 1) = z°;

2) zy = (2 — 1)(z — 2);
h) y=9—1)*(z+1)75.

=]
6 v= g g
x4z
Y= q-3
6) y = |z|v1— 2%
e) y=+vaz3 - 3z;
B)y=Vzl+4z+3+z-2;
o) y= i
22+ 1
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z—2
V= o=

163. A a) y = 3V2? — 3z;
8) y= Va3 + 3z2;
d) y=zvz—1;

164. A a) y =sin®z — 2sinx;

. 1,
8) y=2sinz+ gsm?m:;

0) y =sin®z + cos® z;

165. A a) y= arctg(l— %),

8)**) y =z — 2arctg z;
2

)

= t
(})y aJrcg:Eg_1

166. a) y = 2%Inz;

23

z—1"

u) y=

6) y=at — ok
2) y:xs/w—fi -V —1;

b)y:ﬁ-

6)*) y = sin 2z + 2 cos x;

z) y = 2sinz + cos 2z + 3;

B y=

sin? z
24sinz’

1
6) y = zarctg —;
z
z—1
=z — 2arctg ——;
2 gy =% arctg ———
—2z
b—) Y = arccos m
6) y=(z—1)In*(z - 1);

I§
o 4 ) e +1)
167. A a) y=ze 3 6) = ae~%;
8) y:(2—|—m2)e“”2; e) y=(3—2%)e"";

* 168. lata je pyrruuja f(z) =23+ az?+ 2+ 2.
a) OnmpemaTy pealan mapaMeTap a, Tako fa (yHKIHAja WMa eKCTPEMHY
BpenHocT 3a x = —1.
6) 3a nmobujeHy BpemHOCT IapaMeTpa a WCHATATA GYHKIUjy M HALp-
TaT! I'papuk.

* 169. JlaTa je pyEKOUja f(z) = z_l 3a n € N o3gaunMo: f*(z) =

1
F(f*~Nx)), Tme je f'(z) = f ().

Hanpraty rpa¢ur ¢pyrrmmje f1990(z).

* 170. Jlara je pyrrumja y = xe“”’z, TIe je o TO3UTUBHA KOHCTAHTA.
a) cnuraTy TOK OBe (PYHKIUje 3a IPOM3BOJBHO o ¥ HANPTATH T'padik
3a a = 2.
6) ExcTpeMHe TatuKe HaTe GYHKIMje MEajy ca o CBO]j IOJNOMA] V PABHU
©0y. OnpemaTn KpuBy y = f(z) KOjoj UpWmanajy cBe Te eKCTPEMHE
TavKe.

*) Y samanmma 6, B, I, &, b ucnurusame o6aBuTtu 6es onpeluBarmba NPEBOJHMX TauaKa.
**) Y sazanuma 165. B) M ') He MOKEMO Aa M3PauyHaMO HYJIe ¢yHKUU]jE.
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6 HEOIPEBEHV MHTEI'PAJI

Axo je y = f(z) mempermnHa (yHKOWja Ha mHTEpBaJdy (a,b), OHIa
Ha TOM WMHTepBaJy mocroju ¢yHKmmja F (z), TakBa na je F'(x) = f(z).
F'(z) je npumumuena Pynxyuje dyrrmmaje f(z).

Axo je F'(z) = f(z), ouna je F (z)+C neodpehernu unmezpan GyHRImje
f (z), Te je C npouseonna (nETErpanuona) xoncmanma. To o3HadaBaMo
ca:

/f(m)d:v:F(a:)+C'

OuurienHo Baxke ocobmHe:

/Ic~f(a:)dm =k /f(m)da:, k je xoHCTaHTa

/(f(x)iw(w))dm Z/f(w)dmi/go(x)dm

A 171. Kopucrehn ce mepununumjom Heonpehenor mHTErpaJa, Tj.
xopucreiy ce TPUMUTUBHOM (YHKIUjOM, M3padyHaTH ciemehe wmHTe-
rpaJe.

a) [ 2ds; 6) [e~*de; ¢) [sindzde;  2) fd%”

3) s 5) fd\/—{' ¢) [10%ds; o) [(22 - 1)de;
de . dx 2xdx

3)fsm2£, U)fm, J)f%—_f; )fa:2+1
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6.1 TABJIMIIE MHTETPAJIA *)

Hocrynajyhwu cnmaro mperxomHoM 3aMaTKy HaJda3uMo clenehe oc-
HOBHe MHTerpaJie

fda?:a:+C [sinzde = —cosz + C
f:Lkd:c_L+1 , k£ -1 fcoszdz =sinz + C
[ xd +C / i ctge + C
zde = 2 = —cige
; 2 sin® z &
% 1 !
____+C’ - =tgz+C
dz
/——ln z|+C / lnlfc+\/m —}—a’—}-C’
\/12+a
[e*dz =e*+C fa”dm———f-C’
d 1 1 v dz
T g ;
" — Zarcte = . s sk y
/az—i—xz —arctg — + C, cmermujaJrao /1+ arctgx + C
8 aresin +C CIIeIHj aJTHO: / = arcsinz + C'
\/a2—33 V1

Kopucuo je zamamTuTyr m oBo:

fd(F (:L‘)) =F(x)+C <ff(:z:)dr> = f(&)
/ff(?;)f)n =In|f(z)| +C <jep je (m |f(m)[)/: f‘((f))>

A 172, Kopucrehm ce tabnunama m3padyHaTH HHTErpaJe.

)/x3’ 6)/(m2—3)dm; 8) [3%dx;

) [EE w/ - D) J(/o+1)(e—Va+1)ds;

)/$2+9’ | 3+12’ 3)/%;
W/ﬁf? ﬂ/ﬁi?? W/¢tﬁ

A 173. HloromanmM anrebapckuM TpaHCcGOPMAIlKjaMa JOBECTH IIOI-

WHTeTpaliHe (pyHKOMje Ha OOJMUKe naTe y TabIUIM, Ha U3PAUyHaTH WH-
TerpaJie.

dx =
) OBo cy npaxmusne mabauye, a He T3B. Munumaane mabauye. Hup. f = f ?dx, na

MOYKe [la Ce NPUMEHU CIyuaj f kdz k#—1. 360r Tora y MUHUMAaJIHUM Ta,6nnua,Ma. HeMaMo

f i;,, a Takobe mm fz‘d'c
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a) [awdze;

zdz
2)/a+7:

zt 4 2? +1
e)/ o

z—1

zidz
U) /__:L’Z—I—l’

dz
ﬂ)/m“—i—aﬂ;

I—lQB

6) /———dm;

a)/ 2 i
7) /92;1

o) [

A 174. V3pagyHaTy HETErpaJe.

2 9
a) / +£\/de;

z) / dzx )
/25 — 522’

5)/ de -

\/3—1—3232’

)/3—QL —w21.
— dz;

z2dz
6)/3, 244’

z? +5r—l—7 .
’7)/ z+3 i
)/(1+’82d$

B4z

)/Qx —I—lda:
m-{-a:‘*’

/a2+62 b#0.

&) /———\/4—61-33—9?;
77)/ 1+ 22— 23—29[: .

1—|—m 2

A 175. CBohemem Ha TabImuHe MHTEr'paje M3padyHaTH.

a) [3%e*dz;
2) [(e? —1)*dz;

e) [427%de;

6) [2*a*dx, a > 0;

z;

2L—3”
o [

8)/3-2’;”2-3‘ iy
) [e 3t da;

z+1 _ qz—1)2
g [ERT,

A 176. Kopucrehu mosmate obpaciie W3 TPUTOHOMETPHU]e CBECTH
Ha TabimyHe MHTerpale W M3padyHaTH.

a) /sin ; cos gdz*;

. ol
2) /81112 —dz;

) sin® zdz )
cos2 x — cos 2z’

) sinz — 1
cosQa:—l’

ﬂ)/l—cosm

6) [ tg*de;
d) fcos2 zdz;
dz
@) / cos 2z tg? 2z’

j7) [(sin3z—cos 3z)*dx;

/b)/l—cosm )
14 cosz &

n) [(arcsin z+arccos z)dz; m) [ sinz cos3wde;

177. Kopucrehn (bopmyny/

HHTEer'paJe.

A a) [tgade;

f :r:)dx

A 6) [ ctgzde;

:1ﬁ|f(x

A %
) / sin 2z’

8) [ ctg?xda;
dz
Sy
cos 2¢ + sin” x
) / 2dr
cos 2z —|— cos2z + 1’
% ___.
/sm 2gcos?z’

1+ sin 2z
) e o

sin ¢ -+ cosm
0) [sinzcos3zsinbzdz.

)| + C, m3pauynarm
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A)/t$;
e
u)/

+ bz’
:c—|—2_

z? 4+ 4’

) [

])/x2+x'
3)/%&@;

) [ 15

) /smwcos zdx
2cos2z + 1 ’

14 e’

6.2 CMEHA ITPOMEHJ/BVBE 110 MHTETPAJIOM

(I) Axo maTerpan uma obuuk [ f (¢ (z))¢'(z)de, yBOmIMO CMeHy:‘

()dm_dt
(z)de = [ f(t)dt =

Haje
=F({#)+C=F(p(z) +C

(II) Yecto ce cMeHOM z =

¢ (t), roe je ¢ (t) madepermujabunna u cmpozo

Monomona (makie — uneep:;u6unna) (pyHRm/IJa MomUHTerpaaHa QYHKINA]a
JoBeJle Ha MOTOMaH OO/IMK (OOIUK KOjU 3HAMO Ja MHTErPauMo):

[ f@)de = [[(p(t

=pt)=>de=¢/(t)dt, u t=
eyt ==

p~l(z) ma je
F)+C=F (p-

(z)) +C

A 178. RopHCTehI/I Ce YKa3aHUM CMeHaMa M3DadyHaTU WHTerpale.

a) /cos<2r )d:c
6) [x?(az® +b)2da:

8) zsinz?dz

z)/\/a—lrgdw
(x — 1)da

a)/12—23(:-{-5

77_)/1—}—26'”

) | e

) / eVedz

) a:hla:

arctg 5
Y [ et

(cmema: — — 3% =1J;
(cMmera: azd +b=1);
(cmena: 22 =t);

(cMmeHa: arcsinz =t)
(cmema: @2 — 2z + 5 =1);
(

(cmema: 1+tge =t)
(cMmena: Vz = t);
(cmera: Inz =t)
(cmema: arctg —;- =4)
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A 179. Kopucrehn ce yrazaHOM CMeHOM, MIK HEKOM IPYyIOM, HM3-
patIyHaTH uHTerpaJe: :
a) [sin*zde  (cMema: cosz = t.) (Hanomena: ako je mom@HTerpaiHa
(byHIﬂmJa obamka sin® zcos!z, p,q € N, KOPUCTUMO CMEHe: 1° sinz = t,
aKo je ¢ HemapaH 6poj; 2° cosz =t, ako je p HCmapad 6poj; 3° Axo cy

9 1 — cos2z
W p M ¢ TapHW, U3BPUIMMO IPBO TPaHCHopMalmje sin” z = 5
14 cos2z
cos? g = — T CMeHe Kao 1°m 2°.)

d .

6) /»—1\/___'% (cmena: z = tgt, t € <—g, %>) (Hanomena: axo je
Mo METerpakHa ¢pyEKMAja obnura f(v/a®+ z?), Tama yBOIMMO CMeHY
r=atgt, z € (——2—, g), nm z = actgt, z € (0, 7).)

8) /\/4— 22dz (cmena: © = 2cost, t € (0, 7)). (Hanomena: ako je moz-
uHTerpasHa GpyHrnuja obauka f(va? — z?), yBONMMO CMeHy z = asint,

T

te 55 ) niu z = acost, t € (0, 7).)

@) Ve - \/—dm
1+ \/_

) [ ity

h) /m (cmeHa: tg 5 =1) (Hanomena gecTo ce GyHKIUje paluo-

(cmema: z=1%,¢ > 0);

(cmena: z = %, t 0%

HaJIHE II0 sin x M cos & MHTerpaljie CMEHOM tg —2— = t KOJOM ce M3padyHaBa:
2dt . 2t 1- t2)

—*—1_*__t2,Sll’lﬂj‘:——l_’_t2 n cosx = 1+t2 .

e)/ a2 (cmena: tgz =1)
14 3cos?z P eE=1)
A 180. IToronuo m3abpaHOM CMEHOM HM3PadyHATU MHTErPaJe.
zdz edx : zde
6 . 5
)/2 2+3 )/62“—1 8)/\/a:+2’
W= ) [ta oy [ A2
m+f \/‘1+\/‘ N
2z 43 z3dx ' exdm
)/ dﬂf; orc) /ﬂm—z; /
1—cosx
u)/smw J)/cosx E)/l—}-cosz
sin® zdz
JL)/l—{-smm ) [ cos® wda; )/ e

de =
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181. Uspauynaru cienehe marerpaie.

2 cos zdx dz
A a ; YANNGY v/ 2dz; A —_—
)/ sin® z )fm A ri2ee 6)/\/m+ fl?

A e )/\/ﬁ—l—\/— A 0) [sin®z cos’zdx; A T)/ 5 f—{—e“’;

sin z cos zdzx 2243 — 2
A g A 3 o d .
& /4sm :c—i—4cos x— 1 )/ T a2+ 4 da; )fsm zdz;

4)dz An)/ (2z— 8da:'

A“)/ 7a+13’ )/m N —

/L)/ dx ) A,/b)/ sinzdzr M)/\/l-’rCOS Vzdz
glnz(l+nz)’ N T NG :

A 182. M3pauysaTy METerpale (pannoHaTHe (yHKIU]jE):

dz zdx
g {35 -~ .
a) f(2z —T)0da; ) | o )/Hls,
dx z2dx
)/—3 ) [ 55 " [ a=re
)/ m)/ 2z — 1)dz )/ .1,—2(1:1, )
x2+2;c+3’ 4$2 4:r:+17’ 22 —Te+ 12’
3 — 4z z+ 2)de widz
W [t ) [ i w [
Dap® 3&—}-1 422 + 42+ 5 (1-x)
183. M3pauyraTy wHTerpaje (TPUrOHOMETPUjCKe (YHKIM]E):

)/l—l-sm?;zdm; A5)/Sm :Lda: ‘ A e )/ 9111t:d;L

cos? 3z Vcos 1 —cosz)

de

sin 2zdz
Az /7; A 0) [cosdzsin2zdr; A /
) '\/ 5Sdln z ) )f b_) COS2 \/1_tgfl,
A e)/ SR ac) [\/1+ 3cos? zsin2zdz;

1+ cos?z

t
3) [sin®6z cosbzdr; A u) [xctg(z®+1)dz; A )/Cg a:da:’
cos T
1- 2
A h)/ 312n ® da; a) [ V/1+cos?z sindadz;
cos
») /tg3m—ctg3mdx; )/ cos 2zdx cos?mdm
sin 3z 1+s1nmcosa, ‘/cos4a:+91n L
A H))/1—s1n:cdx; A )/smm cosxdm; & )/ Sll'.liL—I—CO‘S:L d:
T+ cosz sinx + cosx w/sm:c—cosm
. p d . . @
p) fsm 3azdz; c) cos4 d /Sm JLCOS4
5 tot d: / coszdz /
)f S ) 1+cosz’ ¢) 1+sma:+cos:L

)/ ctgm‘d'c ] 1)/ [1—cosz dz
cos?x + 2cosz’ d l4cosz 3—bHcosz
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184. V3pauymaru uHTerpaje (MpanuoHalre (yHKIMje)

23 dz
A a zV/ 1 — z2dz; A 6) [2%3/ 23 + 2dz; A @ /17,
1+ 2 1l—z 2dx
A : A0 /«/ & A / -
2)/\/1—:82 ) 1+a:’6 b_) 1+ /l“i'
2xdm ' z2dx zda
A e / : A\ o /7; N 3 /
/ 4 b + / \/1——3:4
[T+ (32 + 1)dz
st LB G / : A% 7;
)/ jery 1+x ” Va+1 +\/a:+ / Vbz2 + 1
(b —3z)dw dz Bz —1)da / dz
A 2 / A w —_— A M) | ———;
) —3532 / Vi 42z +2 / v/ 1+ z?
z?dx Va4l /1 — 2
An) | ——; ) | ———dz; 0) | Y——dz;
V1— 22 z x

) [Py /%@“_m ; ) [
m/mm'ﬁ/ W [ s

185. M3pauynaru wETErpaJe:

In2z dz dz da
6) [ n(lng). &
A )/1114;3 l’ A )/ 4+1n 5 , A e) /Slll(lll:l,) :
141
Az)/__—; A()}/m Ab_)/lntgmd’c,
\/m minl sin 2z
sin zdx % i i d
4 6)/ pcos T ) A D}C) /\/T A 3) /1+7
2%dx 20 o
A
u)/m ])/2504-3’ 2» )/W
a,rctgr dz
fa) [EBTE A ;
6”’\/? 14 22 (alCSIH’L)B 1—z2

arceos o
H)/ dm; ’R))/ \/alct2g21 s )/a1c31nm+m
sS4 — g2 144z = 2
2
n)/aucsm\/—dl, p)/a:—]— (arccos 3z) s )/ /In|zv2? +1| |
Ve — /1 — 922 z?+1

e84 g In(2%4-1)+ In(z+1)—Ing z+ 1)dl
d ;R ;
" / 1422 g )/ z(z+1) S )/ (14 ze®)’
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6.3 IIAPIIMJAJIHA UHTETPAITAJA

Axo cy u = ¢(z) m v = ¢ (¢) mudepenunjabuire GpyHKIUje, Tana
BaXKM T3B. (POPMYAG NAPyUjaane unmezpayuje:

/udv:uv—/vdu

OBa MeTonma ce 0b6aBe3HO KOPMCTH Ka/lla IOAWHTErPaJHe (GyHKIUje
callp:Ke JIOTapUTaMCcKe ¥ MHBep3He TPUTOHOMETPUjCKe (yHKIHUje, a He
MOT'y Ce CMEHOM CBecTH Ha TabiudHe mHTerpaJtie. Tarkobhe je kopucua
MeTOa KOl MOAUHTEr PATHNX PyHEIHU]ja obauka P (z)e®, P (z)sinz, sin ze®,
¥ CJI.

A 186. MetomoMm mapnujajHe WATErpalyje U3padyHaTH cneﬂehe
UHTerpalle.

a) [Inzdz; 6) f3121nmd;v' v 8) [In® zdz;

¢) [¢"In*zdz, nE€ N; 0) /ln d'c, h) [ze=®dz;

e) (2% + bz)e**dx; anc) fauctg JId.’L‘, : 3) [arcsin zdz;

u) [xsin3zdz; 7) [ @ cos zdz; %) [In(2? + a?)dz;
T . zdx

a) /2—mdaz; n) [ zsinz cos zdx; )/sm :c'

arcsin zdz Inz
n) [In(z + Va2 + )/ \/ﬁ% : )/( ) de.

187. I3pauyHaTu wHTErpaJe.
A a) [2zarctg zdz; A 6) [(arcsinz)?dz; A e) /ln(lnx)da;;

2) [(zcosz)?dz; 0) f4a:a1csm’nda:, A 77)/
Ae)/(l_:_l%)z; Ao;c)/:cln

x da:
(1+

de; A 3) [xtg? mda:;

; d
u) [2z(arctgz)dz;  j) | e f4)3; k) [arctg/zdz;
a) / Zi;l;;; n) [In(sinz)cosadz; M) /e—w <4\/Z+ﬁ) da;
4] (Inz — 1)d93 _
In®z

188. Hexa je P = [sin®zde. Ilpumerumo ¢opMmysIy mnapuujaize
MHTerpanuje, y3eBIlM Ha je u = sinz, dv = sinzdz. OmaBre je du =
coszdr m v = [sinzde = —cosz. Tanma je: P = —sinz-cosz + [ cos® zde =

: 1., |
—sinzcosz + [(1 — sin’z)dz = —ism?m +z— /sm2 zde, OomMHOCHO: P =
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1 3 ; : g
—3 sin2z + & — P. [obunm cMo jenHauuHy IO HeIO3HaTO] P, Koja maje
1. . . 1.
yCioB: 2P = ¢ — 5 sin 2z. Omasme je [sin’ade=P = g - Zsm?a: +C.

Mocrymajyhin cauyao HaBeleHOM IPUMepPy M3PadyHaTH UHTerpaJe.

2du z?dx
A a) [ cos®3ude; A6 /”’—ﬂ A e /___..;
o ’ S 28 B e
A e) [V1—zide; A Q) [erresinedy; A B) fez'” cos zdzx;

e) [sin(lnz)dz; ac) [37%sin 2xdz; 3) [e ®(sinz— coqz) dz;
u) [ we®® cos3ude; 7) [2z(e™" sinz)’dz; k) [ cos’(Inz)dz.

189. YBomehm Hajope mOroHy cMeHy, m3padyHaTH cilefgehe unre-
rpaJje NapiujaJHOM HHTEI'PaIljoM.

A a) e Voda; A 6) frsergdm; A 8) [z-sin/zdz;
A 2) fa,rcsin%d:c; A 0) [arctg(l++/z)dw; A F) /alcsm\/_ "

z? arctg zdx arctg zdx

e) [ e ® arctg(e”)dz; Dtc)/ T4 a2 : )/ 21+ 22)) :
)/marctg:cda, )/mea“tgzdaz )/alcsmrdr
1422)2 4422)3 (1—2?)3

190. Hera je P, = [z"e%dz, n € N. llaprmjasaoMm wHTErpalyjoM:
u = z", dv = e®de, nobujamo: P, = z"e® —n [z" le?dz. Ilocnmenmu un-
Terpal ce OJ MOYEeTHOT Pa3jIMKyje caMoO y M3JIOMKHUOIY CTeleHa z, Ia
MOMKeMo HammcaTn: P, = z"e® —nP,_1 OBakBa Be3a ce Ha3WBa PeKYPENIN-
HOM (POPMYAOM.

Hoctynajyhu cimuro, mahu pexyperTHe QpopMmyle 3a cielehe wh-
terpaie, (n € N).
A a) P, = [z"e®dz; A 6) Py = [sinzdz; A e) Py = [cos” adw;

n n . d .
A 2) Pyp= [ In" pde; 3)Pn:f$2€dl’, B) Pn= @T_{‘W?
e) Po= [+/(1—z?)*dz; o) P, :/ o

S, n
o 3) P, = [tg® eds.
191. Kopucrehu pesynTaTe M3 OPeTXOMHOr 3a/1aTKa, M3PpadyHATH
WHTETpaJle.
A a) [2Pe "da; A b6) fa:‘*e@da:, , A e) [In® zdz;
A z) [sinzde; A 0) [sin®zdz; A h) [ cos® wda;

e)/(%”iﬁ; w) [ s 9 [ G

u)/ : J) [tg®zda; ' k) [tg*zde.

cos3 x




52 HIECTA T'JIABA

*) 6.4 UHTETPAIIMIJA HEKUX PAIIMOHAJIHMX
PYHKIINJA

Kopucrrhemo umejy T3B. KommjeBor mpobiuema.**) Axo je cre-
neH moJamHOMa Opojumoma Behm WMIu jenHak CTelmeHy WMeHWONA, Tala
noneauMo Opojuiiall IMEHVOIEM, Paly U3IBajamha Ueaoz Nella. S3aTuM
pacTaBUMO MMEHHWJIAIl Ha YMHMOIe K IpuMeHmMOo KomwmjeBy mumejy. Ha
npuMep:

C 2342 5242 z? S5z+2
— | =Ty = 1+ ———— ldze = —+: — _dz.
o /m2—$~2 g /(‘” +(9;+1)(a:—2)) = ”*/ CESNCE

Cana DaTVEAMO: S5z + 2 A i B Alz-2)+B(z+1)
A8 paty C(e+D(z—-2)  z4+1 z-—-2 (z+1)(z—2)
Mopa 6utn 5z +2 = A(z —2)+ B(z + 1). 3a =z = 2 mmamo 12 = 3B,
na je B=4. 3a z=—1 umamo —3 = —34A u A = 1. (Moruu cMO 1 OBaKo

mocrynutu: S5z +2 = (A+ B)r+ B — 24, ma A u B Hala3sWMoO U3 yCIOBAa:
A+B=5AB—-2A=2. OnaBzne je A=1, B=4.) Hame je:

z dx 4d %
P:%+w+/wjl+/m_m2 :%+(E+111|1‘—|—1]+4111!:C—2'—{—0.

Hanomena: Imamo, ma mpuMep:

z—2 _4 " B i e . Dz + FE -~
z(x+3)%(x24+5) =« z+3 (2+3)2 2245 -
192. N3pauyHaTu mHATErpale.
1) / z + 3)da: 6) / zdr - 2) / 4dz )
z(3 — 2z — 1)( :c—l) (z—1)(z+3)’
) / (6— 12:17 de 2) / (15—z)dz 5) / (4z+7) dm !
(z— 1)(1—!—2) z—3)’ (z+3)(z+5)’ 222 — 3z — 2

2:L +4 dz 4cl% 2;n +3z— 1 dr
e) i Wi o

193. Uspauyrnatu ciaenehe I/IHTeI‘paJIe
2x%dx i z? — 3z -|— 2)dz et 2
o[ oS 9
' 14'8 —21)dz (ac - IO)da: ]
?) / 23— 2:1:2 +a’ ) (:1:2 —10)2 ' ) zt— bz? 44’

194. VspauyrmaTtu cienelie muTerpaie (MMeHHMONUM He MOTY 1a ce
pa3ioMke Ha caMe JUHeAPHEe UWHUOILE).

*) Huje npensubeno sa penosuy macrasy
**) Buneru MATHEMATISKOP 3, samatax 806.
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d:c s - zide 2% —6)
(L)/ 0)/ —at’ )/JJ4+6’L2+8
2) / 21’ —|— 13 2) / 23 +z—1)de B) /
2t 4 622 +9’ zt + 422 +4’ 23+ 1
195. Nspauymary uaTerpade (cremen 6pojuona Huje Behnm ox cre-
IeHa, I/IME‘,HI/IOHa,)

_ 9 5, .4
o o [, ) [,

5 4 2

izl — a1 —Tz+3 2x —5’3 +19
- _d=; —d B

) / 5_‘_2&3_*_7: Jf, ) / 3+3x 'r? 77) / 3$+2 dlL

6.5 INPEPEHIINJAJIHE JEJHAYVHE

Jemmaumna obnmka f(z,y,y") = 0 je dugepenyujanna jednavuna np-
802 peda, TTO HETO3HATO] (l)yHKHMjI/I Y.

Jemmaumaa obnuKa f(qz v, 9y, y") = 0 je dufepenyujanna ]eammuna
Opyzoz peda, TTO HETO3HATO] QYHKIMJU Y.

Onwme pewewe mudepennnjasHe JeII;Han/IHe mpBoOT pena je o06-
nmka F (z,y,C) =0, Toe je C npowsBoJbHa (METErpalioHa) KOHCTAHTA.
3a pasHe BpemHOCTH KoHcTaHTe (' HOOMjaMO T3B. NAPMUKYAAPHG PEUL-
emwa, Koja y OIIITeM CIydajy IpelcTaBjbajy Heke KpuBe y paBHu Ozy.
CKyTI cBUX OBMX KpUBUX (OIIITE Dellehe) HA3UBAMO faMUAUJOM KPUSUT
Koje 3a/0BoJbaBajy mary jemmaumuy. [llomohre ycrose 3a enmMmunanm)y
MHTEerpalioHnX KOHCTAHTW W3 OIIITEr' pelllel.a Ha3WBaMO NOYEMHUM
YCA0BUMG.

1° Jupepenyujanra jednavuna koja pasdeaja npomensuee je OHa
KOja MOKe JIa ce Haluie y OOIUKY:

v =) e ]

d
Pemasa ce ma cienehm mauma, Kako je y dy’ buhe:

iy~:f(alc)~<p(y)<:}>(p()—f(acclav<::>/ /f (z)dz + C.

Hern obnunm jemmaumHa npyror pena
2° HNudeperuujaina jeTHAUNHA:

pemasa ce oBako: y = [kdx + Cy, Tj. ¥ = ka+ Ci, a 3aTuUM y = [(ka +
Chy)dz, 1j.

/»2
y:——2—+01x+02
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3° udepennmjaina jennaunna: |y’ = k?y, k€ R‘ UMa OTINTE PeIll-

embe:

ly = C1e*® + Coe™*

4° Jlmdpepennujanna jeHAYNHA: ¥IMa OIIIITEe pellerhe:

’ﬁ: Cycoskax + Coysinka I

A 196. IlpoBeputn na sam nara madepeHnrjatHa jeIHaunHa uMa
nouyheno peieme:

1 1
a) 2yy’:x,y:§m2—3; 5)y":m2+y2,y:;;
6) y/ — 6—2;v7 y= Ce® + 26—23:; 8) 'Zyy” _ y/Z 23 0, y= 2(3) _ Cr)‘z;

0) ¥' =2y +y=e®, y=Cize® =2Cy2%"; ) (z—y+1)y =1, y=a+Ce¥, y#£0.

A 197. Penmtu mudepennujanfe jemmauwne (Hahwm ommre pemr-
eme).

x =
a) Y =x+2; 6) y =—=; 6) y =1+y’
e) yy' = :cemz"'?ﬁ; 0) 2y —y=y?; h) zyy =1—a%;
e) ytge =y; ae) vy —y =1+ 2% 3) y =10°%y; .
u) zy* +z+y (y—2%y) = 0; ) VI— 2 +yy'V1—22=0;
k) tgzsin®y + y cos?z ctgy = 0; a) Y +sin(z +y) = sin(z — y).

198. YBonehu nmoromay cMmeny, PelmTy qr(epenn)alny jeTHa Y.
a) y — cos(z +y) =0; 6) 22+ 3y — 1+ y'(4z + 6y — 5) = 0;
8) v sin(2y — 2z + 4) = cos(z —y — 2); e) ye¥ = e eV — 2ze”.

199. Hahw mapTukynapHO pelnieibe Tupepennu]jalne jeIHaune Koje
3a/I0BOJbaBa JlaTe IoUeTHe ycioBe (Tj. Hahwu oruire pememe, ma momohy
IOJATHOT yCJIOBa eTUMWHVCATY UHTEIPANUNOHY KOHCTAHTY ).

a) y'sin2z =2ylny mw y = <£> =e Tj. 3a w:%je Y=
6) (x* +3)y —2zy =0 u y(0) = 6;

8) (y—y)y +zy’ +2=0my(0)=1;

2) (1+a¥)y =14+y?> my(0)=1;

) y—2=y(z+22?) my(l)=1.

A 200. Pemmutu mudepermnujaiine jeHAUXHE OPYTOr Pela.

a) ' =2; 6) " =u; 8) y' =3z +2;
2) ' = y; 9) y' = —y; )y —4y=0
e) y' +9y=0; ) y' — 2y = 0; 3) y' +3y=0.

u) y' +4y =0, ay(%) :21/1y’<—%> =g,
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7 OIPEBHEHM MHTET'PAJI

Heka je f(z) ¢yHKOUja orpaHMyeHa ¥ Ca KOHAYUHO MHOTO IIPEKMIa
Ha METepBAJY [a,b]. Heka je oBaj uHTepBas momesbeH Ha n menoBa. Tana
i

30up Z(wi—l‘i—1)f(fi) Ha3UBAMO UNMEZPAARUM 30upom. Padyramo: a =
=1 »

2o M b= an, a jomI je & € [z;_1,z;]. NeoMeTpujcKl 0Baj 36Up IIpeTcTaBiba
HOBPIUIMHY OCEHUeHY Ha CI. 4.

Cu.d Cx.b
b

Odpelenum uHmMeEPAAOM, y O3HAIM /f(:n)d:c, HasmBaMo cienehy

a
TPaHUIHY BPENHOCT:

b n

[ r@de= lim 3 e a0 56

ph =1

max(z; — zi—1) — 0
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AKo oBa rpaHuIa IOCTOjU X KOHAYHA je, OHIa je f (x) unmezpabuana
pynryuje Ha MHTEePBALY [a,b].
b
Ha mpuwmep: U3spauymajuo /:czdm, oo Tope HaBeeHO] ne()WHU-

a
IHAju.

Pewmeme. UaTepBai [¢,b] momenmuMo #Ha n jeIHaKUX geloBa: Ax; =

b—a :
——, a 3a { y3MMMO BPeITHOCT Ca JIeBOT' Kpaja CBAKOT WHTEepBaJa.

Hrmeepaanu 36up he mpencraBbaTy 30Up TOBPIIKHA OPaBOYTaOHUKA
ynucanmx y meo mapabore, ci. 5. Tana je:
2
b—a
ot
n

b
b—a ., b— b—a N2 e
/m2d$: lim < a~a2+b a'<a—|— a>+ a.(
i o = n n n n
(%
n

2
— b—
g a) >: lim <a +a —|—2a
n n—+co  7q

b—a ( .
+ | a+(n—
n
= lim b—a (n~a2+2a(lj%a)(l+2+~~+(n ) (12_|_ o4 (n—1 ))>
n

ST L <b_a)2+ -+a’+2a(n—1 )—+ (n—1 <
b—a <na2 L 20b-a) n(n=1) (-0 n(n —1)@2n— 1)) _

>+a+

n
n ‘ 2 n? 6

= lim (b—a)(a2+a,(b—a,)- n-l +(b_a,)2.£w> i

n—-4oo n : 6712

= (b—a)<a2+a(b—a)+ (b_3a')2) - (b —a)(3ab + b* — 2ab + o® _

3
_(b—a)¥*+ab-+a?) b3 —d®
= 5 =—5—

201. ITocrymajyhu ciwgHO TpPETXOMHOM TPUMEPY, U3PALyHATH IO

nepurUTIMjU onpeberne muTErpae.
3

1 b
a) /2$dm. 0) /e‘”dm. 8) /($2—2w)d33.
0 a

1

A 202. Kopucrehu ce neduaunmjom onpelheHor maTErpaia, 10Ka3aTu
cienehe ocobune.

@) jf(m)dm:o; 6) /b'f@)dx: —/a'fcc)dz,
a a b
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b b
8) /c-f(a:)dac = e / f(z)dz, ¢ je KOHCTaHTA,;

a

2) /b'f(a:)dwz / f(z)de + ]f(ar)dw;

0) f(—z) = —f () = /f<w)dx=o;

h) f(—=z)=f(z)= /f(m)dx = Q/f(a:)da:;
b - b ’ b -
a a b a
ac) m< fle) < M =mb—a)< /f(l)d.’l, < M(b—a).

a

7.1 IbYTH - JIAJBHUITIOBA 20PMYJIA

Vamelhy neonpehenor u onpehenor maTerpala MocToju Be3a y BULY
138. Ihymn — Jlajbnuyose popmyne. Axo je pyHEmja f(z) HEIPEKUIHA
Ha mMHTepBaty [a,b], Tana:

b
[1@ie=F@| = FO)= F(@), rre jo F@) =)

A 203. Kopucrehu ce byt — JlajornmosoM GopMytoMm nu3padyHaTh
onpeherne mHETErpaIe.

/ e L 8\/—— T dz
a)/( ) dz; 6) /( 2 + ¥x)dz; 6)/m,
1 0 o
4

Xr
3

3
dx 2dz dz
2)/532—4m+4’ ())/azz—l’ 7)_)/‘/41,_&;2’
2

2

w

—

e) /sinmda:; o)

s
4
cos zdz; 3) /sin2 zdz;
0 = 0

[SIE
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T

5 T 3
dx . dx
u) /— 7) /thxd:E' % /——
4 sin 2z’ / ! )2 */x2+6m,
2 2y 1 : 1 4
z?dx _v i [ z
- = . ! 1) e®dx; .
ﬂ)/w2+4a:+4’ ‘/b) /(e + ) € ax, M)/l—f—e_‘”
i 0 0

204. Kopucrehu ce mHETerpamsamM 36MpoM U NePUHUAIMOM OIpe-
benor maTErpasa, mokasaTu:

1 2 -1 1
A a) lim <—(+ﬁ_|_...+n2 _|_ﬂ>:§;

n—-+oco \ n? n n?
1 2 2 2 2
A6) lim (AU HOFD A Fdn) T
n—-+4o0o n 3\

8) lim n 1 4 1 +...+_1_ _1.
ST e T ) = 3

1
A li —— 4+ — ) =In2;
z)n—{r-ll-loo n+1+n+2+ +2n> e

= 1 1 Y o

)n_{rfoo" n2—|—12+n2+22+. +§7§ =7
1¥ 425 .o b 1

li = k .

7)) lim T L >0

n—-+4o00

7.2 CMEHA ITPOMEHJ/BVMBE KO OIPEBEHOT
VHTETPAJIA

b
(I) Ako wHTerpas mma OGJIMK /f (¢ ()¢ (z)dz, Tme cy f(p(z)),

a
@ (z) u ¢'(¢) HempeKuIHe QyHKIUje Ha MHTEPBaJy [a,b], Tama ce cMeHOM:
@ (x) =t mobuja

(2)de = di, p(a)=t1, p(b) =1t

W
/b(go (2)) ¢ (z)dz = /zf(t)clt

p(z)=t,

b
(II) MeTerpas obamka /f(ac)d:c YecTo ce cMeHoM « = ¥ (t) cBOIM

a
Ha ODJIMK IOrodaH 3a pelllaBame, Ipu cienehmM yciaoBuMa:

1° ®ynrmuja y = f(z) je HeIpekuIHA Ha WHTEPBAIy [a,b].
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2° ®ymrmumja ¢ (1) je ﬂn({)epeHHMJa6m1Ha ay(t), v u f(y)
Cy HempeKuHe Ha WHTePBALY [t1,ts], THe je ¥ (t1) = a u ¢ (t2) =
je cTporo MOHOTOHA Ha [i1,ts]. Tama:

dr—l/)()

/f(fﬁ dw—/j )y’ (t)dt

A 205.

1
zdx
(l)/($2+1)2;
0
132(1
) [ S
0

2
e) /cos5:1:sin2mcla:;

S~ 2

u)

tgxde;

|
ENE]

@

dx

A ——
) V1 —1In%z

P—

2
0) /me‘wﬂdw;
1
1 e
0)/——& :
v/ 2z — 22

™ gin —dm

[ e%dx
3 / 14 e2¢?
0

206 CuMeHoM M3padyHATH MHTerpadle.

)/IH“”;

)/ zrdr
\/1+$7

5)/—dx ;
) Ve 9+
7 dz
) [

’ 5
Dtc)/ dz .
22 +vV3z+ 1

/ +2sm z’

0

IloromaoM cMeHOM U3pavuyHaTu UHTEerpaJie.

2
"erdx

8) 5
1

0
(4z — 6)dz

h) 22 —-3z+1’

221

sin® zdzx;

/ 1—!—111.1
M) / 1—1—72

3)

< \.wh

1
xdz
o f 2
1++Vz
0
In2

5 / Ve = Td;

e“+e ldax

3) T e 3 7

dx
W /3-—cosa:7
o
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\wla

7 a
ctg? zde; M) /mZ\/aL:c?d:c, a>0;
0

dx
ﬂ)/5+3cosaz’ 5)
0

=} o o3
\5

a i}
") /\/am—a:2d:c, a>0; ®) = 0)/ Vs
0 0

(4—1—3@2)%’ Vet —e—w

207. Pemutuy jenmaumme.

In 2

& T
dz T dz T
a — = 7 0 =z
)\//_m\/:1:2~1 2’ )/ e* —1 6
2

7.3 IIAPIIMJAJTHA THTEI'PAIIVIJA OIIPEBEHMX
VMHTEI'PAJIA

3a pyarmije u = ¢ (z) nv = ¢ (z), mudepennujabuiime Ha HHTEPBATY
[a,b], Bawm QopMyra 3a mapliujatHy WHTErpalujy:

b
b
— [ vdu
a
a

A 208. Kopucrehu ce mapnujalJHOM KHTErpalyjoM M3pauyHaTH
WHTETpaJe.

1

e e
a) /lnfcda:; 6) /1113 i 8) /axe“”dm;
1 1

0
T

1 2
2) /wgezmdax; d) /a:cosmda:; h) /a:zsinxda;;
0 0

0

. ’
SlIl2 T

% 9 % ™
) / rdr %) /hl(m-l- \/xz—_}.l)dl‘;,’}) /ex sin zdx;
5 ° ’

3 1 T
. dz '
U) /62:” cos.’l}dfb’; ]) /m, 7\’,‘) /{L’Sinzxda?-
0 1 0
290. Vzpauymary mAETErpaJie.

1 4 1
a) /m3e‘”2dm; 6) /e"ﬁdaj; ) /marctngda:;
0 1 0
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1

16 2
1 1
2) /$(arcsin9:2)2dx; d) /arctg\/ﬁ~ ldz; B) /Parcsin ;d’l,
1 _ 1

!

210. Cawaro Jadamxy 190 ompenuTt pekypeHTHe QOopMyie 3a UH-
terpade, (n € N):

a) P, = [ 2*"e "dz; 6) P :/cos” zdz; 8) P, = /ln“ zdz;
1

o
wly \ -

tg" wd;
o
cos™ &

o\%la o

0

1

P, = / ?%)—n, ma M3pavdyHaTU UATerpaJ: / 1+ 3
0 0

sin® zde, /sin4 zdz,

\Mla

~—

e) P, = sin® zdx, ma M3paAUyHATH HHTErpaJIe:
n b

0

sin? 2 cos® zdz.

o\
(NI

7.4 IPUMEHE OJIPEBEHOT MHTEI'PAJIA

A) IloBpmmma P paBHe TOBPIIKM, orpaHuuerHe ocoM Oz, KPUBOM
? ]
y=f(z) m npaBuM ¢ = a n ¢ = b, OCceHyene Ha cJI. 6 u ci. 7, neduHuIIe

ce QopMyJIoM:

Cun. 6 Cn. 7
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Mpema popmynu, Ha cia. 7 je P = /f(:z? dr—/f

A¥ko je moBpIn OTpaHuteHa ca ,uBe KpuBe, y = fi(z) my = fa(z), Kao
Ha clI. 8, BeHa MOBPINWHA je:

b

= [(h@ - fe)de

a

rIe cy x1 M zy pellleiba jenHauwmee fi(z) = fo(z).

y y=f(x)

y=tfy(x)

Cuiu. 8 Ci. 9

Hyxuny s nyka Kpuse y = f (z), u3melhy Tavaka umje cy amcruce a
u b, c1. 9, nepuHMIIEMO TPEKO MHTErPaJIa:

b
s:/\/l—i—y’?da:
a

loBpmumHy P moBpum (oMoTaua), Koja HacTaje obpTameM IIyKa
Kpuse y = f (z) ca ci. 9, nedpumHUIIEMO HOPMYIOM:

b
P:27r/ | £ (z)|y/1+y da.

3ampeMuHy TeJa OIPaHWYEHOT OOPTHOM MOBPLIHM ca ciI. 10 1 nBaMa
KpyrosuMma (monynpeuruka f(a) u f (b)) mepuEumeMo GpopmymIom:

b
V:ﬂ'/de.’L‘
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Cu. 10

211. VspaduyHaTy HOBPIIMHE HOBPUIY OT'PaHWMYUEHMX HaTHUM JIUHI-
jaMma.

a) y=a(z—1)%, y=0;
) y=z(z—1)(z—2), y=0;
3)y::v2, y=28,3az>1;
.o T
e) y=cosz, y=0, 3a —ggxgi;
3) y=z—a*/z, y=0;
j)y:ln:c,y:O,m:e2;
a) wy="%% o= 1, #=86;
M) y=2z, 22 =2y, y=2%

) == T w2y

n) y? + 18z = 16, y* — 24z = 48;
c) y=2z%", y = —a’e;

: [ 3m
ﬁ) Yy=sINT, Y=COST, T E [ Y 3
$) y=arcsinz, y=arccosz, y=0;

y) y=2—a>, y=—z;

Ay=4z—2% y=0;
2) y3:x7y217x28;
77)3;:;63,@/:8,{6:0;

u) y=(z*+22)e”*, y = 0;

™
K)y=tgz, y=0,8=
w) Y =2z+1,2—y—1=0;
n) ¥ +y? = a?;

6
A
A
A o) y=sinz, y=0, z € [0, 1007]; -
A
A

Aol = 28, @f =2y;

— 2 _ 9,
p)y—H:ﬁ?x = 2y;
m) y=Ine,y=1In’z;
y) y=arcsinz, y=—arccosz, —1 <z <1;

z) = 4w, =V

%) y:a:s, y = 4z.

212. V3pauyHaTy DOBPUIMHE TOBPIIN OTPAHUIEHNX AaTUM KPUBUM.

a) ©*+ 4y =4, 22 — 2% =2, (Tpm nena);

6) «? +y* =4, 2 — 2 =1, (1pw mema);

e) 22 +y? =8, y* = 2z;

A 9) 2?2 +y? =16, y* = bz;

e) (y—z)?=32° =4

2) 22 +y* =16, z? = 12(y — 1);
77) y:2—$27 y3:$2;

ac) y? = x(z — 1)
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2 4

& u) y? = 2% — 2,

3) (y—arcsinz)’ =2 —2

A 213. 3pauyHaTu DOBPUIMHY MOBPIIK OoTpadnuerny ocoMm Oy, Ia-

paboiom y = 2 —Tx+3 1 TaHreHTOM OBe mapaboile, TapalelHOM paBoj
Sz+y+1=0.

A 214. 3pagyraTy DOBPIIVHY paBHE MOBPIIM OrpaHUUYeHe IeOM
narte KpuBe maMmebhy nBe meHe TaHIeHTE:
a) y=—2?+42— 3 ca TaHTeHTaMa, UKje NOAMPHE Tauke MMajy allcIuce
0nm 3;

)
6) x? +y* = 25 ca TaHreHTaMa W3 TauKe A(?, 0).

A 215. VspauysaTy TOBPIIMHY paBHE MOBPIIM OTPaHUUeHe JaTOM
KPUBOM ¥ EEHOM IaTOM HOPMAaJIOM:
a) y? = z u HweHa HopMasa y Tauku N (1, 1);
. ™
6) y? = 6z u WmeHa HOpMaJa Koja cede ocy Oz IIOI YIJIOM OI —7

p

8) y = arcsin 7 BbeHa HOpMaJa Koja Je mapaJiellHa IpaBoj 2e+y+H =

0,3a z>0.

216. M3pauyHaTu Oy:RWHEY JIyKa TaTe KPUBe
A a) 22+ y? = a?; Ab6)y=Inz, z€[V3, V8

. 1 1
Ae)y:§x2,me[0,2]; Az)y=In(l-22),0<z<

5;
A 0)y=Inyz— %xz, zellel; AB)y=h(V22-1-2),zc[V2, V10];
1
e) 4y?==23, om 0(0, 0) mo A(l, §>; ac) y = arcsin(e™®), = € [0, 1];

5 ; 1
gl gp= %(L —12), z € [0, 12]; u) y:-;ix/l—n:?+§ arcsinz, 3a z€|0, 1];

7) y = Vz — 22 + arcsin /z; k) y = arcsinz + /1 — 22, 2 > 0;
3 1 T
a) 18y* =z(2z —3)?, z € [0, 5), n)y= 5 arccosT — %\/1 — z2,

217. V3pauyHaTn 3aIpeMUHy Tela KOje HacTaje obprarmeM maTe
paBHe MOBpLIM OKO oce Ox.

Aa) y? =4z, e < 1 A6)y=3z—2a2 y>0;

Ae) y=2* y< 2 2) g=ne, y="0, z=1:
1 .

A 0) y:m: z € [0, 1]; h) y=sine, z €0, l;

2 2

Ae)y=cos’z, — Sg; ac) y=sin’z, z €0, 7);

; U')yzziv:j»y:ov‘r:l;
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A j) y = arcesine, z > 0; 7“’)?"’”7:1'
A 218, V3zpauynary 3alpeMuty Tella Koje HacTaje OOpTameM OKO
oce Oz paBHe MOBPIUIY OI'DaHIIeHe:
a) xpusuM y = z? u y* = z;
5
6) xpyrom z? +y® = 25 1 HeTOBUM TaHTeHTaMa U3 Taduke A <3—, O>;

6) mapaboiioM y = 22 — 4xr + 3 U HeHEMM TaHTeHTaMa y TauKaMa YUm’je cy
amcrmce 1 u 3.

219. V3pauyHaTy NOBPUIKHY OMOTaua OOPTHOI Tesa Koje HacTaje
poTmpameM IaTor JIyKa oko oce Ow.

a) y* =12z, © < 9; 6) 3y=2,0< e <1
A 8) 2? + 3 =7% %) A 2)y=sinz, z €0, 7;
())y:cosm,ase[o,g]; b’)y:tgm,ogwg%;
1
Ae) y:z(l‘z—lnw?), z € [1, el; A otc)'y:—\é—g(a:—@, 0 2<3;
3) y=In(v22—1+z), z€[L, 2; u) 22 +(y—q)2=r?g>r.

3a cBakM OJI HaBelIeHWX clydajeBa (01 a) IO u)) U3padyHATH H
3aIpeMHUHy OBOT CIOMKEHOT Tela. ™)

220. Kopucrehu ce morojro nsabpatoM GpyHKIIjoM, noMohy onpe-
bermor mHTErpaia, M3padyHaTH:
a) 3aIpeMuHy BaJbKa BUCHHE h ¥ NOILYIPEUHUKA T
6) 3aupeMuHy Kyle BUCUHE h ¥ HONYIPETHUKA 7

6) 3anpeMuny 3apybibeHe Kyle BUCHHE h U HOIYIPEUHUKA 71 W 12,
1 > T,

2) 3alpeMHHY JIONTE MOJIYIPEeTHUKA 7;

0) 3ampeMuHy JOINTUHOT OJICEeYKa MOJNyIPEeUHIKa r ¥ BACKHE h.

221. Kopucrehu ce noromso mzabpatoM $yHEIIjoM, ToMohy omnpe-
bHemor mHTerpala, U3padyHaTH: i

@) MOBPIIUHY BaJbKa IONYTPEUHUKA r U BUCKHE h;

6) NOBPIIMHY Kyle HOJYyIPEeYHUKA 7, BUCKHE h 11 M3BOJHULE s;

*) Y canyuajesuma B) m u) poTupaMo 3aTBopeHe kpuse. lIpsu maje cepy, a mpyru T3B.
mopyc (ka0 ayToryma).
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8) 3apy0JibeHe Kylle BUCHHE h, NOTYIPEYHUKA 7y U T3, 1 > ry, U U3BOJ-
HUIIE S;

2) JIOTITE TOJNYIPEYHUKA, 7}
d) chepHe KaJIoTe MONYIPEUHUKS © ¥ BUACKUHE h.
222. Ilonynpeusunu cdepa Ha ci. 11 mmajy nyxummy r. Kommka

je 3ampeMuHa NMCTepHe, Ha CIMIM UCTakKHyTa neGspuM aumamjama’ Ko-
puctuTu ce onpebeHuUM WHTErpaIUMAa.

Nl -

Cu. 11
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8 KOMBUHATOPUKA

8.1 IEPMYTAIIMJE

Hexa je 3amal CKym KOHauHOI' O6poja ejeMeHaTa (npemvera, 6po-
jeBa, sumBux 6mha), Taza ce cBako ypeheme CBUX NaTuUX eleMeHaTa y
OBIMKY jeIHOT HU3a HA3UBa NEpMymayujom. Lpo] mepMyTamrja on n
elleMeHaTa jeIHAK je:

P,=n!=123...n (uura ce ,en dpaxropmjen”) . (1)

Bpoj mepMyTamuja oI n elleMeHaTa Mely KojuMa ce HaJa3W r (r<mn)
jenmHaKMX elleMeHaTa jelHaK je:

Par) = . @)

Bpoj mepMyTanuja ox n eleMeHaTa MeDy kojuMa ce Hajlase IBe TPyle
eleMeHaTa: jelHa ca r (r < n) eleMeHaTa jenHakux Mehy cobom u npyra
ca s eleMeHaTa (s <n, 7+ s < n) jenHaxux mehy cobom, jemHak je:

i, |
P.(r,s) = S

risl”

3)

Kox ompebuBama pemociena IepMyTaldja CIYXUMO ce OPaBUINMA
IpeMa KOjUMa Cy CACTaBIbEHU JIEKCUKOHU (JIERCUKOIPa(CKU Pemocies
nepmyTarmjal).

daxropujenu mocenyjy OCOOMHY:

nl=n-(n— 1)\ (4)

OBa jemmakocT uMa cMmucia 3a n > 1. llpuponso je onpemTn 0! Tako
/14 OBa jeJHAKOCT OCTaHe TadHa ¥ 3a n =1, TO jecT na Oyne MCIymHeHo
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1! = 1.0!, wro 3maum na ce mopa mnpuxBaruty 0! = 1. Hajuemhe ce
KopucTe BpemHOCTH n! 3a n =1,2,3,...,10; majemo cremehy Tabemy
n]1]2[3]4 ] 5 | 6| 7 | 8 | 9 | 10

nT| 1 [ 2] 6|24 120 | 720 | 5040 | 40320 | 362880 | 3623300

$axropujenn Behux 6pojeBa Mmory ce omenutu nomohy CTupamarose
popmyme (J. Stirling, 1692-1770, mroTcKn MaTeMaTudap):
n!xn 2rn e,

[locebuy BpcTy pacnopebuBama dnHe T3B yurauune nepmymayuje,
koje cpeheMo Ha mpuMep IPUIMKOM pa3MellTamba 0coba OKO OKPYTIOD
crosa. lom okpyzaum cmonom, y MaTeMaTUIKOM CMUCIY, TOPa3yMeBa-
MO HIEalHO OKPYT'ao, OPWEHTUCAH CTO, Ca HeobelleKeHWM MecTUMa,
3a cememe. CBa MecTa cy paBHOIpaBHa. 10 3HaUM, aKO OKPYINIM CTO
3apoTUpaMo 3ajelHo ca ocobaMa Koje cy mocenate uianm 6e3 mux, Hehe-
Mo nobuty HOB pacnopen. Ha caumm 12 cy mpuxasane Tpwm ocobe A, B,
C 3a okpyrammM ctojoM. Oumrienso je ma McTU pacmopen ocoba OKO
cToJla IpenacTaBlbajy mepMmyTanuje ABC, BCA u CAB.

A
Car b 2)

Hea pacnopeda 3a OKpYyeAUM CTROAOM CE PAZAURYTY axo bap jedna oc-
oba uma bap jednoz (neeoz uau decroz) pazaunumoz cyceda.

laxme, jemma mmm nBe ocobe MOTY ce TMOCTABUTU OKO OKPYIUIOD
CTONa CaMO Ha jellaH HauUWH, TPU ocobe Ha aBa HaumHa (ABC wmim
ACB). Yomuuire, n elleMeHaTa MOKEMO Pa3MECTUTH OKO OKPYIJIOT CTOJA
Ha (n —1)! HAUMHA.

Pacmopen oko OKpyTJIOT CTOJIa CBOAY Ce Ha pacHopel y HHU3Y, ako
CTO ,pacedeMo’ Ha je[HOM MecTy U ,ucupaBumo“ ra. Taj o6jerat, Ha
KOjeM je M3BPINeH ,Tpecek” (UKCHpa Ceé Ha NPBOM MeCTy, a OCTale
pacnopebyjemo Ha yobuuajeH HauuH.

Ilocebna BpcTa MUKINYHWX HepMyTaluja je ozpauya. Pasmmunrn
pacnopeu eseMeHnaTa Oorpiamie npebpojaBajy ce Kao W pacnopemd oc-
00a OKO OKpyTJIOr CTONa, alnl oBIe Tpeba y3erw y 063uMp ma ce orp-
Iuna MOXe OKpeTaTw y mpocropy 3a 180°. Tako, orpanma ca Tpu ein-
emeHta ABC, kana ce obpre 3a 180° mocraje ACB. 3601 Tora, o1 Tpu
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eJeMeHTa MOMKe Ja Cce cauudu caMo jeII,HEL orpJiauna. Yomurre o n en-

1
eMeHaTa MOMe ce HaUUHWTHN §(n —1)! orpauna.

A 223, 3ammcaTy cBe IepMyTaluje elleMeHaTa CKyIoBa:

a) {1,2, 3}; 6) {a, b, c, d}.

A 224. Kounko y cKyly MMa ejeMeHaTa aKo ce 3Ha na Opoj mep-
MyTalnmja THX ejgemenara Huje Behm om 10007

A 225. Konuko ce merommppenux 6pojeBa ca pasImIuTuM Mudpama
Moke caumHETE o nmdapa 0, 1, 2, 3, 47

A 226. Koja je mo pemy mepMmyTamuja
a) 3412 y mu3y mepMmyTanyuja GOPMUPAHKUX O eleMeHaTa 1,12, 34 42
6) 42153 y Hu3y mepMmyTalyja pOPMUPAHMX Ol eJeMeHaTa 1, 2,3, 4,
54

A 227. Hahu 59-1y mepMmyTanujy ereMenara a, b, c, d, e.

A 228. a) Vima nmu Mehy mepMyTanujaMa CIOBa PeUn OBJIAKR jomr
Heka peu umje ce 3Haueme KOPUCTU y CBAaKOJHEBHOM roBopy’?
6) Vima mu mebhy mepmyTaljaMa CJI0OBa Pevn ABIIHY mera peu Koja
ce KOPUCTH y HallleM je3nKy’

A 229. 3a Koje BPeIHOCTH n BayKM jeIHaKOCT:

(n+2)! 2n + 1)! n!
= 123 6) —— = 20; - = F1
Ay i ) Gno 20 ) G mI
8 (2n + 2)! i
(2n)! 4+ (2n + 1)! N
) 240! 40! 181" (2n)!
23;" ynpoc?m”?;’fpw' @) 23915] NETRSGEE ) o
! n-+42): n!
¢) n(n—1) [3(n? —4)(n — 3)! ™ 2(n —2)t|"
; — 1! !
231. PenmuTu HejemHAUMHY: @) Bige.l) 202 '8 fetl) < 16.

(n—3)! n(n—2)! ~

A 232. Ca KOIHKO HyJa Ce 3aBpIIaBajy (aKTOpW]jew: 1
a) 101 6) 201 8) 50! 2) 100! ' ‘
A 233. Heka je n > 2. Konugo nma mepMyTalyja eleMeHaTa CKyIla

6pojesa {1,2,3, ..., n} KoI KOjUX cy ejemeHTH lu 2 cycemmm?

A 234, Ha KoTUKO HaUMHa MOT'Y [Ia CeTHY OKO CTOJIa Ca O3HAUeHMUX
12 MecTa 6 Mrammha 1 6 JeBojaka TaKo /a HUKOje JBe ocobe CyIpoOTHOT
moJa Ha cele jelHa mo apyre?
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A 235. a) Komuko uMa mepMyTalyja eleMeHaTa cKyla GpojeBa

{1, 2, 3,..., 8, 9, 10} xom kKojux je cBakm ox esemenara 8, 9, 10 Ha
CBOM MecTy?
6) Konmuko mMma mepMyTamuja eneMeHaTa ckyma 6pojesa {1, 2, 3,...,8,

9, 10} konm kojux Gap jemar oz ereMernata 8, 9, 10 HUje Ha cBOM MecTy ?

A 236. 3a cioBa cBake on ciremehux peun:
a) CPBUJA; 6) BEOI'PAIL; ) JYTOCIIABUJA; 2) KAJMAKYA-
JIAH ompennTy KOJIWKO MMa Pa3NUYIATHAX MEpPMyTald]a.
0) Axo ce cioBa peun BEOT'PAII nopebajy as6yunum pemowm:
ABT'IEOP n nobujema mepMmyTanuja TpWUXBaTH 3a NPBY, Koja je y
JIeKCUKOTrpapCckoM penocrueny mepMmyTanuja bFROI'PAJL?

A 237. Ha ciunu 13 je mpukasaH jenan neo miana rpama. Mamebhy
610KOBa Kyha, KOju cy mpMKa3aHU MPaBOYTraoHUIMMa, IPOJa3e yInIe
napadente npasuuMma Vcrok—3aman n Cesep—Jyr. Ha Komuko Haumma
ce Moxe nmohm ca Tpra A mo Tpra B, aKO ce NpU KpeTamy IPHUMO
npaBuia Ja ce kpehemo on 3amana ka Mcroky u ox Jyra xa Cesepy
(Tpr 4 je Ha jyrosamamIHO] CTpaHU I'paja, a TPr B je Ha ceBepo3alal-
HOj CTpaHU I'Daja).

Cxu. 13

Ha canmm 13 je mpTmnaMa nasHadeHa jemra on Moryhmx mapuryTa
on A nmo B.

* 238. Ha Kosnuko HaunHa ce MOTy ocaM OelMX MaXOBCKUX GUTypa
(mBa TOma, NBa KOWba, IBAa JOBLA, Kpasb U JaMa) MOCTABUTHA Ha IPBOM
peny maxoBcke Tabme?
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239. a) Ha mexom cactamky mer sbymu A, B, C, D, E Tpeba na
onpske pedepare. Ha KoIMKO HaumHa Ce MOMKE CAUMHUTH PEHOCIIeL
FOBOPHUKA?

6) Ha wonmmko HauuHa ce MOM¥KEe CAUWHUTH PEIociiel TOBOPHUKA aKO
B Mopa na ropopu mocie A (HHUje HeONXOIHO [a T'OBOPH HEIOCPeIHO
nocre A)7

s) Ha KonmKO HauMHA Ce MOMKE CAYMHUTHU PeNoCies] TOBOPDHUWKA ako B
Mopa Zla TOBOPU HemocpenHo mocie A7

A 240. Konuko uerBoponudpermx OpojeBa MOxeMO (pOopMUPATH
on mudapa 6poja 2453257

241. OgpennTu cBe OoHe TTpuUpoaHe 6pPojeBe n 3a Koje je k = 1142!+
3!+ ... 4 n! DoTOyH KBagpaT IpuUpomHOr H6poja’

242. Noxraszatu ma je 1. 114+2:214+3.314 - -n-nl=(n+ 1) - 1.

* 243. VispauynaTu 36up: Zkz(lc—f—l)! =12.21422.31 4. .. 4 n?(n+1)!
k=1

A 244, 3a oxpyrau cto cesm cy 1. jamyapa 6 OpxapHWUEa U3 0
3eMaJba. Jloropapasu cy ce 0 BaXXKHUM CTBAPUMa W 3acefali Cy CBAKOD
MaHa, aJi CBAKM IyT y ApyroM pacmopeny. CaBeToBame je 3aBpLIEHO
OHOI' JlaHa Kall Cy MCIPTJheHe cCBe MOTYNHOCTH pasiuyuuTor pacrope-
buBama np:kapHuKa. Kama je To 6uiao?

A 245, Ha Kommro ce HauMHa MOTY PacCIOPeIUTH 3a OKPYTIIMM
CTOJIOM b Ievaka 1 5§ HeBOjumIa, a a 0cobe MCTOT ToJia He celle jelHa

o apyre?

A 246, Opn 12 BUTEe30Ba OKPYIJIOT CTOJA CBaka [Ba Cyceda Ccy Y
saBaay. Ha Konmko HaunHa omw MoTy m3Mely cebe uzabparTu gBodaamy
Jelleranyjy 3a IoceTy Kpasby ApTypy, a lla dIaHOBU Ieleralyje HUCY
y 3aBaju’?

247. 3a oxpyraum crtosoMm Tpeba pacmopemury 9 Jpymm: 3 Hac-
TaBHUKa, 3 POAMTe/Hha W 3 yUeHWKa, TaKko Ha Cy Mehy OmIo Koje TpuU
y3acTonHo m3abpaHe ocobe TO jenaH HacTaBHUK, POAUTEsh U YUCHUK
(me Mopa oBuM pemoM). Ha KoNMko ce HaumHa TO MO¥Ke yUMHATH!

248. Oxo oKpyrior cToda Tpeba pacrnopeauTy 3 HaCTaBHUKA, 3 JIe-
Jaka 1 3 IeBojunIie, Tako ma uaMehy cBaka nBa HacCTaBHUKa Oyle jelaH
Ievak M jelHa JeBojumna. Ha KOMWKO ce HAauWHa TO MOMKEe yUMHUTH!

A 249, KolIuKO PasiuudTUX OIPIUWNA MOMKEMO HAUWHUTH On &
nepau (OUCepHUX KyIVIMIA) pasanduTux 60ja, aKo ce CBaKW IIyT KO-
pucte cBe mepJie?
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A 250. Orpauna je HaummeHa o1 20 M0 OGNUKY ¥ BEIMUYMHU je -
HaKWX OepPJam, U TO 5 Oelmx, 5 KyTWX, 5 MIaBuX U 5 MPBEHUX, TaKO Ia
Cy CBake UeTHPM Y3aCTOIHe Teplie PaszinauTo obojene?

a) Kommko ce pasiMUIMTHX OTPINIA MOM¥KEe HAUYWHUTH HU3aHEeM OBUX
mepau?

6) Konnko ce pasnuuMTUX OUpPJIUIa, MeT myTa Behux o1 mpeTxonHux,
MOe HauMHUTH y3 ucTe yciaose o 100 mepanm (mo 25 ox cBake 6oje)?

A 251. Konuko ce orpiuna Moxe HAUMHUTY on 16 mepnu u3 mpet-
xonmHOr 3amaTka (mo 4 onm cBake 6oje), Tako ma ce maMely cBake nBe
bene mepie maly mo jemHa :KyTa, mIaBa M OpBeHa (HE Mopa OUTH Y
ToM pemociemny )?

A 252. HapyrkBuma y oOJNMKy 3aTBODEHOI JIaHIaA, HAUMHEHA je
0l HyMepPUCaHAX aJKM, WU TO O CPeOpHWX M 5 mraTuHCcKuX. Alke cy
IoBe3aHe HaM3MEeHWYHO, TaKo [a Cy CBake /[Be y3aCTOMHE OJ Pa3Iiuli-
TuX MeTaJja. Ha Kolmmko HauMHa MOMXKEMO CacTaBUTU OBY HAPYKBUILY 7

8.2 BAPMJAIINIE

Axo m3 cryna A = {ay,as,...,a,} W3MBOJjUMO mOACKYI on k (k < n)
elleMeHaTa, OHJA Ce IPOM3BOJAH TOpemak TUX k ejgeMeHaTa Ha3MBa
sapujayujom k-Te Kiace ol n eleMeHaTa (6e3 moHaBspama). Kopucru
ce jOlII ¥ Ha3MB k- Bapujalja UIW Bapujammja myskuHe k. [IBe Bap-
Ujalldje ce cMaTPajy Pas3iuduMTWM, aKO Ce Pa3juKy]y OMIO cacTaBoM
eleMeHaTa OWJIO MOPETKOM elleMeHaTa. Dpoj Bapujaunuja k-Te Kiace
on n eneMenara (6e3 moHaBJbama) obenexkaBaMo ca VP (obernesana
ce m ca.Af, rme je A mouerno cmoBo (paHmycKe peum arrangement —

pasmernitaj, ypeheme). On je jenmak:

n!
%f‘:n(n—l)"'(77'_k+l):m

Taxo cy Vil =n, Vi=n(n-1), V3=nn-1)(n-2),... Bak=0: V=1,
aszak=n: V=P, =nl |
Axo cy ¢popMmpaHe Bapujanuje k-Te Kiace Ol n ejleMeHaTa, OHIA
ce Bapujanuje k+ 1-Be Knace mobujajy Tako MITO ce CBAKO] Bapujalyju
k-Te Knace moja IO jellaH eJeMeHT O]l IPeOoCTauxX n—k ejleMeHaTa, IIa,
je
k+1 _ ok . ' s
Vit =V (n—k) (6)
Bapujanuje ca nomaBmameM Ol n ejieMeHaTa cKyma A k-Te Kiace
je cBakm KOHauaH HHU3 OX k eneMmeHaTa ckyna A. /[Be Bapujamuje ca
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MOHABIBAEEM 1, Gi2, - - ., Aik W Gj1,Gj2,...,0jk CMATPajy Ce PasIuuIUTUM
aKo MakKap ¥ Ha jeHOM MeCTy MMajy pa3InuuTe eJeMeHTe cKyma A, To
jecr ako je makap 3a jemHo r (1< r < k) air # ¢j,. Bpoj pasmuumrux
BapHjalMja ca MOHaBJhAEM k-Te KlIace O n elleMeHaTa obelseKaBamMo

ca Vi, (kSn). Om je jemmak

T/—k =nk, (7)

n

AKo y HeKoj BapwWjalvju ca MOHaBJhambeM elleMeHT a; CTOJU Ha p MecTa
KasKkeMo Ja ce a; y [OaToj BapWjalyju moHaBJba p LyTa.

3a BapHjalujy eneMeHaTa dai, az,..., Gm KakeMo Ha je tuma (ki,
ko, ..., km) Kama ce y HOj €leMeHT a; MOjaBibyje ki LyTa, €leMeHT ay
ce mojaBibyje kg TyTa,..., €JIEMEHT an Ce IOjaBibyje kn myTa. Kiaca

oBakBe Bapujanuje je ki + ks + -+ km, Ta KaKO OBaj 30Mp calipiKu CBe
elleMeHTe, OHJ/Ia je MpeMa youlITemy (GopMmyJe (3):

T k1+k2—|—+k )'
I/kkl_i_]‘}‘;:-{—»y-l-"-l-km = Pk1+k2+“'+kn7. (kly k’z, i k’m) — ( k.lle' T m (8)
Ral i B!

A 253. Komuko mva TpormppeHux OpojeBa KOjU ce cacToje O
pazauuuTux mupapa’

A 254. Konugo ce npupo anx 6pojeBa MOMKe CAUMHATHE O mupapa
Ly 2; B4y 57

A 255. Ilat je ckym om uerupu cioBa {a,b,c,d}. Popmmparu cse
Bapujamnmje Apyre kiace (6e3 moHaBJbama) O JaTHX ciloBa. Kako ce
nomohy Bapujammja npyre kiace nobujajy Bapujanuje Tpehe Krace o
marux cioBa’

256. Ilokazatu ma je V2~ ! =V = P, =nl.

A 257. Onm KOTUKO pa3iUuUTUX ejleMeHaTa MOMKe Oa Ce CacTaBU
210 Bapujamuja o1 2 eleMeHTa y CBaKOj?!

A 258. Oupemara n axo je a) VS = 18V ,, 6) VP=3=nP,_s.
A 259. Ioxasaru jenHaxoct V= VF —kvEi-L

A 260, PopMupaTu Bapujanuje npyre, Tpehe u uerspTe Kiace ca
HOHAaBJ/BAEM O]l eJeMeHaTa a M b.

A 261. Konnko Moxke OWTH pa3nuMuuTUX Tele@OHCKMX OpojeBa y
rpany ako cy TesepoHCKH OpojeBu o3HaueHnu ca 6 m 7 mmpapa u ako
HUjemaH He IMOurkbe HyIoM?

A 262. Konmuko mMa 6pojeBa ca HajBUIIe YeTHPU TU(Pe Koje Ipu-
manajy crymy {1, 2, 3}7
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* 263. AKo ce perucrapcke TabinIe Ha ayTOMOOMIMMA CacTOje O
IBa ClIOBa a30yKe, Koja mMa 30 clIOBa, U M3a HBUX YETBOPONU(PEHOD
Gpoja (om 0000 10 9999), oHma je 6poj pa3inmIUTUX TAGIUNA jeIHAK
A)) 435-10%, B) 9-108, B) 64-10°, I') 94000, 1) me 3mam.
Habu Tauarm omrosop™).

264. CnoBa y Mop3eoBoj a3bymu cacToje ce o cuMmboia: Tadaka
u npra. Konuko ciosa je Moryhe cacraBuTu axo cBaKo CIOBO CalpiKu
HajBUIIE TeT OBUX cuMOOoJa?

A 265. Hopumh ce Gama y Buc mer myTa. 3aIlucyje ce HE3 CIOBa
I’ m II, rme I' osmawaBa cTpaHy Koja ce 30Be ,rp6“ a II osmauasa
CTpaHy Koja ce 30Be ,mucMo“. OBa CIIOBa ce 3amucyjy OHHM perociie-
ZIOM KaKO ce IojaBJbyje ropba cTpama HoBumha mocie Gamama (jenma
on moryhwx peanusamuja je za mpumep I'T'TIT'I). Komuxo Moske 6uru
Pa3IMUUTUX UCXONa TPUINKOM HeT Oalama HoBumha?

266. a) Ha koswuko mauwmna ce MOI'Y Pa3MEeCTUTH TPU Pa3JINUnTe
KyTJuIe y YeTUPHU Pas3jIMunTe KyTHuje, akKO Yy CBAKO] KyTHUjU MOKe Ia
ce CTaBM IIPOU3BOJHAH OPOj Kyramma’

6) Ha xonuko HaumHa ce MOTY PasMeCTUTH k Pa3MIHUUTHUX KyTJIHAIA V
Pa3IMIATAX KyTHUja, aKO y CBAKO] KyTHjM MOMe Jla ce CTaBW IIPOU3BO-
JbaH 6poj Kyramma?

267. O ocam mpymm Tpeba m3abpaTé UYETBOPULY ¥ PAaCIOPELUTH
7X Ha YeTUpPHU panHa MecTa. Ha konmko Haumnaa ce To Moke yumHNTH?

268. 3a dpunanmy Tpky Ha 100 M KBammPUKOBaIO ce 8 Tpraua. Ha
KOJIMKO HauWHA TPKaYMMa MOTYy OWTH IOlesbeHa 3JaTHA, cpebpHa u
OpoH3aHa Memasba”?

A 269. Kommko mMa pasIWUUTHUX pe3ylTaTa aKo KONKY 3a HUIDY
Gamumo yeTupu myTa (cTpaHe Kolke cy obGelesxene 6pojeBuma o 1 o
6)?

270. a) Konuko ce ayToMobuia y jemHOM Ipaly MoKe perucTpoBaTu
aKO Ce KOPHCTe YeTBOPONMpPEHN, MeTonupPpeH: U IecTonudpern 6po-
JeBU U aKO OHW He TMOUMEbY HyJIOM?

6) Ako Gu ce Ha perMCTapCKUM TabIUIaMa CTABUIA IBa IIPOU3BOJHHA,
clioBa a3byke ¥ TpU NPOM3BOJbHE Mpe, na u 6u ce mobuo Behu 6poj
Mory hHOCTH 3a perucTpoBame ayTOMOOUIa HETO y CIydajy a)?

271. Ha TukeTy cIOpTCKe IPOrHO3€ 33 CBakU of 12 dynbaickux
cycpeTa IporHodepu ymucyjy 1, 0 mam 2 3aBUCHO ox TOTa ma JIH Ipel-
Bubajy na mobemu momahu tum (1), na wrpa Hepemero ca rocryjyhum
tumoM (0) mnwm ma nobemu roctyjyhu tum (2). Kosuko Tpeba nomysnTu

*) OsBaj 3amaTak je 610 jeJHO OX TeCT MUTalba Ha KBAJU(PUKALMOHOM MCIUTY M3 MAaTeM-
aTuKe 3a ynuc Ha Texmmuke daxynrere, MaremaTuuky dpusuxy u ®axynrer 3a GusMuky
xemujy y Beorpany, 30. 06. 1995.
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, KoMbBrHammja“ na 6u ce ca curypHouhy nobuio qBaHaecT moroaaKka’

A 272, Konuko ce ueTBoponmpperux 6pojeBa MOKe CaCTaBUTU O
mrdapa 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 Tako ma y cBakoM 6pojy Oyne JeHAIIA
(madpa 1)7 '

8.3 KOMBVHAIINJE

3a maTy CKym ol n ejeMeHaTa MeDy KojuMa HeMa jeIHaKWX CBaKU
HOJICKYTI CACTaBJbEH Ol k Ol TUX n eJleMeHaTa 30Be Ce Komburayuja k-re
Kiace. Bpoj cBux KoMGuHAILM]a k-Te KJace Ol n eleMeHaTa obesexana
ce ca C*. JemmounaHe, ABOUNaHe, TPOUJaHe, UeTBOPOUIAHE, METO-
yjaHe WTO KOMOMHaIVje 30BYy ce ¥ yHHOHM, ambe, TepHe, KBaTepHe,
KBUHTepHe WTI. llpa3Ha KOMOMHAIMja 30Be ce HyJUOH; OHa He 00yX-
BaTa HHUjeLaH O NAaTHUX elleMeHaTa.

Kako ce mepMyToBameM KoMOWHaIuja k-Te Kjiace moOujajy cse
Bapujammje k-Te Klace ol n eqeMenaTa 0e3 HOHaBJbakba, MMaMO

VE=0kp, &=0/13.n

omarie je, mpema popmynama (1) u (5):

vk n!
k_ 'n — e |
Cn =B = Hn—h)! ®)
|
3a cBaky mpupomaH Opoj n M CBaKO k € {0,1,2,...,n} 6poj mn—T),

n
O3HaTIaBa ce U C2, <k) (unmra ce ,eH Ham Ka‘):
A

n . n! nn—1)...(n—k+1
(k>:0£:k!(n—k)!: L k!( 4 (10)

. n . . . o A o
Bpojern (k) Ha3MBajy Ce OUNHOMHU Koeduyujenmu jep ce MOJABIbY]Y
Kao KoeQuIMjenTH y pa3Bojy GmHOMa (a+b)" (Bumm crenehy rauxy).

s n é .
Bumomau KoedunujenTr <k> jemmagu cy jemwHAIM 3a k=0 u k= n:

<g):0!(—nni—w:%i:1’ (Z)Zn—;(ﬁ—wﬂ-
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Hajuemhe ce xopucte cienehe ocobure GMHOMHUX Koe(HIMjeHaTa:

<Z> 1 (nik)’ (11)
(2) " (kj—1> - (Zii) (12)
(75) ' @ ot @ =2 (13)
A 273. Vspauyramn: a) (146>;, 6) <192> o) <19070>_

A 274. ITokasaTu na je: a) <(75> :Z<6) ¥ yOIIIITE: (n—H) My <Z>v

6\5 k+1)  k+1

6) (140> + (150> = <151) W o gcabma, (12),

aamsi masng (s Qe (e )
(0)+ () (o) + () + ()

60+ 6E)+()6)

2 () ()= G |
9602 ()=
o ()4 (") (PR = (),

; k k
A 277, IlokazaTn na je 36up (n;— >+ <n + 9 ¥ 1) MOTIYH KBaIpPaT.

n n n n
278. NspauyrnaTu: <1) - 2<2> - 3<3> 4+ 4n <n>'

A 279. Pemuru jenmauuse: a) <§> =20; b)) V2+Cr%= l4n;
8) ChL+6C2+6C3=9n—14n, n>23; ) ChyP+2C3_, =T(n—1).

A 280. Peumry Hejennauune: a) <75l> < <Z), 6) <27n> > <2rn);

9 (2)< (D) () (%) °

6)
e)
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A 281. Jlokasaru jemmaxoct CFC™-F = CkCm.

n

282. Onmpemutu cBe KoMbuwHanuje (6e3 MOHaBJbaEba) IpBe, Apyre
u rpehe kmace oxm ciosa a, b, ¢, d, e, f U momohy ¢Qopmyne 3a C¥,
k=1,2,3 mpoBepn HUXOB OPOj.

A 283. Y kyTuju ce Haja3u 5 Genwx u 6 mpHEX Kyrauna. Ha ko-
JMKO HauWHa MOXKe ma ce m3abepe 7 Kyrudme U3 KyTHje Tako Ha Cy
meDhy muma 3 6ese u 4 npHe Kyriamme’!

A 284. Y ryruju je 10 6enux u 4 npre Kyraune. Ha kKonuro HaunHa
MOTY Ce y3eTW Tpu Kyriule u3 KyTuje’

A 285. O 15 yuenuka Tpeba n3adbpaT ypeaHrKa U YeTUPUT O C-
HMKa 3a [IKOJICKe HOBUHe. Ha KONMKO HauwHa ce TO MOKe ypauTu’

286. 13 jemaor onesberha MaTypaHaTa 5 yUeHUKa Kedu Ja CTyIupa
MaTeMaTUKy, 4 pusuky u 3 xemujy. Ha Konuko HaumHa ce MOkKe GopMu-
paTy IeTodusaHa Ipyla y Kojoj he Omrm Gap mBa oynyha wmarema-
Tmaapa, 6ap jeman ¢usuuap u 6ap jenan xemudap? -

A 287. Y paBHE je maTo n Tavaka, IPW UeMy HHMKOje TPHU Tauke He

mpunanajy jemnoj npasoj. Konuko je mpaBux onpeheno natum raurama.

A 288. Y xnymaMa y paspeny uMa 28 MecTa 3a celeme. Ha xKoanko
ce HaUWHA MOYKe Ha OBUM CEeIMIITVMa Pa3sMecTUTH 25 ydeHMKa!

A 289. Ha KoNMWKO Pas3nuuMTUX HAUWHA MOMe [a ce momenam 12
pasnIuuUUTHX IpelMeTa Ha Tpw auna A, B u C' Tako Ia CBaKO O IbHUX
nobuje mo 4 mpemveTa’

290. Ha KONMMKO HaumWHa MOKe a ce Mojenu mmusl on 36 KapaTa
3a UIpy Ha ABa jelHaka Hela, TAKO Ja y CBAKO] MOJOBUHM LImuia Oymy
no mBa Kena’

291. /IBa yuYeCHWKa IIaAXOBCKOI' TypHMpPa HAMyCTUIH Cy TYPHUP
ommrpasiy cBaky mo 3 napruje. Komuko je Omio yuecHMKa Ha HTOIETKY
TypHHUpa, aKo Cy yKyIHO omurpase 84 maptuje?

292. Ha jenHOKPYsKHOM MIAXOBCKOM TYPHUPY CBaKW LIAXVICTa je
[OJOBUHY CBOjUX IOEHa OCBOJUO y HapTHjaMa ca HeceT Hajcrabuje
mracupaEux urpada. Konuko je 6uiao wrpava Ha TypPHUPY?

293. Komapxramka eknna ce cacroju on 10 mrpaua? Tpenepy je .

JI03BOJBEHO Ta y TOKYy MI'DE CaMO TPU IIyTa M3MeH! cacTaB eKulle Ha
TepeHy. Y CBaKOM MOMEHTY Ha Tepemy je 5 urpada. Ha xonuko HaumHa
TpeHep MOKe Jla W3BPIIN 03BOJbeHEe U3MEHe, TaKO /a Ceé CACTaBU eKUIla
pasauKyjy?
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294. Ha wonmko HauuHa ce Mory m3abpartu Tpu 6Gpoja m3 CKyma
npuponaux 6pojesa {1,2,...,30} Tako ma BUXOB 30up Oyme mapax 6poj?

295. Ilpupoman 6poj n MOke Ma ce NpuUKaxke y OOJMKY 36mpa
npupomEUX GpojeBa Ha 2"~! maumma. TokazaTu.

A 296. a) Ha jenmoj mpaBoj Hala3u ce n Tauaka a Ha APYToj IpaBoj

KOja je mapalielHa IPBOj HAJNA3W Ce m Tadyaka. KOIHMKO Ce MOMKe KOH-
CTPyHCaTH TPOYTJIOBA UMja Cy TeMeHa Te Tauke?
6) Heka ce mapafemsuM mpaBaMma u3 «) nona Tpeha mpasa muma map-
ajlesiHa ca r TadakKa Ha HkOJ, aly Tako pacnopeheHux ma HuUKoje Tpu
TauKe Ha TPUMa MapaJeJHrM OpaBuM He Jleke Ha jeIHO] IPaBO] Koja
b1 cekaa cBe TpW HmapaJielHe mpaBe. KOJTUKO ce jOII TPOYIVIOBA MOWKE
KOHCTPYUCATH?!

o

{ i
297. CBaka cTpaHMIIa KBaApaTa Mo/e/beHa je Ha n HeloBa. ROIuKo
ce MOe KOHCTpYyHCaTWU TPOYTUIOBA YMja Cy TeMeHa Tauke [ojese Ha

cTpaHuIiaMa KBaipata’?

* 298. On 10 yuyenura Tpeba msabparu 6, Tako ma Mununa 6yme
uzabpana camMo ako je 3ajemHo ca Mwuprom. Ha koswmko maumma je
voryhe w3BpmmTy m360p 7

* 299, Y jemHoj KoJoHU cTOje 5 MymmKapana u 3 KeHe. Ha KOJIMKO
ce HauMHa MOKe (OPMUPATH KOJOHA, MO YCIOBOM [a [Be KeHe He
Oymy jemna mo mapyre?

* 300. Ha KoIMKO HauWHA MOMKEMO 3a OKPYLMM CTO IIOCTABUTH 4
fiedaka W 2 JeBojumnIe, TaKo Ja IEeBOjUMIle He celle jemHa Ho apyre?

* 301. Ha 3mnmy je y mm3y oradeno 10 caumka. Tpeba cKmHyTH
4 cinukre, anum ga He Oymy cycenmHe. Ha KoMWKo HaumHA TO MOMKEMO
n3BecTuU? :

* 302. 3a OKPYINIMM CTOJNOM KpaJha ApTypa ceme 12 BurTesosa.
Cpaku on mux je y cBabu ca cBojum cycemmma. Tpeba msabpatu 5
BUTe30Ba Ja ociobone 3apobibeny mpuHiesy. Ha KOIMKO ce HauumHa
TO MOXKe YUWHUTH a Ja cy Mely umsabpamum BmresoBuMma cBu Mely

cobom y crosu?

* 303. Ha kxoumko ce maumHa 10 /byIm MOMe pacHoOpeiuTH y TPH
rpyTme, Tako Ha y IpBoj rpynu Oyme nBoje, a y Apyroj tpoje?

* 304. Konmko menux HeHeTaTWBHUX pellleha MMa jeJHauMHA: Ti +
o+ --+aer=n,neN7?

* 305. [lokasaTu ma jenHauwHa xy + @5+ ---+x =n, °Oe je n € N,
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n—k .
mMa ( L J pelllema y CKyIy IPAPOIHMUX OpojeBa.
\RB = L
* 306. Uerupu pubososia cy yrnounu 12 puba. Ha konwko HagmEa
ce TO MOINID HECUTHU aKo:
a) He Mopa cpakm pmbOONOBAIl UMATH yIiIoB?

6) 3naMo Ka je cBaku puGOJOBAI yIOBUO Gap IO jelmy puby?

+ 307. [lucmerny BexOy M3 MaTeMaTuke pamuio je 20 ydenwra. Ha
KoJMKO HauumHa Mory ouru ounemernu? (Cse omere cy merne: 1, 2, 3, 4,
5.) Kan je mpodecop caomumTuo na je GUIo CBUX BPCTa ONEHa Ol 1 mo
5 (6ap mo jemra), 6poj Moryhux pacmope/ia omleHa ce CMamHo. Komwmko
W3HOCK y OBOM CIIyuajy?

308. Tpu yuennne cy Kynuie 12 6rysa. Ha xonvko HaumHa Cy TO
YUMHUIE AKO:
a) CBaka je Kymuia To detwpm Oiyse a cBe Oiyse cy pasmmunTe?
6) Cpaxka je Kymuaia 6ap 1o jenHy Bay3y?
¢) He 3HaMO na Ju je cBaka Kymnuia BaIy3y?
(Y cnygajeBuma 6) m e) cBe Giyse cy jemmaxe.)

* 309. Hera je ¢ peanam 6poj, ¢ # 1. Ako je:
An=14q+¢+ - +q"u Bn:1+1—jq+ (LJQF—Q>Z+-~-+ (lizqy
IOKa3aTH Ha je )

Crg1 (1) +Coy1(2) A1+ Crp1 (3)Ag+- - -4 Crgr(n+1)An = 27 Bp, Co(k) = <’Z)

310. Ha koumko HauwHa ce Mory mopebaru y Hu3 n Hywsa u k je-
MWL, TAKO Ia HUKOje NBe je[WHUlle HUCY cycemme?

311. 3adamax pazmewmana Ky2auya y Kymugje.
a) Pazmewmaj mpu xyzauye y mpu xymuje. AKo ca a, b ¢ oDelex MO
KyIJIdie OHla yKyIaH Opoj pasMemTaja TPH KyrJiume y TpH KyTHje
wsHocu 3% = 27. HaBemmMo cBe cirydajeBe:

1. {abe] — | =} 10. {a|bc|—} 19. {—|albe}
2.{ — |abc| — } 11. {blac|]—} 20. {—|b|ac}
3.{—|— labc} 12. {c|ab]—} 21. {—|c|ab}
4. {ab| c |-} 13. {a|—]bc} 22.{alblc}
5.{ac| b |-} 14. {b|—|ac} 23. {ale|b}
6.{bc|al|—1} 15. {c|—|ab} 24.{bla|c}
7.{ab|—1] ¢} 16. {—]ab| ¢ } 25. {blc|a}
8. {ac|—10b} 17. {—|ac| b } 26. {cla|b}
9.{bc|—]a} 18. {—|be|a } 27. {c|bla}

6) Cayuaj jednaxus Kyesuya. Y OBOM CILydajy He UMHAMO Pa3JIUKy uzmeby
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TAKBUX pa3MellTaja Kao mTo cy Ha mpumep 4, 5 u 6. Caza mmamo 10
pasauauTux MoryhrocTm:

I {ooe] — | - ) 6. {[oo] )
2.{ — Jose| — ) 7.{o|~|os}
3.{ = | = |ese) 8. {~oe] ® )
4.{ee ] o] -} 9. {~o s}
5. {ee |~ o) 10. {o] o]0}

Y oBoM ciiyda]y CMO PasMeCcTWIW TPU jeNHaKke KyTJWNe y Tpu pa-
anmauTe KyTuje. Ako 61 mak u KyTuje Oumie jeaHake, omma OMCMO JO-
oMM cBera TPM PAa3IUUMTa PA3MEINTaja KyTIuia:

frwsl—[—Th foslsl=} ZH50

TO jecT miu Ou ce Hallla IO jefHa KyIVIWIa Yy (BaKOj KyTWUju, Uiu Ou y
jensoj kytuju (cBejenHO y Kojoj on Tpu!) Guie 1Be Kyriuie y Ipyroj
KyTHujm 6mia Om jemma Kyrawna a Tpeha xyTuja 6mia 6m npasma, Win
O6r cBe TPM KyTriuie Omie y jemHOj KyTUju a IBe KyTuje Omiie 61 mpasie
Y ommreM ciIydajy pasMellTaja r KyTauna y n KyTuja 6poj Mmoryhux
rexona 6pP3o pacte ca HOPACTOM r U n. Y cIydajy r = 3 KyTJume y n = 4
KyTuje nocroju 81 pasmemnitaj 3* = 81.
Mopen xyravna u KyTHuja je ynpomhern onue MHOTHX IIPaKTHIHUX
pasmemTaja. Tako
— Pacnonena pobhermaHa r by y TOKY TOJMHE OArOBapa pasMelrTa]y
r Kyrimna y n = 365 KyTuja (kama romumaa uma 365 maHa).
— Moryha nojaBa r caobpahajaux Hesrozma y TOKy Helesbe je jeman Ol
Mmoryhux pasmernraja r Kyriauma y n =7 KyTHja.
— YdueHUIN ce KIacuuKyjy 1O OleHaMa M3 MaTeMaTUKe, TO JeCT YUCHUIIA
Ccy KyTrumie, a OlleHe KyTuje.
— JIndT mpmva r myTEMKa W 3aycTaBJba ce Ha n cIpaToBa. Pacmomena
y3Jia3a LyTHUKA OO CIPATOBUMA je aHaJOTHA Pa3MeNITajy r Kyriauma y
n KyTuja.

6) PasmMoTpuTy meralbHMje pa3MelniTaje r = 7 KyDauna y n = 7 KyTHja
(KyTHje MOKeMO na WHTepIpeTHpaMo Kao JaHe Helelbe, a KyTJmie Kao
Telle()OHCKE MO3UBE, IMCMa, IIOCETE... ).

Orpamnummo ce Ha cirydaj Kama KyTuje campske 2, 2, 1, 1, 1, 0, 0
KyTIuna, Ipu YeMy Topenak oBux OpojeBa Huje 6uran. Hahwu yryman
O6poj pasmemTaja 7 Kyramna y 7 KyTuja IO JaTUM OTPaHrYIerbUMa.

2) lllect kyrnuna Tpeba pasmectutu y 12 kytuja. Ha Konuko mauuna
ce TO MOMKe YPaIuTh ajau Tako na 10 KyTuja ocramy mpasme?

312. Popmyaa yrpyuusana U UCKDYUUB AT
a) Yeoodnu npumep. Y jeIHOM HAYUHOM WHCTUTYTY paiy 67 MCTPaKu-
Baua. On mux 47 3majy eHrieckW jesuk, 35 — HeMauku u 23 — oba
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jesuka. Konmko McTpammBada y MHCTUTYTY He 3HA HU €HIVIECKH HU
HeMauKW! je3nk’

EﬂN '8

Cn. 14
E — CKyI MCTpaskMBayva KOJU 3HAjy eHIJIeCKA
ENN — CKyI mCTpasKmBava KOjU He 3Hajy HU €HINIECKM HU HeMAaUKI

Jla 6MCMO peliiz 0Baj 3aaTak TOTPeOHO je IMOJEIUTH €0 KOJIeK-
THB MCTpaKMBada Ha Ipyle Koje HeMajy 3ajelHUUYKe UIaHOBE. IIpBy
rpymy uumHWhe OHM KOjU 3HA]y CaMO eHIVIeCKU: BUX nMa 47 — 23 = 24.
Ilpyry rpylly UdHE OHU KOJ¥ 3Hajy caMO HEeMaUKW: HBUX MMa 35—23 = 12.
3Hauy yEyIaH 6poj MCTpakuBayda KOju 3Hajy 6ap jelaH oJl /[Ba Je3UKa
je 23424412 = 59. Kako ykymHO mMa 67 UCTpaKuUBada y MHCTATYTY, TO
67 — 59 = 8 WCTpakUBava He 3HA HU CHIVIECKH HU HEMAaUKH ]e3UK. Onaj
onrosop Hamrcahemo wa caenehn mauws (BumeTw cimky 14):

8§ =67—(234+24+12)
nnu 8 = 67 — 23 — (47 — 23) + (35 — 23)
iy 8§ = 67 — 47 — 35 + 23.

Tako, BLIUMO na 6m ce mobwo Gpoj mcTpamkuBava KOjU HE 3Hajy HU
eHTJICCKM HU HEMAaUKW je3sdk moTpebHO je nma ce on ykymHor Gpoja mc-
TpaskuBada ofy3Me Opoj MCTpaKUBayva KOJU 3HA]y EHIVIECKH, 3aTUM
6poj WCTpaskuMBa¥a KOjU 3Ha]y HeMadKd M Ha Kpajy ce Honaje 6poj
WCTpakUBada KOjU 3Hajy oba jesumka.

6) Hpowupene npumepa a). Hexa ce, 3a MCTU MHCTATYT, 3Ha Ha Qpam-

LMyCKH je3uk 3Hajy 20 MCTpaskMBava, SHTVIECKA W (paHmyckn — 12 mc-

TpasKMBaya, HeMaUKU U (PaHILyCK — 11 mcTpamuBada a cBa TPU je3UKa,
3Hajy b merpaskusaua. Takobe swennmo na onpeamo 6poj UCTpakuBada
y MECTUTYTY KOju He 3Hajy HUjelaH Ol OBa TPU je3UKA.
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la 6mcMo pemmIu oBaj IpPUMepP YOUMMO Ia MCTPaKUBAUA
— KOJU FOBODE eHIVIeCKU 1 (ppaHmyckn (6e3 HeMaukor) mMma 12 —5=7
— KOJU roBOpe HeMauky U ¢ppanmycku (6e3 eHrieckor) mma 11 —5 = 6.

3Hauuy, 6poj HCTPpaKUBATA KOJU 3HA]Y caMO (PaHILyCKI W3HOCH 20—
7—6—5 = 2. OBy ncrpaskuBaum ynase y 6poj oHUX ucTpakuBava (U3 a))
KOJU He 3Hajy eHINIeCKM M HeMauKy je3uK. 3HauW, 6pOj MCTpasKMBada
KOju He 3Ha]y HHUjelaH OI TPYW HaBeleHAa je3WKa, jelHaK je § — 2 = 6.
OsBaj pesyatar mamumumo u Ha cienehu Hauwe (Buaetw caumky 15):

6=8-2=67-47—37+23— (20— T7—6—5))
uiw 6 = 67 — 47 — 37423 — 20+ (12— 5) + (11 — 5) + 5
vl 6 = 67 — 47 — 37 — 20+ 23+ 124 11 - 5.

Hocnemmy Gopmyny HamummMo moMohy omrosapajyhmx crmbouia:
n(ENNNF) = n—n(E)—n(N)—n(F)+n(ENN)+n(ENF)+n(NNF)—n(ENNNF)

rze je

n — YEyIOaH Opoj mcTpaskuBada,

n(E) — 6poj UCTpaXWBayda KOJU 3HAjy €HTIIeCKH,

n(N) — 6poj ucTpakuBava KOjU 3HAJy HEMaUKH,

n(F') — 6poj UCTpaxUBava KOJU 3HA]Y (PPaHIyCKHU,

n(ENN) — 6poj ucTpammuBada KOJU 3HAjy €HIVIECKA W HeMauKH,
n(ENF) — 6poj ucTpaxkuBada KOJU 3HA]Y €HIVIECKH W (PaHILyCKH,
n(N N F) — 6poj UCTpakUBava KOJU 3HA]y HEMAUKM U (PaHIyCKH,
n(ENNNF)— 6poj ucrpaxnBava KOjU 3Hajy CBa TPH je3UKa,
n(ENNNF) - 6poj UCTpaskMBavda KOju He 3HAjy HU jeIaH je3UK.
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Tako ¢MO HOILIX [0 T3B. opMyae Ykbywusana u ucxsyrueans. Hanucana
y ommTuM cuMOOJMMa OBa (popMyla MOKe U IIAPe [a Ce KOPUCTH.
HawmMme, cBOjCTBO TO3HABAKa je3MKa MOXKEMO Ja 3aMeHUMO APYTUM CBO-
jeTBUMa JpymM, IpenMeTa wiu 6pojesa..Tako MIYCTPYJMO OBY (pop-
Myiry u Ha cienehiem mpumepy.
e) Y crymy Gpojesa om 1 mo 100 mahy KoIuKo HUX HUCY HEbUBY HU
ca 2 mm ca 3 HE ca O.

3HaUM, CBOjCTBA 3HAHAa je3MKa MCTPAKUBATa OBIE 3aMermyjeMo
cBOjcTBUMA nespuBoCTH GpojeBa. OBnme je n = 100. Csaka oI O3HaKa
n(2), n(3), n(5) n(2N3), n(2N5), n(3N5), n(Zﬂ3ﬂ5) o3HaUaBa 6GPOj OHUX
6pojeBa KOju Cy IebuBH ca 2, ca 3, ca 5, ca 2 m 3 onHOCHO ca 6, ca 2
u 5 omrocHO ca 10, ca 3 m 5 omHocHO ca 15 1 ca 2 m 3 U 5 ONHOCHO ca
30. Tpeba M3padyHaTH 6poj oHMX GpojeBa KOJU HUCY Ne/bUBU HU Ca 2
"M ca 3 Hu ca b To jecT Tpeba ompemmtu n(2N3N5).

[Ipema (OpMYIH YKBYUMBaIba U UCKIYUNBAA MMaMO

n(2N3N5) = n—n(2)—n(3)—n(5)+n(2N3)+n(2N5)+n(3 N5)—n(2N3N5) =

=100—-50—-33—-20+16+4 10+ 6 —3 = 26.

Buaun, usmehy mpmpomux Gpojesa ox 1 mo 100 mma 26 Gpojena Koju
HEUCY HeJbMBU HU ca 2 HY ca 3 HA ca .

Popumyia yEBYIUBAMmA U UCKIHYIUBAbA MOXKE Ce Gopmymmcaru u
y OTIITeM O6JII/IKy Heka Je S KOHAYaH CKYI 011 n IpemMeTa KOjU MOI'Y
1la TOCemyjy HEKO OJl CBOjCTaBa oq,qy,...,0p. ¥ BEIUMO O3HaKe

n(e;) — 6poj IpemMeTa W3 CKyIa S ca obemexjeM oy, t =1,2,.
n(a;Naj) — 6poj mpenMeTa U3 CKyMa S KOJU MCTOBPEMEHO noceﬂyjy
u obelnexje oy U obenexje aj (i# ).
n(oq NasN- ﬂar) — 6poj mpeiMeTa U3 CKyma S KOju MCTOBPEMEHO
mocenyjy CBa CBOjCTBA.
n(ay N@N---N&) — 6poj IpemieTa U3 CKyIa S KOJU He mocenyjy
HU jeJHO O OBUX ODee]ja.

Cama je

n(@NaN---Na&)=n—mn(a) — n(ag) — - -n(ar)+
+n(as Nag) +n(ar Naz)+ -+ n(ap_1 Nay)—
—n(aNagNas) — n(arNagNag) — -+ — n(ap—2Nay_1Nay )+

_|_.,.+(ml)rn(alﬁagﬂag---ﬂar).

2) Kouuko nma 6pojesa mameby 1 u 250 KOJW HUCY IeJbVBY HU ca 2 HU
ca b mm ca 7 5m ca 117
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0) Y HexoM paspely CBaKM yUeHWK yuu Gap jemad om TpHU CTpaHa
jesmKa;

18 yum eHryIeckm 10 yuu emrmeckm m HeMauKu
15 yum memauxm . 7 y4u eHTJIeCKM ¥ (PaHIyCKU
9 yuu QpaHIyCKN 6 yuu (paHOyCKW W HEeMadKA

a 5 yueHWEKa yduW CBa TPU je3UKA.
1) Konuko yuennka nma y ToM paspemy?
2) Kounko yJeHWKa yUU CaMO €HTJICCKH

3) Kommro yueHWMKa yuu (paHIyCKA U EHTJIECKA je3WK ajl He |
HeMauKu?

8.4 BUHOMHA $0PMYJIA

CrenmenoBame OmHOMa a + b, THe Cy a W b TPOM3BOBHM GpPOjeBH,
noBony no 6mHoMHe (QopmyJe:

(a+b)1:a+b

2
(a+0)? =a®+2ab+ b2 = <§)a2+ 1>ab+ (;)bz

a+0)* = a®+ 3ab + 3ab® + b° = <2) a® + G’) a’h+ @)abQ + @) b

KOja 3a IPOM3BOJEHY BPENHOCT MPUPOMTHOT O6Poja n INIacu:

n n n n n—1 n n—212 n —kpk n
= ! b ‘ i n
(a+b) <0>a +<1>a +<2>a b+ +<k>(1 b+ +<n>b (14)

Axo ce ymecro b craBu —b dpopmyna (14) mocraje <<8) = <n> = 1):

(a—b)"=a" - (’f) a*~1b + (g’) a* =% — <;‘> A" 4 (1) (15)
Bunomue ¢gopmyme (14) u (15) mory ce m xpahe sammcaru momohy

3HaKa cabupama E , (emrma“: ka =z 4+ a2+ -+ 2y):
k=l

(a+b)" = zn: <Z> aEEL (a—b)" = i(_mk (Z) a"EBE. (16)

k=0 k=0
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Bunomua dopMyna ce 30Be u IbyrHoBa dopmyna mo ayropy Mcaky
byTry (Isaak Newton (1642 — 1727), eHrmeckn ¢uaudap u MaTeMa-
TIIap).

Honnuje je mOKa3aHO Ha ce OMHOMHA (POPMYJIa MONe KOPUCTUTHU W

y OoDIuUKy

(1+a;)°‘:1+<T)x+<3>m2+<§>w3+--- |z] < 1 (17)

rze je o IpOM3BOJbAH peatiaH 6poj, To jecT GHHOMHA pOpMyIa Ce MOk
KOPUCTUTH W Kala eKCIOHeHT HEUje TpUponaH Opoj.

Bpojesu <:>, rme je n mpmpojas 6poj u k mpuposan 6poj mawm 0

(k € N U{0}), mojaBibyjy ce Kao KoepuNUjeHTH y GHHOMHO] GopmyIrn
Ila Cy 3aTO W Ha3BaHW OumoMHuM Koeduyujenmuma. O OGUHOMHUX KO-

epunmjenaTa 3a n = 1 <<0> =1, <1> - 1)’ A =2 <<0) = <1> =

()] = ()5 ()= (-1 () ) e

dpopmupamo 138. Ilackanos Tpoyrao, no buesy Ilackaury (Blaise Pascal
(1623 — 1662), ¢ppaHmycKn MaTeMaTHyIap):

n=10 1

n="'1 1 R |

n=2 1 2 1
=3 RN R T !
n=4% 1 4 6 4 1
n=>5 1 5 10 10 5 1

CBaKM pel OBOT ,, TPOyIiIa’ Mounme U 3aBpllaBa ce jemuaunom. To cy

{

. n 7 .
OMHOMHY Koe(@UINW]eHTH <0> =1lm < > = 1. CBaku mpeocTayy WIaH

n
143 2

oBOr ,, TpoyTiIa’ mobuja ce mpema ocoburu (12) kKao 36up ABa cycelHa

yaHa M3 IPeTXOMHOr pela, KOJu Cy JIeBO W JecHO M3Ha. mera. Taxo

; 4 4 .
je (1) + <2> = (Z), TO ject 4 + 6 = 10. [IBa unama IIPOM3BOJHHOT

pena MomjeHaKo ylajbeHa Ol JeBOT U JEeCHOI Kpaja jeJHaKa Cy Meby

cobom (ocobura (11)): <§)> = <531> =8, (Z) = <532> = 10. IIpema

. (D 5 5 5 5 5
ocobuuu (13) je <0>+ <1>+<2>—|— <3>+<4>+ <5> =1+5+10+10+5+1=
32= 12"

A 313. Ilomohy GmHOMHe QopMylie M3PaIyHATH:
a) (a—2b)°; 6) (2+10)% ) (2-49)° rne jei=v-L.
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6 6 6 6 6
A 314. NspauyraTtu: a) <0> L (1) + (3) b : (4) + <5>,

9 (6)-(1)+ ()~ () + -+ (;)

A 315. Axo cy a,b € N u axo je 36up a® +b° nemus ca 5, oHna je
u 6uHOM (a + b)® messus ca 5. IlokasaTu.

. n n n n n
A 316. a) Horazatu na je <0>+<2>+(4>+...+<2k)+...:<1)+
g T g T k1) T TE

6) llora3aTu ma ce HemapaHn GpPOj IpeaIMeTa O JAaTHUX n IIPeIMeTa MOXKe
n3abparu Ha 2"~ ! mauuHa.

2 3 10

10 10 10
10 _ 10.99 3 _ 97 ... ]
6) 2 10 +(2>2 (3> + +<HD

318. a) llomohy 6Gunomue Qpopmyne mspauysaTé 0,95° Ha YeTupu
JenyMaJie TadHO.
6) Hpubmmxao m3pauyratu 1,1° momohy 6mEOMHE popmye.
8) llpubnmwkao mapauynaTu V10 xopucrehnu 6urOoMHY (opmynry (17).

317. Uspauyraru: a) 210+ 10-2° + (10> 28 & <10> OF s cuue (10>;

6
A 319. Onpemntu z y uspasy (2\/z 2-14+ ) ako je Tpehwu uwiran

4
4—{:/2
pasBoja 240.

320. a) Y pasBojy GuHOMA (m\"/m—3+ g) OMHOMHEW KOe(QWIINjeHTH

IeTor W JeceTor 4jiaHa cy jemHaku. OIpemwTu oHA] UIaH Pa3Boja KOju
HE CAIPKU Z.
6) 36up HemapHUX OMHOMHUX Koe(UIWjeHaTa pa3Boja buHOMa (az +

z=3)" jemHak je 512. Hahu unam pasBoja Koju He CaIpu z.

a/a Vb
) b 12/(17 )
He CaIpP¥U a, aKO je 30Mp OMHOMHUX KoepMIWjeHATa TPU MPBa UJIaHA
jemmax 79.

321. Y pa3Bojy 6GuHOMA ( ) OpeIUTHA OHAj UNMaH KOju

322. Y pa3Bojy (14 z)” mahu n ako je KoepUIWjeHT IECTOT UIaHA
jemHak KoeQUOUjeHTy TecCeToT UIaHa.

n
323. Hahw nmetu unan pasBoja GuHOMAE (\/E—f— L) aKo je omHOC
HA

7
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DO | =1

koepunmjenara Tpeher m Apyror dmana jelHAK

; b fat " ;
324. Y pa3Bojy bmHOMA, (\/i—{— kK Z—3> mahm 4iraH y KOMe ce jaBiba
a

IpoOm3BO, ab.

A 325. Hahu roedumujent y3 a) z; 6) z?; e) «® y mommHOMY
(1 — 42)5(1 + 3z)3.

326. Hahwu 36up KBaApaTa CBUX OMHOMHUX KOeUIUjeHaTa y Pa3BOjy
oumoMa (a+ b)".

A 327. a) Hahu roeduumjert y3 z® y monumomy (1 + 2 — %),
6) Onpematu KoepunujeHT y3 z* y nomusomy (1+z— 22,

328. Onpemmtu y paspojy mommaoMma (14" + 2%)*° Koepuuujent ys3
crenene a) z%%; 6) 2%; o) z?7.

+ 329. Y pasBojy 6unoma (z +y)" npyru wiras je 240, Tpehu 720
n uersptu 1080. Hahu z, y, n.

+ 330. JlokasaTu ma je (—1)" + (=1)»~! <3ln> 10 + (-2 <32n> 102 +

co 41077 = 729",
331. Hahu najsehiz wian y passojy 6mmoma (1+v/2)%.

332. Koju je majsehu xoepumujent passoja GurOMa (a+b)" ako je
36up cBUX KoepumujeHaTa jennax 40967

333. Jloka3aTu Ha y OMHOMHOM paaBojyv(l +a)*, (a #0) me MOTy
OUTK jedHaKa TPU y3acTOIHa CabUpKa.

+ 334. Hera jen € N u k € NU{0} w Heka je S; = 1¥+2F43F ... 4nF.
HoxrasaTu na je

ka1 k41 k41 (k1
a) (n+1)k+1=< ¥ )Sk+< A )Sk_1+< N )Sk—2+"‘+( 2 )S1+n+1;

1 2 3 k
6) s _n(n;—l),
6) S _n(n+1)6(2n+1);
_[a(n+1) ?
Z) 53—[ ) ] .

A 335. a) Hahu cBe panmonaJsae 4iaHOBE y pa3Bojy 6GmHOMA

12
<_1__ + \3/5) , TIIe je T panroHaJaH Opoj.
VT
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6) Konuko nva pannoHatsEux 4ranoBa 6wroMma (V3 4 %)124?

8) 36up OGuHOMHUX KoepunujeHaTa Tpeher umana o mouerka m Tpeher

jaHa Ol Kpaja pa3Boja OmHOMA (\7§—|— \"/E)" jemmak je 9900. Kouamko
je pPanMoHaJHMX YJIaHOBA y TOM Pa3Bojy’

* 336. Jlokasatu nma je a) 4" — 1 mespuB ca 3 3a cBako n € N,
6) 112° — 1 mesumB ca 100.

<997 Tonasamn o) (1)(071) = (1))
g k=0 C’D (Z:l]:> :2,;(2);
kzpzzo(_l)k <7Z> (;: L) = 0;
(-2 00

(r,520)

(2p)!
(p!)?

* 338. Ako je p mpocT 6poj mokasaTu ma je 6poj N, N = -2,
IeJBUB ca p.
339. Hahu HajBehu xoedunujerT passoja TpmHOMA (a + b+ )0,

340. Hahu 36up CBUX KOepUINjeHATa TMOIUHOMA
P(z) = (22" - 3)(z® — 2)'".
341. a) Hahu unam passoja 6usoma (3z+2)7 ca majBehinm koedumn-
JEeHTOM.

. 1 "o .
6) Hahu unan passoja 6unoma <— + 3x> KOJW He canpyu z 3Hajyhu
A

Jla JeceTW UJaH OBOT pa3Boja MMa HajBehw KoedumujeHT.
. i 100
e) Hahu majsehu unam passoja 6umoma (14 +v3) .

342. a) llokazatu na je HajBehw KoepumumjenT y pasBojy GuHOMA
(z + a)?™ mapan 6poj.
6) IloxasaTu na je 3a cBako n € N 6poj (2+ \/?;)n HemapaH.

343. Hahwu roedpunmjent y3 z* y mspasy
A+z)*+ 142+ -+ (1 +2)5.

% 344. OnpemaT KoedpUIUjeHT y3 z° y pa3Bojy HOJMHOMA.
(1+2@+ (1 +a)t 4+ + (1 +2)00.
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9 BEPOBATHOTRA

9.1 CJIYYAJHU INOTABAIN

ExcoepuMeHT KOjH ce MO MPUOIKHEO MCTAM yCIOBHAMa MOe IOHO-
BUTH BelWKu Opoj TyTa ¥ UYMW KUCXOX HU y jeIHOM INOHABJhamby eK-
cllepUMeHTa HUje je THO3HAYHO onpeleH 30BeMO cAyuajHuM A CTNATMUC-
muuxum excnepumenmom. CBaku MOTY MM MCXOZ CTATUCTUYKOT eKCIepu-
MeHTa Ha3uBaMo eaemenmaprum dozahajem. CKyI CBUX elleMeHTapPHUX
morabaja 30BeMo npocmop ucroda UK npocmop eaemenmaprus dozahaja
u obeneskaBaMo ra ca ) (,omera“).

Kama mpocTop enemMeHTapHUX morabaja calp:u KOHAYHO WX IIpe-
6POjUBO MHOTO ejleMeHaTa, 30Be ce JUCKPEMHU NPoCcmop elleMeHTaPHIX
norahaja. Henpexudan npocmop canpu HeIpeOPOjUBO MHOTO eJleMeH-
rapuux morabhaja.

Axo je Q = {wi,ws,...,w,} TPOCTOP ejleMeHTapHUX morabaja Hexor
eKCIepUMeHTa, OHa Ce CBAaKW NOACKYI A cKymla ) 30Be cayuajan 0oza-
haj (mnu xpahe: norabhaj). Horabhaje obesnesxaBaMo BeJUKAM CIOBUMA
A,B,C,..., Wi KOPUCTUMO jeIHO CJIOBO ca MHIeKcuMa: Aj, Az, ... Uc-
xon (mnu eneMerTapan norabaj) w 3a Koju Bawu w € A C Q je moBosban
ncxon 3a norabaj A.

Iorahaj Q ce yBek peanmsyje u 30Be ce cuzypan dozahaj. Hemozyh
dozahaj obemeskaBaMo ca @ (KOPHCTHMO O3HaKy IPa3HOI' CKyIla jep He
campKy HUjeaH eleMeHT u3 ).

Axo je morabjaj A momckym B, ompma To mummemo A C B (uura ce
,A mopnaum B“ miu ,A je meo om B“), Tama u3 peanmsanuje norabaja
A cinemy peanmsanuja norabaja B. Awxo je A C B mu B C A onna cy
nmorabaju A u B exkBUBaJIeHTHM: A = B.

Ilorahaj 4 je cymporanm morabajy A (koMmiIeMeHTapaH morabajy
A) y omEOCY Ha § aKO Cy My HOBOJHM OHM eJleMeHTapHU morabaju Koju
He mpumagajy A, To jecr A= {w|w ¢ A}.

36up A+ B (wm AU B) norabaja A u B je morabaj xoju ce cac-
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TOjU OX CBWX elleMeHTapHUX morabaja xoju mpumanajy 6ap jemmom o
- morabaja A mum B: A+ B={w|w€ A nin w € B}.

Hpowmsson AB (mmm AN B) morabaja A m B je morabaj xoju ce
cacroju ol ereMeHTapHUX morabaja kojm Hpﬂnaﬂajy uAwu B: AB =
{fwlwedunwe B} Horabhaju A m B cy ,Z[I/IFJYHI{THI/I WK ce y3ajaMHO
UCKBYUIY]Y ako je AB = &.

Pasmmka A\ B morabaja A m B je morabaj Koju ce cacroju on
ejieMeHaTa CKyna A Koju He mpumnanajy B, To ject A\ B = AB.

Horabaju wy,ws, ..., w, duHe IpocTOp enemenTapHuUx norabaja axo
3a/10BOJBABAJY YCIOB: w1+ ws+ - 4w, =Q, ww; = 3, i # j.
Horabaju A, Ay, ..., A, uuBe HoTHyH cucreM gorabaja ako 3amo-

BOJbaBa]y ycloB A; +As+ -+ A, =Q, AjA; =0, i £ 5.

De Morgan-oBa mpaBuia riace: A+ B=AB, AB=A4A+B.

AKO 3aMHUCJIMO eKCIIePUMEHT KOjU ce cacToju y m36opy Tauke yH-
yTap KBaJApaTa U ako ca A obelexuMo u360p Tauke y JeBOM KPyT'y yH-
yTap KBazpaTa a ca B u3bop Tauke y HeCHOM KpyTy yHyTap KBaIpaTa,
rana ce norabaju A, A, B, B, A+ B, AB, A\ B, B\ A cacToje y n36opy
Tauke yHyTap obisacTé wmipadupaHuX Ha oAroBapajyhmm ¢Qurypama
cnuke 16. :

A\B:=AB B\A=AB

Ciu. 16

345. OmpermmTu mpocTop eleMeHTapHUx moralaja kama
a) HOBUmh GaruMo mBa ImyTa;
6) soBumh Gammmo n myTa;
8) HoBumh Gammmoc no mpBe mojaBe Ipba;
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2) moBurh M KOUKY 3a Urpy GamuMo jenHOM.

346. Komgka 3a urpy (uuje cy cTpaHe HyMmepucare 6pojeBuma 1, 2,
3,4, 5, 6) Gama ce mBamyT. :
a) OmpemuTy TPOCTOP eleMeHTapHUX morahaja.
6) OnpemuTy IpocTOp eeMeHTapHUX norabhaja kazia nocMaTpamo 30u-
poBe OpojeBa Ha KOIKaMA.
8) Onpemurn crenehie norabaje:

A — y oba Bamama mao je mapas 6poj,

B — mojaBuia ce Gap jemHa jeIMHUIL,

C — y npBoM Galamy [0jaBUO ce Mamu Opoj Hero y Apyrom Oa-
namy,

D — 36up 6pojeBa Ha obema Komkama je Behm o 8.
2) Ako ce komka Gamm n TMyTa, OLPEIUTH IPOCTOD eNeMEHTAPHUX NO-
rabaja.

347. Ako 1Ba Wrpada Urpajy IBe IHapTuje Ilaxa, OHIa CYy Y CBaKoj
napTuju Moryha Tpm mcxoma: nmobenma mpBOr Mrpada, peMu U mobdena
npyror urpava. OpemuTy IPOCTOP eleMeHTapHuX norabaja.

348. Tpu morabaja A, B u C' meie mpoCTOp eJlleMeHTapPHUX I0Ta~
baja Q ma ocam morabaja koju ce mMehycobHO UCKIBYUY]y (camxa 17).
Koju cy To morabajm?

Cn. 17
349. Axo je AC Q u B C ) IOKa3aTu [a BaKN
a) ACB=BCA4; - | 6) ACB=B=A+AB;
6) A+ B=AB+ AB + AB; 2) AB+C = (A+C)(B+C);
0) A(B+C)=AB + AC; h) A+A=Q, AA=w.

350. Axo cy A, B u C npousBosbHZ norabaju npexcrasutu A+B+C
y obauky 36upa Tpu norabaja xoju ce Mehy cobom mckbyUIy]y (BmmeTn
cauky 17).
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351. a) HoxasaTtu ma morabaju A, AB w 4+ B ob6pa3yjy HOTIVH
cucreM morabaja.
6) HNorasaru na morabaju A+ B, ABC u A+ B+ C obpasyjy moTuyn
cucreM norabaja (Bumetu cimky 13).

352. [lara cy Tpm norabaja A, B u C. U3pasuru norabaje:
a) PeanmmsoBao ce morabaj A a mucy ce peanmsosatu norabaju B u C.
6) PeammsoBaJsa cy ce cBa Tpu morabaja.
6) Huje ce peanmsoBao umjeman on oBux morabaja.
2) PeanmsoBao ce majMame jeman o oBux morabaja.
d) PeannsoBao ce jeman om oBux moralaja.
h) PeannzoBaina ce me Buime o mBa morabaja.

353. HoBuuh je 6auen Tpu nyra. Onrcat TpOCTOP elleMeHTaPHIX
norabaja. Koju cy enemernrapru norahaju moBossru moralhajuma:

A — rp6 ce OjaBWO HajMame jeHOM,

B — rpb je mobujen y npyrom Gaiamy,

C — mucmo je mobujeno y tpehem Gamamy,

D — mujenan rpb ce HUje MOjaBUO.
Y kakBoj cy Besu norabaju Am B, Au D, B v D? Hahu A+ C, BC,
B+C, A(B+C).

354. Jlate cy uetupu KyTHje ca caemehum canpsxajem: Kp: 2 Gese

ryraume, 4 mpHae Kyraune, Ko: 3 bene, 2 npHe, K3: 2 Gerne, 3 upme, Ki:
4 Gene, 1 nupna.
V3 mpBe KyTuje je mpebaderna jemHa Kyrumna y APYry KyTHjy, 3aTHM
je m3 mpyre xyTuje nmpebadena jemHa Kyrumma y Tpehy xyTwujy, ma je
u3 Tpehe kyTuje mpebadeHa jenHa KyTJIuOa y YeTBPTY KyTWjy 4 Ha
Kpajy je W3 U4eTBpTe KyTuje mpebavueHa jemHa KyTJIuIa y OPBY KyTH]y.
Koju cy cacraBm mpBe KyTuje MOoryhw M onmcaTw KaKo ce TU CACTaBU
peanusyjy?

355. lspasuru morabhaj koju o3HauaBa 6e30TKA3HU pajl TEXHUIKOT
cucTeMa YWjU Cy eJeMeHTH CIOjeHM Kao Ha ciaunu 18.

a) 6)
Cu. 18
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356. EIeKTpUYHO KOJIO U3Me-

by M m N cacTaBlbeHO je IO — b
memvu Ha cawmmnu 19. Hpermn y
pamy eseMeHTa a O3HAUMMO Ca
A, a Iperun y pany eleMeHTa o @ by

by o3HaummMo ca By (k=1,2,3). M
Ako ca C 03HAUMMO LIPEKUI y
pay eNeKTPUIHOr Kola, KaKo
ce norahaju C u C Mory u3pas- ‘ i Rl
nty nomohy A u By?

Cx. 19

9.2 KOHAUAH IIPOCTOP BEPOBATHOTLA

Heka je mocMarpaHOM eKCIEPUMEHTY MPUIAPYMKEH IPOCTOp elle-

merTapEux norabaja @ = {wi,ws,...,w,}. llpermocraBumMo na je ex-
CIepUMEHT MOHOBJbeH N IyTa ¥ Ja Cy €€ UCXOIM wi,Ws,...,Wn PEAJN-
3oBaau pemoM Ny, N, ..., Np 0yTa, OIpK YeMmy je Ny+Ny+- -+ N, =N.
Axko cy morabajy A moBosbHW eneMeHTapHU norabaju wi,wiy,...,Wi,,

roe je 1 <iy <ig <+ <ipm < n, Tama je OpPOj MOjaBIbUBAIA norabaja A
jemmax N;, + Nj, + -+ N;,, = Na. Penatusna ¢persennuja morabhaja A

N, ;
jemmaka je fr(A) = —4A 3a Belie BpenmocTn N penaTuBHA (pPeKBEHIN]a

fr(A) Tesxm BeposarHOhmM P(A) morabaja A (craTHCTHURA JePUHUIL]A
pepoBarHofie).

Cayuaj jednaxo eeposamnus ucroda — KiracwdHa iy Jlamnacosa (P.
Laplace, 1749 — 1827, ppanmycku MaTeMaThdap ) IePUHUNNIja BepOBaTHO-
he: AKO Cy MCXOMM wy,ws, . . .,Wn jeAHAKO BEPOBATHHU, OH/IA j€ BEPOBATHO-
ha morabaja A (4 C Q) jenmaka

P(4) = — (1)

rae je m 6poj MOBOJBHUX MCXOIa morabajy A a n ykyman 6poj mcxona
MTOCMATPAHOT eKCIepUMEHTA.

Onwmu cayvaj; Axo Mory huM mcxommMa wi,ws, . . ., Wy TPUAPYHAMO
pemoMm OpojeBe pi,p2,...,Pn KOjU 3a/0BOJbaBajy yciose: p; 2z 0, i =
1,2,...,n A p+p2+---+pa=1, oHZIA 6poj p; HasMBaMoO BepoBaTHOhOM
uexona wi. Ako je A= {wi, Wiy, ..., wi,} THe je 1 iy <ipg < <dm SNy
onma je BeposarHoha morabaja A 6po]

P(A) =ps, +pi, + + Pin (2)
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To ject, BepoBaTHOha morabaja A jemmaka je 36mpy BeposaTHOha HC-

: 1
xona noBosbHUMX morabajy A. Ouurmemso, 3a p; = py = -+ = p, = —
n

nobuja ce KiIacHmuIHa nepuHUNMja BeposBaTHORe.

Axo ja A ckyn norabaja (maprurtuBEM cKym) ckyma €, OHIa ce
Tpojka {2, A, P} 30Be KoHauyaH IpocTop BepoBaTHOha. ®opmyrom (2)
neduHCcaHa je ycrBapu (QyHEmMja P kKoja cBakoMm gorabajy A C Q
upunpysxyje Bepoatohy P(A). Ocobune BepoBarnohe cy crenehe: -

— 3a cBaku morabaj A CQ je 0K P(A)< 1, (3)

— Beposarnoha curypmor morabaja je P(Q) =1, (4)

— ¥ cayuajy xana ce norabaju A u B uckmyuyjy (AB = @), oHza je
BepoBaTHONa 36upa morabaja A+ B jenmmaxa

P(A+ B) = P(A) + P(B), (5)

- Y caydajy xama ce norabaju A u B He uckibyuyjy, oHIA je
BeposaTHOoha 36upa morabaja A+ B jenmaka

P(A+ B)=P(A)+ P(B) — P(AB), (6)

— 3a cBaxu norahaj A je BepoBarrOha cymporsor morabaja ZjeﬂHé,Ka

P(A) =1- P(4), (7)

- Beposarnoha nemoryher morabaja je jemmaka mymu: P(@) = 0,(8
— Axko je AC B, orna je P(A) < P(B), (9)
— BepoBaTtnoha pasimuke norabaja A u B jennaxa je

P(A\ B) = P(A) — P(AB) (10)

Kama je ckyn Q GeckomauaHn, BepoBarHONe norabaja ce me mory
uspavyHaBaTh moMohy ¢opmyna (1) um (2). ¥ caydajeBuma Kazma ce
CKYT §) MOke MPUKa3aTh Kao OTPAHMYEH CKYI Ha IIPAaBO], y PABHE UM Y
IIPOCTOPY MOKE Ce KOPUCTUTHU 2eoMempujcka dedunuyuja eeposammolie;

_ Mepa A

Fla) = Mepa (11)

rme ,Mepa‘ o3HauaBa LyUHY, IOBPUIMHY WU 3alpeMuHy o6racTu A
omuocHO 2. ['eoMeTpHjcKa mepUHUNMja UMa CMUCIa aKo je BepoBaTHORA
norabaja mponmopnuona Ha Mepu o6IacTy KojoM ce Taj morabaj mpen-
CTaBJba, TO JeCT ako nBa morabaja mcTe Mepe mmajy wcty BeposaTHOhy.

357. banure mopumh 100 myTa 1 onpemuTe (ppeKBEHNN]Y T10jaBIbH-
Bama rpba. bamure , 3aTum, HoBumh jom 100 myTa m ymopemmTe mo-
Oujene (pperBenmuje rpba.
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358. [IpeTnocTaBUMO & CMO eKCIepUMEHT IOHOBMIHA N Iy Ta. Hexra
cy A m B morabaju umje cy penaTuBHE ¢perBerHNMje y OBUX N OnuTa
pecrexTuBHO jemrake fr(A) m fr(B). JlokazaTy ma y OBOM CIy4ajy HO-
rabaj A+ B uMa pellaTHBHY (PEKBEHIH]Y:

fr(A+B) = fr(A) + fr(B) — fr(AB) (12)

Ako ce morabaju A mw B mehycobGoMm HCEBYUyjy, Talda je fr(AB) =0,
ma je ,
fr(A + B) = fr(A) + fr(B) (13)

To ject, penaTuBHA (pPeKBeHIM]a 30Upa norabhaja xoju ce Mehycobom
WCKJbYUY]y jemHaKa je 30upy pelaTUBHUX dpersenmuja Tux morabaja.

359. Heka fr(B|A) o3HauaBa pelaTUBHY ¢ppersennnjy morabaja B
y OHMM eKCIepuMeHTHMa o1 N U3BeJeHHX y KojuMa ce mecuo morabaj
A. Cauuno, mexa je fr(A|B) pemaruBHa (peKBeHIU]a norabhaja Ay

OHWIM eKCIepHMeHTMa y KOjuMa ce mecuo norabaj B.

. Ny Ny
a) Hoxazaru na je fr(B|A) = —————, fr(A|B) = ———— 15
)~ 'Jf(|) g B (15)
6) Kopucrehu ¢opmyny (14) mokasartu na ce us popmyna (15) mobu-

jajy dopmye:
fr(A)fr(BlA) = fr(AB) = fr(B)fr(A|B) = fr(AB) (16)

360. Jla 6u ce w3BpmmIa KoHTpoda maptuje ox 1000 s3aBpTHa,
Ha clydajaH HaUWH je M3 Te IapTuje u3abpaHO 50 3aBpTHa. YOUeHO
je ma ce meby osumx 50 cllyuajEO M3abpaHuX 3aBPTHa HalasW jeNaH
3aBpTam ca JAe)eKTHOM I'VIaBOM U He(eKTHOM JO30M, 3 3aBpTHA UMAajy
caMo me(eKTHe TJIaBe U IBa 3aBPTHa UMajy caMo meeKTHe JIO3e.
a) Hahu penarvBue (persennuje morahaja:

A: medexTHa 034,

B: nmedekTHa IIaBa,

ABu A+ B.
6) Hahu fr(A|B) u fr(B|A).

361. TaxToH je youwo ¢pekBennuje 6oja ouujy y jemHO] TpPyIH
oueBa u cuHOBa (u3Bop: K. Pearson, Phil. Trans, A, 1900, 138):

Boje oumjy | Boje ounjy oueBa

CUHOBA cBeTIa TaMHa
CBeTIa 471 148
TaMHa 151 230

a) Hahwn penatusHe dpexsernuje norabaja:
A: 6oja oumjy ola j= CBeTIa,
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B: b6oja oumjy cWHa je cBeTiIa,
AB m A+ B.

6) Hahu penarusny ppexsermujy fr(B|A), To jecT pelaTUBHY (peKBeH-
mujy morabaja B y oHMM HMCXoImMa y KojuMa ce mecuo morabaj A,
niu, y HamreM npuMepy, Hahm penarwBry ¢p2rBenmmjy morabaja ma
CHH MMa CBeTJIe OUM Kala FeroB OTall MMa CBeTIe OUH.

362. Hexra je Q = {w1,ws,ws,ws,ws} u P pyHROMja Ha @ KOja CBAKOM
nmorabajy A C Q mpunpyxyje BepoBataohy P(A). Uspauyrarn:

a) P(w4), ako je P(wi) = TR P(ws) = %, P(ws) = ST P(ws) = 3

6) P(ws), P(ws), P(ws) axo je Plwi) = g g = % P(ws) = 2P(wa) =
3P(ws);

8) P(w;), i = 2,3,4,5, ako je P(w;) = %, P(wi,ws) = -S—, P(wy,ws) = %7

1
P(wl,w4) = e
7
363. Hera ce mpocTop ememenTapHux morabaja Q cacroju onm 4
enmeMenTa: Q = {wi,ws,w3,wa}. Koje om cnenehux ¢pymrnuja P nedpummmnry
npoctop BepoBarHOha Ha !

&) P1) = 3, Plor) = 5, Pws) = 5, Pluws) = 5
6) P(wl) = é—, P(wz) = %, P((.L)g) = %7 P(w4) = %,
6) P(w)= 3, Pws) = 3, Plws) = —3, Plo) = 3;
2) P(w1) = P(ws) = P(w3) =0, P(ws) = 1;

i 1 1 i
0) P(wi) = 1 P(wy) = 5 P(ws) = 7 P(wa) = T

364. Hera je Q = {1,2,3,...,50}. Kounka je BepoBatmHoha ma je
ciaydajHO m3abpan 6poj m3 ) pelleme jenHaUHE:
a) % — bz +6 = 0; 6) -5 =0; 8) (z—2)(z—3)(z—4)=07

365. CTpaHe mpaBWIHOT TeTpaenpa HyMepucaHe cy 6pojeBuma 1,
2, 3, 4. Kana ma paBHy momyiory 6ammMo TeTpaenap, OH Ce 3ayCTaBH
Ha jeIHOj cBOjOj cTpaHUW m OPOj Te cTpaHe ce 3abellexku.
a) O mpemuTy mpocTop eneMeHTapHUX Horabaja Q m ckym omrosapajyhnx
BepoBaTHONA.
6) Konuka je BepoBarnoha P(1)?
6) Konuxka je BepoBatHOha 5a ce nojasm 1 mau 27
g) P(1,3) =1
0) P(2,3,4) =7
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366. 113 kyTuje y K0jo] ce HaJa3e IpBeHe, IIaBe, Oeie, KyTe U
3elleHe KyTUIMIE W3ByUeHa je Ha CIWJIaH HaYWH jemHa Kyrimma. Ao je

BepoBarnoha ma he 6urtu m3ByueHa Gesa Kyruauia jelHaKa - 1 Ia he

. 1 :
TO OUTHU M3BYYeHA IPBeHa KyIJINUIa jeoHaKa =y KOMMKS, je BepoBaTHOha

na he 6wTH M3BydeHa KyTJWia Koja HuUje HU IpBeHa HU Gena?

367. Ilare cy BepoBaTHOhe P(A) = 0,35, P(B) = 0,73 m P(AB) =
0,14. Hahiw a) P(A+B), 6) P(AB), e) P(A+B), 2) P(4B), 0) P(AB).

368. BamuMo y BUMC KOUKYy Ha UMjUM Cy CTpaHaMa Ha3HaUeHe O
jemHe MO IIecT Tadaka. Koiwka je BepoBaThoha ma ce Ha IOpHO]
cTpaHM KOIIKe MojaBy mapaH Opoj Tadaka?

369. Iler moBumha je Gauemo mcropemerno. Hahm BepoBaTHOhy
norabaja A ma ce mojaBu HajMame jelaH r'po.

370. Konka ce 6ama mBa nyrta. Hahwu BepoBarHOhy
@) Ia ce Makap jelHOM MOjaBU WIECT TavaKa;
6) ma 36up Tauvaka Ha obeMa KOIKaMa Oyme majmame 10;
6) na ce Ha KOIKaMa MOjaBe Pa3IuIuTh OpojeBu.

371. bamajy ce TpU KOIKE.
a) Kouura je BepoBaTHOha morabhaja ma 36up Tavaka Ha myMa Oyne
Mamu o1 77
6) Konuxa je BepoBaThHoha na je 30up Tadaka Ha HUAMA 17 mam 187
e) Konuka je BeposaTHONA norabaja A ma cy HajMame OBa OL TPU
nobujena 6poja pasnnumra’

372. a) Damajy ce nBe KOIKe IOK ce Ha bUMa HE nobmje neTu 6poj
rauaka. Koumka je BepoBatnohia ma he to ycmern ca 1) msa, 2) Tpw,
3) n Gamama?

6) Bamajy ce mBe KOlke X eleMeHTapaH norabaj je 30up Tavaka Ha
romkama. Haliz BepoBaTHORY na ce nobuje 36up Tavaka Behwm om ocam.

373. Y kyruju ce Hanasu b Oeux W ¢ NPHUX KyTJuIa.
a) VI3 kyTuje je M3ByUeHa jelHa KyIIHUIA. Kouwuka je BepoBaTHOha na
je m3Byuena Gesa Kyrauna’
6) M3Byuena je Oejna Kyrauma 1 Huje Bpahena y kyrtujy. Konuka je
BepoBaTHOha na je u creneha msBydena Kyriuna Gena?
e) Ako je b > 2 w3 KyTuje Ccy H3abpaHe JBe KyIIMIE. Koauka je
BepoBaTHONa ma obe Gymy Geme? y
2) AKO M3ByUeMO CBe KyTJIulle U3 KyTHje OCHM jenHe, KOJIMKA je BepoBa-
troha ma je mpeocrana Kyriuma Gesa?
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374. Tpu xKyTHUje campyke IO 5 Kyriuna HYMepucaHux om 1 mo 5.
VisByuena je mo jemma Kyrawia M3 cBakKe KyTuje. Konwmka je BepoBaTHoha,
norabaja A ma je 36up 6pojeBa Ha Kyrawumama 6ehwm om 37

375. U3 xkyTrje y KOjo] ce HaJa3M n Kyruuia uzabepemMo ciryda-
jam 6poj kyrauma. Kouwuwka je BepoBaraoha morabaja A ma je 6poj
U3BYUEHUX KyTJiuia mapas 6poj?

376. Kytuja canpxu 4 upsene, 4 ninaBe u 4 6ene xyraume. Ha-
CyMUIle M3BaIMMO TPU Kyriuie. Konuka je BepoBarHoha ma U3ByuUeHe
Kyraume 6yay pasnuautux 6oja?

377. Y kyrtuju ce Hamasu 50 Gemmx u 50 mpHUX Kyraumna. V3 ky-
Tuje ce Hacymute 6upa 50 ryruwna. Konwka je BepoBaTtHOha ma mebhy
nsabpamuM Kyraunama uMma 25 6enux u 25 nprUX Kyrauna?

378. Imamo mBe KyTuje: y IpBOj je m 0elux W n MPHUX KyTJIUTA,
a y Opyroj KyTwujm je r 6enux m s TpHUX Kyrauna. VI3 cBake KyTuje us-
BaaMMO HacyMmuile 1mo jemny kyrauiy. Hahwu BepoBarnohy na m3abpane
Kyraune 6ymy: a) ucte 6oje, 6) pasnuauTux 60ja.

* 379. Ocoba A ce rmamu ca ocobom B ma he Ha TpuU KOIKe Y
jemmoM Oamamy mobwtum 36mup 6ap 14 Tadaka, a ocoba B ce Kmamyd y
CyIpoTHO, TO jecT ma he 30mp Tadaka Ha KyrJaunaMa OUTU MamHU O
14. Heka nobwmrak usuocu 648 mrrapa. Kommko Tpeba ma ynoxu ocoba
A, a KoJIMKO ocoba B?

* 380. Ha cayvajam mauma n ocoba Cy ce pPa3MecTHIN OKO OKPYIVIOT
crona. Kommka je BepoBatHOha ma nBe QukcumpaHe ocobe celHYy jelHA
nopen apyre?

381. CBakxom on 4 urpava A, B,C, D nonebeno je mo 13 xapaTa 43
mmmia on 52 kapre (y KoMme je mo 13 mmkoBa, TpedoBa, XepueBa u
Kapo-a).

a) Ako wrpau A Huje nmobmo Kema, Koja je BepoBaTHOha ma meros
mapTHep B mMa TadyHO NBa Kema?

6) Axko A u B 3ajenro mMmajy 9 Tpedoba, KomKa je BepoBaTHOha ma ¢
u D umMmajy cBaku 1o 2 Tpeda’?

382. W3 mmmia ox 52 KapTe y3mMa ce CIy4YajHO b KapaTa OI-
jemmoMm. Koawmka je BepoBartHOha na Mely u3BydeHMM KapTaMa MMa:
a) 4 xema;

6) 4 Kena ¥ jenar KpaJsb (IIIHI CAIPKU 4 Kpadba);

8) 3 Kema U 2 KpaJba;

2) 1 xen, 1 kpass, 1 nama, 1 xagmap u 1 necerka (y 6mmo Kom MOPETKY );
0) 3 Kapre jenie BpcTe (MK, Tped, XepIl MM Kapo) W 2 KapTe Apyre
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BpCTE;
) 6ap jeman Kem?

383. Hera je Q xomauan ckyn u {Q, A, P} mpocTop BepoBatroha u
A,B,C, Ay, As, ..., Ay C Q Ilokazatu popMyIe:
a) P(A\ B) = P(A) — P(AB);
6) P(A+ B) = P(A)+ P(B) — P(AB);
6) P(A+B+C) = P(A)+ P(B)+P(C)— P(AB)— P(AC) — P(BC) + P(ABC);

2) P} Ai) =2 P(A) = D P(A) + 3 P(Aihids) =t
(-1 ;_J;(AlAQ .Z._.lAn); < eyt

0) P(A1+ As+ -+ An) < P(A1) + P(A2) + -+ P(4n);

5) P(AB) > P(A)+P(B) - L.

384. Heka je Q xomauan ckyn u morabaju A, B C .
a) WapauayraTn BepoBatHOhie P(4), P(B), P(AB) ako je P(A+B) =

1 = 5 -
P(AB) = g 7 PlA) = 10_8 6) Wspauynatu Bepoarnohie P(AB), P(AB),

P(AZ+B), P(AB), P(A\B), P(AAB) (AAB je T3B. CHMETDUHA Pa3/IMKa;
AAB=(A\B)+(B\4)), axo je P(4) = 5, P(A+B) = % u P(B) = .g_

b

- ol

385. Bamamo jBe Komke. Hera je Q mpocTop elleMeHTapHUX HOTa-
baja m A — morabaj ma je 36up Tavaka HemapaH, a B — morabaj nma
ce Bap Ha jeJ[HOj KOIKHU IIOjaBUIIa IIeCTUA. Hahwu P(A), P(B), P(AB),
P(A+ B), P(A+B), P(AB).

386. Y jemuom onmeipemy IV paspena cpellbe MIKOJIE Ol 28 yUeHUKa
mMa 12 meuaka m 16 meBojumma. [lonoBmHa CBUX Hedaka U MOJOBHHA
cBUX meBojumna moxaba m Myswuky mkoxy. Komruka je BepoBaTHONA
A je cllydajHO M3abpaH yUYeHUK HevYak MW A& yuu My3HHIKy IIKOJTY 7

387. Y jemmoj cpemsmoj mroau nva 400 ydeHNKa OX KOJjUX ce HeKW
Gase cmopToM 1 To: 180 Tperupa Qynban, 130 TpeEMpa KOMApKY, 100
Tpermpa pykoMer, 40 — ¢ynbala u KOMapKY, 30 — ¢ymban m pyKOMeT,
20 xomapKy m pykoMmeT a 10 TpeHmpa CBa TpHU CIODTA. Kouauka je
BepoBaTHONa [a ce cIydajHo u3abpaHu yUeHUK OaBm: '
a) Gap jelHUM CIOPTOM;

6) caMo jemHWM CIOPTOM;
e) Gap ca /IBa CIOPTA;
2) ca cBa TPH CHOPTA.

388. Hera je Q@ = {1,2,3,...,1200}. Hahwu BepoBaTHONY Ha je ciayda-
jmo m3abpam 6poj us Q mesmus ca a) 3, 6) 4, e)3mu4,e) 3wmm4 (nm
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nba),
d) 3 mnu 4 anu He ca oba, fj) 3, Huje mepUB ca 5, a mewUB je ca 4 MM
6 (mnu ca oba).

389. Koummnosunuja Bo3a mMma n BaroHa. CBakuM o1l m MyTHUKa OUpa
cayuajoo BaroH. Koja je BepoBaTHOha ma ce y cBakoMm Baromy malbe
HajBUINe jeTaH Iy THUKT

390. TpamBaj ca IPMKOIUIOM Ha CTAHUIM je CAUEKAJJO D IIyTHHUKA.
Koawka je BepoBarmoha na he Tpw myrauka yhu y mpenma Koia u
IBa TTYTHUKA Y TTPUKOIUIY ?

391. luppe 0, 1, 2, ..., 9 mopehane cy Ha caydajam HaUWH y HU3.
Komwmra je BepoBarnoha ma Hyma W jeMHAWIA HUCY CycemHe?

392. Y opmarmy mmamo 10 pasmmumrux nmapu numnena. Ha ciayuajan
mauwn usBinauumo 4 nwumesie. Hahw BepoBatmohy ma ce Mely mmma
HaJsasm Gap jemaH map mcTe BPCTe.

393. Y rytuju ce maja3u 10 6emmx um 20 mpEMX Kyrawnoa. M3 Ky-
THje ce W3BJade jemHa mo jenma 13 xyruamna 6e3 Bpahama. Onpemutu
BepoBartHONy moralBaja ma mociemma m3abpaHa Kyrauma Oyme Gena.

394. Bamajy ce nmBe KOIKe alu KOJ KOjUX Cy cTpaHe obelesxene
6pojeBuma: 2, 2, 2, 2, 4,4 mu 3, 3, 3, 3, 6, 6. Hahu BepoBatnohy na
Ha IIPBOj KOIKW MaTHe Mamu Opoj Hero Ha APYTroj KOIKW.

395. YHyTap Kpyra je Ha ciaydajaH HauuH u3abpamHa Tadka. Ko-
IUKa je BepoBaTHONhA Ha Tauyka MPUIAHEe YIUCAHOM KBalIpaTy?

396. 13 untepBana [—1, 1] cayuajro ce bupajy mBa Gpoja.
a) Konmuka je BepoBarHoha ma je 30up Tux OpojeBa MO3UTUBAH, a
TPOW3BOL HETATUBAH !
6) Aro m3abpane GpojeBe obelleRKUMO ca ¢ U y ¥3padyHaTh BepoBaTHONY
na jemHaumba u? 4+ zu+y = 0 UMa peaJiHa pellema.

*x 397, U3 maTepBana [0, 1) caygajuo ce 6mpa jeman 6poj. Ompe-
Ty BepoBaraohe morabaja A m B na je mpBa, OMHOCHO mApyTa muhpa
y IeOUMAaJIHOM 3alliCcy M3a0paHoT Opoja jemHaka HYJIU.

398. Ha cuyuajam HauwH OeJuMO MOy Ha TpU merna. Kouamka je
BepoBaTHONha ma ce om MOOMjeHUX HeJIOBa MOMKEe CaCTaBUTH TPOyrao?

399. /e ocobe 3aka3alle Cy cacTaHaK y TOKY jeHHOD caTa Ha IO-
1 . .
rOBOPEHOM MecTy y3 00aBe3y dekama 20 MUHYyTa (§ cata | . Konuka je

BepoBaTHONA cycpera ako je moja3ak CBake 0cobe jelHaKO BepOBaTaH
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y IPOM3BOJHHOM TPEHyTKy HasHadeHor cara?

400. Bo3 X cTU3Ke y CTaHWIY y CIYUajHOM TPEHYTKY Yy MHTepBaJy
(0,7) u cToju y cTaEMnM a MuHyTa. Bo3 Y u3 cympoTHOr IpaBla, He3a-
BHUCHO O] Bo3a X, CTUKe y CIYdJajHOM TPEHyTKy y MCTOM MHTepBaJy
BpeMeHa ¥ CTOju b MUHYTA.

a) Hahu BepoBaTHOhY 12 BO3 X CTWe Ha CTAHWUIY y UHTEPBAJLY (t1,t2),
0<ty <ta<T.

6) Hahu BepoBaTHORy nma Bo3 X cTIWIHe y CTaHUIY IIpe BO3a Y.

6) Hahu BepoBaTHONY 12 ce BO30BM CyCPeTHYy y CTaHMIH.

401. Bo3z M u nytEuk N crmky Ha cramumy msMmelhy 9 m 10 catm
He3aBWCHO jeJlaH Ol IPYTOr W y CllydajHoM TpeHyTKy. Bos M croju y
crapumu 10 MmuryTa. IlyTHuk N :Kenu na OTIyTyje Bo3oM M, anu Kala
CTHUTHE Ha CTAHUIy OH UeKa CaMo o MUHYTa ¥ aKO 3a TO Bpeme Hambe
Bo3, oH omnasu. OnpemuTu to Tako Ha je BepoBarHONa na myTHUE N
OTIyTyje BO30M Oyze jelHaka 0,57

9.3 YCJIOBHA BEPOBATHOTRA. BAJECOBA 20PMVYJIA.
HE3ABVUCHU IJOTABAJN

Hexka je A C Q, BC Q, P(A) >0, P(B) > 0. ¥YcinosHa BepoBaTHOhA
noraljaja B Tos ycioBOM Ha ce peaim3oBao norahaj A osHauaBa ce ca
P(B|A) u ompebyje ce popmymom:

P(AB)
P(4)’

P(B|A) = [P(4) > 0]. (1)

Ycnosra BepoBarnoha morabaja A mom yclIoBOM Ja ce peau30Bao
norahaj B osmauasa ce ca P(A|B) u onpebhyje ce popmymrom:

P(AB)
P(B) "

P(A|B) = [P(B) > 0]. (2)

Us popmyna (1) u (2) nobuja ce popmyna B2poBaTHONE IPOU3BOIA
norabaja A u B:

P(AB) = P(A)P(B|A) = P(B)P(A|B). (3)
Beposarmoha mpoussona tpu morabaja A, B u C' jenHaka je

P(A, B,C) = P(AB)P(C|AB) = P(B)P(B|A)P(C|AB). (4)
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Hera ce norabajum A, As,..., A, MehycobHO MCKBYUY]y (A:4; = @,
i # j), HeKa cy BepoBaTHONe BUXOBUX peatu3alrja MO3UTUBHE W HEKa
UMHe MOTIYH cucTeM norabaja: A;+As+- -+ A, = Q. Ako ce norabaj B
peanusyje caMo ca jemamm on norabaja Ay, A,,..., A, (mmm ca A, wiu
ca As, ..., Wam ca A,), OH/Ia Ce OH MOKe pPa3loxuTH Ha morabaje KOju
ce Takohe mckimyuyjy mehy cobom B = BA;+BAy+---+BA,. C 063upom
Ha IIpUMeHe HOTONHO je morabaje Aj, As, ..., A, Ha3BaTu xunoresama (y
onuocy Ha B). BepoBarmohe P(Ay), k = 1,2,...,n ce HasuBajy ampu-
opumM BepoBaTHONaMa (BUX Tpeba yHaIpes 3HATH TIpe peasr3alinje
norabaja B). $opmyaa nomnyne eeposamnohie naje BepoBaTHORY IO-
rabaja B:

P(B) = ZP(BAZ-) = ZP(AZ»)P(B|A1-). (5)

Y3 mpeTHocTaBKy na ce IpU M3BoDhemy eKCIepuMeHTa TecHO IOTail-
jaj B, IPaKTUYHO je BamHO ONPENUTH Cala W yCJIOBHe BepoBaTHOhe
P(A1|B), P(A3|B), ...,P(A,|B) (amocrepuopre BepoBaTHOhe xmumoresa
Ay, As, .. Ay):

P(ARB) _ P(Ag)P(B|Ag)

P(Ak'B) = n
P P p(aiay

kol s Vga o (6)

Popmyna (6) mosmara je xao Bajecosa gopmynsa (mpema Tomacy Ba-
jecy, 1702 — 1761, enrneckoM MaTeMaTudapy).
Horabhaj A we 3aBucu on morabaja B ako je

P(A|B) = P(A). (7)

llorabaju A w B cy He3aBUCHU (CTATUCTUYKA WJIM CTOXACTUYUKA
HEe3aBUCHU) aKO je UCIHYHmeHa jeTHaKOCT:

P(AB) = P(A)P(B). (8)

llorahaju A, B u C' cy He3aBUCHU y HOTIYHOCTH aKO Cy UCIYHeHe
jemHaKOCTH:

P(AB)=P(A)P(B), P(AC)=P(A)P(C), P(BC)=P(B)P(C) y(ﬁ'}f;’ﬁf)
v P(ABC) = P(A)P(B)P(C)
(9)

402. Y xyrtuju ce Hanaze 4 Gene m 6 mpHMX Kyrawmna. VI3Biade
ce JBe Kyrunme jemHa 3a Apyrom: a) Ges Bpahama, 6) ca Bpahamenm.
Hahwu BepoBarHOhY na u jemma u apyra Kyrauna 6ymy Geie.
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403. Hexra je P(A4) > 0. Hokrazartu
a) P(A|A) =1, P(Q|4) =1, P(a]A) = 0;
6) Aro je AC B, omna je P(B|A)=1; _
e) Axo ce By u By UCRIbYUY]Y (BiBy = @, ouna je P(By + Bxl4) =
P(Bi|4) + P(Bz|A);
2) Axo cy By u B; IPOU3BOJHHU morahaju, cuma je P(By + Bald) =
P(By|A) + P(Ba|A) — P(B1Ba|A);
0) P(B|A) =1 — P(B|A);
h) Axo ce morabaju A u B UCKBYUyjy U ako je P(A+ B) >0, onna je
B(A) na
P(A|A+ B) = B(A) + P(B)’
e) Ako je P(A|B)> P(A), oHna je P(B|A) > P(B).

404. Axo je P(A) =0,9 u P(B) = 0,8 mokasartu 1a je P(A|B) > 0,875.

+ 405. JIBa remepaTopa a u b pamehm mcroBpeMeHO cuabeBajy
crpyjoM Magu rpan Iorpaskiba cTpyje HOIUIeke NpOMeHaMa 1 II03-
HATO je Ia CBaKW TeHepaTop WMa TaKaB KaIllalMTeT [a MOKe cHab-
TeBaTh MAaKCUMaJHy HoTpaimby 75% BpeMeHa Kala ApPyru TeHepaTop
oTKa:ke. BepoBarHoha 0TKa3a CBAKOI TeHEPATOPA je 0,10, mox je Bepo-
parHONA Ma OTKaKy oba reHeparopa UCTOBPEMEHO jemmara 0,02. Axo
nobe mo oTKa3a reEepaTopa, KOJMKa je BepoBarHOoha na he morpakimba
cTpyje y rpaly OuTH 3aTOBOJbEHA.

406. 3a BO3WIa KOja y jeIHOM cMepy Wiy Ka PacKpPCHAIM yOUeHO
je mysuM ToCMaTpalbeM [a Ba IyTa BUIIEe BO3MJIA IPOAyHAaBa MPaBO
Hero mro ckpehy mecHo, Kao U Ha [Ba IIyTa Mambe BO3NIA ckpehe meBo
oIl BO3WMIIa Koja ckpehy mecHo.

a) Komke cy BepoBatHOhe morabaja na mpousBoJbHO 01a6pano BO3MILO
POy IPaBo, CKPeHe [JECHO U CKPeHe JIeBo?

6) Komuka je BepoBaTHONa HeCHOr CKpeTama aKO BO3WIO He HPO-
MyKaBa MpaBo?

e) Konuxa je BepoBaTHONA JIEBOT CKPeTaba aKO Ce 3Ha Na he Bosuno
CKpeHyTn?

407. JlokazaTu omuTy GopMyly BepoBaTHOhe IpOU3BOIA norabha-
ja: ’

P(A1A2 . . An) = P(Al)P(AQIAl)P(A;;'AlAz) . P(AnlAlAz .o -An—l)-
Axo cy morabaju Ai, A, ..., A, HE3ABUCHU y NOTIYHOCTH, OHIA je

P(A14s...An) = P(A1)P(A42). .. P(An).

408. Hekn uoBeK MMa, ITeT KibyUueBa 0/ KOJUX caMo jeJaH OTKIbYIaBa
6paBy. On HacyMulle Ipoba jenaH Lo jean Kby, ckIamajyhm Kpydese
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koje je Beh mpo6ao, cBe 1ok He oTKbyua 6paBy. Kosmka je BepoBarHoha
na he oTkmydaTu 6paBy y k-ToM mokymajy (k=1,2,...,5).

409. Kyrnmja canpsu 10 3aBpTHa O KOjUX cy 3 medeKTHa.
a) IlBa 3aBpTHa cy n3abpana Ha ciydajad Hauma. Hahu BepoBarHOhy
norabaja na mujenaE o/ nBa M3ByUeHa 3aBPTHa HUje HedeKTam.
6) Axo cy Ha ciydajaH HaYMH W3ByUYeHa TDPU 3aBpTHa 0e3 Bpahama,
nmahw BepoBarHOohy morabaja A — ma cBa Tpu 3aBpTHa HUCY AedeKTHA.
8) AKo cy Ha cIyJajaH HaUWH U3ByUeHa UeTUPU 3aBPTHa, Hahu BepoBa-
rHohy morabaja A — na majMame Tpu 3aBpTHa HUCY He(eKTHU.

410. Axko cy ﬂoribajn A v B He3aBUCHU IOKa3aTh Ia Cy He3aBUCHU
n norabaju: a) A u B; 6) A u B; 6) Au B.

411. TorazaTm:
a) IlpousBosman norabaj A u curypan morabaj Q yBek cy He3aBMCHIN;
6) IllpousBosman norabhaj A u memoryhu morahaj @ yBex cy mesaBucHuM.

412. Axo cy A m B mesasuchu norabaju, onzna je
P(A+ B) =1- P(A)P(B). Hora3zaru.

413. Jlora3aTu:
a) Axo je P(A|B) = P(A), orna je u P(B|A) = P(B);
6) Axo je P(A|B) = P(A), ouna je m P(A|B) = P(A);
8) Axo ce norabaju A u B uckmyuyjy, onna je P(A|B) = 0;
¢) Axo je AC B, ouna je P(A|B) = %
0) Axo je P(B|A) = P(B|A), ouna cy A u B me3asucum norabaju.

414. Ako cy A, B,C C Q mesaBucam norabaju, oHNa cy a) Au B+C,
6) AN\BuC, e) A, BuC, ¢) A, BuC, 0) A, Bu C He3aBucHI
norabaju. loxazaTn.

, PA+B) = - m

e
Q| =

415. 3a morabaje A m B mosHato je P(A) =
P(B) =p. Hahmu:
a) p, ako ce morahaju A u B y3ajaMHO MCKBYUY]Y;
6) p, ako je morabaj A meo morabaja B (A C B);
8) p, ako cy morabaju A m B He3aBUCHH.

416. banamo Tpu HOoBumha. Heka je

A — porabaj ma cMo mobunu wiw Tpw rpba WIKM TPU IUCMA,

B — norabaj ma cmo mobuawu Gap jaBa mmcMa,

C — norabaj ma cmo mobumiaw HajBWIe aBa rpbda.
a) Koju cy on morabaja Au B, Au C, B u C He3aBUCHU, a KOjU 3aBUCHU
norabaju?
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6) Namm cy csu morabaju A, B, C HezaBucHm?

417. Banamo moBunh mBa myrta. Heka je A — morabaj ma ce y mpBom
Gamamy mojaBuo rpb, B — morabaj ma ce y apyrom Oalamy IOjaBUO
rp6, C — morabaj ma ce Tauso jemEom mojasmo rpb. [lorasatwm ma mo-
rahaju A, B, C HUCY He3aBMCHM MaKO Cy CBaka IOBa O HBUX Mebhycobro
HE3aBUCHM.

418. AmapaT ce cacToju Ol TPY MeXaHWUIKa 6110Ka a, b 1 c. Beposa-
raofie ma He3aBKUCHO jeJaH O IPYyrol y TOKY paka OTKakKy pPenoM
6roKoBU a, b, ¢ jemmake cy 0,05, 0,04 u 0,03. Orka3 mMakap jemHor
o oBuxX GIIOKOBa IPOY3POKyje oTka3 amapara. Hahwm BepoBarmohy
OTKa3a amnapata.

419. Banamo onjenwom a) nBa, 6) Tpu, 8) n Hopumha. Kommxa je
BepoBaTHoha ma ce Gap Ha jenHoM mojasu rp6?

420. Ilra je BepoBarHHUje: na ce y HUeTupu Oamamba jelHe KOIKe
6ap jelHOM MOjaBW LIECTHIA WIX Ha ce y 24 Gamama /1Be KOIKe Oap
jeHOM TIOjaBe IBe IIecTHre?

421. JIBa mrpaua Ham3sMeHM4HO Gamajy kouky. IloGehyje omaj ko
mpBu n061je mect tavaka. Hahwm BepoBaTHOhy ma moGenu IpBY Urpad.

422. Ha ynumu pame Tpu ceMadopa. [lurryc pama cBakor on mUX
Tpaje je/laH MUHYT, TO jecT m3Mely /MBa y3acTOIHa YKy deHa 3eJeHOr
cBeria mpobe jemam MuHYT. Y TOKYy jeJHOI IMKIyca NPBU ceMadop
nokasyje 3esneno cseryio 20 cexkyHmm, apyru cemadop 40 m Tpehu ce-
Madop 45 cexkynnu. llmkmyc pana cBakor ceMadopa He 3aBUCH Ol pPala
npyrux cemadopa. Konuka je BepoBarHoha ma he ciydajao onabpasn
ay TOMOOUII
a) npohu 6Ge3 3aycraBibama’

6) 3aycTaBUTH Ce UCIPe] jelHOT cemadopa’?
8) 3aycTaBUTH Cce MCIpen /1Ba cemadopa?
2) 3aycTaBWTH ce WCIpel CBa Tpu cemapopa?

+ 423. Kouuka je BepoBarHOha ma je a) mn, 6) m+n, 8) m—n, 2)
m? —n?, d) m" HemapaH 6poj, aKO Cy m ¥ n IBa HacyMmuIe usabpaHna
6poja m3 ckyma {1,2,...100}7 ’

424. JIBa crpenna rabhajy musb He3aBUCHO jenal on mapyror. Ilpsum
crpernarn moraha nmis ca BepopaTHohioM p; = 0,7, a Ipyru ca BepOBaTHO-
oM py = 0,4. Mspauynaru BepoBaTHOhy norabaja:

a) cBagW oI cTpefana he MOrOIATH LU,
6) Gap jemam ol cTpenana he MOrOMUTH AT
@) ma he muib 6ury Horohen TavHO jeIHOM.
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425. /IBa crpenma rabajy muib He3aBUCHO jemaH oI APYror IO
nBa myTa. [pBu crpesnan noraba mmums ca BepoBaTEHOhOM p1, a Apyru
ca BepoBaTHohom p;. Kommka je BepoBatnoha ma he mpsm crpernar
noromuTu musb Behwm Opoj myTa ox mpyror?

426. BepoBaTrnohe na Tpm crpenna Sp, Ss, S3 OTOIe MeTy pPeroM
111

cy =, =, =
V513
[a TavyHO jelaH Ol HBUX IIOT'0AW MeTy.

Cpaku on mux raba mery jemanmyr. Hahu BeposaTrORhy p

427. Crpenan raba mmsm nok ra He moroau. Ako je BepoBaTHORA
moromka jennaka p, Hahwm BepoBatHOhy ma he crpenan yTpommtu n
MeTaKa.

428. a) Konuko myra Tpeba MOHOBUTH ONUT 1a GU ce ca BepPOBaTHO-
hom me MamOM O o MOT'VIO OUEKMBATH Ia he ce 6ap jeJHOM II0jaBUTU
morabaj A, ako ce 3Ha 7a je y cBaKOM IOHaBJbakhy ONUTa BepoBaTHONA
peanmsanuje norahbaja A jemmaka p.

6) IlosraTo je ma je 2% mpouwsBoma Ne(eKTHUX y IPOU3BOLIU jeIHE
pabpure. Konnko mpousBoma Tpeba mpoBepuTH Ha ma BepoBaTHOha
na ce Mehy muma Habe Gap jeman medekran msHOCH HajMame o = 0, 95.

* 429. MexanusaM ce cacToju oI 3 elleMeHTa. 3aCTOj y Paiy
CBaKOI' elleMeHTa IOBJAaYMW W 3aCTO] y paly LeJIor MeXaHW3Ma. Lie-
MEeHTH OTKa3yjy He3aBHCHO jemaH ol npyror. BepoBarmoha pasa Ges
OTKa3a CBAaKOT eJeMeHTa jemHaKa je p.

a) Hahu BepoBaTrHOhy paza Ges orkasa (moysmamoct) P, MeXaHH3Ma,
Ha cmuny 20 a);

6) AKo ce elleMeHT yIBOJU Ca jOII jeJHUM eJeMeHTOM UH’ja je BEpOBATHO-
ha pana Ge3 oTkasa Takobe jemHaka p, OIpemUTH HOY3IZAHOCT TAaKO
yIBOjeHOT eneMeHTa (meMa je mara Ha cawumu 20 6), eleMeHTH Cy y
HapaJiesIHOj Be3N);

p P _P_]—‘ P

a) 0) B)
Ciu. 20

8) AKo ce elleMeHTY [0Za joll n— | WMCTUX TaKBUX eJeMeHATa y Iap-
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asenHoj Besu (mrema je mara Ha camnu 20 B)), Hahw moysmamocr P
TAKBOT TEXHWUKOT CHcTeMa. Kommko eleMeHTa Tpeba momaTw y map-
aJlelIHOj Be3W jel[HOM elleMeHTy Ia My IOy3[HaHOCT He Ou Gmira Marma
o0 Pl?
¢) Pamu Behe moysjaHOCT MeXaHU3MY OX 3 eJeMeHTa NonaTa Cy jor
3 emementa. Ompe UTH KOju HAUWH ynBajama Jaje Behy Moy3maHoCT:
— kajia ce yIBaja cBaku seo (kao Ha ciunu 21), wim
— Kajla ce yIBaja Ieo MexaEM3aM (Kao Ha CIAIA 22).

Cu. 21 Cu. 22

430. Y mpBOj KyTHju MMaMO m Oenux u n HPHUAX Kyriauda, a y
Ipyroj KyTuju r Gelux M s OPEHUX Kyrauna. bamamo HOBUMH U aKO
ce TOjaBW NMUCMO U3BIAUKMMO jeHy KyTJIWIy 13 IpBe KyTHuje, a akKo ce
mojaBu TpO M3BIAUMMO jelHy KyIVIMIy U3 Ipyre kyruje. Kommka je
BepoBaTHOha 1a M3BydeMo Gery KyTummy?

431. JlaTe cy IBe KyTHUje ca KyrinmaMa. Y TPBOj KyTHUJU ce HaJas3n
a Genux ¥ b IPHUAX KyTJWIa, a y APYroj c¢ bemux u d OPHUX KyLIUa
(¢ > 2, b > 2). 3 upBe Kyrmje npebaduene cy [Be Kyriaame y APYyry
KyTHjy, [a je 3aTHM U3 Apyre KyTHje U3BYUeHa jemma KyTanna. Konmka
je BepoBarHOha sa je oBa M3ByUeHa KyIJIUIa Gema?

432. JlaTte cy Tpm KyTuje. Y IpBOj ce Haja3u 5 Oenux M 3 IpHe
Kyrimme, y Apyroj: 4 6ene u 4 mpue u y Tpehoj: 8 Gemmx Kyrauna. Ha
clydajaH HaumH GWpa ce jelHa KyTHja U U3 n3abpaHe KyTHje U3BJIaUM
ce jemma Kyruwma. Kosuka je BepoBaTHONa na je M3BydUeHa KyIVIHANA
npaa’?

433. Y wyTuju ce maiaze Tpu Hosumha Di, Dy Ds KOX KOjUX Cy
penoM BepoBaTHOhe mobujama Tpba jemnare: 0,4; 0,5 u 0,6.
a) Jenan HOBUMh je M3ByUeH Ha ciydajan Hauns u 6agen 20 myra. ['p6
ce mojasuo 11 myTa. Koumka je BepoBarHOha za je M3BYUYeH MCIPaBaH
mopumh?
6) Hahu anocrepuopuy BepoBarHOohy Kama norabaj B osHauaBa na je
nobujero 10 rpbosa y 20 Gamama uzabpaHor mosumha.

4384. Tpu pasamunte Malrrae My, Ms, Mz KOpUCTe ce 3a TPOU3BOI-
v 9
By cepuje jeDHOT IPOU3BOIA. [IpermocTaBUMO 12 ce Ha Malmway M
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npoussomu 20 mpomeHaTa TOT Tpom3Bona, Ha M, — 30 mpomemara W
Ha M3 — 50 mpomerara. Iloxaszano ce ma je 1 mpomemaT mpousBoma
obpabenux Ha MamwEW M) nedexTaH, ma cy 2 MPOIEHTa IPOU3BOLA Ca
MalllmEe My AeeKTHH ¥ OHa cy 3 OpolleHTa Me(@eKTHUX MPOM3BOJa Ca
MalnmHe Ms.

a) VI3 mene cepuje je cayuajHo m3abpaH jelaH MPOM3BOJ M MOKA3aJ0
ce na je meperran. Kounuka je BepoBaTHOha ma je o6pahen ma Mamwny
M7

6) Ako ce amocrepropHa BepoBarHoha xumorese A, cMamyje y omHOCY
Ha HbeHy allpUOPHY BepoBaTHONy, y KakKBOM Cy OJHOCY alpuropHe U
amoctepuopHe BepoBaTHOohe xmmoresa A; m Az?

6) V13 meune cepuje je crydajHo usabpaH jefaH TPOM3BOI U IIOKA3a0 Ce
ucnpaBErM. O IpemmTH aloCTePUOPHY BEPOBATHONY Mla je 0Baj IPOM3BOLI,
obpaben ma MammuHI M.

435. Ha OyHKep cy mcnaJsene Tpu rpanare. BepoBaTnoha mororka
npBoM rpagaToM je 0,5, npyrom 0,6 u tpehom 0,8. O jemmor mororka
6ymkep he 6utw yrumTen ca BepoBarTHOhoM 0,3, om mBa moroTka ca
BepoBaTHOhoM 0,7 m om Tpu moroTka ca BepoBarHOhoM 0,9.

a) Hahu BepoBarnohy ma y pesyarary rabaEba, TpUMa TpaHaTaMa
OyHKep Oyme yHUIITEH.

6) Ako je GyHKep yHUIITEH OAPEUTH IITa je BepOBaTHUje Ha je OyHEep
VHUINTEH Ca IBA MOTOTKA WM Ca TPW ITOTOTKA.

9.4 JMCKPETHA CJIYYAJHA TTPOMEHJBMBA

Hexra mpocrop mcxoma {2 HEKOT CIyUajHOT eKCIepUMeHTa MMa KO-
HaYHO MHOI'O MU HpebpojuBo MHOrO enemenarta. Pymrmmja X : Q — R
Ha3UBa Ce QUCKPEMHA CAYNAJHA NPOMEHDHUBC.

Hera cnydajma mpoMeHBUBA X y3UMa BPEOHOCTH X1,Ls,...,&Tn,. ..
ca BepoBaTHOhama p; = P(X = &;), i = 1,2,...,n,.... Ipu yeMy je p; +
pa+---+pn+---=1. Cryn ypebenux maposa (z;, p;), KOju ce IpuKasyje
n Ha cremehwm maumm:

1 Hi) Tn
X 5 =1
{Pl P2 ... DPn } Zi:pz

Ha3MBa ce pacnodend seposamnofia ciydajae npomenssuse X. ['papuuka
nIycTpanyja pacromele BepoBaTHONA je IOIUIOH pacloiese BepOoBaTHO-
ha (cuamka 23).
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P

0 % X
Cun. 23

MaTeMaTHUYKO OUeKMBambe NUCKPETHe clIydajHe IpoMeHbuBe X, y
osmamr M(X) (decra je m o3Haka E(X) mnu EX) jemnHako je:

M(X) = z1p1 + xap2 + -+ TnPn szipz‘- (2)
g=1

Memmjama M, ce onpebyje n3 jenHaKOCTH:
! 1 ,
P(X < M.) = P(X > M) = 3. (3)

Momna M, je HajBepoBaTHUja BPETHOCT cllydaje IPOMeHsbuBe X

MaTeMaTHUKO OUCKMBaibe, MejjaHa W MoIa Cy KapaKTepUCTHKe
IeHTpa pacTyparma BPeIHOCTH CllydajHe IMpoMeHsbuBe X.

Mepa pacTypaba BPeTHOCTH CIydajHe IPOMeH/prBe X OKO MeHTPa
pacTypama (OKO MaTeMaTHIKOr OUYeKuBama) je ducnepsuja D(X):

D(X)=M [X—M (X)) =[21=M (X)) *prtes—M (X)) ot - - HzaM(X)] pa=

=M(X?) — [M(X)]* = e3p1 + &3ps + -+ 2lpn — [M(X)]", (4)
Ilo3mTUBaH KBaApaTHN KOPEH M3 IHUCIep3uje:
o0 = /D(X) (5)

Ha3uBa ce cmandapino odcmyname, Koje ce Takohe KOPUCTH Kao Mepa
pacTypama BPeIHOCTH CIydajHe IPOMEH/bUBE OKO MeHTPa pacTypamba
(o ject oxo M(X)). Cranmapnuo ofcTylathe Ce U3paskaBa MCTUM Mep-
HUM jeJUHMIaMa Kao ¥ BPeJHOCTH ClydajHe IPOMeH/pUBe X.
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MowmernTu pena r cy jemHakum:

my = M(X") =) af-pi, M(X)=mi, DX)=my—mi  (6)

=1
YOUMMO €KCIePUMEHT KOJU MMa CaMO IBe peasusanuje: morabaj
A m morabaj A, mpu uemy je P(A) = p mw P(A) = 1 —p = ¢q. 3akon
pacmozelsre BepoBaTtHOha ciydyajHe mpeTxomHoMe X, KOja IPeicTaBiba
6poj peanusanuja norabaja A y n moHaB/bakhé €KCIEpPUMEHTa, TJIaCH

Pagy = Pl ¥ = B = <Z>pkq"_k, k=0,1,2,...,n. (7
Pacnonena BepoBatrOha medpummmcana 3akoHOM pacmozeie (7) Ha3uBa
ce burnomna unna Bepuyaujesa (J. Bernoulli, 1654 — 1705, mBajuapckn
MareMaTuydap) pacnodesa. MareMaTHuKo OUeKuBambe, JUCIeP3nja U MOIa
ciydajue mpomensbuBe X ca OGMHOMHOM paclomenoM BepoBaTHOha (7)
jenHakm cy:

M(X)=np, D(X)=npq, Mo =][np+p]. (8)

Kama n — co u p — 0, mpum gemy je np= A (A > 0), oHIa ce Kao rpaHUIHN
3aKOH OvHOMHe pacmonerne nobuja [loacoroBa pacmoneina (S. D. Poisson,
1781 — 1840, ¢panmycEkn MaTeMaTAdIaD):

Are=A
k'

lim Pnjp=Pyg= k=0,1,2,... (9)

(»=2)

MaremaTHUKO OUeKMBame U AUCIeP3nja clydajHe IpOMenbuBe X Koja
nmva IloacoHOBY pacmomeny BepoBaTHOha ca mapaMeTpoM A jegHaKW
cy:

M(X)=2X, DX)=) o,=VA (10)
IloaconoBa pacmojena je MO3HATa ¥ MOJ HA3UBOM ,Paclolesa PeTKAX
nmorabaja“. IlpaxTwuno, 6MHOMHa pacrHofena ce ampokcuMmupa lloa-
COHOBOM 3a n > 50 u p<0,1.

436. Jla mm ¢ymrmuja f(n) =
pacnomeiie BepoBaTHONa?

gr B = 1,2,... mepwHUIIE 3aKOH

437. AyToMob6uI mpoNIasy YIWNOM Y KOjOj, HE3aBUCHO jelaH O
Apyror, pane yetnpu cemadopa. CBaKu 01 BUX PAUl Y UCTOM PeKUMY:
1,5 munyTa 3eseno cserno, 0,3 MUHYTa KyTO cBeTsiO U 1,2 MuHyTa Ip-
BEHO CBETJO.
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a) Hahu pacmomeny BeposaTHOha Gpoja X — 3aycraBibarba ayTOMO-
6uia mcupen cemMadopa y TOj YIMIU.

6) Hahu BepoBarHOhy na 6poj 3aycraBibama ayToMoOuia Oyre Mambu
onm 2.

e) Hahu BeposarHOhy ma 6poj 3aycTaBibamba ayToMobuia Oyne Haj-
BHUlIe 3.

438. Ako cryuajma TpoMeHBUBa X 3a10BOJbaBa HejeTHAKOCT
X < a, nokazatm na je M(X) < a.

439. Hoka3aTh Tmin < M(X) < Tmax-

440. llorazatu M[X — M(X)] =0.

441. Jlokasaru dpopmyry D(X) = M(X?) - [M(X)]>.

442. Axo ciyvajHa mpoMeHJpMBa X y3MMa CaMO B BPENHOCTH Iy
U z, cBaKy ca BepoBaTHOhoM 0,5, oHma je mucmepsuja D(X) jenHaka
KBaJIpaTy [OJypa3iuke oBUX BpenHocTH. /lokasaTu.

443. Pacnonene BepoBaTHONa CIyvajHMX TPOMeHBUBUX X Y cy
jenHaKe:

-2 -1 1 2 -2 -1 1 2
Y:11

=
—
—
| —
| —
] =

Hahwu D(X) u D(Y).

444. IuckperHa ciydajHa OIpOMeHJ/pMBa X y3MMa TPW BPEIHOCTH
1 = —1, 23 = 1, z3 = 2. Hahu BepoBatuOhe pi, ps, p3 ca Kojuma X
y31UMa OBe BPeIHOCTH aKo je mosHato M(X)=1,1u M(X?)=2,5.

445. a) Ao ca m O3HAYMMO HajBEpPOBATHMjy BPEIHOCT OMHOMHE
cayJajHe TpoMeHJbuBe (m = Mp), OHIA je UCHYFeHO Py ymo1p < Pamyp W
Pump = Pomt1,p. llOKa3aTl na ce u3 OBUX HejeIHAKOCTH NOOUjajy He-
jemnakocTyt np+p—1< m < np+p, omHOCHO ¢popmyna m = M, = [np+p],
rnie je [z] menn meo 6poja «.

6) Axo ce y 10 monaB/bama eKcoepuMeHTa Jorahaj A mojaBibyje yBek ca
BepoBaTHONOM ;, KOjU MCXOJ eKCllepuMeHTa uMa HajBehy BepoBaTHOhY?

Kommko msnocu najseha BepoBatnoha Pygy 2 32 k=0,1,..., 107
e) Ako ce y 15 monaBJbamba eKcIepuMeHTa Horahaj A mojaBsmyje yBek

ca BepoBaTHOhOM 3’ mahm momy M, m omroBapajyhy MakcuMaJHy

BepoBaTHONOY.
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446. Komka ce 6ama mBa myTa. Ao ca X O3HAUUMO 30UP TavyaKa Ha
obeMa Komkama, Hahu pacrnoseny BepoBaTHOhA ciryvyajHe IpOMeH/bUBE
X, MaTeMaTWIKO oueKknBame M (X), Mmemujarny M., momy M, ¥ BEpOBaTHO-
hy P(6 < X < 10).

447. Y KyTuju ce Hajla3u meT OeMWX M UeTHPHU IMpHe Kyraume. V3
KyTHje ce Ha ClydajaH HauwH bupajy Tpu kyriume (6e3 Bpahama).
Heka je X 6poj m3abpanux Oenux KyrJIuia.

a) Ompemutn pacnozeldy BepoBaTHOha ciydajHe IpoMeHJbHBe X
6) Hahu P(X > 2);
e) Hahm M(X), M, n D(X).

448. Y KyTHUjU ce HaJa3W MeT Oelux M UYeTWpu MpHe Kyraume. M3
KyTHje ce Ha clIydajaH HAUYUH OWpajy TPU KyTJVIUIEe jedHa 3a APYyTroM
ca Bpahamem. Hera je X 6poj m3ByUeHUX OelIMX KyTIHUIA.

a) Ompenutu pacmozely BepoBaTHOha ciydajHe IpoMeHJ/puBe X ;
6) Hahu MaTeMaTHYKO OUeKUBame, IUCIeP3Ujy U MOy CllydajHe IpOMe-
"HipuBe X.

449. Hum ce raba ca b MeTaka, TpW YeMy je BepoBaTHON A ITOTOTKA,
y cBakoM rabhamy jemmaka 0,8. Komuka je BepoBarmoha ma he mmm
6uTy morohen Tpu mwyTa’?

450. Y amaparTy ce Haja3e geTupm namre. BepoBarroha mperope-

Bama y TOKY TOJMHE 3a CBaKy JIaMIy je 5" Konmra je BepoBarHoha ma

y TOKy roauwie Tpeba 3aMeHUTU HajMame OJ MOJOBUHE CBUX JIaMIIu’

451. bBamamo moBuwmh mect nyta. Hahu BepoBarrohy ma ce
a) rp6 mojaBMO TAYHO MBa IIyTa;
6) rp6 mojaBmo Gap TpHW IyTa;
a) Gap jemHoM IOjaBMO I'Po.

452. BepoBatuoha mojaBe morabaja A je y CBakKOM TOHABJIHAHLY
excmepumMmenta jemnaka 0,01. Koswko mopa 6utm n ma BepoBaTHOhA
mojaBe morabaja A HajMame jeHOM y TUX n TOHaBJbama Oyme Beha on
Le
2

453. BepoBaTtHoha 6ap jenne peanusanuje morabaja A y dyetupwu
TOHaBJbama eKcIepuMenTa jemmaka je 0,8704. Hahu BepoBatrohy mo-
jaBe morabaja A y jemmom m3Bohemy eKcliepUMeHTA.

454. Jlmaap ce Gama 100 myta. Omenuty BepoBaTHOhY ma ce Tpb
nobuje 50 myTa.

455. Herxa X osmauaBa 6poj MyIIKe Aelle y TOPOIATAMa Ca IeTBOPO
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zere.
a) BepoBarmohe pobema mymkor merera (A) ¥ KEHCKOD HeTeTa (A)

jemnaxe cy meby cobom: p = ¢ = -. Hahm pacmozmeny seposarmOha
cirydajHe mpoMenspuse X, M(X), D(X) u M,.

6) Axo je BepoBarHON A pohema Mymkor metera 0,515, mahn pacmonery
BepoBaTHOha ciIydajHe mpoMeHJbUBe X .

456. Hexa moponuma mMa cemMopo meme. Y3 IPeTHOCTaBKy Ia je

BepoBaTHOha pobema medara jensaka -, Hahm BepoBaTHOhy ma Ta
HOPOIATA M2

a) 4 mevaka u 3 IeBOjUMILE;

6) Bullle Jevaka HEero IeBOjUMNa.

457. Hosuwrh ce 6ana n nmyra. O apemutu BepoBaTHONY na ce mucmo
mojaBu @) Hemapal 6poj myTa; 6) He Mae OX k W He BULIE O r IIyTa.

458. A) Bemura cepmja IpomsBoka JMMeHKM maje 10% uIKapTa.
Onpematu BepoBaTHONy ma Mely 5 ciaydajno m3aOpaHUX JIUMEHKN
Oynme

a) HU jemHa MedeKTHa;

6) TauHo jenHa MeeKTHA;

8) Gap IBe medexTHe.

B) Axo ce 1000 myra n3abepe y3opak oIl IO 5 JUMEHKA y 3aJaTKy A),
y KOJHMKO MHOTO y30paKa MOMKeMO OUYEeKHBATHU [a

a) mehie OuTy HU jemHe ne(eKTHe JIUMEHKe;

6) Gyme TauHO jenHa JIMMEHKa NepeKTHA;

8) 6ynmy Gap nBe medexTHE auMenke?

459. Beposarroha ma je mpomsBos Heke pabpuke nedexran je 0,2.
Konmko mpomsBoma Tpeba mcnmraTu na 6u ca BepoBaTHohom 6ap 0,9

gobunu 6ap 3 nedexTHaA LPOU3BOLA.

460. Jloka3aTy TaIHOCT GOPMYIe Py p = Ppnok1-p & 38THM, 3Hajy hu
na je Pigao,3=0,2001, uspadynaTu Pro;6;0,7-

461. IokrasaTn ma je Koi ObuHOMEHE pacmonene M(X) = np.

462. Huroma v Muxauno 6anajy nopamh cBaku no n myTa. Konuxa
je BeposatHoha na ce u kox Hurone u xon Muxajna mojasu uctu 5poj
rp6ona?

463. CTpenall Koju MMa UYeTHPH MeTKa raba y mmib mok ra He
[OTOU WV He yTPOIIM cBe MeTKe. 3poj yTpolleHnX MeTaKa je ciyda-
jua mpoMeH/BUBa X KOja MOe Ha ysme Bpemmoctu 1, 2, 3, 4. Hahwu
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pacrmozeny BepoBaTHONA IO ycinoBoM ma je BepoBarTHOha moroTka
nusba mpu cBakoMm rahamy jemraxa 0,8. Koamro he merara crpemal
y TPOCeKy MOTPOINUTHA aKO IIOHaBJHha OBaKBO rabhame?

. 1
464. Crpesal, Koju MOMe Ha [HOTOMM Wb Ca BepoBaTHOROM 7

raha mmm ok ra me moromu. Hahu pacmomesny BepoBaTHORa ciryva-
jHe mpoMmenBpUBe X Koja O3HaUYaBa OPOj yTPOIIEHUX MeTaKa. KOIMKO
MPOCEYHO CTPENall TPOITY MeTaKa O MOTOTKa Tuiha’?

465. llpomsBomu jenmHe BelwKe cepmje, Koja camp:xku 0,7% medex-
THUX TPOM3BOMA, MaKyjy ce y KapToHcke kKyTmje mo 100 mpowmsBoma.
Kouuku he nporenar Kyrtuja 6mutu 6e3 mjenaor meGeKTHOT MTPOU3BOLA
a KOJIMKU ca 2 Wiy BUIIEe HePeKTHWX Mpom3Bona’

466. Y mpou3BOAmBY HEKMX apTUKAJNA yodaBa ce 5 medeKTHUX ap-
TukaJga Ha 1000 mpouwzBenernux. VI3 jemme mapTuje Ha CIyYajaH HauWUH
je omabpano 800 apruraia.

a) Onpemutn BepoBaTHONy na he ce mameby oBux 800 aprurana asahu
4 nederTHA.

6) OnmpennTu BepoBaTHONY Ia HajBUIIE [Ba apTUKIa OyIy mederTHA.
e) Hahm M(X), M,, D(X) u ouenutu Memujany M,.

467. Y rory 200 nmama y jenHoM Ipajy HOCMaTpaH je AHEBHMU Opoj
caobpahajamx mesrona. Hobujenm pesyrrarm matu cy vy Tabenm:

Bpoj caobpahajaux
He3ToJla IHEBHO: k 0 1 2,13 4

(O]

Bpoj nmama ca k
caobpahajumx mesroma: f, | 130 | 51 | 12 | 4| 2 | 1

Cnyuajra mpoMermpuBa X je 6poj caobpahajamx mesroma MHEBHO.
AKo mpermocTaBMMO Ia OBa ClydajHa IPOMEHJBUBA UMa I1l0acOHOBY
pacnomeny (perku morabaju!) ca mapamerpom A, omzma 3axBaspyjyhu
GopMmymu A = M(X) npuOIMEHY BPEeDHOCT 3a A A0OMjaMO M3 OIeHe
MaTeMaTHIKOT ouekuBamba M(X) ~ X, rue je X apUTMeTUUKa CPeIAHA,
KOja ce M3pauyHaBa mpema obpacmy:

5
ka'k

X = k=0

I

o

N

&

=0

rae cy fr (pekBeHIMje BPeNHCCTH CIydajHe MpoOMeHJbUBe X mobujeHe
eKCIepUMEHTOM (MK IIOCMaTpatheM ).
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Yuopemuru emmupujcke (ppekBermmje (mobujene eKCIIePUMEHTOM )
ca TeOpUjCKUM (peKBeHNUjaMa fy Koje ce mobujajy MHOxemeM '[loa-

comoBmx BepoBarHoha ca ykymEHM 6pojem TOdaTaKa: (fix = NPug;
5

oBme je N =200="_ fi).
k=0

468. IIpermenano je 600 penoBa ImTaMIaHOT TeKCTa U U36pOjaHO
KOJIMKO Ce TIyTa MOjaBUIIO CIOBO ,K" y TUM PeIOBUMA:

Bpoj caoBa %" y peny: k 0 1 2 3

Bpoj pemoBa y KojuMma ce
HaLLIo k myTa ciIoBo ,x“: fp | 360 | 190 | 40 | 10

AKO IpUXBATMMO Ja je OBO y30pak W3 TONyJaluje ca IloacomoBoM
pacCIIOIesIOM, OIPEIUTH TeOPH]jCcKe ¢pexBerIyje.

469. Y TeleOHCKO] MEHTPANX y TOKY jeIHOT caTa Gumio je 240
nosuBa. 3pauyrarn, kopucrehn IloaconoB 3akoH pacuozesne BepoBaT-
Hoha, ma y TOKY jeIHOT MUHYTa
a) HUje OO HEjeIHOT NO3UBA;

6) na je GHO jenaH TMO3UB;

8) ma cy 6uia JBa MO3WUBA;

2) ma cy Guia TpW U Jajbe CBe 0 0CaM IO3WBa.

OIeHUTH KOJWKO je MUHYyTa y TOKY TOT caTa Owmio Oe3 IO3MBa, Ca
jenmHwMM, ca [1Ba, TPHU, YeTHPW ¥ BUIIE IO3WBA.

470. IlozmaTo jevﬂva Meby mymava uma 1% neBaka. OneHuTE BepoBa-
taohy morabaja ma meby 200 ciydajro u3abpaHuX JbYIM MM Gap
UeTUPU JEeBaKa.

9.5 HEIIPEK JTHA CJIYUAJHA ITPOMEHJ/bUBA.
HOPMAJIHA PACIIOIEJIA

BpenHoCcTH HemperugHe CIydajHEe IpOMeH/puBE X MOTY 12 6ymy
IIPOM3BOJLHY PEAH OPOjeBU ca HEeKOI' MHTEPBAJIA. IToTmyra KapakTep-
MCTWKa je TyCTHWHa pacloneie BepoBaTHONa f (), xKOja ce y roopnIu-
gaTHOM cucTeMy Ozy Tpa@UUKH IPUKa3yje KPUBOM I'yCTUHE paclozese
(cnuka 24).

IloBpuIMHEA UCIOL KPUBE Iy CTUHE IPeACTaB/ba yKYIHY BepoBaTHONY
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¥ 3aT0 je jemHaka jemmEUIM. I'ycTmHa f(z) mocenyje ocobmme:

(z (1)

0
[ t@is=1 (@)

Z

Sy
oL

BepoBatroha ma cioydajHEa mpoMeH/BHBa X y3Me BPENHOCTH HA WHTEP-
b
Bany (a,b) jemmakra je Pla < X < b) = /f(a;)dx (ra cammm 24 1O je

mpaupaHd Neo WCIOOMN KpWBe I'yCTHHe a M3HAI MHTepBata (a,b)).

f(x)

0

Cu. 24

MarteMaTHUUYKO OUeKUBame U AUCIepP3uja Cy jenHaKH:

M(X) = / af (x)de (3)
MM:MW—M@W:/W—M@Wﬂ@M:
= M) - M) = [ 2 (@) - 200) @

Memujana M, ce nobuja w3 jemHayvWHe:

M. 1
/ flx)dz = 3 (5)
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Moma M, je jemHaka amcuucy Tadke y KOjOj IyCTHHA NOCTUI'HE Mak-

CUMYM.
PaBHOMepHa pacrnogena ce JeUHUIIE I'yCTHHOM

3aa<e<b

{O, 3az<auaz>bh

I'pa¢uk KpuBe T'yCTHHE paBHOMepHE Dacloele AaT je Ha cammu 25.

f(x)

0 a b X
Cn. 25

Moga M, He mocToju. MaTeMaTUYKo OUeKUBamkbe, MeIrjana W JUCTep3-
nja cy jemHaKwW:

a-+b

a+b (b—a)?
5 :

12

M(X)=M, = D(X) =

HajmosmaTwja HempeKWIHa paclofena BepoBaTHONa je HopMaana
nmu Laycoea pacnodesa (K. F. Gauss, 1777 — 1855, Hemaukn MareMa-
THUap) YMja KPUBA I'yCTWHE MMa OOJWK OCHOT IpeceKa 3BOHA (cnuxa
26).

f(x)

P(mn<X<4)=05 £
$ro=frict

| §0)=0
A Pe>)=05

o\

Ci. 26 Cu. 27
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Kama X mMa mopMaiHYy pacumomely ca HapameTpuMa u 1 o kpahe
nyrmemo: X ~ N(p,0).

I'ycruna pacnosene BepoBaTHONa ciiydajHe mpoMensbrBe X ca HOP-
MaJHOM pacmonenoM N(u,o), BEHO MAaTEMaTHUUYKO OUYeKUBaFmhe U JUC-
Tep3uja jemHaku cy:

Fls) = — g S os i < 0m, M(X)=p, DX)=0o (6)

e 20
oV 2T

Cuayuajua npomenpuBa 1 = ! masupa ce CTaHIapAU30BaHa CIyda-

jEa mpoMenmuBa. Aro X mMma i[opMaJIHy pacmozerny ca mapaMerpuMa
p ¥ o ouma T MMa HOpMaJHYy pacmozely ca mapamerpumma 0 m 1, To
ject T'~ N(0,1). Fbena rycruna pacnomeie ce obenexaBa ca ¢ (i) u
jemmaka je (mo6uja ce m3 dopmyie (6) 3a u=0m o =1):

= e, —oo<t<+oo (7)
I'padumr Kpuse ructuHe ¢ (t) nat je Ha ciaunu 27. Pymrmuja
1

O(t) = / ¢ (t)dt Ba3uBa ce JlannacoBa ¢pymrmuja. OcHOBHe 0coGUHE OBe

0
GyHKOUje Cy:

®(0) =0, &(+c0)=0,5, mw &(—t)=—-P(t) (memapma je).
Y mpunoskenoj Tabenn najemo BpenHocTu JlamracoBe GyHKIMje 3a pa-

sauunte Bpennoctu T'. Ilomohy me ce mapauynaBajy BepoBaTHONe KO
HOpMaJlHe pachojese, HauMe, ako je X ~ N(u,0), OHIA
Pla< X <b)=®(tz) — ®(t1) (8)
. a = b—
rﬂejetlz—’u I/Itzz—u.
o o
®pannyckn MaTemarudapu A. me Moasp u Iljep C. Jlamrac moxa3sa-
J¥ Cy M je HOpMaJiHa paclojiella TPaHWYHA PACIojena GMHOMHE PacIo-
nefie Kalla je n BEJIWKO a BepoBaTHOha mojase morabaja A (,ycmexa®)
p = P(A) Huje Mana ma 6m ce Kao I'DaHWYHA pacloiena KOPMCTHUIA
IToacornoBa pacmomena.
Teopema Moasp — Jlanaaca. Axo ciaydajHa nIpoMeHBUBa X wMa Ou-
X —np
_ N
CTaHIapAu30BaHa Cly4YajHa IPOMeHJbUBa T’ MMa HOPMAJHY PacIolery
N(0,1) xama n — 0o, TO jecT Taja je MCOYHeHO:

HOMHY pacOozely ca IapaMeTpuMa n W p U ako je T =

, Tana

i
X —np 1 12
& < = £ > —e 2di = = s
P (tl - == < tz) P(tl <T< tz) S / ﬁe dt @(tz) (P(tl)
(9)
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9.5 HenpekugHa clydajHa OpoMeHJpMBa. Hopmasana pacmojiena

Bpemmoctu Jlamnacose ¢pymrmuje O(t) =

t $(t)

¢(t)

(1)

¢(t)

I~

0O NODD
U= —<H 00 — 1 00 e O T 0B DD N O~ DO =N FIN O OM O ODDRD DR
NI e e 09 <H <H 1010 10160 O €0 (O 1O O L= = b= D= I= 1= 00 0000 000 VX NN RN D R R M
NNDARDDDDDDDDRRNRNNDNDDNDRRRRNDNRRNRRRRRD
B T TR A e L1 A L A S U MM AU M A A

3368990000993756207529629517272726155269257024689
4680247913468024689134689134679023567901345789012
6667777700008008999999000000111111222222233333333444
3333333333333333333444444444444444444444444444444

00000999998887766543321087643197531863074184062
04.0026937159371593715937148260471593604815926037
000111223334455566777800999001112223344455566777
0000000000000000000000000011111111111111

844

MO O
1000 =10
VOO O

B e e R B s B R R K R R o K |

0
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. . 0, 3a2<0,z>2
471, Hara je dpymrmmja f(z) = { A% 8a B A B
a) Onpermmtu A Taxo na ¢pyurnuja f (z) 6yle rycTuHa pacnolele BEpoBa-
troha HeKe ciydajHe mpoMmeHJpuBe X .
6) Hahu M(X), M., M,, D(X).

472. Onpemutu A Tako ma QyHEEOUja f(z) = Asmz 3a 0 <z <7 H®
f()=03a <0 uaz>nr byne rycTuHa pacnoneie BeporaTHoNa HeKe

ciydajHe mpoMerbuBe X. JaruMm Hahm M (X), M., M,.

473. Cnyuajra npoMersbuBa X MMa I'YCTUHY PACIOele BepoBaT-
moha oGimKa IpaBOyTIOr TPOYIria Ha mHTepBaly (0,a) (cimra 28).

f(x)

Ciu. 28

a) Hamucary m3pa3s 3a ryctury pacmozeie f(z);

6) Hahwm BepoBatHOhy P(% < X < a} (mwpadupaHa TOBPIIMHA HAa

cnumu 28).
e) Hahu M(X), D(X), ., M.,. Mona M, ka0 oueHa Cpelme BPeIHOCTH
oBzme HeMa cMmucia (M, =0).

474. Cnyvajra IpoMeHBbUBa X je 3amaHa Ha MHATePBady (3,5) rycTu-
g 3 2 5
HOM pacImozeie BepoBaTHoha f(z) = —7% —1—6:1:——4— u f(z) =0 3a ocTamne
BpenHoCTH 2. lIpoBepuTn yciuos (2) u nahn M(X), M., M,.
475. Axo ce cBe BpeIHOCTH ciydajHe IPOMeHJbMBe X HaJaze y

rpasuIamMa o1 a 1o b (a < b), TIOKa3aTH Ia je U BPeIHOCT MaTeMaTUUKOT
ouekmBama M(X) yHyTap TUX I'DaHUIA.

476. BpemgocTrMa ciaydajHe TpOMeHBUBe X M0MaTa je KOHCTAHTa
k. Karo ce 3060r Tora Memajy MaTeMaTUdIKO OUYEKMBAaHke U MUCIeP3uja’
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477. CBe BpemHOCTH CJIydajHe IPOMEHJ/bUBe X TMOMHOMXEHe Cy KOH-
crantoM k. Kako ce memajy M(X) m D(X)?

. Q1
; 1 .
478. Pemreme jensadnge / [ (x)dz = 7 Jede opsu kBapTa Q1 (25%
=00
BPEINHOCTHU CJydajHe IIPOMEHJbMBE je JeBO Ol Te TauKe), a pelleme
Qs
. 3 .
jenmaumHe /f(:v)dw = 7 faje rpehu xBaprun Qs (75% BpemmocTn
— 00
cIydJajHe TPOMEHJPUBE je JIeBO Of Te rauke). Memujara M, ce 30Be u
OpYTH KBapTWJ U YecTo obenerkaBa ca Q.
a) Konuko mporexnara BpeqHOCTH ciiydaje TpOMeHJpMBe X ce Hajlasdw’
m3mehy Q1 u Q37
6) 3a paBHOMEDHY PacIolely mahm Q) ¥ Q3 ¥ TOKAa3aTH Ia je MelrjaHa
M, jenHaka apWTMETHUYKO] CPeIWHM KBapTuila (1 1 Us.

479. CrygajHa npoMeHsprBa X ¥MMa eKCIOHEHIMJAJIHY PacIonery
ca mapamerpoMm A (A > 0) ako je rycTumHa paclozese BepoBaTHOha

jemHaKka: :
0, 3a ¢ <0
f =)= { e za, 2 20

a) KoncTpyncaTu KpUBY I'yCTHHE U IPOBEPUTH yCJIOB (2).

6) Hahu M., M(X), D(X). (Mona se moctoju).

e) Hahw Beposarohy nma ciywajHa MpOMeH/bUBa X y3Me BPemHOCT
Maiby Ol FbeHOT MaTeMaTHIKOT OUYeKUBAbA.

480. I'paduk rycTune pacuomese je oOIMKa je IHaKOKPAKOT' TPOyTia,
wa uETepBaty (—a,a) (caura 29). Hahu ryctuny pacmonene, M., Mo,
M(X) u D(X).

f(x)

-a 0 a - X
Cu. 29

X -
481. Ao X ~ N(u,0), onna T = ~— -

Ma HOPMAJIHY PacIonelly
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N(0,1). dora3zaTn.

482. Cnydvajra mpoMeHBrBa X MMa HOPMAaJHY PacIOIely
X ~ N(10,2). Hahu BepoBaTHOhy P(8 < X < 14).

483. Ako X ~ N(u,o) rahu BepoBarHORY na cayuajHa IpoMeHBUBA
X y3Me BPemHOCT Ha WMHTepBaJy (u— ko, p+ ko) 3a k=1,2,3.

484. /lara je crydajHa IpOMeH/bHBA X KOja MMa HOPMAJHY PacIo-
nmery N(16,4). Hahu cuMeTpuyuan mHTepBal OKO Tauke u = 16 y KoMe
clydajHa IPOMeHJbUBa X y3UMa BpPeJHOCTH ca BepoBarHohoMm a)0,95,
6) 0,99.

485. CuydajHa mpoMeH/bUBa X WMa HOPMAJHY PAaclomely Ompe-
1 (=2)2 ‘
e~ 5. Hahum M(X) u D(X).

5V 2w

486. Crnyuajma mpoMerJbrBa X WMa HOPMAJHY pacmomexy N(0,1).
Hahmn

beny rycrurom f(z) =

a) P(0< X < 1,65); 6) P(—0,73 < X < 0);
8) P(—1,713< X < 2,01); 2) P(—1,79 < X < —0, 54);
0) P(X >1,13; 5) P(1X| < 0,5);

e) t, ako je P(X <t)=0,7967;
ac) t, ako je P(t < X < 2)=0,3772.

487. CnydajHa TPOMEHBUBA X MMa HOPMAJHY pacmomernry ca MaTeM-
aTUYKUM ouekuBambeM u = 10. BepoBaTHoha na X mpunaine uATEpBaIy
(10,20) jemmaka je 0,4. Konmka je BepoBaTHONA Ma X y3Me cBOjy Bpel-
HOCT ca mHETepBana (0,10)7

488. Texnnue 800 yueHnKa pacromeiuie Cy ce Mo HOPMAaJHOj PacIIo-
[el ca CPeOibOoM TEeRMHOM g = 66 kg X CTaHDAPIHUM OICTyHIaHeM
o =5kg. Hahu 6poj yuenura umja je Tesxuna:

a) nuaveby 65 u 75 kg;
6) Beha onm 72 kyg.

489. Hahwm BeposaTrohy 1na ce Mmely 10000 moBopohene meme 6poj
Myuike mene Habe y rpammmama oz 4950 mo 5100.

490. BepoBatHoha mnojase morabhaja A y cBakom oxm 100 mesaBwmc-
HUX eKCclleprMeHaTa KOHCTaHTHa je u u3HocH p = 0,8. Hahu BepoBaTrOohy
nma ce morabaj A mojaBu
a) He Mame oX 75 u me Bume ox 90 myTa;

6) He Mame onx 75 myTa;
8) He BUllle 011 74 myTa.
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10 CTATUCTHUERA

10.1 TIOMIIYJIAIIIJA 11 Y30PAK

Y cTaTHCOWANM ce IpoydaBajy HOMyJIallje Pa3ininTuX eleMeHaTa.
CBaky eleMenT IOy Ialyje oMKy je ce obenexjuma. Kana ce obenexja
elleMeHaTa M3paKaBajy 6pojeBuMa, Ha3UBa]y Ce HYMEePUuKUM 00enediciu-
ma. Kama. ce ey Ia TpoydWm HeKa I0OjaBa y [AaTOj MOMyJalVWju yoO-
gyaBajy ce bumna obeaedicja elleMeHaTa IOMylNaluje 33 Ty HOjaBy (mpum
AHAJM3M yCIOexa yUYeHWKa yodaBajy ce HBbMXOBE OleHe, a IPW aHaJIU3U
IPMXOBOT 37IpaBJba youaBajy Ce HBUXOBe BUCUHE U TeXWUHe a He OIeHe
73 IOjeIMHNX MpeIMeTa ).

Kako cy BpemHOCTH HyMepUIKMX obesedja cilydajHOr KapaKTrepa,
TO ce MOTY CMAaTpPaTH CIyUajHAM IPOMEHJPMBMM, Ia UX ObelexaBaMo
ca X, Y,... Kana obenexje y momyJanmju y3uMa KOHAaUaH WX IIPe-
6pOjUB CKyTl BpeJHOCTH Ha3uBa ce Juckpemno obeaedicje, a Kaua MOe
Ja y3Me Ma KOjy PeajHy BPeIHOCT U3 HEKOT MHTepBaja (Hempebpojus
CKYIl BPEIHOCTH), OHIa je nenpexudno obeaedcje (BUCWHE JbYIU, BEK
Tpajama amapara...)

Honynam@ja ce UCIATYje NOMNYHO UIA JeAuMudHo. Y TOTIYHOCTH
ce UCIUTY]e TOIyJalyja CTAHOBHUIITBA jelHe 3eMmibe jenHoMm y 10 ron-
WHa, jep je TaKBO WCIUTUBAHE TYyTrOTPajHo U cKyno. llpunukoM nennmM-
MYHOT MCIATWBaiha Ha clIydajaH HaUWH ce W3IBaja [eo IIOILyJanwuje,
KOJU Ce Ha3WBa Y30pax W MOMONy Kora ce ollelmbyjy Haj3HadYajHUje Kapak-
TepUCTUKe IOMyJIanyje.

HajjenmocTaBHUja CTATUCTAYKA aHaJW3a ONHOCKA Ce Ha Ipoyda-
Bame BPEIHOCTU jeNHOT obenexja X.

[IpeTmocTaBUMO Jla n ejeMeHaTa y30pKa MMajy HyMepUdIKe Bpel-
HocTH OBelexja X: o1, Ta,..., Tn. Lama ce cpelmba BPeIHOCT pu = M(X)
obellekja y IOy TalUju OEkbYje apUTMETUYKOM CPeIrHOM y30pauKuX
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IIoJaTaKa:

— @mtztotz, 1O
pr X = - n:EZa}i (1)
=1

a nucnepauja o? = D(X) momyianuje olemyje ce y30PAUKOM IUCIep3-
. 2.
ujom s?:

22 @=XP +@-X)P+ 4@ —-X) 1g -2
“ == = — T, — X)) =
o s n ” ;(?z )
]. n 2 =2 2
= —Ea:z- - X (2)
n <
=1
AKoO je y3opak OpOjHUJU W aKO Cce CBaKa O BPEOHOCTU i, T3,..., Tn
IojaBJbyje BUIIE IIyTa:
Bpenmoctu obenexja X:
24 z1 | @2y | 0 | &y YKYITHO
Ppexsernuje: f; Fu lofe foio) o =D L F
=1
onma cy obpacru 3a X u s? obauka:
- _ heitfrat ot famn 1
X = = =% ;fﬂ?i (3)
"N fi(zi = X)? + fa(@a — X)2+ -+ falzn — X)?
- % =
1 < _— " b
= = filwi =X =) fie? - X 4)
i=1 i=1
PenartuBue ¢ppexBenmuje ce obenexaBajy ca fr; W jemHakre cy
fm’zﬁ t=nly 2w, 10 zn:fm-:l. (5)
N) ) ) ) ) =

PenaTtmBEe QperBeHnuje f,; U3padyHaTe U3 Y30pKa Cy OIlEHEe BEPOBAT-
soha morabaja P(X = z;), To ject

f}i’&’pi:P(XIa}i), i:l,?,...,n. (6)

Kana ce Bpemmoctu obenexja X M3 y30pKa pacmoesbyjy mo Kiacama,
oHma ce 3a 6poj KIaca k Gumpa moromax 6poj oxm 5 mo 20 (mum 1o
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dopMmynn k ~ VN). Ako cy mmupuHe Kiraca jenmHake d OHIA ce yBOIM

T3B. padna nyaa r, (To je Hajuemhe cpenuHa Kiace KOja ce HaJasm y

cpermmHn pacmozene ¢ppexBernuja). Jlo moroxrujer obpacna 3a apuT-

MeTHUKy CpemuHy X fojasu ce Ha cienehu mauwms (21, 22,..., ¥ CY
(3

cpenmEe Kiaca 1 Zfi =N):

=1

k k k
— 1 1 1
A = NZfiwi: N‘Zfi(mi—J?O'Fmo): NZfi(mi—J?o)-l--’Bo:
i=1 i=1 i=1
dzk:fwi—mo_l_ dzk:ft—l- ; T; — Lo (7)
= — i o = —= i lg Zo, j = ¢
Ni"'l d ’ Nz':l gt A : d

MenujaHa 1 MoJa ce 3a KlacHpaHe IOJaTKe U3PadyHaBajy IpeMa obpac-
ouMa:

_ %—(f1+fz+~-~+f1~)
M.=L+d

fr-{—l (8)

rze je L moma IpaHula KiIace y KOjoj ce Hawasu Melujana, fi+/fa+: - +fr
— (rymyJaTBaH) 36Mp PpeKBeHIM]a IO Kilacama KOje peTxoie KiIach

2

— D1
M,=L+d ——— 9
Dy + Dy )

: N
ca MelujaHoM (fl +fot+- o+ < —-)-

re je I moa TpaHWIla MOJaJIHEe Kilace (MOJa ce HaJa3W y KIacu Ize je
dpexBertmja majseha), Di je pasmmka usmeby dperBeHIMje MOTaJHE
KiIace U pPeKBeHNHje Kilace Koja IPeTXOIM MOJANHO]j, a Dy je pasiuka
uwamelly ¢ppexBenIuje MomalHe KiIace ¥ QpeKBeHIMje Kiace Koja ClIenu
n3a MOJAJHE.

Kao Besa m3mely mMemujaHe, MoIe M apUTMETHUKe CpeyHe UecTO
ce KOPHCTY eMIHpHjcKa penammja X — M, ~ 3(X — M.), Koja mokasyje
Ia je 0BWYHO MeauMjaHa TPY LyTa OIMEa apUTMETWIKO] CPEIVHH O
MoJIe.

Y3opauka mwcrep3uja s’ 3a ToJaTKe, KOJU Cy PacCHOIesbeHH IO
KJacaMa, U3padyHaBa ce oMoy obpacna:

d2 k 1 k 2
=% [Z fit] - = <Z fm) } (10)
=1 =1

[Ipu ynopebemy pacTypama PasinuATAX y30paKka KOPUCTH Ce Kao
Mepa pacTypama (pesnaTuBHa, 6e3 muMeHsnja) Koeduyujenm sapujayuje:

(11)

S

[{U - ?
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Wcrakamvo jom jemHoM: umHTepBAX (g — 30, 4+ 30) y HONyIalujn
OOMYHO caIp:M CKOPO CBe TMOJaTKe momyJanuje, Ttadauje 99,73% mo-
nmaraka. OBo mIpaBUMIIO je ITO3HATO HOM HA3WBOM ,,IPABUIO TPU cUrMe
(Bmmetw 3amatak 483). Kama y y3opky uspauynamo X u s, mobujamo
OlleHe Cpelfbe BPENHOCTH HOIyJNalWje g W CTAHIAPIHOT ONCTyIamba
nonynamyje o (p ~ X, 0 & s), Ta OHINA OYEKyjeMO nHa M WHTepPBAJ

(X —3s, X 4 3s) canpHEM CKOPO CBe MOMATKe Y30PKa, WX IPUOIHAHO
99, 73% momaTaka.

491. Y3opaukn mapameTpu X, s U f. YyTOJIMKO GOJbe OLEHY]y
omroBapajyhe mapamerpe momyrnamuje pu, 02 W p yKOIUKO je y30pak
U3BYy4YeH U3 IoNylaluje — pelpe3eHTaTUBHUjU. To ce mocTuske ciyda-
JHEMM U300pOM elleMeHaTa 3a Y30paK M3 momyianuje. Kako samuniibaTe
ciaydajaH m3bop?

492. IIpebpojaTy IO KOJIMKO IIyTa ce IIOjaBJbyje CBaka mudppa y
TpHUIIOKeHO] Tabenn crydajEux 6pojeBa (u3 3amatka 491) u yrBpamaTn
Ia JI¥ ce CBaka IH(pa I0jaBsbyje MpUONMEKHO jennak Gpoj myTa.

493. U3 ,,mHeBHUKA“ jeTHOT OJleiberha UEeTBPTOr pa3pela TCUMHA3-
uje on 30 y4eHMKa MOTY Ce PEIOM MPOUMTATH OIEHe M3 MaTeMaTHKe:

4,3,5,2,3,3,3,4,4,5,2,2,1,3,2,4,1,5,4,3,3,4,2,1,3,2,3,4,3,5

CacTaBuTy pacmozely (peKBeHIMja YUeHWKa [0 OleHaMa M3 MaTeM-
aTWKe ¥ HaOpTaTH NOJUIOH pacmonieie pekBeHnyrja. AKO IpeTHocTa-
BuUMO na oBuX 30 yUeHWKa UMHE CIydajaH y30paK yUeHUKa UeTBPTUX
paspena TMMHa3Wja, ONEHUTU CPEeNmby OIeHy M3 MaTeMaTHKe Te IOI-
yllallije ydeHWKa, IOUCIepP3HUjy Kao W BepoBaTHOhy ma he ciaydajHo
n3abpaHn YUeHUK UMATH ONeHy 6ap 4 M3 MaTeMaTUKe.

494. Hahw Menmjany, Mony n apUTMETUUKY CPEIVHY y30pakKa:
a) 7,7, 8, 10, 11, 12, 13, 12,14, '
6) 6,7, 7,8,10, 12, 13, 14.

495. Iloka3aTu na je 36Mp OZCTyNama CBUX BPEIHOCTH Obesexja
Ol ’HUXOBE apPUTMETHYKE CPEeNVHe jelHaK HYJIH.

496. IlokazaTy na ce BpeIHOCT apUTMETUUKE CPeArHe HaJla3y H3Me-
by majmame u majBehe BpemmocTm obelexja.

497. Texune 50 crydajHo U3abpaHNX yUeHUKa jemHe IKoue (y Kr)
cy cienehe:

47,3 39,5 44,5 47,5 48,3 50 50,6 51,5 41,7 58,6
49,9 51,8 56 47,4 44,8 42,2 50,4 46 44,9 52,5
53,3 45,6 55,6 43,8 50,2 50,9 52,8 43,2 51,3 45,7
51,6 57,3 52,3 52,2 53,9 48 90,3 83,7 47,8 50,6
48,1 50,7 54,2 48,7 50,7 .48,8 54,1 47,2 48,5 47
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VI3BpUIATA CTATUCTUYKY aHAIMU3Y.

498. 3a pacmomerny ¢perBeHnuja nary y ciemnehoj rabenn mahwu
APUTMETUUKY CPEeIuHy KopHCTeBH o6pacme (1) u (7). Kojum obpacnem
ce Gpwe mobuje X! Hahu M. u M,.

Krace Cpernune kuaca z; | Ppexsernmje: f;
0,055 — 0,065 0,06 5
0,065 — 0,075 0,07 4
20=0,09
0,075 — 0,085 0,08 14 d=0, 01
0,085 — 0,095 0,09 23
T; — 0, 09
0,095 - 0,105 0,10 9 tizo—m—
0,105 - 0,115 0,11 i=1,2.3.4 5
6
Y KyIHO = Zfi =60

499. Jlara je HEMOTHYHa paclonena dpexsenmja y caenehoj rabe-
. Tlosmara je memmjana M, = 46. Kopucrehn mosnaTy MelnjaHy IOI-
YHUTH PacHoely (pPeKBeHIrja a 3aTuM gahn u X.

Knace | ®pexBennuje: f;
10 — 20 12

20 - 30 30

30 — 40 —

40 - 50 65

50 — 60 -

60 — 70 25

70 — 80 18
YKynHO N =230

500. Memmjaga 1 MOIa y y30DKy cy mosHare: M, = 33,5 u M, = 34.
Henosuate ¢y TP PpPEKBEHIEje ¥ PACIONEN (GPEKBEHIIH]a:

Kuace 0-10]10-20]20-30[30-40[40-50150-60|60-70 | Y xymrO
dperBennuje| 4 16 ? ? ? 6 4 |N =230

Hahu X.
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501. I3 y3opka on 18 monaraka M3pavyHaT Cy apUTMETHIKa, Cpe-
IWHA ¥ CTAHZAPIHO ofcTymame: X =7 u s = 4. [Ipw KOHTPOIM pe3y-
TaTa yCTAHOBJHEHO je 7la je yMecTo momaTka 12 ysera Bpemmoct 21 u
TaKO ca IOI'DENIHO y3eTOM BPeNHOIINY TOr moaTKa W3PadyHaTH Cy X
u 5. Hahim kopekrre BpemnocTyt Xj # sp.

502. Y y30pKy on 5 eremMeHaTa TO3HATE Cy BPENHOCTH TPU ejle-
MenTa: 1, 2 u 6, apUTMETUYKa CPenrHa CBUX IeT ejleMeHaTa X = 4,4 u
BUXOBa aucnepsuja s = 8,24, Hahu BpemmocTu ocTasa mBa eleMeHTa
Y30PKAa.

503. Hera y3opak umMHe IPBUX n IPUPOTHUX OpojeBa.
a) OmpemAT apUTMETUUKY CPEeIUHY.
6) 3uajyhu ma je 36up KBaAparTa IPBUX n IPUPOTHUX OpojeBa,

n(n+1)(2n+1) : T n?—1
5 , TOKa3aTH Ia je MMCIIep3uja jemHaka, .

504. I3Bectu o6pasan (10) mo KoMe ce M3padyHaBa y30padKa IHC-
nep3uja s? Kaja Cy MOJANy PACIOAe/beHN 10 KIacaMa.

505. 3pauyHaTu cTaEIap . HO OACTYName 3a cienehy pacmomeny:

Tpajame Ted.
pasrosopa 0-30|30-60{60-90|{90-120(120-150|150-180|180-210| ¥ kymHo
(y cek.)

Bpoj pasz-
roeopa f; 9 17 43 82 81 44 24 N =300

506. Konmuuruk mHTenurennuje 480 yuyeHUKa jenHe IMKOJE UMa Pa-
CIOTeNy:

Cpemune

KaIaca x; |70]74|78|82|86|90]194198(102|106(110(114(118]122|126
Bpoj

yuermra fi| 4 |9 |16(28|45|66|85|72| 54 |38 |27 |18 |11 | 5 | 2

a) Hahu apurMerwyky cpenwHy W CTaHAApIHO OICTYIIambe.
6) Hahu mpomenTe 6poja YUIEHUKA KOJU L0 KOJNUYHWKY WHTEIUTeHIN]e
npunanajy maTepBaanMa (X —s, X +s), (X —2s, X +2s), (X —3s, X +3s)

507. llomynmammja ce cacToju o b BPEIHOCTH CIYyUajHE IIPOMEHIBIBE
X:2,3,6, 8, 11. llocmaTrpajmo cBe moryhe y3opke obumMa 2 egemenTa,
Koju ce Mory u3Byhu m3 momynamnuje ca Bpahamem, To jecT Tako mITO
ce jeIHOM M3BYYEHOM eJEeMEHTY MOKe MPUAPYKUTH OPOMU3BOJHAH O
meT JaTuX OpojeBa.
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a) Hahu cpemmby BpeIHOCT HOMyJamuje j; W CTAHAAPIHO OLCTYNAbe
MOTYJNaIMje 0.

6) lokasaTn Ma je apUTMETHIKa CPEMHA APUTMETAIKAX CPEIUHS y30-
paka jeIHaKa Cpelibo] BPeIHOCTH Honynaume pe (10 jecT M(X) = pa ).
¢) Hahu cranmapAHO OICTyIame TMOMyJTalyuje apUTMETHIKAX CPeIuHa
7 TOKa3aTHU Ia je CTAHAapIHO ONCTYIame apPUTMETUUKUX CPelrHa 0y

] T, . F
eIHAKO o = —& rge jen obuM y30paKa, M3 KOJUX C avdyHaTe ap-
X 717 9

NTMEeTUYKe CpelrHe.

508. Mammma je ToelleHa Oa IPOM3BOAM KYyTUIMIE Ca CPelboM
Bpensomhy mpeunuka 5,74 MM 1 cramzapmmmt oxcrynameM 0,08 MM,
Jla 61 ce mpoBepuMiIa MCIPABHOCT MallWHe, Ha CBaKa [Ba caTa y3UMa
ce 6 xyrimma (y3opak), Mepe ce HUXOBM NPEUHWIN ¥ W3pavdyHaBa Cce
apUTMETUUYKa CPeIVHa TUX MPEYHUKA.

a) OnmcaTy IPaBMIIO IPEMa KOMe ce OJUlydyje [a MalliHa KCIPaBHO
panu.

6) loka3aTu Kako ce TPaQUURA MOM¥Ke MIIyCTPOBATY IPABHUIO MCKA3aHO
nom a).

509. Ilara cy msa ysopka: (I) 2, 5, 8, 11, 14 u (II) 2, 8, 14. Hahu
a) apI/ITMeTI/Iqu cpemune X 1 X, oba y30pKa;
6) s? u s} — mucmepsmje oba y30pKa;
6) apUTMeTHYKy CpPeIuHy X y30pKa NOOUjeHOT KOMOUHOBAaEeM JaTa
X1+ naXs

ni+ ny
2) muctepsujy s? y30pka n06MjeHor KOMOUHOBAEM JaTa IBa y30pKa 1
nlsl +ngs2 + (X1 — X) + na(Xz — X)
ny + noy '

[IBa Y30pKa U P TOM TpoBepuTu popmyry X =

IIpY TOM IIPOBepUTH GPOPMYTIY s

510. ABUOH IpeBatbyje YyUaJbeHOCTU d = 2500 km, dy = 1200 km,
ds = 500 km, mpoceunuM GpsmmHama vy = 1200 km/h, vo = 1000 km/h,
vg = 500 km/h. Onpemutn mpoceuny Op3uHy V aBHOHA HA YUUTABOM

oyTy.

10.2 UHTEPBAJIHE OIIEHE ITAPAMETAPA IIOIIYJIAIINJE

SajaTak olleHe jedHOT MapaMeTpa () IOIyJalyje pellaBa ce Ha
ciaenehm HauuH: M3 IOMyJlalyje ce Ha CIydajaH HauWH M3BJIAYM y30-
pak oI n ereMeHaTa M mMOMONy mera mapauyHaBa oleHa U mapameTpa
Q. Onena u3 ysopka U (,,CTaTACTUKA " MM y30PayuKu mapameTap) 3aB-
WcH oJf elleMenaTa y3opka: U = U(zy, z,...,a,). Kopucrehn pasmmante
y30pKe obuMa n H0oOUjajy ce pasamuuTe BPETHOCTU oueHe U (BrmeTn
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saparak 507), To ject U je clydajEa NDOMEHJBHMBA, 3a KOjy U3 y30paka
nobujamo meny pacnosneny ¢ppexsenmnuja. OBe pacrnomnere ¢ppekBernuja
u yKa3yjy Ha pacmoielle BepoBaTHONa ciydajHe mpoMensbuBe U. Tako
Ce YyOUMIO Ha apUTMeTWUKe cpeldHEe M3pavuyHaTe U3 y3opaka obuMma
n Iocelyjy HOpMaJHY pacnofeny BepoBaTHoha ca mapaMeTpuma p u

7 (samarax 507):

) wr(e)

Kana ce xopuctwm Bemwkn ysopak (n > 30) crTaHZapIHO OACTyIAHE Y
HOLy AU ¢ MOKe Jla ce 3aMeHM CBOJOM OIEHOM CTaH/apIHAM OJICTY-
HameM s U3 y30pka. Tanma cTaEmapIu3oBaHa ClydajHa TPOMEHJbUBA

T = X - i (3amarax 481) WMa HOpMaJHy pacHmofely ca mapaMeTpUMa

Vn
0m1:
T~ N(0,1)

IIa MOMKeMO HallicarTu cienehy jemmakoct (3amarak 484):

P(-1,96 < T < 1,96) = 0,95

X —
OJlaKJle Cleln P(—1,96 < = i < 1,96) =0,9%u

Vvn

s S — S
PIX-1,9—<pu<X+1,96— =0,95
( R \/ﬁ>

Vn vn )’
n > 30 (emrm: Confidence interval) 3a cpemmy BpemHOCT 4 HOIyIanuje ca
HIBOOM I0Bepema 0,95 (30Be ce 1 NeBeneceTneTO TPONEHTHY HHTEPBAIL
noBepema), TO jecT cMaTpaMo Ia he ce cpemma BpemmocT g y 95%
y3opaka obuMa n Hahu y HasHaUeHOM MHTEpBAJy HOBepema. JecTo ce
VHTepBaJ MoBepema obelieKaBa U Ha cleneNu HauwH:

YruMe CMO HOOWIW T3B. UHMEPBUA NOBEPER (Y—l,%—s—, X+ 1,96i
n

1 € confo o5 (7— 1,96—=, X + 1,96—%) (12)

Vn’ Vn
3a HWBO moBepema ox 0,99 (mmu 99%) METEpBAN MOBEpEma je jeIHak:

8

K € con fo 99 (Y— 2,58\/5,

X+2,58W> (13)



10.2 VmrepBaJjHe OlleHe IapaMeTapa IIOIyJialliie 131

AKo je y3opak Mamer obmma (n < 30), onga BenwunHa 1" = S_ f
=1
(3amarak 481) nma 138 CrynenroBy pacnognery (CTyHeHT je mcey IOHUM
eRrITecKor cTaTucTudapa Gosset-a). Kpusa rycrume CrynenTose ciy-
JajHe IPOMEHJpUBE CIMYHA je KPUBOj I'yCTUHE CTaHapIU30BaHe ClIyda-
jHe TpOMEHJbUBe ca HOpMalHOM pacmozenom N(0,1) (Tauka 9.5, ciuka
23). 3a pasnuuure Bpensoctn k =n—1 (,6poj cremenn crnobome”) u
HUBO moBepema 1 —a = 1— 0,056 = 0,95 (wam ,,pusuk” o = 0,05) mpu-
JaxkeMo TabJUIly BPeITHOCTH %) 3a koje je mcmymeno P(IT| < t&k)) =
1—a:

K 1 2 3 | 4| 5|6 |7 8 9 | 10 | 11
}tg’f(}E 12,606(4,303|3,182|2,776|2,571|2,447|2,365|3,306 | 2,262|2,228|2,201

12 | 13 | 14 | 15 | 16 | 17 | 18 | 19 | 20 | 21 | 22
2.179(2,160[2,145(2,131|2,120(2,110(2,101|2,093|2,086|2,080|2,074

23 24 26 27 28 29 30 00
2.069|2,0642,060]2,052(2,048(2,045[2,042] --- 1,96
Cnenm,

Plrtie < T fots) = 0,9

I

>

P(—tg’fgs e tg’“35> =0,95

n—1

omaKie je

L, k S = s s
P(X _tg,gw_n____l <p< XHg';gsm) =0,95

[a je MHTePBAJ MOBepema 3a (i jelHaK

ol k S = k s
l‘ (S Conf0,95 <X = tg’35\/h——1) X + t8,35 /n __1>)

IIpema teopemu Moasp — Jlamraca OuHOMHa pacroziela TeXH HOP-
MaJHOj pacmomenu (Tauka 9.5) Kaza 6poj HOHaBIbaka E€KCIEPUMEHTA
texku GeckoHaunocTu. JIpyruM peuuma, 3a Behm y3sopak (n > 30) npux-

n<30, k=n-1 (14)

BaTaMo Ma pelaTuBHa QpekBeHnuja p = fr(A) = o (k je 6poj enemenata

KOju Tocenyjy obeneixje A) MMa IPUOIMAKHO HOPMAJHY PacCHOery.

p~ N(p,o5), TIeje op=1/—, 7T=1-D
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p—p
° O-ZT
HOPMAJHY pacnoneny ca mapamerpuma 0 m 1. VI3 jenmmaxocTu

Cnemm cragmapar30BaHa CIYyYajHa TPOMEHbUBa 1 = uMa Takobhe

P(—-1,96 < T < 1,96) = 2®(1,96) = 0,95

mobujaMmo
P<—1,96<¥<1,96> —0,9
Py
n
nim
PqY\ _
( —1, 961/ 7 cp<p+1,9 ?) = 0,95
ma je
pEconfosas( - 1,96 e ;1_9 ) (15)

peconf0,99<fa—2,581/1;—q, P+ 2,58,/%) (16)

511. Jla 6w ce oueHWMITA MeCeUHa MOTPOIIha 3ejTHHa Ha ClIydajaH
HauywmH omabpano je N = 100 momahwrcTaBa y jemmoMm rpaiy u youeHa
BUXOBA MECEYHa MOTPOIIHA 3€jTUHA:

Meceuna OTpOIIHa 3] TUHA,
(y murpuma) 0-2|2-4|4-6|6-8|8—-10| Ykynno

®perBenruje momahuucrasa | 4 10 55 25 6 N =100

Hahwu mETepBaIHy ONeHy cpelie HOTPOllkhe 3ejTuHa (1) ¥ momahwumcT-
BUMa, TIOCMATPAHOT Tpaja.

512. Mepehu BpeMe pearoBamba MaljeHaTa IICUXOJIOT je IIPOIEHNO
na je crapmapnEo oxcrymname 0,05 cerkymmm. Konwmko Benmmkm ysopak
Tpeba y3etu ma 6ucmo Owmim curypEm ma y 95% ciaydajeBa rpemka
omneHne cpenme Bpenrnocty Hehe mpemamutu 0,01.

513. Konmko BequKm y30pak Tpeba y3eTH aKo ¥KeJINMO Ia JoOu’jeMo
95% wmaTepBaJ moBepema myskume 0,4 ako je o =0, 8.

514. a) Mepene cy Gp3uHe KpeTama ayTOMOOWIa Ha ayTONyTy.
Y OpeTXomHEMM MepemUMa OIEeHeHO je Ma je CTaHAapIHO OACTylambe
3,58 km/h. O mpennTu Konuky Opoj Mepema Op3mHa ayToMobOMIa Tpeba
U3BeCTHU Ia OU ce cpedma Op3WHa ayToMOOMIa HANIIA HA WHTEPBAJLY
+1 km/h OKO apUTMeTWUKe CpelWHe Ca HUBOOM moBepema oz 0,99.
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6) Ako je Ha cIydajan Ha4uH OZabpaHO 150 ayromobmia duje cy
Gp3uHe M3MepeHe, KOIUKKM e GUTW HUBO MOBEPeHma 3a MHTEPBAJ IIOB-
epema +1 km/h OKO apuUTMeTHYKe CpeIuHe. CragmapmEO OLCTyIambe
omer mpuxBaTtuTu 3,58 km/h.

515. Ha cnyuajan HaunH onabpaHo je n = 5 yUYeHNKA HIKMX Pa3pena
OCHOBHE IIKOJIe ¥ M3MEpeHe Cy hAXoBe TexuHe y Kmmorpammma: 20,4;
19,6; 22,1; 20,8; 21,1. Haliu maTepBas moBeperba Cpelbe TERNUHE yUe-
HUKa HIDKIX paspela IocMaTpaHe OCHOBHE IIKOJIe ca HUBOOM IIOBEPema
0,95.

516. Ca BepoBaTHOhoM 0,95 MHTEPBaJJ HO OUEHUTH Cpeliby Bpel-
rocT momyramuje momohy y30pka ofn = 22 eneMeHTa UKja je pacnoena
QpexBeHImja naTa y Tabesu:

Knace 0,2-0,4|0,4-0,6/0,6-0,8(0,8-1,0|1,0-1,2|1,2-1,4 | ¥ kymHo
Ppexpennuje fi 2 10 6 2 1 1 22

517. Y jemmoMm rpamy aHKeTHpaHO je n = 900 cTaHOBHWKA @ k =
300 o1 BUX je M3jaBUIO I3 je 3a/J0BOJBHO yclIyraMma y HOpOoJdaBHUIAMa
jemmor TprosuHCcKor npenyseha. Ca HEBOOM HOBepema Ol 0,95 mahu
VHTepBaJ IoBeperbha IPOUeHTa CTAHOBHUAMITBA TOT TPala KOju Ccy 3am10-
BOJBHM yCIyTaMa y IPOJaBHUIIaMa Ha3HaYeHOT TPIOBUHCKOT npenyseha.

518. Aro ce mebhy 1000 moBOpOoDbeHe geme mobwmio 525 nedaka
ompemuty 99% wHTepBaJ MOBepema 3a HEMO3HATY BepoBaTHONY poOA-
jema JIedaka.

519. AKo KeJuMO Ja OIEHMMO IPOIeHaT p Nula Koja he riacarm
33, W3BECHOT KaHIWUIATa, KOJWKO iuna Tpeba aHKeTwparu ma Ou ce
no6uo 95% wrTepBan moBepema ayxuue 0,04 3a p?

10.3 TECTUPABE CTATUCTUYRNX XWUIIOTE3A

Kasa WCOIHTYjeMO CTATUCTUUKY IOLYJIaIHjy y OIHOCY Ha ONpen-
jeHo oberexje WM y ONHOCY Ha CIaydajHy TPOMEHJPMBY X, JOIMIHO
je mpoBepHTH IPETIOCTaBKY & C€ BPeIHOCTH BepoBaTHoha P(X =
z;) = p; pacuopelyjy 1o m3BeCHOM 3aKOHY pacrozele BepoBaTHOha.
IocTaBibeHy IPETIOCTABKY 30BEMO TUNOMEZOM, & PaCIONeNTy BepoBarT-
noha Ha KOjy ce XHUIOTe3a OJHOCH 30BEMO MEOPUjCKOM pacnofdenom.

CTaTHCTHUKa XUIOTe3a MO:Ke fa Oyme TauHa WM HOrpelrHa. Y
cIydajeBUMa KaJa He MOMEMO 1a WCIUTaMO HOTIYHO CTaTHUCTUYUKY
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IOy Ialujy, OHNA W3 e U3BIAUUMO y30pak W moMohy mera (popwu-
paMoO eMIVPUjCKy pacHofiely (ppeKBeHNZ]ja a 3aTUM MPOBEpPaBaMoO Ca-
TIACHOCT T€ eMIVPHUjCKe Paclojele ca IPeTHOCTaBIHEHOM TEOPH)jCKOM
pacnoznenom. Kako je ysopak Heo craTucTudke IOmydamuje, TO 3a-
KJbyYaK 1a JIU je MOCTaBJbheHa XWIOTe3a TaUHa WU HeTATHA, He MOKE
Gty amcouayTHO cUrypaH. ¥YBek he mocrojaTw pm3uMK ma je Hai 3a-
K/by9ak morpeman. CTaTucTudke MeToze IpoBepe (Bepupukammje) Xu-
HOoTe3e He Iajy AlCOJIYTHY CUI'YPHOCT /13 je XUIOTe3a TadHa WK Iorpe-
mHa, ajau omMoryhaBajy Ha ce IoHece Cyh O TaYHOCTH XWIIOTE3e Ca
BepoBaTHONOM N0BOJbHO GiucKoM jequanny. Merone 3a mpoBepy mim,
KaKO ce Jpyradvrje 4ecTo Kayke, 38 BepUQUKANV]Y CTATUCTHUIKUX XUIIO-
Te3a 30BY Ce TMECTNO8U 30 8epUPUKAYU]Y CAMUCTNUNKUT TUNOTE3A.

3a Mepy oAcTynamba usmeby emmupujckrx gppeksernmja (13 y3opka)
¥ TEOPUjCKUX (peKBeHNUja (IpeTmocTaBibeHe TEOPUjCKe pacmozere),
K. Hupcon, emrmeckm crarucTwdap, yBeo je 1900. rommmae Bermummy
XU — KBAPAaT:

IRY IRY) e\ T (p g2
= (f1 ft:ﬁl) == (f2 ftzftz) L™ (f ftfn) _ z (fi f-fn) (17)
r faq iz

i 'y obIuKY
o IR R i
X2:Zfz fft'ftz:ZL_N (18)
i=1 fti i=1 fti :

rze je f; ppexBerHnuja i-Te BPeJHOCTY CIyUajHe IpOMeHsbuBe X y Y30PKY

(unu ¢pperBenmUja i-Te KIace), fy je omroBapajyha Teopmjcka $pexBen-

nuja (Bummetu 3amarak 467), r je 6poj cabupaka 3a Xu — KBalpaT u
r r

N = Zfi = an'-
i=1 i=1

Tect xu — ¥BanpaT (x?) npuMermuBahiemo 3a BepuUKaIujy xUIOTE3E
O Cllaramby €MIUPUjCKMX Ca IPEeTIOCTAB/FEHUM TEOPHjCKAM PAacIoe-
nama popMuUpajyhu BelIUIMAY XU - KBagpaT (x*) mpema ob6pacuy (17)
uma (18). OBaj TecT ce mpuMemyje caMo ako Cy TEOPHjCKe dpekrBeH-
muje f; Behe om 5. Axo jefy; <5, IITO ce UecTo memaBa KO MOYETHUX
7 KpajBuX BpemHOCTH (KlIaca) CiiydajHe IIPOMEHJMBE X, OHIA Ce Te
(¢peKBeHNVje TPUKIBYUY]y CyCeTHUM.

Y mpunoxenoj Tabenu 3a pasme BpemHocTu k (cremen crnobome)
marte cy BpemEocT: o) koje omrosapajy BepoBaTHOhama a mpema
peramuju P(x? > x2*)) = a 3a o = 0, 05.
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2(k
TaGena BpeIHOCTH Xo(os)

k| 1 2 3 416 | 6|7 8 | 9 | 10 | 11 |
V) 3 84| 5,99| 7,81| 9,49]11,07|12,59|14,07|15,51|16,92|18,31|19,67
0,05
‘12 13 14 15‘20‘25\
121,08]22,36|23,68(24,9931,41[37,65] - -
BepoBatroha o ce 30Be npaz 3HA¥AQJHOCTIU XWUIOTe3e U TPENCTaBba
PU3MK Jla ce He yUUHM TPENKa IPY IPUXBATamky XUIOTe3e. IIpakruano,
axo je a = 0,05 3maum na he y 5% cayuajeBa HAIl 3aKbydak OWMTHU
morpernrad. BenmauHa X§<§g 30Be Ce KpUTWUHA BPEIHOCT TecTa X -

KBapaT ca IparoM 3HadajHoctd o = 0,05. bpoj crenenn cinobome Koju
CMO O3HAUMJIU Cca k, jelHaK je

k=r—1-1 (19)

rie je r 6poj cabupaka y 30Upy x? (penykoBaH Tako Ia TeOPHjCKe
(pperBeHnUje He OyIy Mame OI 5), a |l — 6poj HemO3HATUX IapaMeTapa
IpeTIoCTaB/beHe paclmoene Koju ce m3padyHaBajy u3 y3opka. Rana ce
3a TEOPUjCKY pacliofelly IpeTmocTasiba lloacomoBa pacloena OUeH-
jyje ce mapamerap A momohy ysopka (A ~ X), ma jel=1uk =
r—1—-1=r—2 Kama ce 3a TEOPHjCKY pacOOIely IPeTIOCTaBIha
GuHOMHa paclojiella OHIA ce TakoDe omemyje jefaH mapaMeTap p 13

=

n
Kom HOpMaJiHe pacromese olemyjeMo IBa IapaMeTpa (pnXuoms),
najel=2uk=r—-2-1=r-3.

Nwuajyhin usabpaty BpelIHOCT 3a o ¥ 6poj creneHu crobone k, u3
mpuioskene Tabelle UMTAMO KPUTWUHY BPEIHOCT 32 ng(’jg . Tecr xm —
KBaIpaT Bepu(WKalUje XUIOTe3e O CaryacHOCTH eMIVPUjcKe M TpeT-
mocTaBlheHe TeopUjCKe pacmoene Tiach: AKo je m3padyHaTa Bpel-

roct x? mpema dopmymw (17) mmu (18)

» e X .
Y30DPKa (np:M(X)%X:}p%—-),IIa_]el:lI/Ik‘:r—l——l:r—Q.

1) Beha on Xg((’;g OH/Ia XWIOTe3y ronbamy eMo cMarpajyhm ma cy
onCTyIamha (peKBeHIMja eMINPHjCKe pacmojelle Ol (peKBen-
n7ja TeoprjcKe pacnogeiie GUTHA UM 3HAUA]HE (curaupuUKaHT-
ma). [Kako je y Tom ciyuajy P(x* > Xﬁ({;g) = 0,05, MOXEeMO
OUTH CUTYPHU Ca BHCOKOM BepOBaTHOhOMY 1-0,05=0,95 ma cy
ONCTyIama 3HadajHa, jep he Halll 3aKhydak OMTH HCIPaBaH
y oko 0,95-100 = 95 omxcTo crydajena.|

2) Mama on Xg({;g OHIa HeMaMO OCHOBa Ia OINDalMMO XUIOTEe3y
o carnacmocTu u3Mehy emmmpujcke pacmoiene (peKBeHIuja
U pacIoflelie TeopUjcKuX ¢ppexpennuja. Hapasro, n oze noc-
TOjU PU3WK Ha heMo morpelnTy IPUXBaTambeM XUIOTe3e: ¥ 5%
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CllydajeBa MOMeMO MOTDeNIUTH, TO jeCT IPUXBATATH XUIOTE3y
O TIOTPENIHO] TEOPU)CKO] PaCIOIelIu.

Y Be3w ca BenuduHOM x? (XM — KBaIpaT), TOMEHAMO U jeIaH
BPJIO jemHOocTaBaH mecm Pomanoscikoz, pycKoT MaTeMaTHdapa,
KOju He 3axTeBa Kopulrheme Tabele RpeIHOCTH nggg:

Oncryname eMIVPU)jCKUX (PEKBEHNN]a O IPETIOCTABIBEHIX
TEOPH)CKUX MMa clydajaH Kapakrep (Moxke ce cMaTpaTy HeGuT-
HUM), TO jecT XHMIOTe3a O CalJaCHOCTH eMIUpHjcKe U IpeT-

IIOCTaBJbeHe TEOPHjCKe PACIONeNe ce TPUXBaTa aKo je

Ix* — k]
L <3 20
= (20)
a ombalmyje ce ako je
Dx* — &l
>3 21
AT (21)

rme je k — 6poj crenernu cirobome ompebhen popmymom (19).

520. Y 100 mama y jennoMm rpamy PerHCTPOBAH je MHEBHU OpPoj

caobpahajaux Hesroma m mobujena je cremela pacmomena (pexsen-
nuja naHa 1o 6pojy Hesrona (eMOUpPHjCKa Pacnoiesa):

Bpoj caobpahajraux 0l1]121314]|5]1|6|7
He3Troda x;

Bpoj nama f; ca @ 612(20/25]18|10/6|3
caobpahajrux mesroma

IIprmeHOM TecTa XM — KBaJApaT IPOBEPUTU XUIOTE3y O Carac-

HOCTH [o0OHMjeHe eMIMpPHjcKe pacmomeiie ca TeopujckoMm IloacoHOBOM
Pacmoesiom.

521. BamucuBaH je 6poj Kymama Koju cy Ha cBakmx 10 ceKyHIm

OMHOCHO Ha cBakuX 30 CeKyHIM y TOKy jeIHOT caTa yILIX y POOHY
kyhy m mobujene cy cimenehe pacmomerne:

Bpoj kymana koju cy yuum y
po6Hy kyhy y 10-tocekyHmuaum 0 1 {2]3]|4|5|6|Ykymnuo
MHTEPBAJIMMa BPEMEHA T;

Bpoj 10-TtocekynmHux MHTEpPBaIa,
BpeMeHa f; Kaga je y pobHy 1391128 (55|25|10|3|0| N = 360

kyhy ymmo ; Kymana
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Bpoj Kymana Koju cy yIuau y
pobuy kyhy y 30-ToceryHmHuM 0{112]|3|4|5(6|7|8]9|¥rynno
MHTEepBaJMa BpEMEHa T;

Bpoj 30-ToCceKyHIHUX MHTEpBaJa
BpeMeHa f; Kana je y poOHy 9116(30122|19(10(3|7|3
kyhy yuimo z; Kymaua

—

N =120

TecTUpaTy XUIOTe3y O Cllaramy JOOMjeHUX eMIUPU]CKUX pacIolena
ca ogrosapajyhum IloacomoBuM pacmozerama.

522. Ha muuuju JAT-a on Cummeja mo Beorpaza y aBuomHy je
6uino 163 myTHMKa. Denesker je 6poj mo3uBa cTjyaprecaMa O CTpaHe
OyTHWKa Ha CBAKMX O MUHYTa y TOKY 10 catm nera m mobujeHa je
creneha Tabema:

Bpoj mosmBa z; 0]1]2]|3|4]|Yryu=o
Bpoj meroMmnHy THEUX a0l53l221510] 120
UETEpBaa f; ca x; HO3UBA

TBCTI/Ipa,TI/I XUIIOTE3Y O cllarakby GMHI/IPI/IjCKe pacmogeise ca IToacomoBom
pacoaeIoM.

523. Meby 250 mupapa y Tabenn crydajoux 6pojeBa HamLre cy ce
ce mmdpe: 0, 1, 2,..., 9. Ibuxose ¢persenuuje nare cy y cienehoj
Tabenn:

Mudpe 0|1(2|3[4|5|6|7|8]|9
Tlobujene ppersenmmje |17[31(29|18|14120(30|20|35]|36
OueknBane ppexsernuje |25 |25|25(25 (25|25 (2525|2525

Jla 1mu ce youeHe (pekBernuUje Mupapa GUTHO WK CIYUajHO Pa3IUKY]y
Ol OUEKUBAHUX BPETHOCTH!

524. Y rpanosuma A, B,C morommio ce pemom 13, 23 u 18 cao-
6paliajEux Hesroma y TOKy jenHOr Mecerma. Moke nu ce Ha OCHOBY
OBUX MO/ATaKa TBPAUTH [a je y rpany B Buime caobpahajuux Hesrona
Hero y rpamosuma A u C'7

525. Aytomar m3pabyje u3BecHe mpoussosie. KoHTpOIOp KBaIUTETA
IPOM3BOJA Y CJAYyUajHUM TPeHyIMa BPeMeHa ONBOJU ¥ Iperiena yBek
y3opak oz 20 npomssoa. ToM IpUIMKOM youaBa OpOj @; HEUCIPABHUX
mpomsBoma y ysopuuma. Ilocne mperaena 100 oBakBMX y30paka KOH-
Tposop je mobwmo ciegehe momaTke:
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Bpoj medpexkTHUX mpomssBona
Y Y3ODPRY ;
Bpoj yzopaka f; ca =z;
DeQeKTHUX TPOU3BOIA

0111234

=
ot
(e}

YKymHO

1412512723 |7[3|1|N =100

Hon mpermocraBKOM ma ayToMaT palM yjemHAUEHO, TO jecT I1a
liaje yBEK WCTY IPONEHAT HEMCIPABHUX IPOU3BOJA, UCIATATH KOja 6u
TEOPUjCKa PacloleNa OAroBapala eMINPUjCKOj. XUTOTe3y TeCTUpaTH
TECTOM XU — KBa,Apar.

526. /lumap je Gamam 60 myra m nobujemo je 37 ,rp6osa‘ um 23
ymcama . TecTupaTy xumoresy na je IMHAD XOMOTEH (ucmpasan) ca
nparoM 3Havajroctu 0,05.

527. Tpu mumapa cy ykymEo Gauema 240 myTa M CBakM IyT je
youeH 6poj nobujenux ,rp6osa“. Pesynrar 6anama je maT y Tabeiu:

Bpoj ,,rpboBa“ z; 0]1]2]| 3 |Yrynro

Bpoj 6anama Tpu muHapa f; 24

= —
Kala je mobujeHo z; ,,rpboBa“ 989523 N =240

Tectuparn xumoTesy na cy cBa Tpu QUHaApa UCIPABHA (xomorena), To
jecT nma npu Gamamy cBaka cTpaHa QMHapa MMa jeqHaKy BepoBaTHORY
Ila ce IOjaBH.

528. Cemam muHapa je Gavero 1536 myTa u yBek je youaBam 0poj
,IpOoOBa“:
Bpoj ,rp6osa“ z; 0Oj1]1 2|3 |4 |5 |6|7]| ¥Yxynno

Bpoj 6anama cenam mumapa f;
KaJa ce IojaBuio z; ,rpbosa

12|78|270(456|386(252|69|13|N = 1536

Kopucrehn tect xu — rBampar, ca mparoM 3mawajEoctu o = 0,05,
MACOUTATH CAarJacHOCT nobujeHe pacumolene (ppeKBeHNNja ca GHHEOMHOM
pacnonesnom BeposaTtHOha (n =7 m p = 0,5 3a nojaBy ,,rp6a“ Ha cBakOM
IUHADY ).

529. CBakor MUHYTa y TOKy jeIHOr caTa y TelIe)OHCKO] HEeHTPAJHA .
yo4daBaHe Cy BPeJHOCTH BenuuuHe X Opoja HOTPEUIHWX MIPHUKIbYUIaKa
KOpUCHUKa Tenedona y mmHyTy. IllocMmarpama y TOKy Tor cara mana
cy cinenehu mu3 6pojesas:

3 2 2 3 1 1 0
4 1 2 3
2 3 2 1

LW O
O =N

1
2
1

[N
[NCINSURITN
W = O

1
2
1

B O N
| NRULEN )
— N O

2 1
1 1
1 5

O 3w

3 0 2

4 0 4

lIpema pacmomenu 6poja MuHYTa mO GPOjy HOTPEIIHWX IPUKIBYIAKA
(0, 1, 2,...) yBecT: HPETHOCTAaBKY O TEOPH)jCKO] PACIOIENU H Bep-
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H(.[)HEOB&TK XUIoTe3y TeCTOM XU — KBaZpaT Ca Iparom 3Ha,qa,jHOCTI/I
o = 0,08.

530. Y cuaemehoj Tafenm naTte cy TeRUHE y KUJIOIDaMUMa 750
yUeHWKa CIyUajHO M3abpaHuX W3 UeTBPTUX paspesa CPeMmUX MIKOJA:

Texuna
YUEHUKA T;

61162|63|64|65|66| 67 | 68 | 69 |70|71|72|73|74|Y KymHo

Pdperseniyje
f; yaenuxa | 2 {10]11|38|57|93/106|126|109 87(75(23| 9| 4 |N=T750

TERUHE T;

(61 je cpemuHa KiIace [60,5, 61,5), 62 je cpemuHa Kuace [61,5, 62,5),...)
a) IlposepuTyr XWTIOTE3y Ha Ce TeHWUHE yICHUKA pacnopebyjy mo HOP-
MAJIHOj Paclofesl KopucTehn ,IpaBuIo TPU curme“ (BHIETH 3alaTak
483).

6) IlpoBepuTy XMIOTE3y Ja Ce TEXUHE yICHIKA pacmopebyjy mo HOp-
MaJIHOj pacmomeny Kopucrehm TecT Xxu — KBajapart.

531. amepene cy Gp3une KpeTarma 700 Bo3mIa KOoja cy ce KpeTala
jeIHOM NEOHUIOM ayTOmyTa U HOOWjeHn Cy crenehu momamu:

Bpsune kpeTamba Bo3uia | PpexBeHnnje BOMIA fi
30 - 50 6
40 - 50 9
50 - 60 25
60 — 70 46
70 — 80 78
80 - 90 108
90 - 100 141

100 - 110 125
110 — 120 85
120 - 130 48
130 — 140 21
140 - 150 8
Y KynHO N =700

Hahu apuTMeTWuKy CpPeiuHy X ¥ CTaHAAPIHO ONCTYNAame s, & 3aTUM
TeCcTHPATH XUIOTe3y Ha Op3uHe KpeTarma BO3UIA HA ooCMaTpano] me-
OHWIIM ayTONyTa MMajy HOPMAJHY PacIolely.
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11 PEINIEHA 3AIJATAKA

1. ) (=00, +00); 6) (=00, +00); 8 (o0, =3)U(=3, O)U(0, 3)U(3 +o0);
2) 8? —z—6# 0, mra (—oo0, =2) U (=2, 3) U (3, —I—oo)
) 22 +5z+4 >0, 7j. (—oo, —4JU[-1, —|—oo);
) 4z — 2% >0, 1j. = € (0, 4); '
e) (o0, JU[3, +00); ac) (—o0, 2]; 3)mw) [-1, 1];
i) beHI{LII/IJa. Huje neUHUCAHA: D ;
k) sinz > 0, ma je obuact ﬂede/IHI/IcaHOCTH (2km, (2k + L)7), k € Z;

2
a) (—o0, +00), jep je =1 < l—zm— <13aVzeR,

+1
w) (=00, =2]U[1 + o0);
M) —z>0u2+z >0, ma je gomen (—oo, —2) U (20];

n) [k’ﬂ', (2k+1)g], keZ; m)[l,4; o) [2km, 2k+1)7], ke Z; n)[-1,3]

p) —1 k- <1lu2—z >0, ura Howmex je [1, 2);

c):L} m)2kw<$<(2k+1)w kez; ) (3-2m3—m);
y) 22 —4>0, ma je x < -2 umm z > 2;

$) Huje nepunmcana, Tj. J1oMeH je &.

1
z) Mopa 6uru /322 — 22 — 1 > 2(z — 1), urn. Pememe je (—oo, g] UL, 5];

y) z? +9>0”L+1>OI/I13 +4 > 0. Homen je ckym .
w)2?—z—2>0A22 —2—2#1A2"~4>0, ura Iowmen je (—oo, —2) U
< 1+¢_> <1+¢_ >

2 5 @] :

y) z? #0/\’E2¢1/\12—$-l‘ > 0. Ilomen je (—4, —1)U(=1, 0)U(0, 1)U(1, 4);
w) 22 +1>0A2? +1#£1A4-22>0. I[OMeHJe( 2,0)U (0, 2).

1 241
2. a)f(—):—m——_l——mcn.
T

]

<
0;
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6) F (1 ):arccosO: g FA0)=0,£(0,1)=7. ) p(x)=8, ¢ (z) = 20°—4a.

w
2) 0, — 44 ) =5, 0,3, 5.

B) —g, 0,0, 2° — 32" + 32° — 22% + x, sin(2sin 2z). e) 100.
ac) et + 1, 2t 4 222 + 1.

z—1

4. .

5. Mz —2=1caemn e =3, maje f(1)=3%2-2.3—1=20.

6. fle—1)=(2—-1P°+3&—-1)2+3(x—1)—4=23-5. 3a z = 1000
no6ujamo: f(999) = 10003 — 5 = 999 999 995.
83

7. Us f(3) - 2f @ —9 Hf@ -2/ (3) = 5, noSujamo £ (3) = —o2.

8. Hemocpemrnm uspauymaamem Hamnasumo xa je f(1) = 1. Cummumo
Pellehy MPETXOMHOTr 3ahaTka Hamasumo f(2) = —1. Kopucrelin ce mpyrom
3allaToM jenHakomhy, 3a & = 1 mobujamo: f(3) = 3f(1)+2f(2)=3-2=1.
3arum, 3a & = 2 pobujamo f(4) = —1, wra. Bumumo nxa je f(2k —1)=1m
f(2k)=—1, 3a k € N. IIpema Tome f(llll) =1lm £(2222) =

9. 3ameHnMo y naToj jemHakocTH & ca —& u mobujemo: f (—z)+5f (z) =

12 — 6, ma name xao y 3amarky 7. Pememe: Fi@) = —3% + 2.
10. a=4,b=—
11. a) =. b)) —
/ \/1+5:L
z+ 2 1 . t—2 . .
12. o) 7CTaBHMO T t, x #7—5, onakye je & = 1o Cana je
. T+
f@)= ,H&j@o;?yﬂa,f(m)—m. 1
z +
=—— P . = — 2 —_—
6) t=z ;7 Pememe fl@)=(z-1) +(;c—1)2
2%
)50~ =

13. Cnmuno mperxomsoMm 3anatky. f(3) = 6,25.

14. Comrano sapatky 12, Hanasumo f (z) = (z+1)%. Canxaje f (z+1) = (z+
2)?. Ba ompebusame unBep3ne PpyHKIM]e MOKEMO HOCTYHI/ITI/I Takobhe camuano
pememy 3anatka 12. Hajupe, younmo na ce Tpasu f- (f (m)) = g, WTO maje
fH(z+1)?) = z. Crasumo t = (z + 1)?, ura. Pememe je f~1(z) =z — 1.
1 z+4+y 1 zy

1
15. )= —+ - = =—-=t= .
a)f() :c+y Ty t:> Tty
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142 1 11 o | 1 .
6) logl__{—i—i—logl—i—z:loglit, oZaKiIe je 1125 = l—l__?li—z.hor{atmo
'et—lo'$+y
It =8 ey

16. JlaTe yciIoBe CXBATaMO KaO CUCTEM jeIHAUMHA, U3 KOJer HaJIasuMO
f(z) =2z ug(z) =2+ 1 Hameje f(2) +g(3) =8, (f+9(=1)=-2mn
fg(=2) =4.

1 .
17. a)y:;—f—ll; 6)3/:—%;
6) y=+/1—a?mmy=—1-2a? (uBe Gyurmje);
b b .
)y=+v8—2% 0 y=-Va+a?umy=--va>+z>
a

a

z? . z?
) Us siny = 2 1106HJ&MO: y = arcsin T o
)=
€ y——g)
100 — =

ac) Uz logz(y + 1) = log 100, nobujamo: y = )
T
3) JlorapuTMyjemo JieBy U LeCHYy CTPaHy narTe jenHaKoCcT U [00MjeMo:
y = log(2® + 2) — log(z? — 2) — =.
w) y = —cosz?, /1 <& < V2T i) y=1+1log(l—10""1), z < 1.
:—C—, za ¢ <0
k)y=19 3

z, 3az=20
18. 3amennmo MecTa (yiIore) CIOBAMA T U Y W PELIMMO IO Y.

1
a)m:2y+2:>y:§a:—1.

6) y=logoz. 6)y=2e".
¢) VuBepsHa (QyHKIWja mocroju camo 3a r > 0 mam caMo 3a & < 0 M TO je
y =T — 2 y IpBOM, OJHOCHO y = —\/& — 2 y APYroM ciyd4ajy.

1 5 Ty z<0
0) y==tgu. B)y=+v1—a3. e)y:{

2 Ve, >0
1 z 1+arcsin””—;l
m)y—§10g2_x. 3)y_1—a1'csin“”—;l.
T+ |x z
19. a) f(z)= 2| !; 6)]”(:2):'—@1,:6760.
20. a) f(z) = g(1+sgnx); 6) f(z) =sgn(zx), z #0.
2+ 5 3a < —3 l—2z, 3a z<-1
21- — ) X 6 - ) -3
4)y {—a:2—6m+5, 3a > —3. ) {:c—l, 3a z > —1.
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r4+5, 3azx<g-2
3z+1, 3a —2

9, 33 & = —1
3z —5, 3a z>-1

22. a)t=z+1=y=(c+1)?% 6)y=+/tg?z+1;

8) 2* =r*cos’t m y? = r¥sin’t, ma je 22 +y? = r?(cos’t+sin’t) = r2. Pememe
y=Vr?—a?umy=—\r?—2? (mBe (byHKﬁMje).

¢) CIuyHo MpeTXo HOM 33JaTKY: Y = g\/ a? — 2% wm y = —g a? — z2,

222 —1), 3a —1<2<1
0, 3a |z| > 1

-3z, 3a x< -3
) y=1+ 6, za x=-3. 2)y=

—z, 3a x>-3

0) y =sin’z; ) y=arctgVing, ¢ y= {
ac) y=+/(z—1)2.
l—g

23. YBepumo ce na je f (?) = z. CinvsO Ba)KU U 3a Apyry (yHKIW]y

a
aKO Cy MCIIyE€HU YCJIOBU: & # — u a’ # be.
c

24. a) Vlnentuuse cy Ha CBAKOM HMHTEPBAJY KOjU He canpxmU Taury & = (.

6) Oa.
8) Wnentuune cy camo Ha unTepBaty [0, +-00).
2) Unentuune cy wa narepsany (0, +00).

25. a) n 6) Hema unenTuunnx (yHKIHU]ja.
8) f2(z) = f3(2).  2) fi(z) = fa(z) = fu(z).  0) fo(z) = ().

26. Bunern sazarak 15. 6).

oz —1 1
28. Ako je z = i, Tama matyu ycioB mpenasu y: f(¢) —3f (;) =0, a
LT ; 1 . ;
aKo je 1= t, onna je f 5 —3f(t) =0. U3 oBe use jeanaxocTn mo6ujamo
F —

f({t)=o0, maje f(z)=0.

xr—2
29. CnnuHo mpeTXomHOM 3aJaTKy. Bumeru 3amarak 13. Vs t = : je
T
2 1 2 oty 2t 1
= — - = — b= = — —
v 1—tHf(t)+3f<t> 11— *rtT e t—lmf<t>+
2t . 3t+1 . Jz+1
= — . 6 = — = —.
37 (1) ;1 UTA Ho6ujamo f () G-’ ma je f(z) (e = 1) Iame
. 4z +1
—1(0) —

. T
30. JaTe ycmoBe cMaTpamMo CHCTEMOM jeHAUNHA [0 HEMO3HATUM f ( )

z—1
1 g (2z+1), urn. Pemewe: f(z) = 2—(333i_1)’ saz#lug(e)= m;1

pRadt 3.
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31. f(f (w)) =0 mpenasu y: f(22+1) =0, 7j. 2(22 —1) - 1= 0. Onasze

jex = T Crmgso, ApyTu ycioB paje y = 1.

32. a) f (9(z)) = g () +2 = 3z. Omasxe je g(z) =3z — 2.
6) g(z) =3z —3.
33. g (e?+xf (z)) =3(2%+2f (z)) +2 = 32° + 62 +5. Onanze nobujamo:
1

34. Axo jemmaxoct f(z1) = 0 HOMHOMIMO ca sin Tz, a jeHaKoCT f (x9) =10
ca sin 21 u nobujeHe jemHakocTu cabepeMo, nobuliemo: Asin(zo—a1) = 0. 360r
ycioBa &1 — 2o # kw, k € Z, cnemu na je A = 0. IMocrynajyhu wa comaan
HaumH gobujamo na je u B =0, ma je f(x) =0 3a cckm z € R.

35. a) Mopa 6uru f (y) # 0 3a cBako y € R, jep ako Gu IIOCTOjaJIo Y TAKBO
naje f(y) =0, Tama 6u 3a cBako ¢ € R Basxmio: f(z) f(y) =0=f (z—y), 1j.
6uo 6u f(z) = 0. OBo muje moryhe, jep je mo ycioBy 7(1996) = 1. Hexa je
z = 2y. Tama je: f(y) f(2y) = f(y), ma je f(2y) = 1 3a cBako y € R. Illpema
rome f(z)=1.

6) Uz pare jemsaxoctu, 3a ¢ = 0 mobujamo: I (f (1,)) =f(0)+y. Aro z n
y 3aMeHe MecTa, UMaMo f (y + f(a:)) = f(y) + @, onaxne 3a ¢ = 0 mobujamo
f (y—i— f(O)) = f(y). Oxnasze je y+ f(0) =y, Tj. f(0) =0. Hame, us f (y—l—
f(2) = f(y)+ =z, 3a y =0 nobujamo f (f(2)) = f(0) + ¢ = z. CraBmajyhn
Y= £ (F (1)) mobwano: £ (z-+y) = f (a+F (£ (4))) = F (&) () (o mpmoburr-

Hoj popmysm). 3akmydyjemo aa 3a Vn € N paxm: f (nz) = nf(z). 3arum u3
£(0) = f (nz—nz) = f (nz)+f(—nz) =0, cnem f(=nz) = —nf (z). Naxne, 3a

cBaku 1eo 6poj k Baskm: f(kz) = kf(z). Hame, u3 f(1) = f <p %) =pf <%>7

nobujamo f (p) —f (1). Comuno 3a pammoHajHe GpojeBe -:71 nobujanmo
1
f <7T> = .Uz f(z-1) =2 f(1), noGujamo: f(z)=C-z, roe C' tpeba
2

0P EUTH. I/IsC(m—l—C’y)—f(m—i—Cy) flz+f(y )—f Yty =Ce+y,
nobujamo: Cx + C?y = Cz +y. 3axmydyjemo na je C?=1,1. C =1 um
C=-1.

Tpakene Qpynxmmje Mory 6utu camo f(z) =z u f(z) = —z.

36. Us f(0+0) < f(0)+ £(0), noSujamo £(0) < 2£(0), ma je f(0) >
0. Mebytum, mo marom ycuosy a) je f(0) < 0, ma je f(0) = 0. Hame, u3
f(z+(=2)) < f(2)+f(—2), crema: f(z) > f (a:—l—(—m)) —f(-z)=0-f(-2).
Kako je (mpema ycnosy a)) f(—z) < —z, 10 je —f (—z) > z, ma mobujamo:
f(z) > z. ¥Ysumajyhu y o63up u f(z) < &, 3akbydyjemo zAa je Fla)=e.

37. Yeepumo ce na u3 1 + 23 = 29 cuemn f(x1) + f (z3) = 2f (z2).
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38. @1 + w3 = 205 = £ (21): f (23) = (f (2))°

39. IlocToju BUIe mpuMepa. Hrfp: a) y=+1-2% 6)y=Ilog4— z?),
1

Rl P

40. Hpumemyjyhu dpopmyny sa f,y2, mobujamo pemom: fz(z) = 1 — z,
z—1 ]

A = 55 = 1), fs(e) = o2, foe) = 1, fole) = —2— = f(w),

T z—1
1

fs(z) = e Jo(z), fo(z) = f3(z), mra. Ilame ce mepmoIMYHO NOHABIbA

wus yaxwaia fi, fa, fa, fa, f5, fs. Cenmt tora, mpumehyjemo xa je fi(z) =
fa(z) = fr(z) = .-+ = fapqa(2), & € N. Karo je 1995 = 6-332 + 3, 1o je
froos(z) = fa(x) = 1 — x. Makue f1995(1995) = —1994. Bpoj 1998 je memus ca

1
6, IIa je f1998(1998) = f6(1998) = T

1998°
41. 3a y = 0, us apyre jenmaxoctu moGujamo f(z+0) = f(z)+ f(0) +
0, omarae je f(0) = 0. IlpuMeHMBIM MCTY jeAHAKOCT Ha Ciyda] y — —z,

no6ujamo: 0 = f (z+(—z)) = f(z)+ f (—2)—2z% = f(z- 1)+ f (2 (—1)) — 222
Cana npumenumo u npsy dopmyny: 0 = f(z)- f(1) + f(2) f(=1) — 22* =
F@)(f 1)+ f(=1)) —222. Kakoje 0= f (14 (=1) = F()+ f(=1) =2, To je
F(1)+ f(=1) = 2. Konaumno je: 0 = f(z)-2 — 222, na je f(z) = z>.

42. 3a y = 1 nobujamo: f(z) = 2f(m)'— f(z+ 1)+ 1. OnaBae cmenu
ma f(z+1) = f(z)+1 3a cee v € Q. Cazma Nako Haza3uMo Ha 3a €O
6poj n Baxu: f(z +n) = f(z)+ n. 36or ycuosa f(1) = 2, cmenmjaino je
f(n)=n+1. Heka je ¢ = %, n € N, m je ueo 6poj. Ilpema maTom ycioBy
je f(nz) = f(z)- f(n)—f(z+n)+ 1. Kaxo je na =mu f(m) = m+1, 10
nobujamo: m+1 = f(m) = f(z) (n+1)—f(z)—n+1, ommocro: m = nf (z)—n.
Ounasne je xonauno: f(z) = = +1==2z+1, 3a craku z € Q.

43. a) 3a & = 0 mobujamo: f(0)— (f (0))2 > %, omHocHo (f (0))2 - f(0)+
2
% < 0, ma je (f(O) - %) < 0. OnaBne cnemu nma je f(0) = % Cuanuno, 3a

r =1 nobujemo na je u f(1) = % UYumennna na je f(0) = f(1) moBosmna je
Jla Ce YBEPUMO y UCHpaBHOCT TBP hema 3amaTka.

6) 3a & =zg m y =0 mobujamo: f (o) = f(wo) f(0), ma je f(0) = 1. Sarum:
1= f(z+(-z)) = f(z) f(—z) 3a V& € R. Heka je f () = f(z). Cana umamo:
f@)f(-z)=1= f(z) f(-y) =1u f(z—y) = 1. lomuoxumMo moCITEMDY
jemaakxoct 3a f (o) = 1996 u nobujemo: f(zo) f(z —y) = 1996. Ha ney
CTpaHy jeIHaKOCTH MpuMennMo yciaos (1) u nobujemo: f(zg+ z — y) = 1996.
Onasne, nmpema ycnoBy (2), ciueau: g+ —y = g, ma je y = z. Jakne



PEINIELA 3ATATAKA 147

ycaos f(y) = f(x) moBnaum jeanaxocT y = &, IITO 3HAUM 12 je [ uHjeKkTuBHA
GyHEUT]A.

44. Vimamo majmpe: f(100) = f (£ (1004+11)) = £ (f(111)) = £ (111-10) =
£(101) = 101—10 = 91. 3a 6uio xoju = € [90, 99] Barku: f(z) = F(f(z+11) =
f(r+11 —10) = f(z +1), ma je f(z) = f(100) = 91. Cana 3a z < 90,

pEnyKImjoM nokasyjemo aa je f(z) = f (f(z+1)) =---F(91) =91

45, Tlapue cy dysrmuje: a), ), d), xc), u). Hemapue cy: n), e), 3), 1),
%), a), »), m). Ha mpumep:
. 1+ sin(—z) l—sinz (1+sinz - 1+sinz
i) f (=) =log 1 —sin(—=z) 81 +sinz © %61 sne
—f (). CJII/I‘IHO je u ca GyHKUMjOM ).
T4+l a® 14a® a® +1
Jb)f(_m) _——Ta” 1—a,”_—a;'”—l

1 —sinz

:——f(:c).

46. a) y= (22 —6) +(—z); 6)y= (tg?:u—sm > + cos 3z.

8) y = (—z)%+ (z|z| — sin2z + 2z).
z —z T __ -
2) y= ¢ +26 g 28 . (Buneru cuenehu 3anarax.)

48. Hexa je f (¢) menapHa, a ¢ (z) mapua ¢pymrrnuja. Tana je f(—z) ¢(—z)=
—f(z) ¢ (z) = —y, na je y Hemapua pynrnuja. O6pHyTO, ako je f(— m) o(—z) =
—f(z)¢ (z) = —y, Tama je moryhe camo: f (—z) = f(z) mp(—2z) = —p(z) nmm
f(—z)=—f(z) u p(—z) = ¢ (z), mTo ce U TBPAUIO.

49. q¢) sin3(z + p) = sin3z. 3a z = 0 nobujamo: sindp = 0, omaxye je

s
=g

Hepnomznme cy ¢ymxmmje: a), 6), 0), 1), 3), j) u x). tbuxose nepuoze
cy: a) 6) 72r; 9) 7, h)m ) me moctojm; j)1; %) Tﬂ-

Ha.BO,III/IMO pelermha HEKUX CJIyJa]jeBa.
1
6) f(z)=sin’z = 5(1—cos2x) ma je p = %
3) f(z +p)=-33ap>0. Hajmamu 6poj p> 0 He IIOCTOJU.

x) asin Mz + p) + beosA(z + p) = asindz + beosAz. 3a z = 0, moGujamo
asinAp + beosAp = b. Omasae je sindp = 0 u cosAp = 1, ma je Ap = 27,
2m .

OIMHOCHO P = —.

A

50. a) f(z) = ﬁsin(a:—l— %), ma je p = 2m.

6) f(z)=—cos2zmp=m. e) He mocroju nepuona.
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3 1 :

e) [(z)= 1 + Zcosg:c, na je p = g
) p=m. E)p:%. e)p=2. aw)p=4r. 3)p=—6r2 w)p=2m.
j)p=2m. )
%) p= 2. (3a cBaku cabupak mocebHo uMamo: p; = 1, py = T P3=xa 2 je

g o, 2 2
HajMamu 6poj Koju ce 6e3 ocTaTka meiud ca 1 u 3 T =)

5

a) p=24. n)p=m.
) f(®)=32

T
1 ' 1 . T COS ——+sIn —
n) Kako je cos g:iv2+\/§nsmg:§\/2—\/§, TO je: f(w):~—§r“87r.

—xsin —-cos —

8 8
, A& je fn(.’L‘) =

n 4 5 T
— COS na je p= —.
3 m, Jep 9

‘ ] rcosa -+ sin o
Jlako ce mpoBepaBa, ako je f(a:) =
. —ZsIin o + cos o
L COs N + sin no

- (MmaTemaTnuKoM unaykmjoM). IIpema Tome, y Hamem ciry-
—& SIN N + CoS N

uajy je fir(z) = fi(z). Hus Qpyuriwmja je nepmommuan, ca mepuogom 16, ma je
O
T cos 5 + sin — 1

Joos(x) = fa(z) = T 271' = a
—:c51n§+cos— &

2

51. Axo je f(r) mepuomwyna (yHKIMja, Tama MOCTOjU IMOSUTUBHO P, TAKO
Ia 3a cBako ¢ € R, Bau: cos(m + p) + cos(aa: + ap) = cosz + cosax. Tana
3a ¢ = 0 umamo cosp + cosap = 2. 3Hauu, HoCTuje HeNu 6POjeBH m U n,
TaKkBU Ja je p = 2mm u ap = 2nw. Axo je m = 0, Tana je a = 2n, a ako je

. : 7 .
m # 0, moxenuMo APYry jeAHaKOCT TIPBOM U HoGHjeMO a = —. Haxne, a je
) m
panuoHaJaH 6poj.

52. Ako y maroj popmynu ysehiamo aprymenr 3a a, no6uhemo f (z+2a) =

%' Sastemmmn f (#+a) < i—f-_“;gg’ nma pobujemo: f(z + 2a) =
_m. Connvaum mspadyHaBameM noGujamo xa je f(z + 3a) = %;_1 .

xonauno: f(z +4a) = f(z). Hakmre, QpyHrumja je mepuoamuna, ca IepuroaoM
4a. VlaTepecanTHO je Ka ce Ha OBAaKaB HAYMH OJ CBake QYHKIMje MOXKE KOH-
CTPYHCATU NIEPUOIMYHA (PYHKIM]a.

53. Hexa je f mepmommuna (yrkuuja ca nepuonom p. Tana f (z4+y+p) =
f (z+y), na je, npema narom ycuosy: f (2)f (y+p)—g (z)g (y+p) = f () f (y)—

9(2)9(¥), - f(@)f () —g(@)g(y+p) = f(x)f(y) — g(2)g (y). Daxme, mopa
6utu g (y+p) = g (y) mm je g (z) = 0, 3a cBako = € R. Jlakie, g je y cBakoM

ciIydJajy IepuoauyHa.
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Axo je g mepuomwana QpyHKuMja, Tana f He Mopa 6uru mepumoaumuHa. Ha
npumep: f(z) =2, ag(z)=0.

Il

54. Bumumo zma je f (242a) = f ((z+a)+a) = %-I—\/f (z+a)— (f(z+ a))2

1+£+m—( VEER - (@) +5E) - (@)) =5

ol R

\/1 (7 (2) = . gsz_g L rmy] = L
1
(=) =5
IIpumep oBakse (pyHrumje je: f(z) = %(1 + | cos 71-2—1: D

55. a) y=(z+1)2—9> -9, jep je (¢ 4+ 1)* > 0.

6)y>1. e)y:2x2+2?>2.*) z) y>0.

56. a) y=1—(1—x)2< 1, jep je (1-2)?>0.
6) y<1,jepjed=®>0.

8)y= P > 3" (Bumeru 3anaTak 55. e).)
7*155
2) y= log,(z% + 2) 1, jep je logy(2” +2)
57.4) 1<y <3
6)y:a?27—;-j_;—1:1——lej,nay30 y < 1.
8) 0<y<3.

L, .
2) y= 531112;1@, IITO 3HAYW Ja je —3 <y <

58. Jlako je mpoBepuTu ummbenuny na je: f(z)+f (x—}— >+f <a,—gz> =

3. Kako cy cBa Tpu cabUpKa MO3UTUBHA, 3aK/bydyjeMo [a je f(z) <3, 1j.

0<fle)<3

59. a) Hera je zp > z1. Tama je 3"2 > 3%!, 3a cBako 1,23 € R, a

1 1 37— 3%2

y2—y1:3‘b2—3x1—372 3m1_W

BaH, a UMeHmIal HosutuBaH). larie: yp —y1 < 0, ma je yo < y1. PyHrOMja

je moHoToHO omamajyha. Cawuno yrBpmuMo xa cy Qymrmaje 6), h) uoe)
MOHOTOHO pacryhe, a 8), 2), 0) u o) MoHoToHO omanajyhe.

sy = —2$+1+2—(’E—1) +2. . 3ax<1, uszy>wmy, T U3 T3 —x1 >0

umamo: Yo — y1 = (z2 — 1)% — (z1 —1)? =(zp—1—-z+1)(zg— 14z -1)=

< 0 (jep je 6pojuman HeraTu-

2
)HoaHaTo je: a+ 22, a>0 <= b=l 1) >0.
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(zz—z1)(z14+22+42). Us 2y < lwumay <1 cuemm: oy + 29— 2 < 0, ma 360r
€y — @ >0 cremu yo —y1 <0, Tj. y2 < y1. CawyHC yTBpAMMO: ako jez>1,
Tana U3 Ty > ry cuenu y; > yi. lakme, 3a z < 1 ¢pyHrumja je MOHOTOHO
omanajyha, a sa x > 1, je moHoTOHO pactyha. (f (1) = 2 je MmHUMAaNHA
BPEIHOCT.)

u) 3a ¢ < 0 pyHEIMja je MoHOTOHO omamajyha, a 3a £ > 0 MOHOTOHO pacryha.
Jy=-2x3a2<0uny=03az>0 najesaz<0 $yHKIM]a MOHOTOHO
onanajyha, asaz > 0 ysxumja craruupa. Moskemo pehiu aa je maTa pyHkmja
MOHOTOHO Hepactyha, 3a Vz € R.
K)y=—-lszae<0,y=0,3az=0my=13a2>0. Haxme, yurnmja je
MOHOTOHO Heormaaajyha.

60. IIpema marom yciosy (1) je f(z + FW)=Ffl+y)+1=7F (y+z)+
1=f(y+ f(z)). Ycmon (2) nokasyje ma je [ wHjexkTMBHA (QyHKLIUja, ma U3
fl+fly)=f (y+f (z)) cnemn: x +f(y) =y+f(2). Cuenujausno, 3a z = 0
mvamo: f(y) = y+ f(0). Ysumajyhu osze 3a apryment y + f(2) ma y+z,
nobujamo xa je: f (y+f (z)) = y+f (2)+f (0) u f (y+z) = y+a+£(0). Cana us
yemosa: [ (y+£ () = f (y+a)+1, nobujamo: y+f (z)+f (0) = y+z+f (0)+1,
omocHo: f(z) = x4+ 1.

61. a) f(z) > 0 3a cBako = € R.
6) f(z)=03zaz=—1. f(z)>03a2>—-1uf(z)<03a -2<2z<—1.
8) f(z) >0, 3a Vz € R.
2) f() =03a 2 =0 f(z)>03az € (~10)U(l+00), a f(z) <0 3a
z € (—oo0, —1)U (0, 1).
0) Hyne dpymximje cy e =0ua=1. f(z) > 03a z € (=2, -1) U (0, +00) m
f(z) <03az€(—o0, =2)U(-1, 0).
b)f(:c):O3a:v:0,f(ac)<03a,:c<01/1f(a:)>03a:c>0.
e) f(z) je mepunucana u mMO3UTUBHA 3a CBAKO T > §
ac) Hyna ¢ynxmmje je ¢ = 1. Homen je (—oo, —1) U (0, +00). f(z) < 0 3a
z€(0,1),af(z)>03a2z<—1. wm z > 1.
3) f) =03a2=1 f(z)>03aze(l1000),a f(z) <0saze (1)U
(1000, +o00).
u) f(z) = —2sin®z —sinz+1 ma je f(@)=03zaz= —g—|—2k’7r, T= 2 4+ omru

5 .
T = %—i—?nw’, k,m,n nem 6pojesu. 3atum f (z) < 0 3a %—I—Qp?r g 5%—!—2}7%
3

137
7 +Ur <z < T+2q7r, TIe cy

b 3T
Hf(m)>03aF+2q7r<m<7+2q7rM
p u ¢ nenu Gpojesu.

62. Anciumce 3ajeIHHUKMX Tadaka rpaduxa NIpeNCTaBIba)y PEllerma, jel-

Haumbe F (z) = f(z), 7j. 2%+ 6 = 5|z|. Pemema cy: (2, 10), (3, 15), (-2, 10),
(-3, 15). :
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%.3&m¢lﬂf@)—f<ij?

t=—2uz=4.Y cunyuajy xanje f(z) = 2* — 122 +3, uyne cy —2, 2, 4 u 10.

, urn. Hyme cy

> . z+8
=0, aro je ¢ =

64. Pemema cy Ha civkava 1, 2, 3 u 4.

y=x*
y \\ !
B / " : y y= 1+l0g,bee1)
\ ! —(y-2)-
% A /y o -z yelog:X
0 2 X //
| /A
: II/ 0/1 X
!
!
!
Cn. 1 Cn.'2
y y=2" /

Cu. 3 Cu. 4

%.@%. 3 00 Yoo Yo B

66. a) % 6) —%. ) 1.

J lm = lim = oo
o—to0 3000  w—+eo 1600
3T g . i 2_0

F i, B

44
5) +oo. gfgao anc) 2.
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2 5 _ 3 5 3
2|2+ —— — i Y
20”450 - 2+3-5)
3) 111}_1 lj_ ro8 11111 %3 11 = lim 13 121 2
z—+00 /0 —3z4+1 z—+00 r—+00
xzvl—55+m_4 1_a:3+a:4
x? z3 : 2
) —5 =22 — 400 J) —T — +oo ®) 1. a) —4—0 n) — — 400
z2 rz Va
sin @
a:(l—{— > sin & 1
M) lim . S (Y, jep | — <H—>O
g T

& — 400

1) Ako jea > 1, onga a* — 400, maje lim ——M—— = _lim
o <1+ ) P

Axo je a =1, onma je a® = 1, ma je lim .Axo je 0 < a < 1, onna
j na j je lim ———= =7 Axoj n
. a® 0
a® — 0, ma je lim =-=0
z—+oo ¥ 4+ 1 1
1 a® — q=*% ) a®
w)a*=— —0,maje lim —— = lim — =1.
a® z—+o00 a® +a7% w—4oo a¥
. _ ; ; a® 4+ a""
o) lim ¢® =0, lim ¢ ®=+4co,maje lim ——— = —1.
£— —00 T&— —00 z——o00 ¥ — q~%

3Ilnz+In 1—§+3
) lim Lm z @ lim 3lnz 1
T - L ud, SN
& ke 6 2 3 z—++o0 2 3\ wzo+tooBlnz 2
In{z 1+§+F 6lnz+In 1+1‘_2+x_5

(Mspasu y 3arpanama Teske ka 1, a In1=0.)

) i log(10%%(3-log 1073%41)) o, 3%log10 +log(3-log 10 e 1)
im = =
P/ goaits log(105#(145:-1og 10=37))  =—+oo balog 10 + log(1 + 5-log 10~37)

_ 3z 3

lim — = —. (log10 = 1 wra., cnuHO MPeTXOAHOM 3a1aTKY.)
o—+too bz B’

—x z? 1

67. a) 'v-l—{l-’}—noo o =0. 6) Tkmm w11
o) lim (Va2 +1-Ve2 - 1D)(Ve? + 1+ Va2 1) L D21
z=roo Vel + T+ vz2~1 Toteo oy 14/ 1

2
lim
w00 | /42 +1+\/m2-—1

¢) CimdHO TIPETX0HOM 3a,JaTKy, D06ujeMo:

. 1—2 . —x 1
lim = lim ——=——,
r—+00 ’L2—ZC+1+.'L r—+4oco T+ T 2
d) ocTymamo kKao y aBa npeTxomm szanmaTka. Jobuhemo:
2 z ’ x 1

lim —— = lim = lim lim = ——.

Tr——00 \/m_l’ T—— oo\/' —z T—r— OO|£U|—£B T r——00 —2x 2
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(Kako je z < 0, To je |z| = —z.)
5
h) 3
x/m—i—a—«\/icosx/a:—}—a—l-\/i_

e) hm 2sin 5
il/**‘?‘ o0
. . Vzta+z . . Veta+/z
lim 2sin ————- lim cos —————=2sin0- lim cos —————=0.
z—+00 2(\/33~|—a—|—\/—) o400 2 o +oo 2
] 11—+
o) “lim 2+ (-2

®-rto00 ;L‘Z—a:\s/l—xs—i— \3/(1

3) Comuno 3azatky 0). Pesynrar je: 3"

. . Vaitl—a®
u) Panmoranumemo 1Ba myTa. dobGujamo: 111_’II_1 =
&T—-100
224zt 1422

1

lim =0.
T (et Vet TV (Va1 +2?)
) i 2e(Va? -2z —z—1)
im =z
V o2 \/7:2—[—2:8—#33—1—2\/1:2-1—21‘

—22? L

lim = )
v=+o0 (/02 4 91 + x4 2/2? + z)( \/a:2~2m+'c+1) 4
1<:) Iim (\3/m3—|—3x2—;c—|—m—\/ — 2z) ]1m (\/x3+3:z:2—m

hm (x —Va? = 2z). Hae cauuHO MPETXOAHNM 3a1aliMa. Pesynrar je 2.

r—+o0

/L) hm (\/a:2+a1x+bl—$)+$Einoo(\/m2—|—a.2x+b2—:n)+-~~+
1
lim (va? +apz + b, — ), urn. Pesynrat je 5((11 +as+-+an).

r— 400

) IBa myTa paluoHAIMAIIEMO, Ka0 DPas3irke KBaapaTa. Pesynrar je -3

(z —1)? i z—1 0
N2z —1Detl) solz@al) 2
2)(m+2) N

(z
£) lim m e T2 -
)Hzx(m—m(m—z) i

=0.

68. a) h

x — .
e
(22— 1)(4z?+2z+1) 4?2422+ 1
2) lim = lim —————— —

et (22-1)(3z-1) 3z—1
(z—1)(2* + 2 +2) ) 22+ +2 _%_
L R T o i s Sl R
g e o i
q

1(z—D(zr 42024 +2+1)

W=

*) Huje onpebeno ma nu je +oo mnm —oo.
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T—z 1 . 3(z+8) (Va2 -2z +4)

=— ! =36,
e e R B
3) Ilm ———— 9—0 u) lim = oy
b Y Ym0t

(2sinz — 1)(sinz + 1)

) —. %) lim - - = -3.

J) 2 ) s—Z (2sine — 1)(sine — 1)

4) CnmdHO IPEeTXO0JHOM 3aaTKY: v
sin? 2z — cos? z . —cos 2z

. =1 . =
TLII}} cos Qm(sm x + cos ) vl—{%& cos 2z(sin @ + cos x)
vVi+23-2 3+22-2

“I%

) ml'l—>1 ™ 1 —gl_{r% S MR Pesyarar je 7
M) hm ? :L(m = lim =+4oco. ) -—1. ®) 0 0) co
r—2 xr — 2 /2

n) Hopen yo6naneHor ,PalloHANCAka “ Pa3uKe KOPEHA, 3a0aTaK MOMKEMO
-1 4

pemmTu yBohemeMm cmene: z=9y%, z — 1=y—1. Jobujamo: hm . 13"

y—1 y3—

3

p) Camano nperxomHoM 3amaTky: ¢ + 1 = y®, ura. Pesynrar je: 3"
5 \/—'— \/E&_ n v —da

¢) im —+ hm —_—

o—a . /(zx—a)(z+a) o~a\/lz—a)z+a)

42— 3 Vz+20-3
Va&+2—3+3—vz+20 o—T F—T

, uta. Permeme:

1
\/2a'

lim = lim . s P :
m) lim, Joro—2 lim i nrn. Pesymrar
L z— Te i -
i 12 |
= 27

o1
k) Cmena: 1 +z=y", ¢ - 0=y — 1, urn. Pememe je: —.

y) lim Vr(z )+1—1.p(m) = lim@

= -1 o n—1y
w=0 P($) b z—0 p(:c) xﬂl})(al-i-azm—l- +a,x )

HOpyru numec je ai, a opBu ce cMeHoM p(z) + 1 =y", y — 1, cBoam Ha mper-
a

1
XO0OHU 3aJaTaK. PesynTaT Je. =5
n

sin . sinz

69. ¢) lim = lim Ii =1.
z—0 & COS & z—0 x <z—0cos® .
6)-lim sin 2z T i sim2e¢ .. 1 3z 2 It ; 5 sin 2@
- = lim 2—— lim — — = - ep je lim =

x—»O z sindz -0 2z =2-03sin3z 3’ JeP z—0 2z
. sindz
lim =1,
x—0 313

o) 11 2@ lim sin bz

- . Tame, cnuyHO mpeTXxoHOM 3a0aTKy. Pesyarar: —1.
—0 sin 3.1: z—0 sin 3z
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l—cosPz =z . l—cosz 1 2z
2) lim — = lim — ! (1 + cosz + cos®z)- lim =
z—0 & 31?r)1 2x z—0 z c—0 2 gin 2z’

ura. Pesynrar je: —.

4
. 2sin = cos —+2sin? =
TR Ao
sinz+ (1—cos z) tim 9 9 9

0) lim = =
)'”1_’0 —sinz+(1—cos z) ‘T”D—QSinfcosf—l—’Qsinzf
2 2 2
9 i T m+ .
— | cos = +sin —
. st s2 S 5
lim =1.
o0 —92sin = sin = — cos -
- 2 2 2
5) lim 1—cosz 1
7 w—0 g2 (1+\/c0sx) Ty
-1 )
. Sml(cos:v ) . sinz ., l-—cosz . 1 1
e) lim 5 = lim < lim e lim = —,
2—0 i rx la:—»O z ©—0 Ji z—0 COS T 2
— : = x
m)lim-—.cisizim———g-. z==1.0=0
z—0 SInT z—0 e sin @ 2
cosz 1+sinz— (1—sinz) . 2
3) lim = lim cos - : — = .,
r—*0811133\f1+smal:—|—\/1—smflc z—0 V1+sinz++v1—sine
. rT—a r+a
2 s1n cos
u) lim 2_ = cosa.
c—a zT—a
. ar—bxr . ax+bx a—> . a+b
- 2 sin 5 - sin 5 . sin r sin 5 @,
1) }cl—r»% 2 :i%? x . z -
. a—b Coa+b
gop ED——8 41k smT:r: b2 — 2
lim 2- = . . =
&0 2 a—bx 2 a+b 2
z
2 2
) V2
%) —.
& 1 1
2) Cmenom — =y, y — 0, nobujamo: hm ol T )
T -0y 2
») Cmmaso 3amaTky 67. ). PesynTaT je 0.
M) 1 —cosz = 2sin’? =, ma umamo:
l—cos<2sin2 %) 1—cos(2sin2 ;) 4sin4£ 14Sin4£ 1
lim ; = lim L2 —lim—2 =,
z—0 z z—0 z z z—0 2 z
2sin? = 16 =
2 2

#) IIpBO paluoHaJMIIEMO MMEHUIAI, uTa. Pesynrar je: 3
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. Jeosx — Jcosz a2 . 1—+/cosz . 1 —-Ycosz
») lim = c—— = lim N R lim ——————, urn.
7 z—0 i sin” x x—0 54 z—0 x?
1
Pememe ——.
12
0) 6.
) i 1—cos® x cos 3z . sin® z+cos? —cos? x cos 3z 1
n) lim = lim — . =
z—0 m2(1+cos zVcos3dx #—0 i 14cos 2V cos 3z
1/.. sin’z . cos?z(l— cos3z) 1 . 1-2sin? &2 11
— | Ilm + lim =—(1+Im—-=) = —.
2\z—=0 22 z—0 2 2 z—0 2 4
' . 1l—cosz
p) CinMyHO NpPeTXO0MHOM WIN NUDEKTHUM cBobemem Ha hn}) _—
T— T
i 1 —cosx + cosx — cos 2 cos 2x + cos & cos 2& — cos & cos 2z cos 4z
m =
z—0 Q,’Z
. 1—cosz . 1 — cos2x . 1 — cos4x 21
Im ——— 4+ limcose- ——— + lim cos ¢ cos 24+ —————— = —.
z—0 ;U2 x—0 a}2 r—0 (1:2 2
T : .
70. a) Cmenom FTE=U Y~ 0, mobujamo: 111’1’(1) y-ctgy =
y—’-
lim ——-cosy = 1.
y—0siny
. . . l—cosy 1
¢) Cimuno nperxonsoM, nobujamo: lim ———— = -,

) . ™ 9 X m cos Zr m \/?; _ ™ .
8) s x 6 = 481N ) 19 ) 12 , & B) COS(C——COS6 COST =

2 sl i T sin x+ il Ia je pesyiarar 2
2T 12 g T g ) MHIe Py '
w2 sin @

. .
¢) lim ——————. ¥YBeaumo cMeHy m — @ = y, ura. Pesynrar je: 5

T (7r - 'L)(ﬂ‘ + ’L‘)
0) Cmena je 7= z = y. Pesynrar: —2.
1) Cmernom g —z =y, y— 0, mobujamo:
1—2cos(% —y) 1—cosy~\/§siny_

1
li 3 = i ~ lim — 7. .
yl—IrI%) 3y yl—rrr(l) 3y 3 y—0 yZ y—0 3

e) Cmena: m — ¢ = y, y—0, ura. Pesynrar: TH
; .1
ac) CimaHO peTXoQHOM, cMeHa je 1—az=y. Pesyarar je: 3

2
3) —.
7T .
©) Hajupe panpoHaiuinemMo UMEHUITAIL, T8, yBeJaeMo cMeny: l—z=y. Pesynrar
je .
j) Cwmena je: y=arcsin z. Pememe: 3
arctg 2z x

. . 2
x) lim - lim ——, TTa Ka0 y MPEeTXO0JHOM 3aJaTKy. Pesynrar: —.
z—0 x z—0 arcsin & 3

«) CmeHa je y = m — arccetg @, a pesyarar je 1.
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, mobujamo perreme 1.

T
- ) CMEHOM Y = arccos —m——
VeZ+1

) 1IpBo panuoHajumeMo Gpojuial, Ma yBEIEeMO CMEHY: Y = T — arccos .
1

\/27r.

1) YBOIMMO CMeHy: y = archg

Pesynrar je

1 1
% - Z—, y — 0. Pememe: —3

z4+l =2
. z+1—2\° . 2\ 2 =
g i (55T =t (1 55) -

9 \ =\ 2z
a i (<1+ > > :6_2,jep je xEI—il—’loo%*i-l e

w—g’— 2\ =
I3 B : 1\*\°® o

) ) =¥ 8) mkr_&(}((l—l—F) ) =e =1

Z) hm (< —f—%)) :e+°°:—|—OO. ()) emn 7]-) é.

JL’——POO

e) i%((l+cosx—1)°°s;-l> T mErE e ) et =1,
L\ (tgz—1)tga
3) lim ((1+tgx - 1)”“”—1)( S = lim 6_(1 tgz) a- ts«"«5(1+tw) =g " = 1
z—5

x—»— €,
1
uw)e jle. x)—.
e

14+ tge 1+ tge

- 2 =l —2 =14+ ="
A)l—i—sina: +1+sina: = 1+sinz

tgx —sinz
& , uta. Pesynrat: 1.

24 B
z241 '_Im 2(et1 -1)

n) ;i—r{%)(l + Qe — 2)+ hm((l + 2(e= — 1)) 2<eﬁf—1)> =

T
2(x241) eetl —1
—

lin%e =t F =2,
‘ 1 1%
M) hm zln B+ = lim In(l—l——) =Ine=il.
r——400 6 54 T—+400 & )
(%)
1 1+ ) 1 2z . 1—=2 1
H)a%%_x—lnl—m_il—l»%ﬂln<l+l—ae>_rh—I>It1) o .1—:5_1'
i l1—2
'}b) 5 . .
logz —logl0 . 19875 1°g<1+ﬁ‘1)
0) lim —=—— = lim - lm — 0/ _
e—10 o — 10 e—10 2z — 10  2—10 10(&_0
. . 10
_1 1 __1 o1 __1
10 Og( 10 ) 10 8~ 10m10°
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In(1 + cos 2z — 1) In(1+4cos2z — 1) —(1 — cos2z)

li =3 = -2.
%) 220 z? b cos 2z — 1 422 4 2
») 1 In(1+ cos 3z — 1) un E § P 9
im (0 Foosdz—1) I, CIIUYHO PETXO0MHOM 3a]aTKy. Pesynrar je: 6
-1 -1 1
¢) 1. m)hme = lim & 2 LS ey
ax bf'_}o SRR (;c’v—>01 111 Slnx ‘ema'v 1 b 1
) lim =% Y —Jim I8 i L G L g,
e=0 sinx «—0 & z—0 azx e—0 b
o i e —1 ! l—cosz 3
y) (01—1>T(1) :EZ +T{—I+I(]) 582 L 2
¢) Camuno nperxomsom 3amatky. Pesyarar je 1.
| | In(14cos(e?*—1)—1
z) lim n(cos(ez )) .ac =lim 11( +COS(62 ) ),I/ITI[. Pesynrat je: —2.
z—0 T sinz —0 x )
Vi—sinz—1 . /1+sinz—1 . (I+(-sinz))® -1 —sina
4) lim — lim = lim : . -
z—0 z z—0 o4 z—0 —sinx &
| (14sing)s—1sinz _ 1 1 _ 5
20 sin 2 3 6
2% _ g8 4 _ a® 2% — @ afq®=—a _ 1
A L i e et i R =
T—a r—a r—a T — Qa r—a r—a
a
T—a
a“(l—{—. > —a®
o a a
lm(a—HL s —4 —a%lna = lim = —a%lna =
rT—a r—a r—a r—a
(e23) -1
s 1 _ 1 a
gl_lga . = —a*lna=a"""a—a"lna=a*(l-Ina)
a
; x 2 2
R Sl T e i
lim — = 2 -2 400
z—>2+0x—21_2+0—12—+0_1 .
6) lim - = — = 1
:”_*—01—’-6; ]__.I_e—_ﬂ 1+e—00 1+0
1 1 1 1
i — = = =0.
e—+0] 4ex ]4eFo  l4+et®  4oo
)i o~ —2 -2 ok
m = = 3
a0+ D2 (m1—0+12 10
T S B 2
sipo (z + 12 (—l-I—O—i-l)2 40
) 1 2243 -1 -1 1 )
2 im = —00
0($—2)(m+2) —4( 2 0+2) ( 0)
g A H +
= +oc0.
240 (z — 2)(az+2) 4(— 2+ 0-|-2) —4(+0)
0) Boautu pauyna na je ]m] =z,3az>0u |¢|= —:L', 3a ¢ < 0. JleBu numec

QAKO MMEHMJIall UMa BUIe HyJa, Tpeba nx o6aBe3HO pasABOjuTH, Tj. Tpeba MMeHHMIIAI
CTaBUTH Ha NPOCTE UMHUOILE.



PEIMEHA 3AINATAKA 159

je —1, a mecum 1.
) Cnuuno nperxomnoM samarky: f(z) — —1, kan ¢ — —0 u f(z) — 1, xan
z — 0.
e) Buneru zamarak 0), jep je Va? = |zl
ac) Jlen numec je 2, a necuu 0.
3) Kam ¢ — —0, xopuctumo ropmy ¢opmyny u f(z) — 1, a xam z — +0,
KopucTuMo nomy Qopmyny u f (z) — —1.
) lim f(z)= lim f(z)=1.
z—1-0 z—1+40

73. a) Tpeba ma 6yne ucmymen ycuos: lm f(z) = lim f(z)=f(3).
r—3—0 z—34+0

Kakoje lim (z?—5)=4= lim (z+1) =4, 3akibydyjemMo a MOPaMO y3€TH:
z—3-0 z—340

F@)=4
rO=5 ¢ f0)=0. 2fO)=1

0) £0)=2,iep jo iy S = lim S+ iy S =2
h) £(0)=1.

7
5"
Jakie, He MOCTOJU T'PAHMYHA BPEAHOCT y Taukd z = 2 U f(z) ce He MOe
monynutu Taukom f (2), Tako ma Gy/le HelpeKnIHa.

In(l+a) o I+ (2) _, ma je f(0) =2.

5 ™ s
e) JE_lgn_of(w)_ arctg == arctg(—oo) = —g» 8 _llrzr}rgf(x) = arctg(4o00) =

T

lix

z—0 -z

o) im 1 (2) = Jimy

74. ) a=4. 6)a=1 6)a=0. 2z a=1
0) He mowxe, jep cy JI€BU U AeCHW JIMMEC PABITAINTH.

Ha=16=1.
75. a) Ay = 2(z + Az) —3— (22 — 3) = 2Az. 6) Ay = Az(2z - 1).
x Az
Ay = + Ax — = Nif = =
o) Ay=veths—ve=gemm e A=y

(z + Az)

. Az Az

d) Ay:2s1n7cos<x+7>. ) Ay:efb‘(eAw_l)'
76. a) JleBu u mecHu ImMMec y Tadku ¢ = 1 cy jenmaxu u usHoce 2 = f(2),

ma je QyHKUMja HENpEeKnIHA ¥ Toj Tauku. JIeBO M /eCHO OJ[ 0Be TaUKe MMamOo

KBaJpaTHe QYHKIMje, 32 Koje 3HAMO Ca Cy HellpeKHIHe 3a CBakKo T € .

6) Henpexmagoct nuHeapHe pyHEIMje, 32 |z > 1, je eBunentna. Pyukimja y =

2
3a cBako ¢ € R), Ila je HEONXOIHO MCIMTATH caMmo Tauke t = 1 m z = —1.
dyurnuja je nenpernana 3a ¢ = 1, jep je f (1-0) =0 = f(140) = f (1). Meby-
UM, ¢ = —1 je Tauka npeknna, jep je f(—1-0) =2 a f(-1+0)=0= f(-1).
8) 3a z # 2 je f(z) = 2% u nenpexuana je. Mebhyrum, ;m%f('n) =43 1(2),

cosz je takobe HenperngHa (Ay = —2sin —sin ((m-{— 2 . 0, xax Az — 0,
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IMa je © = 2 TauykKa IpeKnaa.
2) ®ynrumja je Henpermmgaa 3a ¢ # 0, a ¢ = 0 je Tauka mpekuma, jep je

; . T o s ‘
i, £(6) = 5. Jim,6)= F = FO)
0) ®ynrumja je nenperunHa. ) Hempexunna je.

e) Ay =2zAx — 0 xkan Az — 0, 3a cBaku ¢ € R. yHKuMja je Henpekuma.

Az
ol A —— o8
A e e

HerpeKuIHa 31eCHa.
3) Ay — 0 kam Az — 0, 3a cBako ¢ € R. (Bugetu 3amarak 75. 9). Pynrmmja
je HempeKuIHa.

w) Ay = 2°(28° — 1) — 0 xax Az — 0, 3a cBako = € R. ®ymkmmja je
HEIp eKUIH..

— 0, kaxg Az — 0, 3a 2 > 0. 3a z = 0 pysruuja je

77. a) Tauka npexnna jexz = 0. lim f(z) =400, lim = —oo,majexz =0
z——0 z—+40
i FLE)
BEPTUKAJHA ACUMIITOTA. XOPU30OHTANHUX aCUMIITOTa HeMa,. lim —+ =1 =

Tr— —00 T

— 65 : . 2 : ‘

1 —_ 1 )—x) =0= 1 — =&
Jm m_}l}l@(f () —2) xJTm('f (z)—x), ma je nmpaBa y = x Koca
acuMmIIToTa ¢ obe cTpaHe.

6) ¥ = —2 je BepTHKaJIHa aCHMITOTa, a ¥ = | XOpU30HTAIHA C 06€ CTpaHe.

li ) = —oco 1 lim ) = 0. Iaxrie, z = -1
8) :z:—»l—nll:I:Of(l) com lim f(x) akJie, aCUMIITOTE CY u
y=0.

¢) Hema BepTUKaAJHUX acHUMIITOTa, jep Hema Tadaka Opekuma. lim f(z) =
&——00

—oo0, a lim f(z) = —2, ma je y = —= XOPU30HTAJHA ACUMIITOTA C JECHE
&— 400 2 2

crpane. ame je  lim f(2) =2=%k, a lim (f (z) — im) =

z——00 I r——00
. 1 !
lim (—\/ 242 —2— a:) = —— =n. [IpaBa y = 2 — = je Koca aCHUMIITOTA,
L —t—00 2 2
aJld caMo CleBa.
0) Tauka nperuna je ¢ = 0, anu HeMa BePTUKAJIHAX ACUMIITOTa, jep je

lim f(z)=0. Xopusonraina acumnrora je y = 1, jep je lim f(z)=1.
z—+0 T —too

) Acummrore cy ¢ =2, e =—-2uny=1.
¢) CimuHo 3amaTKy 2). 3JecHa, UIMaMo acUMITOTy ¥y = 2z + 1, a cuesa y = 3.

ac) Tauka mpekuza je @ = —2, ajy HeMa BEPTUKAIHUX ACUMIITOTA, jep e
; T . T ] T
lim f(z)=—=,a lim f(z)=—=. Xopusonranna acumnroTa je y = —,

z——2-0 2 z——240 2 4

c 06e cTpaHe.

3) ®yHrnnja je medurucana 3a ¢ € (0, 1)U (1, +00). Tauke npernna cy z = 0
vz =1, anu je camo ¢ = 1 BepTUKaJIHa aCHMIITOTA, (xgrilof (z) =1). Xopu-
30HTaJIHa ACUMITOTa, Kal & — +0o je mpasa y = 1.

u) Cinuno 3amaTtky z). AcumnToTe cy y = —22 — 2 cileBa U y = 2 37€CHA.
Jj)y=0. x) Hema acumnroTa.
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. (z+ A2+ (2t Ax)—T— (a2 +2—T)
") =1
78. a) f (Z) Aim Ao
(2 ] .
lim As(2zt+ Az +1) = lim 2z + Az + 1) = 22+ 1. Canuso moctymamo y
Az—0 AiE Az—0
0CTAJAM CIydYa]eBUMa.

1 1 1
ol ! o P — / —
D)f(x)_zsli-r—l}o<m+Az‘—|—3 w—|—3)’HTﬂ' (=) (z +3)%
. 1
o) Busern saxara 15. o): f/(x) = Jim, ez = 7o=.
x

2) Cimuno mperxolHoM 3anaTky: f'(z) =

x2+2.

9 i Az : ( +A£E
; L cos(z + Azx) —cosx . - Sstnm 7)__, i
9) f(a:)-—Al;n_}O Az —Alalclilo 5 Az ek

2

7)) Buneru 3anatax 75. B).
e) Camuno nperxonHoM 3azaTky: f'(z) = 2%In2.
) f(z) =In(—=z), 3a 2 < 0um f(z) =Inz, 3a 2 >0, ura. Y oba ciydaja je

. 1
File)= .
3) Cnmuno 3amatry 2): f'(x) = 2cos 2z,

79.4) fL(1)=—1, fL) =1 6) F.(0)=—co = f.(0).

o) L) = 5= F4(1). 2 fLm) =1 = fi(m).
80. a) 32% — 2. 6)y:w4—2w~x"2:>y’:4m3——2+;2§.
a)y:x3—$§:>y’:3m2—3?/5. 2) 322 —3%In3. 0) cosz —sinz.
2 2 2a 3
) 2ma + a. e)y=ar~ s —wx" 2 :>y’:—3—$5—|—\/?.

5 T
w)y=ei=my =gVel 9= W) —

. . T
x) 0 jep je arcsinz 4 arccos z = 3

1 1 i
h) ——m — ——=. n) (x4 1)e®. M) arcsin & + ———.
) ~5s " o/ ) (¢ +1) ) ==
n) e*(cosx —sinz). ») 3z?Inz. 0) (2% —x — 3)e”.

81. Y cBuM 3amammMa, u3Mely ocrasor, KopuctuhemMo 1M NpPaBUIO 3a
/
f(@) _ =)y (z) = f(2)g'(2)
- 2
(g ()

. Hajemo pesyitare.

M3BOJ KOJMUYHUKA: <

g9(z)

l—2 1— 22 622 2z x>
o) ——- 0 e ¢ o Yo = AT 3
e (14 2?) (23 -1) arctgzr (14 2?)(arctg z)
423(2b% — 2?) 1+ 22 + 32% — 223 — z* z —sinz cosz

o 22 cos? x

R e e
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) 1—cosz —zxsinz 5 T ) 22
o . ) U) ————.
(1 —cosz)? 2(arccos )24/ 1 - z? : (1+22)
) -2 x) —2e" ) —2-10z-In 10 ) -2
LA B Ay ) ——. A — — . ) —
4 z(1+1Inz)? (e® —1)? (14 10%)2 (sinz — cosz)?
2sinx cos T 1+ 2sinzcose —1 (sinl‘-{—cosx‘)?*l .
M)y = = : = : = sin x+cosx—
cosx 4 cose sma 4 cosx smz 4 coszx
=y =cosz —sinz+ $o3E — BN D
sin x + cos = " (sinz + cosz)?’
5 19 17 a+1
; - 6) —. 1. —. . 1.
82. a) 5 ) T ) AT d) 1 )
83. a) ¥y = —lw(ﬁ)l = - 6) y = -1—~(sin:r)’ = ctge
V1= TS op— ® sin '
2Ilnzx 1 QCOS:E 2 -1 &
= . - . 0)— ) I ——
5) z zlne 4 sin® ) zln® 2 b 2ve2® 4+ 1 / V1—z?
T Inz ., (8—=a)z? )
a) ——o—o. 3) ln fie—) i —. &) —sin2z.
(a? —2?)3 :L’\/l—l—ln;:v (I-=)?
a)3z?cosz3.  w)—12sindzcos?dz. wm) ——QCOSE #) —sinz- cos z(cos z).
1 Zarcsmx -2
») 6sin2z—6z%cosz®. o) . p) ——.
cos?zy/1+2tgzx \/1—1:2 lz|v/z2 — 4
1
—2arctg — 1
c)l—-l—;vT& m}—1+w2. h) sin 2z-sin 2?2z sin® x- cos 2%, y) ——n \/m

84. a)y~(x+x%)_%:>y’:(:c+\/§\)/:%~(a:+\/§)':
4 1 142V
(x+f) ) = :
( 2\/5> 6z ) (z + Vz)*

1 1—z\ 1
)y = —F—= S
14-—% \V1te 2V/1 — &2

1 +1:c
8 . 2) y =25 In2.(3°) =2%.3%.1n2-In3.
/ V1 —z2((arcsinz)? — 1)
- 2 -1 l—224zarcsinz
a) paresin 2z, ) b—) ) 6)
1
Vi-4e? (z2422+2) arctg I——I—x- V(1-2?)3
) : ) ——2 u) ) arcsi
a) —————. 3 ; resin €.
2(1 4 In®z) /222 — 1 1+x ‘

z2 1+ 24 V14 22

Y Tmet v ¥ TRE 0 G
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1 < 2 )’ 22+l 2(1-2?) 2(1—2?)
4z

M)y =

7+1) T 1P A+ @+l e 1]
 (a?+1)?
9 _
Haxie: y’:m,sa |x|<1my’:m,3a z]|>1.3az=1uz = -1,
Yy He mocToju.
) ) arcsin
— B) ——x.
" cosw V(= z?)3
85. a) ¥ = (1 — z)e”®. 3aMeHOM, jeOHAKOCT Ha JECHO] CTPAHM IIpesas3u
y:a(l—z)e™® = (1 —z)ze™™.
2 1
6 F— 1 A . Jr Lt L
)y = (1—2?)e” 7, urn 8)y P
2) Bunern sanatax 84. ).
arctg
)y = —y*(x+ 1), ura )y = , AT
)y = -y (z+1) ) (e
86. a) —2 5)_1_"'_9_51M 6) —y 2) 14+y~? ());
T y—a’ zsin(zy) zy—1° ' r+y—1
) y ¢) —sin(z + y) ) y(1 — 22 —y?) y ycos +sin(z —y)
T—y 1+sin(z +y) z(l+ 22+ y%) sin(z —y) —sinz

3 dz 2) dz 2) —4zdx
Vi e Y-

ac) (14 2z arctgz)da.

87. a) 2(z — 1)dx. 6) e®dz.

2@

) —2sin2zdz. ) m

3 1 T 1
88. 0,) 0,1 5) 0,1025 B) 1,611'12 2) Am_m—@rad Af(Z) N%

1
89. a) 3a pyHEIM]y Y = Vz, Baskn: Ve — Az—+/z & W Az. ¥Y3MmuMmo 1a
x

je ymecto z 6poj a?, a ymecto Az Heka byne ¢ u nobuhiemo: \/a? + z & a—i—Qi.
a

6) Yar+x =73 a”(l—i—%) :a{/l—f-in.?)a(pyﬂxuujyy: Ve+Azue =1,
a a

mpeMa (pOPMYJIM 33 NPUOIWKHY BPENHOCT IIpupalltaja QyHKIMje, 1061jamo:

Az il x . T z
Y14+ Azx~ 1+ —. Y mamem cayuajy je Ae = — maje {/1+ — =~ 1+—.
n a® a? na™
IToMHOKIMO OBY IPUGIMAKHY JeTHAKOCT Ca ¢ U J00nheMo TpasKeHy pesalu]y.

90. @) Hpema mperxonHoM 3azaTky mmamo: /140,02 ~ 1+ 0»302 _

1,0066. ...
6) V1000 = V1024 —24= /210 - 24~ 2 -
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1
o) V24 + 1m0 2+ ;55 = 2,03125.

2) cos61° = cos(% + 12—0) ~ cosg — sin % 1_781-6 =0,4849....
d) sin 31° :sin(g——l— %6\ %sin%-i—cosg-% = 10,8155 ;.5
7)) tg44° :tg(%— £6> %tg%— gﬁoﬁ = 0,965.
/
e) arcsin (% + 0,04) ~ 0,57 rad. ac) 0,81 rad. 3) —0,045.
91. a) 30z* — 24. 6) 6(z* + 1)(5z? +1). 6) 4e** 1,
2z = 2_1

) 2arctgz +

—, [ . — .
2) (1+ 1122)2 ) /(1+{E2)3 ].—{-1172
6z2 —2

1 af1 1 |
e) Ze\/ <§_\/_x_3) ac) —\/(1——12)3 3) —(1_$2)3.

—2cosx

2

W= miey’ = gt

—4x
(z + 1)2’

s3afz|>1. 3ae=1wuax=—1 He mocroju y'.

7) Bumern npsu usBox y sazmatky 84. m): y’ = z3a lz| < 1my” =

4z
@+ 1P

2 2x arcsin @

) 1_$2+ (1_$2)3.

92. a) (3 —x)e™". 6) 4sin 2. 8) 6(1— )% z) —(1_{_2%)3
L9p2 M 6a?—2 1

Y (z+1)

1+4cos? 2 2
0) ——=. ) (12248z3)e®". _— ¢
) sin® z 2% =) ¢) (1—22) ) (1+22)3

93. ) 7680. 6)0. 8)4. 2)6.

. 1 .
94. Ha mpumep 6): 3a n = 1 je y = o IMpernocraBumo ma je
z
- 1!
Y = (—1)”—1% U IOKaKUMO Ja TakBa popmyiia Baxku 3a n+1. Tudep-
T
emIUpameM oBe mpeTmoctaBke mobmjamo: y*th) = (y(MY = ((=1)"~}(n —
!
DIt +2)7) = (=1 = Dt (=n)- (L4 2) ™" = 3

(—l)nm. Haxie,
dopmya je TavHA.

95. a) y™ = (1-)"e". 6) y™) = 2" cos(ng + 2:[,‘).
8) Y = (n— 1)1 —z)™".
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2—(1—:::): 2

z2) y= — 1. Ilpema npeTxooHOM 3aIaTKy
’ l—2 11—z
Y™ =2(n— (1 —z)"".
) 0. ) nl.

1 1.3:5---(2n -3 2n-1
) y=(1+a)k, Y = (-)r-t TEL T g gy
) e > 1 o y(”):—2'5.8"3'75371_4)(2—32)_%.

3)y= 1 ia: + 1 —Il— == (1—2z)" '+ (2 + 17!, urn. Hame cowano 3amatky e).
Pememe: y™ = (n — DI(1— z)™" + (=1)*(n — 1)!(L+ z)~".

96. TIpecek ca ocom Ox mobujamo 3ay = 0, 1j. 3a :c—% =0 < 9321:— ! =
0 < z2=1um z=-—1. Hame je y = 1—|—a—-}2—,' ma je ¥y (1) =y (-1)=2=k.

Tamrenre cy: y = 2(¢ — 1) mw y = 2(z + 1).

1 2 !
97. a) ¥(3) = -5 y(3) = 3 @ je Hopmaia: 27z — 3y —T79 = 0.
6) CumeTpaJia IPBOT KBaJApaHTa je mpaBa y = z. [Ipeceuna rayka je pemerme
cucreMa jenHaumHa y = & Ay = —/z + 2, ura. Pememe je: 2z —y — 1 =0.

6)2e+y—4=0mdz—y—11=0.

98.a)dz+y+4=0u2c—-8y—15=0. 6)z—4y+4=0udz+y—18=0.
e) y'(—2) =0, ma je TanrenTa y = 5, a HopMaJa T = —2.
2) ¥(1) = oo, ma je TaHresTa HopMajHa Ha ocy Oz. Tamrenra je z = 1, a
HopmaJa je oca Oz: y = 0.
0) y =2z, 2y=—z.
p) Y raurnm (1, 1) umamo: 22 +y—-3=0me—2y+1=0, a y rausu (-1, 1)
butie: 26 —y+3=0mz+2y—1=0.
e)r—2y—1=0n2z2+y—2=0. o)be+2y—7=0u2z—6y+3r=0.

99. o) Koepuumjenr npabia tanrente je k = 0, ma u3 ycmosa 3y = 0,
1j. 1223 + 1222 — 24z = 0, HaNa3uMoO alcIUCe TadaKa y KOJUMa IOCTaBIbaMO
raurente: &1 =0, &9 = 1, 23 = —2. Tamrente cy: y=20, y=15u y = —12.
6)y=0,y=1. !

6) k=4,1j. ¥ =4, urn. Tamrenrecy: 4z —y—-4=0udz—-y=0.
e) be+y—2=0. ’
0) Koeduuujenr npasua mate mpase je k = 3 ma mMopa 6utu y = —3, uTa.

Tanrenra je 3z +y+ 6 = 0.
100. a)x——y—3e_2:.0. 6) y=0.

101. Koepuimjenr npasua tetuse je k = 2, ura. Tanrenra je: 2z —y+1 =
0, a momopHa Tauka je T (2, 5).
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102. Teme mapaboine je rtauxa (3, —3). Jennauuna mpase p je y = —=2
nTh. JenHaunaa HopMade je 4o — 4y — 21 = 0.

7

103. Taureare cy c+y=0wuw 2 —y = 0.

104. Hopmane: z —3y+10=0, 2 —y+1=0u 22 + 8y — 43 = 0 nponase

(#3)
KDO3 TauKy 53 )

. 1 .
105. y = 2¢/z, ma je 3 = T un y' (1) = 1. Oncevak ramrente je DI =
@

2 . .
T\/l +1=2v2= DN, jenmax ny:xuHu HopMmade. Cianuno, nobujamo cy6TaH-
reHTy 1 cybuopmany: DP = DN = 2.

106. SN =|y-y/|,ay=vVai-a?uy = v

2% L2
107. ¢y = 1 — 2z, ma je tga = ¢'(0) = 1, satum tgf8 = /(1) = -1 m
1 :
tgy = ¢ <§> = 0. IIpema Tome, a = %, Bi= —g n v = 0 (ramrenra je

napaJiesta ocu Ow).

108. tgp = ¢/(0). Pemema cy: a) u 6) 45°; 8) arctg 2.
109. v =5z*+5 > 0 3a cBako z, ma je tgp >0, 1j. p € (0, —g)

110. ) Jennaumne kpusux onpebyjy cucrem jemHaumHa Koju MMa peri-

ema: ¢ = +3, y = £2. /3 npse kpuBe Hamazumo y = Vz?2 -5, ma je y =
ﬁ. KoepunujeHT mpaBla TaHTEHTE y TauKy ca allCOMCOM = 2 je
z?2 -5
: 2 . . .
k1 = 7 Hpyra nma koeduumjeHT ks = -3 Kaxko je k1-ky = —1, To je yrao
T

[0l KOJUM Ce& KDUBE CEKY: (0 = R
6) Kpuse ce momupyjy y rtauku (0,0), a y raukm (1, 1) cexy mom yriom

p = arctg —.
! 1 6
e)go:arctgg. z)@:arctg7. 0) 45° m 90°. 7)) 45°.
1
e) o = arctg 3. M)Omarctgg.
112. Pynxmmja je nedurucana 3a z € [0, 2]. 3a ¢ € (0, 1) je ¥ > 0, ura.

113. Oapenumo 3Hak y', ura.
a) Y =3(z?—2¢—3), majey >03az€(—c0, —1)U(3, +00) — 1y Pynrmmja
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pacrem y <0 3a z € (-1, 3), ma yATOM nHTepBady (YHRIMja oIala.
6) Pacre 3a z € (—1, 0) U (1, 400), a omanma 3a z € (—oo, =1) U (0, 1).
g) Pacre ox —co mo 0, a onaxa ox 0 mo +oo.

1
2) Omama 3a 0 < x < -, a pacre 3a ¥ > 3"

0)®ynrmmja je MoHOTOHO Heomanajyha, jep je y' =1 —sinz > 0.
11 1 11

J) Pactesaz < —z max > —, aomanasa —z <& < —.

2 18’ o2 18
¢) 3a z < 1 pacre, 3a ¢ > 1 omaza. o) Onana sa z # 2.

3)3a:L<OI/IJ:>2paCTe a3a0<z<?2onana.
u) Onaga 3a 0 < x < 1, pacte 3a z > 1.

114. a) ¥ = 622 — 6z. 3HaK TPBOT M3BOJA W MOHOTOHOCT Cy IIPUKA3aHU
Ha ci. 5. Jakne Ymax = 038 2 =0 U Ymin = —1 3a z = 1.
6) Ymax = 2532 £ = —2 ¥ Ymin = —2 32 z = L.
8) Ymin = 0 38 & = 0, 32TUM Ymax = 1296 3a £ = 6 ¥ Ymin = 0 32 = = 12.

e ey T e
YR i EESTALRIL:
y' ++++O_____l-++++ y _* - +
/r'nu)Nn‘\nn/ ‘ ﬁ:ux\%in//
Cu. b : Cu. 6

(\S/E + 1). 3HaK MMPBOr M3BOJA W MOHOTOHOCT

¢) IlpBu usBox je y’ 7a

mpuKasaHu cy Ha ci. 6. ¥ rauku ¢ = 0 mpBM M3BCI He TocTOju a Y. m Y|

Teke Ka +00. JIOKAJHM EKCTPEMYMU CY Ymax = 1 38 € = —1 ¥ Ymin = 0 32
=10
a)ymax:_Q3*?"1":01’Iymin:233'1':2- b)ymax:03a$:0-
1— Va2 g
e) ¥y = — = 3a z =0, ¥ me mocroju (Texu Ka +oo0). Mebyrum, ¥ > 0
T
saz € (—1,0)me € (0,1), na z =0 Huje Tauka excTpemyma. 3a ¢ = —1 je
= - 4 < .
Ymin = _g U Ymax = g 3a T = 1.

om)ymax:ﬁ3ax:0.

115. ¢) Pyurunja je nedunucana 3a £+1 >0, ©j. 3a z > —1. [IpBu ussox
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je y’:?,Hajey’<O3am€(~1,0)uy’>03aw>0. Haxae, Ymin = 0
x

3a ¢ = 0.

6) y >0, ma je pyHKIM]a MOHOTOHO pacTyha M HeMa JOKaJIHUX EKCTPEeMyMa.

6) ymin::'“e“1 sa z=e" !, Z) Z/ma)czllewi2 saz=e’m Ymin=0 3a =1

8) gl =& sa,z=1. D) Ymin =032 2 =04 Ymax =42 30 2 = 2.

; 1
116. a¢) ®Pyurumja omaga ox 0 no —g 2 < —1, 3aTmM pacte mx —5 A0

3 3a —1 < @ < 1 m omazma on 3 no 0 3a & > 1. [aknie, HajMarmba BPEIHOCT

- . 1
QyHEIT]E Je m = —g = —1, a Hajseha M = 5 3= 1
1 ) 1 k
5)y:1—5511122:1:,1121,36771:53&.@:% %,aM:l3ax:%,
k,me Z.
/ 2 ' / 3 5 /
117.a) y =32° -3, majey >03az € —5,—1 uac e 1,§,ay <0

sa @ € (—1, 1). loBosbHO je, Aakiie, 0JAPEJUTH BPEIHOCT QYHKITjE 38 & = ——,

2
r==l, 2=1u% = § Taxo yTBpauMo na je HajMarmba BpeaHocT m = 1 3a
x:l,aHajBeha]\/[:§3aa::g.

6) m=4, M = 13. ) m=6, M = 10. z)m:—l,M':g.
5

T T s

d) m 5 5 ) m=0, 1

118. Tpaskumo 3a koje z Pynrmuja > + z* uma mMummmym. Kaxo je ¢ =

. 3 :
3z?4+423 rojey <03a x> L ay >0zaz< =" Pyrrmmja nvMa MUHUMYM

3 . .
38 & = —7 — T0 je TPaeHN 6poj.

119. Hexra je ¢ cm nxyskmHa jenHe crpanune. Tazna je apyra (15— 2) cm

u noppmumaa je P = z(15 — z) = 152 — 2?. OBa QyHKIMja MMa MaKCUMyM 3a
15 .
B= FE a TO je cTpaHWIa KBaapaTa obuma 30 cm.
120. IIpema ca. 7 moBpinuHa npaBoyraounka ABCD je P = AB-BC =
2z y = 22(12—2?) = 242 —22>. TloBpumna je HajBeha 3a £ = 2, ma je Tpaxenu
npaBoyraouuk oapeben Taukom C (2, 8).

121. Heka je r mosynpedsnuk Kpyra 1 2&¢ Mama OCHOBUIIA Tpalesa. Tamxa

jeh=+r?—2?2 nmaje P=(r+a)h=(+2)Vr?—22 cn 8 Onasze je
, =2t —re 40’ ; r .
P = e T ©! 0 < & < r. lloBpuinHa je MaKCUMAaJIHA 33 & = 3 ma je
r?—z
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tpoyrao OAD jegHaroCTpaHMUYaH. Y TJIOBU Tpamesa Cy 60° m 120°.

Cu. 7 Cn g
122. OgpenuMo KoopauHaTe TadKe A, ci. 9, Tako Oa MOBPIIMHA ITPABO-
yraouuka ABCD 6yne najseha. Ilpema cimm je P=2z(1—-y) = 22 (1 —

22 )_ 2% 2(1 — 22)

== , ma je P! = ———— ura. IloBpumHa je MakcuMaiHa 32
z?+1
1

(2% + 1)’

Cu. 9 Cua 10

123. Heka je cTpanuia u3pesaHor kBagpaTa ¢ cm. CaBujameM II0 MC-
npekuaaEuM JuHUjama, ci. 10, mobwhemo kyTujy AybuHe & cm U KBaJpaTHEe
6ase mpuue (18 —2z) cm. Tana je V = z- (18 —2z)?, wra. Pememe je z = 3cm.

124. Tpaxena mpasa je y — 4 = k(z — 1). Ha 6u oHa cekia IO3UTUBHE

nemose oca Oz u Oy, mopa 6utu k < 0. Onceunm cy 4 —k n WUTH.

k )
Pememe je k= —2.
125. IlocToje aBe TakBe Tauxe: A <?, Z) u B (—-\/?g, 2—)
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; ; z%/3 .
126. Heka je z ocHoBHa mBmua. Tamna je V = 7] -H, ma je BucuHa

V3 223 4AV3

-—. lloBpmna mpusme je P(z) = -+ , Tma je

a5 2 z
4 34
- IJ/C;@:J??(;/Z V)

€xr

npusme H =

Pl(z) =
x = V4V,

127. Osnaummo ca 2 ocHoBHy uBHy. Tana us V = 32 = 2?H, nobujamo
. . 128
H= 7> T je TIOBPIIMHA Koja Ce MOKPUBA MIovMIaMa: P(z) =z?+ — ) AT,

, urA. MuHMMagHa TOBpIIMHA je 3a

CIIMYHO TIPETXOAHOM 3anaTKy. Pemleme je @ = 4m, a nybuna je H = 2m.
128. Hexa je z monynpeunuk, H BucuHa ynmcaHOT BaJbKa, ci. 11. Taza
dr(r? — 222)

je H=2vr?—2a?u M (z) = 4ra\/r? — 22, ma je M'(z) = —ﬁ’ avig
r?—z

2
Max = 2727 3a ¢ = # u H=nr/2.

///
/, B
r H C 2 .2
H X=r
X
0 X A
Cu. 11 Cu. 12

129. Hexa je z momynpeunux Kyme u H sucuna, ca. 12. llpaBoyrau Tpoy-
riaosu ABO n AOC cy cimunn, na saxku: OA:OB = AC:0C, 1j. ©:H =
3
; zr . wr
Va? —rkr, onaxie je H = ———. 3anpemuna kyne je V (z) = L——,
w2 B S50 2 2

3
UTA. CJIUYHO IIPETXOMHMM 3aJalliMa. Pememe: ¢ = 7‘\/; u H = 7’\/?—).

2r/3

. 3
130. Cununo 3anarky 128. [lonynpeunuk BasbKa je r\/;, a BUCHHA, 5

Y

3 V'T;JGPJG

. .4
€ J€ T IIOJYIIPDEYHUK JIOIITE. B&HPGMHH& BaJbKa € '?:7'37l"

4 3
JaTa 3allpeMUHa JIOIITE Vi= g'f’ T.
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131. Opasoyrma Tpoyraosu AOV u ABC wma cn. 13 cy cinmunn, ma je
OA:0B = BA: BC, onmocro r: H = (r—2): h, e cy & u h pesioM IOIYIIP €IHIK
s = .
u BUCcHUHA yrucaHor Basbka. Onasue mobujamo h = —(———), Ila je 3alpeMuHa
r
3 z?rH(r — )
passka V (z) = 2?mh = —————=, UTA, CIMYHO IPETXOJHUAM 3a[3LNMA.
-

4 5
ﬁr‘rH,

. 1
Honynpeuynuk BabKa je & = §r n BucuUHa h = §H' Jaxme Vpax =

OITO M3HOCH § 3allpeMMrHe JaTe KyIle.

vV
H
C
h
X
r 0 B A
Cu. 13 Cu. 14

132. Ha ca. 14 je ,pa3Bujena kyma“, umju je oMorad natu ucedak. Heka
. . rrTQ ;
je a menTpaJHu yrao uceuka. Oxrosapajyhu nyk, 180" jenHak je obumy Gase
rIQ . 360z .
180" mobujamo: o = Gt W3Bonuuna Kyme je s = 7,
ma je BucuHa H = Vs? —g? = /72 — z2. TlpeMa ToMe, 3allpeMUHA KyIle je

1 2
V(z) = §$27T\/ r? — 22, ura. lobujaMo Vimax 38 T =T 3 ma je o = 360°- \/g

27r33\/§
97

134. Heka je BucHMHa Kyme &, a moiynpednuk 6ase K. U3 ocemdenor

Tpoyria Ha ci. 15 HajJas3uMmo: RZ=r?—(z—7)%=2rz—2% najeV(z)=
)

kgyne. Tako m3 2zm =

133. BuueTu mpeTxoaHu 3a8aTak: Viax =

m ;
—(2ra? — 2%), urn. Pememe je ¢ = 3"

135. [Ipema cia. 16, ako je BucuHa Kyme &, mmMamo: OV =z —r n CV =

V(z —7)2 =2 = \/a? — 2rz. Y3 cimunoctu Tpoyriosa VAB u VCO nobu-
zr

jamo AB: AV = OC:CV, onnocHo Riz=r:\z?—-2rz, na je R= ———.
V2 - 2re

R’rz mrle?

5 = 50s —2r)’ urn. Pememe je: ¢ = 4r.

Jlakie, sanpeMuna kyue je V =
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v
X1
r AC
0
r
% R B
Cu. 15 Cn. 16

136. Hexka je x monynpeunnk u H BucrHa Baibka. V3 maTe 3ampemMuHe

2V
Hanasumo H = — | na je P(z) = 2227w + 227 H = 2wz? + == ura. Pememe

jex = \/ \/ \/ 1/ = 2z. TpaskeHu BaJbaK je T3B.

J e,B;Ha,KOCTp AHWYHN Ba.Tba,K

. 3r
137. Cmmano sazatry 131. Ioanynpeunuk kyme je z = 5 a BUCHHA
b= 3
138. a) ¥’ = 322 +p, ma axo je p < 0 IpPBU M3BOL UMa JBe HyJIE: £ = %p

n Ty = —4/ ——B—p Ha ocnoBy snaxa y' sakmyuyjemo ma je M = f(zs) = a3 +

2 /- 9
pro+4q =q— gp ?p um= f(a:l) =q-+ gp Tp Hemocpenaunm MuOM«KEmEM

yBepaBaMo ce nxa je Mm = ¢® + —p3.

27
6) 3 f(—2) =0, mo6ujamo ycios ¢ —2p—8 =0, a us M —m = 4 gobujamo:
—%9 —szl. Omasgne je p? = —27, ma je p= -3 u ¢ = 2.

139. a) Ilomasumo ox 36mpa reomerpujcke mporpecuje: 1+ x2 + 2 +
xn+1 =1

st o = e Inpepennuparmem oBe jeanakocTu mobujemo: S; =
T —
ntl Dz” +1
142+ 302+ 42+ - 4 ngn~t = 22 (pL)e” 1
(—1)°
. 1— $2n+2
6) Monasumo ox 1 — z? + 2% — 2% 4 ... + (=1)"2? = ——— Pememe je:

22 +1
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2
(z2 + 1)
8) ®opmyiry mobujeHy y pellemy 3aarka a) 3a 36up Sy, TOMHOMUMO Ca .
nz"t?— (n+ 1)zt + 2
(z—1)2
parbeM mocie/ibe jeHaKoCcTH qobuliemo: Sz = 124922 +32%22 4. . 4n2zn 1 =
n(z+ 1)z"t? —n(2n + 3)z" 1 4+ (n + 1)z — 1

Sy == (nz?+3 4 (n + )22+ 4 2).

Tobuhemo: z +222 4323+ +na"™ = . Indpepenny-

(z—1)°
140. Axo je QyHEmmMja jeAHaKa KOHCTAHTH HeH M3BOJ je je/HaKk HyJH, a
2 2
Baky 1 o6pHYTO. Y HalleM ciydajy je ¥y = —— — ———, 33 > 1, 5.
pHY yajyide ¥ = 1w - o 2| > 1, j

y' = 0. (Buzmetu pemreme 3anatka 84. m).

141. a) ¥ =322 - 120+ 9=03a 2 =1uwzy=3. Karo jey’ =6z~ 12 u
y'(1) = —-6<0,ay"(3) =6>0, T0 je Ymax = f (1) =4 4 Ymin = f(3) = 0.
6)ymin:03a’x:0aymax:13am:11’1ymin:03a’$:2-

8) Ymin = € 38 £ =&, 2) Ymin = 0,38 2 = 0 & Ymax = 472 325 =.2.
3
a)ymax:Z3a:$:Z. D) Yymin =—13a 2 =—-11 ypax =132 2=1.

142. v = kcosz +cos 3z. Tpeba na byne y’ <g> =0, 1j. k- cos g—i—cosr —=

0= ——1=0. OnaBze je k = 2. Kako je ¥/ = —2sin2z — 3sin3z, 1o je

Y’ <g> == —\/?_) <0, ma je f (g) = Ymax = \/g

143. f’(;(:):g+2bx—i—1. Uz f(1)=0wu f(2) =0 mobujamo: a+2b+1=
T

O/\%—}—élb—i—l = 0. Pememe oBor cucrema jeIHadrHa je ¢ = —-g—, b= —5 mna je
2 1 2 1
fz)= ——glnw—gx2+a: u f'(z) = —-3—:17—3:13—]-1. [Mpema Tome f"(z) = 3—3}5—%

1
W3 ycaosa f(1) = 3 >0m f7(2) = ~ < 0, sakmyuyjemo na je f (1) = Ymin,
a f(2) = Ymax-

2 222 4 2 :
144.a)y”:—m<03am5£0. 6)y”:—(x—§———'——1v<03am¢:i:1.
- —

2 1
145. a)y”:m>0. 6)y”:12m2+$—2>0,3aw¢0.

146. y"’ = 2023 — 30z — 30, ma je y’(1) < 0 — QyHKIMja je KOHBEKCHA U
y"(3) > 0 — pyHKIMja je KOHKaBHA.

147. o) P (2, 12) je mpeBojHa TauKa.
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6) IlpeBojue Tauke cy Hyse QyHKIW]e.

e) llpyru usBon y"’ = ———— Hema HyJa, aju Mewa 3HAK y Ta4Kd 9Uja
9/ (x4 2)8
je amcmuca # = —2. Crora je (—2, 0) npesojHa TauKa.
= T m /1
¢) Ipyru usBoJ He mocToju y Taukama | —1, 7)) " 1, 5 ), 2y muMa y

mema 3Hak. [lopen oBe mBe Tauke, Tpeha mpesojHa TauKa je KoopauHaTHU
moYeTaK.

148. a) y" > 0 3a V& — QyHKIMja je KOHBEKCHA U HeMa IPEBOJHUX TadaKa.
6) m 6) Kao mpeTxonHu 3ajaTak.
¢) Ilpesojua Tauka je (1, —1). 3a # < 1 je KoHKaBHa, a 3a & > | KOHBEKCHA.
0) Hema mpeBojuux Tavaka. PyHKimja je KoHBeKCHa 3a & > —3, a KOHKaBHA
3a & < —3.
/) ®yHKIMja je KOHBEKCHa 3a T > e~

El 3
2 2

, a KoHKaBHa 3a ¢ € (0, e~ 2. IIpeBojuHa

e (73, -3
Ta4dka je (e”2, ——e ).
e) KonkaBHa je 3a # < —1 m 3a © > 1, a KoHBeKcHa 3a —1 < z < 1. IIpesojue
rauke cy (—1,In2) u (1, In2).
ac) Pynrnmja je KoHBeKcHa 3a ¢ > 0, a KoHKaBHa 3a z < 0. IIpeBojHa Tauxa

je (0, 0).

3 9
149. a = —— b= —.
49. a 3 3
2 4 - g
150. a = —?O, b= 5 ITpesojue Tauke cy jomr (0, 0) u (—2 — g)
1 o :
151. @) lim —— = lim —&— = Jim >~%. Jim(— sinz) = 1.0 = 0.
z—0 ctg x z—0 1 z—0 & z—0
) sin? z
T C e s ey e |
ZRL Sl = i nalbe kol
; e’ . e I e’ . e : e®
")) o et T o 3025 — o 5027 — 1ML 1305 = o T35 = O
2) b.
2) 1 COST — ZSsinx — cosx lim——sinac . sinz —1 1
i = = lim — =
o 1 32 z—0 3z z—0 I 3 3
—cost 3 3
. O8O E _ 1—cos°z " 1 2 1—cos®z _
) Jirg 1—cosz 250 cos? z(l—cosz) 50 cos2z sb 1—cos @
. 3cos?zsinz
1. lm ———— =
o—0 sinz .
—sinz
. .1 .
e) lim I ac) lim = lim M- 1= lim e8¢ _

z—0 T z—08sIn ¢ z—0 :L’Z z—0 2x
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i sin x i -1 . 1 1
- lim =1l {—=]=—=.
;ul—r»% r w—02cosx 2 2

1 e“7+e_‘”_ 2 B 2e
m)xl—rv%_ 1 —1_1_6—1‘
e~% 41 e

1
T i4er g 11
VI 3 red) 3

152. a) He Bake yciioBU 3a IPUMEHY NpaBUila, jep U3pa3 HUje o6ImKa, 0

00
w —.
6) hm (1 —sinz) me moctoju!
&—++400
6) Makosuko myTa OudepeHnupa Gpojuian ¥ UMEeHUIAl, U3pas 3apKaBa

o6k —. *)
00

153. a) hm z(ev—1)= lim aslilinn | ~—me e lita es=1,
40 £ — 400 5 r— 400 =g r— 400
. Inz . % .
6) 1—12—10 —-1—— - 11—1}}'}}0 _w—lz' o xl—lg—lO(_m) ==l
¢) Cnmuno mperxonHoM 3a1aTKy. Pesynrar je: —0.
2) +oo.
T ; 1
— — arctg - 2
% @Eﬂ-noo 1 3 :DEI-II-loo - a,—1+r-lpoo 1422 L
z z?
1
In(1 — . _ . In*z . 1 . 2zl
)l1m—(——$):hm z—1 :hmnx'hm—:th-lzo.
z—1 _1_ z—1 _ 1 l z—1 | — 2 z—1g r—1 —1
Inz h12 T T
2 2 2 a2 2 2 2
T8ds u) Bim i = B S g e feg T B B
z—0 g2 Slll2 & z—0 x4 z—0 st xr z—0 i 4
ma gajbe, IprMeHoM JlomuTaioBor mpaBuia Ao6ujaMo pesyaTaT 3
1 1
6) =. —. z) 0.
) B\ ) i )
: 341 1 1
) im z°{ ——In (1 + —) , ura. Pesyarar: —.
z—+00 x x 2
o1
h) 3

2
. Tanma je Inm = hm 1 — In(cosz) =
oz

2
2

155. a) Hera je m = hm(cosa:)

*) 3anamu 6) u B) ce jenuocTaBHO pemaBajy Ges mpumene Jlonmranosor npasmia. O6e
rpaHmune cy 1
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zsinax
21 p . i inxe . -1
1111L(C§s—&) = Jim —S98L — Jim TN lim = -1. s Inm = -1,
z—0 b z—0 Z:g e—=0 & 2—0CoST
nobujamo: m = Iirr})(cos £)=7 =e L.
r—r
6) 1. 8) e e) 1. 0) e L.
. 1 —1
ln(— — arctg a:) T _ arcth. 1+ 22
5)Inm= lim —2 " 7 — Jim -2 - =
x
) 1 —z?
Ll e i 5 = —1. (Buzetu zanarak 153. 0). Pemere
B=too m(§ — arctg m) eoteo 1+ o

je e .

156. a) & € (—00, +0); ¢yHrumja je mapHa; Hyde cy ¢ = 0, ¢ = = 2

z = —V/2. hm f(z) = 11141[1 f(z) = 4o0. Hema acuMnroTa. Ymin = —1 3a
oo
-1, ymax =0s3a2 =0u ypnin = —1 3a ¢ = 1. [IpeBojue Taure cy

D
! !
<% _§) u <_ﬁ’ 3) I'pa¢uxk je ma cau. 17.

y
1
\ 1 | &y
PN | | X
| .‘
Cu. 17

6)336(—oo,+oo). Hymecyz=0umz=3,y>03a2z>3. lim f(z)=—oc0,
r——00

lirf f(z) = +oo0. Hema acumnroTa. Ymax =032 € =0 ¥ Ymin = —4 32 £ = 2.

Tr— 100

[Ipesojua Tauka je (1, —2). I'paduk je Ha ci. 18.
¢) CiIudHO IIPETXO0THOM 3aJaTKY.

2) © € (—o0, +00); mapra je. y = 0 2 = 1l mwsa ¢ = —1. lim f(z) =
r——00

hl}_l [ (z) = +o00. Hema acumnToTa. Ymin = —1 3a ¢ = 0. IlpeBojue Taure cy

r— 100

(1, 0), (-1, 0), <\/?§’ —%) u (—?, —%) I'paduk je ma cia. 19.

0) Cnuuro 3amatky 156. a).

) Cnmuno sanmatky 156. 6).

e)3azr<0jey=2a?+3z+2,asaz=>0y= z? —z+2. I'paduk je npuxazan



PEHIEHA 3AOATAKA 177

ga ca. 20.

~<

Cu. 19 Ca. 20

oc) CIugHO IPeTX0JHOM 33 IaTKY.
3)y=|lz+1|+ |z —2|+ 2z, nrn
w)y=z+2zac>lny=—z—23r<l
157. a) Jepunucana 3a #1una #—1. Ilapraje. lim y= lim y =0,
T——0Q & — 400

ma je mpasa y = 0 XoOpU30HTAJIHA acUMITOTa ¢ 06e cTpaHe. Kocux acuMmnroTa

wema. Beprukanue acumnrore ¢y ¢ = 1 u = —1. Ilpu Tom je

i ' - = — R (o (22 b
S A0ty - o0z 02 T St I ire)

, i
Cavuto y — —co Kanz — —1—0uy—4oo kamz — —1+0. 3y = (1——2—)—2,

—z

2 1 : '

1t (;L +1) Hema MakcHMyMa, HA IPEBOJHUX TavaKa U Ymin = 1 32 & = 0.

BT
['padux je na ci. 21.

y
' X
\‘-T 0 1/‘
Cu. 21 Cu. 22

6) ﬂe(bMHmcaHa 3a cBako &, ¥ = 0 je XopU30HTAJIHA aCUMIITOTa C 0be cTpaHe.
dyarIMja je HemapHa. Ymin = —1 38 T = —1, ¥ Ymax = 1 32 ¢ = 1. IIpeBojue

rauke ce (0, 0), (2\/5—’, ?) < M3, f) I'paduk je Ha ci. 22.
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2 .2
ebunucana 3a ¢ % —1; I = — i = =] .
o) Hed _ 7 -1 Pt z+1 con x_yl_rrf+o z+1 too. Ilpasa
z = —1 Je BepTHUKaJiHa aCHMITOTa, a MpaBa ¥y = & — 1 je Koca acCHMIITOTA.
Ymax =4 33 = —2, & Ynin =0 3a z =0, cu. 23.
Yy : y
-2 -3 -1 0

4 / -2

Ca. 23 Can. 24
2) u 0) Ciu4yHO NpPUMeDY pEIleHoM npe 3a1aTka 156.
) Huje nepunucana sza & = V3uz=—-/3u Ty UMa BepTUKAJHE aCUMIITOTE.
Wma KOCy aCUMNTOTY ¥ = —Z. Ymax = —= 38 £ = 3 ¥ Ypin = 5 3a & = —3.

HenapHa je n uMa npesojuy tauxy (0, 0).
¢) Cnuuno 3amatky 157. ¢). Jepunucana 3a ¢ # 1, uMa BEPTUKAIHY aCUMII-

Tory t=1lukocy Y= — 1. Ynax = —2 338 =0 ¥ Ynin = 2 382 & = 2, UTA.
3
. x :
ac) epuuucana 3a z # —1. ﬁl_l)rglm = —oo; mpaBa & = —1 je Bep-
; . 1
TUKAJHA aCUMIITOTa. Koca acUMIITOTa je Yy = 3%~ 1. Ymax = —— 3a © = —3.

Musumyma Hema. IIpeBojua Tauka je (0, 0). Ipaduk je ma ciu. 24.
3) Hepunucana 3a cBako ¢ € R. VMa ca,0 XOPU3OHTAIHY acCUMITOTY Y = 2,

. . I - 9 o — 322+ 8z —3 . . e
lepje tmy= lm y="%1 =y mie e = e
5 y
¥ Y = —5 3a & = 3" Wwma tpu npeBojHe Taurke. Vma ase myne: © = 2 u
1 .
BE= g I'padur je ma ca. 25. y
34 z/
y X

Cu. 25 Ca. 26
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w) Nepurncana 3a Vo € R. y = 0 3a z = 2. Vima caM0O KOCY aCUMITOTY
27

y=2—0. Ymax = —5 38 £ = —3 ¥ Ymin = — 3a ¢ = —1. Vima Tpu ipeBojHE

rauke, Mmeby wuma (2, 0) — Bunern ci. 26.

158. a) Hedunucana 3a ¢z # 0. Kag © — —oco u ¢ — +00 ob6a ciyudaja
Y y4aj
3 . . B
y — +oco. y =032z = —v/4. lim f(z) = 400, a lim f(x) = —oco, ma je
z—40 z——0
z = 0 BepTHKaJiHa acuMITOTa. HeMma KOCUX HU XOPHU30HTAIHMUX ACHMIITOTA.
Pacte 3a & > ok Ymin = 3 38 L = 3 MaKCUMyMa HeMa, a Hylla QyHKIuje je U

mpeBojHa Tauka. ['padux je ma ci. 27.

£

_Sl. 0 ] X /

Cu. 27 Cu. 28

6) Nepuancana 3a & # 0, nemapua. Hema Hyna. y — +00 & — +0my — —o0
kanxz — —0. Beprukanua acumnrota je ¢ = 0, a koca y = 3z. Hema npeBojaux

TAYAKA, Ymax = —4 38 £ = —1 ¥ Yin =4 32 ¢ = 1.
6) Iepunucana 3a z # 0. Hyna pynrnuje z = —1. Kag z — 0 Tama y — —+oo0.
ViMa BepTHKaJHy acuMmnToTy & = 0 4 KOCYy ¥ = 2. Ymin = % saz = V2.

dynurnuja je KouBekcHa. I'padux je mar Ha ci. 28.
2) De¢unncana 3a ¢ # 0. 3az=1jey=0. Kanz — 0, y — —oo. Acumnrore

. 1 X 9
cy £ =0uy=0. MakcuUMyM j€ Ymax = 5 32 & = 2, & [IPEBOJHA TAUKa (3, Z)

2
I'padur je na ci. 29.

159. a) y = . Hema Hpyrux npexuna,

1
————. 3axz #0je
(zz T oeer Le=ia s
ocum y Tauku ¢ = 0. Kag ¢ — 0, rana y — 1 Hema Hysa HEM €KCTpEMyMa.

" 622 — 6 1 1
' = (_ﬁ)_g ¥ mpeBOjHe Tauke cy | —1, 7 u {1, 1) Kag x — 400 m

x — —o0, Taga y — 0, ma je oca Oz Xopu3oHTaNHa acumiToTa. Ha rpa¢duky,
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cn. 30, uperun y Tayrku ¢ = 0 03HaUeH je CTpelauIaMa.

y
0 /A 23 X 1
-1 0 1 X
Cua. 29 Cu. 30
z3 z?
6} gy = m Baz #0jey= m PyurImja HEMa HyJa, HU

: . e :
ekcTpemyma. [IpeBojHa Tauka je (——2—, 5) Acumnrore cy x = lmy=1. Kazg

z— 0, y— 0. I'padux je na ca. 31.

|y
y -1 o)
-2 2 X
1 2
BERR (F X
Ca. 31 ’ Ca. 32
z+1
LL (z 5(13;214) = 3328_« 4 B # —1. Huje meduuucana jomr 3a z = 2
ux = —2. Haﬂa:—>1,y—>—§. Acumnrore ¢y z = =2, x = 2 u y = 0.
[IpeBojamx Tauaka HEMA, a& Ymax = —2 3a & = 0. ['padux je ma ca. 32.

) z(z?-1) =z-1
2 = =

4 e(z+1)? 41’
Acmvmrore cy @ = —1 u y = 1. ®yukumja je pacryha, Hema JTOKAJTHUX eK-
CTpeMyMa HU IIpeBojHMX Tadaka. Kam z — 0, y — —1. I'padux je Ha cu.

33.

3a ¢ # 0 u 2z # —1. Hyna dynrmmje je z = 1.
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-4

160. a) y = 57 nedunucana je 3a z # 1. Mma nyny ¢ = 0. Kax
3 —

£ —1-0,y— —oco0, axane — 140, y = 4+0co. Acumnrore cy z = 1 u

3
4
y = x. JIOKaJIHU eKCTPEMYMU CY Ymax = 03a2=0u Ymin = 5 38 & = \S/ZI

—99

IIpeBojua TavKa je (—\3/5, 5 >, Buzeru ci. 34.

»

/
|

Cu. 33 Cx. 34

3
6) y= —LI, WTA. CINYHO 3a7aTKy 158. a).
S

) Cim4HO IpPUMepPY PEIIEHOM Ha, [IOYETKY OBE IJIaBe.

2_3z+2 2
2) y= Q—U——?’—qi =z — 3+ =, cimudo 3amarky 157. ¢). Huje nepunmcana
x
sa z = 0. Hyne ¢pynxmmje cy 2 =1 u ¢ =2. Acumnrore cy e =0my = — S
Ui = —9/2-33az = —V2 U Ymin = 9/2—-33az= V2. ['pa¢uk je mpukasan
Ha ci. 35.
y
-\z \/’i/
of 1 X
‘ y
0 1Y loy3
— N[TAPB X
Cua. 35 Cu. 36

0) Neduuucana 3a z # 1, ¢ # 2, ¢ # 3. Acumnrore cy = = 1o =2 8= 3n
y =0, nra. Ppaduk Bumnmo Ha ci. 36.



182 JEJAHAECTA TJIABA

5j) Mepunncana 3a ¢ # —1; y =0 3a = 1. Acumnrore cy ¢ = —1 u y = 0.
2
JloKamHM eKCTPEMYMU CY Ymin = 0 32 & = 1 ¥ Ymax = 3 3a & = 5. IIpeBojue
TaduKe cy Tadke ca amcimucama b+ 2v/3. I'padux je ma cu. 37.
y
9 y
1
-1 . oy 1
o 1 5 X Ty X
: ] ,
Cu. 37 Cu. 38
z x
161. a)y::C 13azz:>11/1y:1 3a ¢ < 1. (Bumetu u 3anarak
- -z
159. 2). KpuBa nMa IBe XOPU30HTAJHE aCUMIITOTE: JeCHy y = 1, 1eBy y = —1

u BepTurajJHy ¢ = 1. I'padux je Ha cu. 38.
ljey=——
6)3ac>0uz#ljey sntan

n 3anarak 1567, a). I'padur Bunumo Ha cia. 39.

asaz<Oumaz#£-—-ljey=

1
T (Bunern

vy y
1
1 X, 1
0 50 71 18 %
&
Cua. 39 Cua. 40
z? z?
8)y= p— saz>20uz#l,azaz<0jey= T . Ilasbe cnuuHO 3a,maTKY
— —z
157. 6). 7
2) ®ynrumja Huje nepunucana 3a |22 —1|—-3=10,1j.3a 2’ —1 =3 wim 22 —1 =
-3, onaxye je * = 2 wmm ¢ = —2. To cy Tauxe npeknga. llpema nedunummjn

anconyTHe BpegHocT je ¥y = 03a & < —2mw —2< 2 < 0. 3a 0 <z <1 je
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2 . L 2 . 2¢% — 4
y= —-QO__Q’ ma je f(1) = —3 Y oBom mmTepBAIy je Y = _(iﬂ.jTW < 0 u xaxm

¢ — +0 v — —1. Illpyru usBox je Heratmsa 3a 0 < z < 1, ma je dynxmmja

romBekcHa. (Bumetu ci. 40.) Bal<z<2uz>2jey = — - R Tana je
22 _

—22% — 8 <0 e & . R 5 2z

= , na je ¢ynrmmja omanajyha, a lim

(x2 —4)? ' e ! s e—too g2 — 4

/

y_

= 0. HpaBa

; 2\ . .
2z = 0 je mecHa XOpU3OHTAJIHA acUMITOTa. Tauka <1, —3 je IpeBOjHa Ta4dKa.
/

JlokajHmX EeKCTpeMyMa HEMa.

162. a)y:(l—x)\/a—:saogazglMy:(av—l)ﬁsam} 1. Hyune
dynrumje cy ¢ = 0 m z = 1. Konkasna je 3a 0 < z < 1, a KoHBEKCHa 3a T > 1.

23

EKCTpeMyMR: Ymax = 5 33 @ = 3 7 Ymin =032 =1 IIpeBojra Tauka je
(1,0). I'padux je ma ci. 41. '

R
0%— 1 X A . ot .

Cu. 41 Cu. 42

6) ®ynxumja je negumucana za —1 <z <1l. 3a-1<z< 0jey=—z\1— 22,
azal0< <l jey=2yv1—2% Tpadukr je Ha ci. 42.

) ®yurumja je nedumucana 3a r > —3. Uma nyne z = —3 u ¢ = 0; KOHBEKCHa,
je. Ymin = —2 3a ¢ = —2. I'padux je Ha ci. 43.
X
3 2 0 ¥

2 - ‘ 24 |0 V3 X

Can. 43 Cu. 44

2) IledpunucaHa je 3a -3 LzLlumz > V3, HeHeraTHBHa y IeJioj obmactu
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nepunucanoctu. Hyne pynarimje cy @ = —v3, e =0uz = V3. Munumymu cy
HyJie QYHKI]E, & Ymax = V2 3a © = —1. Tanrente y HyJlamMa Cy BEPTUKAJHE
(y' — o0). Ilpyru u3BoJ je HeraTuBaH, na je QYHKIM]a KOHKaBHa, cJI. 44.

0) Obnacr medurucanoctn je £ < —2 mw @ > 3 n f(-2) = =2, f(3) = 3.

2

Pynruuja HeMa HyJIa, jep jenHaunna £ —+\/z? — r — 6 HeMa pellemna. 1i141_1 =
T—+00

—, majey = 3 IeCHa XOPU30HTAJIHA acuMIToTa. Rag e — —oo, Tana y — —oo,

2
r—yVael—z—06 z— |z

amu je lim = lim =2. Cemrora lim (y—2z) =
r——00 444 T——00 & z——00

. 1
Mg ma je mpaBa Yy = 2T — 5 JieBa Koca aCHUMIITOTa, UTH, BUuaeTu ci. 45.

b
3 Yi

Cu. 45 Cu. 46

. 1
§) Cnuuno mperxonHoM 3amaTky. PyHKLUMja vma HyIy T = 3 JleBa acumm-

ToTa je y = —4, a mecHa y = 2z, UTH.
e¢) Comuno samarmmmva 0) u ). 36or |22 + 2z — 3|, pymrmmja je nedunmcana,
3a cBaro ¢ € R, amn je y = ¢+ 1+ /—(224+20-3)3a -3 <z < 1lmnm

y=az+1++Ve?2+2z—-3 3a 2 ¢ (-3,1). O oBoMe MOpPaMO BOIUTHU padyHa
KOJl M3padyHaBama JuMeca 1 usBoga. Jame je f(—=3)=—-2u f (1) = 2. Hyna

pyurmje je @ = —1 — V2. JleBa acummToTa jey =0, a mecua y = 2z + 2.
JIoKaIHU EKCTPEMYMHU CY Ymax = [ (—1 + \/5), Ymin = J(—3) # Ymin = F(1).
PyHruMja je KoOHKaBHA, cIl. 46.

ac) Pyurnuja je medurrcana 3a cBako ¢ € R. y = 0 3a ¢z = 3. Kaxo je
. z—3 . #(1—~2 : -3
lim ———— = lim M = 1lwu lim ——% = 1, To cy mpase
r—~+00 33‘2 +1 & — 400 1 T——00 , /$2 ‘l‘ 1
—z4fl1 4 —
\/ 22
; 1
y=—1uy=1 penom neBa 1 gecHA ACUMITOTA. Ymjn = —V 10 3a 2 = —=, a

V10
[IPEBOJHE TaUKe Cy (—1, —2\/5) u (%, e B

3) Heduuncana 3a ¢ < —1 u z > 1. Hyna ¢pyurnumje je x = 2. llpaBe y = —1 u

). Bunern ca. 47.
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y=1 cy nepa u mecma acuvnroTa. Hema excTpeMyMma HU IPEBOJHUX Tavaka.
Beprurasne acuMmurore cy ¢ =1 u z = —1, ura.

iE ' 1
-1~ 'lLf /

Ly
i —
5N
(@)
ol
>

Ca. 47 Cu. 48

u) y==x $,3ax>1my:—m/ ad 3a < 0. Acumnrore cy © = 1,
Ve—1 \/:c—l
3V3

1 1 :
u::c+§ (ﬂeCHa)My:—x—§ (neBa). ymin:O3ax:0Mymax:T3a

¢ = —. KpuBa je KoHBeKcHa, ciI. 48.

DO Qo

163. ¢) Pysrumja je neunucana 3a cBako T € K. Hynecyz=0umz=1.

Kam ¢ — +00, Tama y — —00 U 0BPHYTO. Ymin = 0 32 T = 0 ¥ Ymax = g 3a

8 g s
B= T ®yurnmja je KoHKaBHA, ci. 49.

ok <

X ' :
' |
0 = _ :
7 ‘\ o £ 1\ x.

Ci. 49 Cu. 50

6) HNepunncana 3a z > 0. Hynecy z = 0u 2z =1 Ymn =03a 2 =0m
Ymax = V3 3a ¢ = =. ®ynrumja je KomkasHa, ci. 50.

6) Nledunucana 3a Ve € R. Hyne cy z=0u z=-3. lma c ofe cTpaHe acuMII-
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ToTy y = = + 1. EKCTPEMYyMU CY Ymax = V4 38 ¢ = —2 1 Y =038 8 =0,
[Ipesojua Tauka je (—3, 0). PyHKMja je KOHBeKcHa 3a ¢ < —3, ci. Hl.

N

Cu. 51 Cui. 52

¢) llepunucana 3a Vo € R. Hema nyna. XopusoHTa Ha acUMIITOTa je oca Oz.

JlokaIHM MaKCUMYM j€ Ymax = 2 32 ¢ = 0. Y mpeBojHMM TauxaMa (—1, \3/5) a

(1, \3/5) KpUBa MMa TaHreHTe, HopMaJiHe Ha ocy Oz. KoHKaBHa je y mHATEpBaJLy

S

0) Hedurucana 3a Ve € R. Hyne cy x = 0 u z = 1. ViMa MUHUMYM Ymin =

8 : i) 59
i 2 2%5) ca. 52.

3 .
2 &= 7. [Ipesojue Tauke cy (1, 0) u ( _
h) Nepunmcana 3a ¢ # 1 u @ # —1. Acumntore cy ¢ # 1 u x # —1. Hyuna je

—§—3am:—\/§y1ymin:

/2

IIpesojue Tauke cy <—3, ——g—), (0,0) (3, g), ci. 53.

3
z=0. IMa Ypax = — ~— 3a z = V3. (Henapna je.)

3

3 -V
ST ON\[1 v 3 X

/T F

Ca. 53 Cn. b4

164. ) llepunucana 3a cBako & € R. Ilepmomuuna ¢ysrmmja, p = 27.

3
Hyne cy € = k7, Ymax =3 32 & = -21+2k7r, Ymiin' = —1 3a z'= g—l—Qk"Ir, keZ.
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. . T T . . i
IIpeBojHe Tauke MMa]y alCUUCy ~3 UIn B Ipaduk je Ha ci. 54. )

T
6) Depvmucana 3a CBaKO & € R, nepuommuna, p = 27. Hyne cy ¢ = o) + km,

33 B . 3V3

ke Z. Baz= %+2/c7r MMAMO Ymax = 5 a3a L= F—I—Qkﬂ',]e Ymin = ——

IIpesojHe Tauke Cy & = g-{— kw. Tpaduk je Ha ci. 55.

VB

bt
R <

N
o
ept
ol
o
=
g
&
%3
L=
o5
L2}

NIV ALANI A

Cu. 55 Cun. 56

} _4.3 . _4.2
2l e 9sinz sin®z sin z(9 sin ) _ 0 sa¢=kn k¢ Z Hemapma

¢yuruMja, nepuHUCAHA 32 Vz € R, mepuoJudvHa ca IEPUOIOM P = 27r s
y = 2cosz + cosdx = 4dcos®z —cosz = 0 mobujamo z = g—l—imr r= g-l—lnr

2 :
= “— 4+ kr. Y oBuM TaukaMa QYHKIHMja nMa eKcTpemyMme. Buxern ci. 56.

2) @yHI{uma je medunmcana 3a cBako r € R, nepumoanyna, nepmo,ae 27. Hyne

&y & = —2— + 2kw. JlokaJHU E€KCTPEMYMHU CY Ymax = 3 3a = E + 2k n

x:%—l—%wﬂymin:o 38, & = 3;+2k7rmymin:43ax:g—}—Qkﬂ',kEZ,
cil: I -

y |
4

y
| 1y

\ - --ﬁ-w-*;/ﬁlwﬁ——ﬁ}z i X WAN

T 0Eger ¥y & F X Jo s g\ [ ] [fES X
"..

Cu. 57 Cut. 58

0) O6nacr nmeduaucanocru je K. ®ysrumja je mepuoaWvHa, Ca LEePUOLOM

*) Tlepuomuute QpyHKUMje HEMajy XOPM30HTAIHE HM KOCE aCHMIUTOTE.
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3 7
p = 27. Ha unrepsauy [0, 27]. uma myne z = Zﬂ uzx= ZF Jlokanuu ek-

T
CTPEMYMH CY: Ymax = 1 38 & = 0, Ymin = - 3 Z = —, Ymax = 1 38 & = 5

™
4

o 37
ymin:_13a$:ﬂ'aymax:_ 3ax:Hyymi11:_13a$:_

9 4 9 U Ymax = 1

3a & = 2w, ci. H8.
) ®yuximja je meduHHCaHA 3a cBako ¢ € R, mepmoawdyHa, ca HEPUOIOM 27.
Ha unrepsady [0, 27]. uma uyne: ¢ = 0, 2 = 7 1 & = 27 U EKCTPEMYME Ymin = 0

(y HynaMa QYHKIUJE) U Ymax = 3 33 & = g— U Ymax = 1 32 & = 3;, ci. 59.
y
¥
—/‘f
y p AN
1 0 X
T80 3 7oy T B
Ca. 59 Cux. 60

165. a) ®yurimja je nedunancana 3a ¢ # 0 y — g kagz — +0my — —g

kan @ — —0. Hyna ¢yurmumje je @ = 1. Acumnrore cy € = 0 m y = — (c obe

NS

crpane). Hema excrpemyma, pacrylia je. IIpeBojua Tauka je (1, 0), ca. 60.
6) ®yurumja je mapHa, neduaucana 3a ¥ # 0. Acumnrora je y = 1, 7eBa u

5 <0, yHKIM]ja je KOoHKaBHa, CII.

NlecHa. ll_r)r(l) arctg - = 0, 36or y"’ = ———(1 -|ja:2)

61.

( e

0] X 7 -0 X

Cu. 61. Ci. 62.

6) ®ynrumja je nepurmcana 3a Ve € R. Uma acumnrore: y = z + 27 (1eBa)

ny==z (mecua). EKCTpeMyMU CY Ymax = —1za2=-1u Ynin = %4—1 3a

3
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x = 1. IIpesojua rauxa je (0, m), ci. 62.
2) Nepuuucana 3a ¢ # —1. Kan ¢ — —1—-0 Tana y — ~l—ruy— -1+

T,
kag z — —1+ 0. I[lpaBa y = © — 5 je acumnroTa ¢ 06e CTpPaHe. Ymin = 1 34

z =1, mpeBojHa Tadka je (0, g), ci. 63.
Yy

eF y

------ 15
/ re
. 2

Cu. 63 Cu. 64

) Pyurumja je mapHa, me¢unucana sa ¥ # 1. Mma acummrory y = g 3a

z >0 Je onanajyha Vma marcumym y = 0 3a ¢ = 0. Kag 2 — 1 — 0 Tana

y — —5, ay — 5 kan ¢ — 1 + 0. Vima mBe mpeBojue Tauke, ci. 64.
) ®ynruuja je mepunmcana sa Ve € R. Hyua je ® = —1. AcumnroTa je y = g
(nmeBa u ﬂeCHa). Ymax = T 38 € = 1 ¥ Ymin = 0 32 2 = —1. IIpeBojue Tauke cy

Tauke eKcTpeMyMa u Hyma. 'paduk je Ha ci. 65.

~

=

ol
mI
ol
]
,-l-

“%
-1 0 1 X
Cu. 65 Cu. 66

166. a) lepuaucana je 3a z > 0. Ranz — +0,y — 0 (JIonuraroBo mpaB-
; 1 b !
nio). Hyna je z = 1. Hema acuMnrora. Ymin = 50 3a ¢ = e” 2. IIpeBojHa

TauKa je ca allCIUCcoOM T = e~ 5, ca. 66.
6) Hedumucana 3a z > 1. Hyna pymrmmje je ¢ = 2. Ranz — 1+0, y — 0.
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Hema acumMnToTa. Ymax = = saz=14+e"2u Ynin =0 32 z = 2. IIpeBojua

rauka je (1+e71, e71). I'paduk je ma ca. 67.

¥
1 .
— | -
o N e ey X
A
e2
0 1 2 X
Ca. 67 : Cu. 68
¢) O6nacr nepunucanoctu je z > 0. Hyna ¢pyrrimje z = 1. liI_rl_loy = —cou
T—
. 1 ;
hr_ll_l y =0, ma cy acmvnroTre ® = 0 1 y = 0. Ynay. = — 32 ¢ = e. IIpeBojua
r—-400 E e

. S
TauyKa je (e%, 56_%), cia. 68.
¢) ®yHrumja je napHa, JeduHucaHa 3a cBako ¢ € K. Vma murmmym y = 0 3a
¢ = 0 n npeBojue Tauke (1, In2), —1, In2).

167. a) Hepunucana 3a ¢ # 0. Ak