
Kvadratna raxireǌa poǉa racionalnih brojeva

Duxan �uki�

::::::::::::::::::::
0◦ Uvod

U aritmetici na koju smo navikli radimo sa racionalnim brojevima iz skupa Q i ce-
lim iz skupa Z. Osim xto je savrxeno intuitivna, ovakva aritmetika ima veoma po�eǉna
svojstva: poredak, dobro definisanu deǉivost, proste brojeve i, najzad, jedinstveno ra-
zlagaǌe na proste qinioce.

Me�utim, mo� aritmetike nad Q je ograniqena. Zato nam je ponekad potrebno da
radimo sa drugim skupovima. Oqigledan primer je svo�eǌe po modulu prostog broja p -
tj. aritmetika u skupu Zp.

Primer. Rexiti jednaqine (a) 4x2 − 1 = y3; (b) 6x3 + 3 = y3; (v) x2 + 1 = y3 u skupu Z.
(a) Levu stranu faktorixemo: dobijamo (2x− 1)(2x+ 1) = y3. Brojevi 2x− 1 i 2x+ 1
su uzajamno prosti, ǌihov proizvod je kub, dakle svaki od ǌih je kub: 2x− 1 = u3 i
2x+ 1 = v3 (u, v ∈ Z. Ali tada je v3 − u3 = 2, xto je jedino mogu�e za (u, v) = (−1, 1) i
(x, y) = (0,−1).

(b) Umesto u Z, posmatrajmo jednaqinu u Z7, tj. po modulu 7. Imamo y3 ∈ {0, 1, 6}
(mod 7), ali 6x3 + 3 ∈ {2, 3, 4} (mod 7), dakle data jednaqina nema rexeǌa.

(v) Ovo izgleda te�e. Raqun po bilo kom modulu ne prolazi, a levu stranu na�alost
mo�emo da rastavimo samo kao x2 +1 = (x+ i)(x− i). Mo�da nam treba aritmetika u
nekom skupu koji sadr�i i?

Da bismo mogli da govorimo o aritmetici, nije neophodno da radimo u skupu Q ili
Zp. To mo�e da bude bilo koji skup F u kome mo�emo da sabiramo, oduzimamo, mno�imo
i delimo. Drugim reqima, F mo�e da bude bilo koje poǉe.

Podsetimo se xta je to poǉe:

• Skup F na kome su definisane binarne operacije sabiraǌa i mno�eǌa je poǉe ako:

(i) za sve a, b ∈ F , zbir a+ b i proizvod ab su tako�e u skupu F ;

(ii) a + b = b + a, (a + b) + c = a + (b + c), ab = ba, a(bc) = (ab)c i (a + b)c = ac + bc za
svaka tri elementa a, b, c ∈ F ;

(iii) postoje elementi 0, 1 ∈ F takvi da je a+ 0 = a · 1 = a za svako a ∈ F ;

(iv) za svako a ∈ F , postoji element −a ∈ F takav da je a+ (−a) = 0;

(v) za svako a ∈ F \ {0} postoji element a−1 ∈ F takav da je a · a−1 = 1.

Primer. Skupovi Q,R, C i Zp (p je prost broj) sa uobiqajenim operacijama sabiraǌa i
mno�eǌa su poǉa.

Raxireǌe poǉa Q je svako poǉe koje sadr�i poǉe Q. To raxireǌe zovemo algebarskim
ako su svi ǌegovi elementi algebarski brojevi:

Definicija. Broj α ∈ C je algebarski ako je nula nekog nekonstantnog polinoma sa celim
koeficijentima.

Polinom P (x) sa celim koeficijentima najmaǌeg stepena i najmaǌeg pozitivnog
vode�eg koeficijenta za koji je P (α) = 0 je minimalni polinom broja α.

Primer. Broj 1
2 i je algebarski, a ǌegov minimalni polinom je 4x2 + 1.

Broj
√
2 +

√
3 je algebarski; ǌegov minimalni polinom je x4 − 10x2 + 1 (proverite!).

Za nas �e biti posebno znaqajno poǉe u slede�em primeru:
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Primer. Neka je d ̸= 1 ceo broj. Skup Q[
√
d] = {x+ y

√
d | x, y ∈ Q} sa uobiqajenim operaci-

jama sabiraǌa i mno�eǌa je poǉe. Zaista:

a = a1 + a2
√
d, b = b1 + b2

√
d, a1, a2, b1, b2 ∈ Q :

(i) a+ b = (a1 + b1) + (a2 + b2)
√
d, ab = (a1b1 + da2b2) + (a1b2 + a2b1)

√
d;

(ii) i (iii) trivijalno va�e na osnovu osobina uobiqajenog sabiraǌa;
(iv) − a = −a1 − a2

√
d; (v) a−1 = a1−a2

√
d

a2
1−da2

2
.

Definicija. Kvadratno raxireǌe poǉa Q je poǉe oblika Q[
√
d] = {x + y

√
d | x, y ∈ Q}, gde

je d ̸= 1 ceo broj koji nije deǉiv kvadratom ve�im od 1.

Tema ovog teksta je pre svega aritmetika u kvadratnim raxireǌima Q. To znaqi da
nam elementi skupa Q[

√
d] igraju ulogu “racionalnih” brojeva. Mo�e li aritmetika u

ovakvom poǉu da funkcionixe poput aritmetike u Q na koju smo navikli? Odgovor �e
zavisiti od odgovora na slede�a pitaǌa:

A Ako su elementi Q[
√
d] “racionalni”, kako definisati “cele” elemente?

B Imamo li pogodnu relaciju poretka, znak i apsolutnu vrednost na ovom poǉu?

V Kako uvesti deǉivost, kongruencije i proste brojeve u ovom poǉu?

G Va�e li i ovde osnovna teorema aritmetike i ǌene posledice?

Idemo redom.

1◦ Celi elementi u Q[
√
d].

Tzv. celi elementi unutar poǉa F (u naxem sluqaju, F = Q[
√
d]) moraju da dopuxtaju

sabiraǌe, oduzimaǌe i mno�eǌe, i da sadr�e jedinicu. Drugim reqima, oni treba da
qine integralni domen:

• Podskup R poǉa F je integralni domen ako:

(i) elementi 0 i 1 pripadaju skupu R;

(ii) za sve a, b ∈ R, elementi −a, a+ b i ab su tako�e u skupu R.

Integralni domen je komutativni prsten sa jedinicom i bez delilaca nule. Prsteni
su skupovi sa definisanim operacijama sabiraǌa i mno�eǌa u kojima u opxtem sluqaju
ne mora da va�i ab = ba, ne mora da postoji element 1, i mogu da postoje nenula elementi
sa proizvodom nula.

Integralni domen koji sadr�i R zovemo integralnim raxireǌem R.
Skup koliqnika {x

y | x, y ∈ R} integralnog domena R je poǉe, tzv. koliqniqko poǉe.
Prirodno zahtevamo da koliqniqko poǉe skupa celih elemenata unutar F bude qitavo
poǉe F.

Napomena. Ovim je automatski iskǉuqena neinventivna mogu�nost da jedini celi ele-
menti budu oni iz Z.

Koji kriterijum imamo na raspolagaǌu da razlikujemo cele od necelih elemenata?
Uvodimo pojam algebarski celih brojeva:

Definicija. Algebarski broj α je algebarski ceo ako je ǌegov minimalan polinom moniqan.

Primer. Minimalni polinom racionalnog broja q = a/b (a ∈ Z, b ∈ N) je bx − a. Po
definiciji, q je algebarski ceo ako i samo ako je b = 1, tj. ako i samo ako je q ceo.

Primer. Broj α = 2 cos 40◦ je algebarski ceo jer je ǌegov minimalni polinom x3 − 3x + 1,
dok 1

2α to nije.
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Upravo na ovome zasnivamo naxu definiciju celog elementa u kvadratnom raxireǌu.

Definicija. Element z ∈ Q[
√
d] je ceo ako i samo ako je algebarski ceo.

Po Gausovoj lemi (zaxto?), z je ceo element ako i samo ako postoji nekonstantan
moniqan polinom P (x) za koji je P (z) = 0.

Svaki element z = a+ b
√
d sa a, b ∈ Z je ceo, jer je nula polinoma x2 − 2ax+ (a2 − db2).

Me�utim, slede�i primer pokazuje da to nisu obavezno jedini celi elementi.

Primer. U poǉu Q[
√
−3], element ω = −1+

√
−3

2 je ceo jer je ω2 + ω + 1 = 0, ali ω ̸∈ Z[
√
−3].

Pretpostavimo da je z = a+ b
√
d ceo element (a, b ∈ Q).

(i) Ako je b = 0, onda je Pz(x) = x− a, dakle a ∈ Z

(ii) Ako je b ̸= 0, onda je Pz(x) = x2 − 2ax+ (a2 − db2), dakle 2a i a2 − db2 su celi brojevi.
Xta vixe, i broj 2b je ceo jer je d(2b)2 = (2a)2 − 4(a2 − db2) ceo. Ako je jedan od
brojeva a, b ceo, onda je to i drugi. Ostaje sluqaj kada su 2a i 2b neparni, a tada
4 | 4a2 − 4db2 ≡ 1− d (mod 4), dakle d ≡ 1 (mod 4) i a ≡ b ≡ 1

2 (mod 1).

Pokazali smo ovo, uz oznaku Z[α] = {m+ nα | m,n ∈ Z} za α ∈ Q[
√
d]:

Teorema 1. Za d ≡ 2, 3 (mod 4), skup celih elemenata u Q[
√
d] je Z[

√
d].

Za d ≡ 1 (mod 4), skup celih elemenata u Q[
√
d] je Z[−1+

√
d

2 ]. 2
Uverimo se da je skup celih elemenata zaista integralni domen. On sadr�i nulu i

jedinicu, zatvoren je u odnosu na sabiraǌe i oduzimaǌe, ostaje samo da poka�emo da je
zatvoren u odnosu na mno�eǌe.
Za d ≡ 2, 3 (mod 4) imamo (m+ n

√
d)(p+ q

√
d) = (mn+ dpq) + (mq + np)

√
d ∈ Z[

√
d].

Za d ≡ 1 (mod 4), oznaqimo τ = −1+
√
d

2 . Tada je τ2 = d−1
4 − τ , odakle je (m + nτ)(p + qτ) =

mp+ nq d−1
4 + (mq + np− nq)τ ∈ Z[τ ].

Primer. Celi elementi poǉa Q[
√
−1] su tzv. Gausovi celi brojevi a+ bi (a, b ∈ Z).

Celi elementi poǉa Q[
√
−3] su tzv. Ajzenxtajnovi celi brojevi a + bω, gde je ω =

−1+i
√
3

2 primitivni tre�i koren jedinice.

2◦ Poredak i norma.

Barem za d > 0, uvo�eǌe poretka je naizgled trivijalno, jer su tada elementi poǉa
Q[

√
d] realni, pa onda mo�emo da nasledimo znak, poredak i apsolutnu vrednost iz R.

Ali da li je ovaj naqin “pogodan”? Da vidimo, imamo li pri ovakvom poretku minimalan
pozitivan ceo element? ... Nemamo ga, postoje beskonaqni opadaju�i nizovi pozitivnih
elemenata - a to znaqi da ne mo�e biti nikakve indukcije, Euklidovog algoritma, najve�eg
zajedniqkog delioca, itd, xto je sa stanovixta teorije brojeva apsolutno nepo�eǉno.
Dakle, ovo nije pogodan naqin.

Mo�da �emo boǉe uraditi ako poqnemo od sluqaja d < 0. Poxto je Q[
√
d] tada kom-

pleksno poǉe, u ǌemu imamo koǌugovaǌe (z = a− b
√
d) i modul (|z| =

√
a2 − db2) elementa

z = a+ b
√
d. Kvadrat modula |z|2 je ceo broj i pogodan kandidat za ekvivalent “apsolutne

vrednosti”.
Pojmove konjugata i modula proxiri�emo po analogiji i na sluqaj d > 0.

Definicija. Neka je z = a+ b
√
d element poǉa Q[

√
d].

Konjugat elementa z je z̄ = a− b
√
d, a ǌegova norma je N(z) = zz = a2 − db2.

Za d ≡ 1 (mod 4) znamo da je skup celih elemenata Z[τ ], gde je τ = −1+
√
d

2 . Konjugat
elementa x = a+ bτ = a− 1

2b+
1
2b
√
d (a, b ∈ Z) je x̄ = a− 1

2b−
1
2

√
d = a− b− bτ , a ǌegova norma

N(a+ bτ) = xx̄ = (a− 1

2
b)2 − 1

4
db2 = a2 − ab− d− 1

4
b2.

Slede�e tvr�eǌe se dokazuje direktno po definiciji.
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Teorema 2. Konjugovaǌe i norma su multiplikativni, tj. za proizvoǉne elemente z1, z2
poǉa Q[

√
d] va�i z1z2 = z1 · z2 i N(z1z2) = N(z1)N(z2). 2

Primer. U Z[i] norma elementa a+ bi (a, b ∈ N) je N(a+ bi) = a2 + b2.

Ako je z = a+ bω ∈ Z[ω] (a, b ∈ Z), onda je z = a− b− bω i N(z) = a2 − ab+ b2.

Sada mo�emo da uvedemo poredak ovako: za x, y ∈ Q[
√
d] je x ≺ y ako je |N(x)| < |N(y)|.

Primer. Poxto je norma celog nenula elementa ceo broj, “minimalni” elementi Z[
√
d]

pri ovoj relaciji poretka su oni qija je norma ±1.

Ovaj poredak nije potpun (nisu svaka dva elementa uporediva), ali bez toga mo�emo
da �ivimo jer nama i nije toliko va�an poredak sam po sebi. Va�no nam je da je norma
celog elementa ceo broj, xto znaqi da je svaki “opadaju�i” niz celih elemenata iz R
konaqan - a bez ovog svojstva texko da bismo mogli.

3◦ Deǉivost.

Deǉivost i kongruentnost se i u raxireǌima R prstena Z definixu na uobiqajen
naqin: x ∈ R je deǉivo sa y ∈ R (u oznaci y | x) ako postoji element z ∈ R takav da je
x = yz, i x ≡ y (mod z) ako z | x− y.

Glavna razlika u odnosu na Z je u tome xto mogu da postoje elementi razliqiti od
±1 koji dele svaki ceo element: to su tzv. jediniqni elementi.

Definicija. Element ϵ ∈ Z[α] zovemo jediniqnim ako deli broj 1; tj. ako postoji ϵ′ ∈ Z[α]
takvo da je ϵϵ′ = 1.

Ako je ϵ jediniqan element, va�i N(ϵ)N(ϵ′) = N(1) = 1, pa je N(ϵ) = ±1. U stvari,
element ϵ je jediniqan ako i samo ako ima normu ±1: zaista, ako je N(ϵ) = ±1 onda je po
definiciji ±ϵϵ̄ = 1.

Primer. (1) Jedini jediniqni elementi u Z su ±1.

(2) Na�imo sve jediniqne elemente u Z[i]. Ako je a + bi (a, b ∈ Z) jediniqan, onda je
N(a+ bi) = a2 + b2 = ±1, odakle je a+ bi ∈ {±1,±i}.
(3) U Z[ω] postoji 6 jediniqnih elemenata: ±1,±ω,±(1 + ω). Zaista, ako je a + bω
jediniqan onda je a2 − ab + b2 = 1, tj. (2a − b)2 + 3b2 = 4 odakle lako sledi rezultat.
Primetimo da je 1 + ω = −ω2.

(4) U Z[
√
2], element x = a+ b

√
2 je jediniqan ako je N(x) = a2 − 2b2 = ±1. Iz teorije

Pelovih jednaqina znamo da su to svi elementi oblika x = ±(1 +
√
2)n, n ∈ Z.

Svaki element x ∈ R je deǉiv sa ϵ i sa ϵx, za svaki jediniqan element ϵ. Zato defini-
ciju prostog elementa moramo da prilagodimo novom okru�eǌu.

Definicija. Element y ∈ R je ekvivalentan elementu x (pixemo y ∼ x) ako postoji je-
diniqni element ϵ takav da je y = ϵx.

Definicija. Element x ∈ R, koji nije 0 i nije jediniqan, je prost ako nema drugih
delilaca osim jediniqnih i sebi ekvivalentnih elemenata.

Va�i slede�e jednostavno tvr�eǌe.

Teorema 3. Neka je x ∈ R. Ako je N(x) prost ceo broj, onda je x prost.

Dokaz. Pretpostavimo da je x = yz, y, z ∈ K. Tada je N(x) = N(y)N(z), pa je bar jedan od
N(y), N(z) jednak ±1, tj. ili y ili z je jediniqni element, dok je drugi od ǌih (po
definiciji) ekvivalentan elementu x. 2
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Primer. (a) Element 2 + i je prost u Z[i] jer je N(2 + i) = 5 prost.

(b) Broj 3 je prost u Z[i], iako N(3) = 9 nije prost. Zaista, ako je 3 = xy, gde x, y ∈ Z[i]
nisu jediniqni, onda je N(x)N(y) = 9, dakle N(x) = N(y) = 3, ali N(a + bi) = a2 + b2

nikad ne uzima vrednost 3.

Ovaj primer pokazuje da drugi smer teoreme 3 ne va�i.

(v) Broj 5 je prost u Z, ali je slo�en u Z[i] jer je 5 = (2 + i)(2− i), pri qemu nijedan
od faktora nije jediniqan.

Oqigledno, element ekvivalentan prostom elementu, kao i ǌegov konjugat, tako�e su
prosti.

Teorema 4. Neka je z ∈ R prost element koji nije ekvivalentan celom broju. Ceo broj m
je deǉiv sa z ako i samo ako je deǉiv sa N(z).

Dokaz. Neka je n = zw najmaǌi prirodan broj deǉiv sa z. Tada n deli N(z) = zz̄, odakle
sledi da je z̄/w ∈ N. Kako je z̄ prost, mora biti w = z̄, dakle n = N(z). Odavde sledi
tvr�eǌe. 2

Posmatrajmo bilo koji element x ∈ R koji nije jediniqni ili nula. Ako x nije prost,
onda postoje nejediniqni elementi y, z ∈ R takvi da je yz = x. Pri tom je N(y)N(z) = N(x)
i N(y), N(z) > 1. Dakle, N(y), N(z) < N(x). Nastavǉaju�i ovaj postupak sve dok je to
mogu�e do�i �emo do predstavǉaǌa x = x1x2 · · ·xk u kome su svi elementi x1, x2, . . . , xk

prosti. Ovako smo dobili:

Teorema 5. Svako x ∈ R koje nije nula ili jediniqni element mo�e se predstaviti u
obliku proizvoda prostih elemenata. 2

Teorema 6. Za dati nenula element z ∈ R, broj klasa ekvivalencije u R po modulu z jednak
je N(z).

Dokaz. Neka je R = Z[α], pri qemu je α2 = pα+ q, p, q ∈ Z. Neka je z = a+ bα (a, b ∈ Z). Ako
je b = 0 ceo broj, onda je a1 + b1α ≡ a2 + b2α (mod z) ako i samo ako a1 ≡ a2 i b1 ≡ b2
(mod z). Sledi da je broj klasa ekvivalencije jednak N(z) = z2.

Pretpostavimo da je b ̸= 0 i da je (a, b) = d. Tada je αz = (a + pb)α + qb. Kako je
(a+ pb, b) = d, koeficijent uz α u xz (x ∈ R) mo�e biti proizvoǉan ceo broj deǉiv sa
d i nijedan drugi. Tako�e, najmaǌi prirodan broj deǉiv sa z je |(a+ bα)(a+ bα)|/d =
|N(z)|/d. Zakǉuqujemo da za svako x ∈ R postoji jedinstveno X = A + Bα ∈ R sa
A,B ∈ Z, 0 ≤ A < |N(z)|/d, 0 ≤ B < d takav da je x ≡ X (mod z). Odavde dobijamo da
je tra�eni broj klasa ekvivalencije jednak |N(z)|. 2

4◦ Jedinstvenost rastavǉaǌa na proste qinioce.

Po teoremi 5, svaki element skupa R se mo�e rastaviti na proste qinioce. Me�utim,
ne znamo da li je to rastavǉaǌe jedinstveno, tj. da li va�i osnovna teorema aritmetike,
a znamo koliko nam je ona znaqajna.

Prosti elementi Z su ±2,±3,±5, itd, pa razlagaǌe na proste qinioce u Z zapravo
nije sasvim jedinstveno - npr. 6 = 2 · 3 = (−3)(−2). Ipak, prosti qinioci −2 i −3 su
ekvivalentni brojevima 2 i 3 redom, tj. ta dva rastavǉaǌa su ista do na redosled i
ekvivalentnost qinilaca.

Tako u sluqaju opxteg integralnog domena R osnovna teorema aritmetike (ako va�i)
treba da glasi ovako:

OTA (Osnovna Teorema Aritmetike) Svaki element skupa R koji nije nula ili jediniqan
mo�e se napisati u obliku proizvoda prostih elemenata. Ovo razlagaǌe je jedin-
stveno do na redosled qinilaca i ekvivalentnost izme�u odgovaraju�ih qinilaca.
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Primer. Razlagaǌa elementa 4 − ω u Z[ω] kao (1 − ω)(3 + ω) = (−2 − 3ω)(1 + 2ω) smatramo
istim, jer je 1 + 2ω = ω(1 − ω) ∼ 1 − ω i −2 − 3ω = −(1 + ω)(3 + ω) ∼ 3 + ω. Kasnije
�emo pokazati da OTA va�i u Z[ω].

U skupu celih brojeva, OTA je posledica Euklidovog algoritma, koji je opet posled-
ica deǉeǌa sa ostatkom.

Deǉeǌe sa ostatkom u kvadratnom raxireǌu R prstena Z se mo�e formulisati na
slede�i naqin:

DSO Za svako a, b ∈ R, b ̸= 0 postoje p, q ∈ R takvi da je a = pb+ q i |N(q)| < |N(b)|.

Ovakvo deǉeǌe ne mora biti jedinstveno, i mogu�e ga je sprovesti u nekim (ali ne svim!)
poǉima Q[

√
d]. Poǉa u kojima je deǉeǌe sa ostatkom uvek izvodǉivo zovu se euklidska.

Primer. U poǉu Q[
√
−10] DSO ne va�i. Ako stavimo a = 1+

√
−10 i b = 3, ma kako odabra-

li ceo element p, va�i�e N(a− pb) ≥ N(b) = 9 (proverite!).

Pretpostavimo da se u R mo�e deliti sa ostatkom. Neka su a, b ∈ R, b ̸= 0. Oznaqimo
r0 = a, r1 = b i za i ≥ 2, na osnovu DSO, induktivno definiximo qi, ri ∈ R tako da je
ri−2 = qiri−1 + ri i |N(ri)| < |N(ri−1)|. Postoji n tako da je rn+1 = rn+2 = · · · = 0; tada je
rn = (a, b). Ovo je Euklidov algoritam u R.

Najve�i zajedniqki delilac (NZD) je jedinstven do na ekvivalentnost (na primer,
(4, 6) mo�e biti bilo koji od brojeva ±2). Me�utim, ako DSO ne va�i u R, mo�emo da
govorimo samo o maksimalnom zajedniqkom deliocu (MZD).

Primer. U poǉu Q[
√
−2] uslov DSO va�i. Odredimo (a, b) za a = 7+10

√
−2 i b = 8+5

√
−2

Euklidovim algoritmom. Imamo N(a) = 249 i N(b) = 114.

a = 1 · b+ r2, r2 = −1 + 5
√
−2 : N(r2) = 51;

b = (1−
√
−2)r2 + r3, r3 = −1−

√
−2 : N(r3) = 3;

r2 = (−3− 2
√
−2)r3, r4 = 0.

Prema tome, (a, b) = r3 = −1−
√
−2.

Ako u Euklidovom algoritmu elemente a, b zamenimo sa ac, bc (c ∈ R\{0}), qlanovi niza
qi se ne meǌaju, a svi ri se mno�e sa c. Odavde sledi da je (ac, bc) = crn = c(a, b).

Odavde se pokazuje da ako je p ∈ R prost i a, b ∈ R takvi da p | ab, onda p | a ili p | b.
Zaista, ako pretpostavimo suprotno, imamo p | (ab, ap) = a(b, p) = a, kontradikcija.

Teorema 7. Ako je u R deǉeǌe sa ostatkom mogu�e, onda u R va�i OTA.

Dokaz. Pretpostavimo da x ∈ R (x ̸= 0) element sa minimalnim |N(x)| za koji ne va�i
OTA. Neka je x = p1p2 . . . pk = q1q2 . . . ql, gde su pi, qj prosti elementi u R. Na osnovu
gorǌeg razmatraǌa, p1 | q1q2 . . . ql ⇒ p1 | qj za neko j, tj. qj ∼ p1. Skra�ivaǌem p1 na
obe strane zakǉuqujemo da x/p1 tako�e ima dve razliqite faktorizacije na proste
qinioce, ali |N(x/p1)| < |N(x)|, kontradikcija. 2

Postoje primeri kvadratnih raxireǌa u kojima deǉeǌe sa ostatkom nije mogu�e, ali
OTA ipak va�i.

Pa�ǌa! OTA nije taqna u svim kvadratnim raxireǌima R.

Primer. (a) OTA ne va�i u Z[
√
−6], jer se 6 mo�e razlo�iti na proste qinioce na dva

naqina: 6 = 2 · 3 = −
√
−6 ·

√
−6.

(b) OTA ne va�i u Z[
√
−5], jer se 9 mo�e razlo�iti na proste qinioce na dva naqina:

9 = 3 · 3 = (2 +
√
−5)(2−

√
−5), ali oni se ne smatraju istim jer 2±

√
−5 ̸∼ 3.

Sada �emo dokazati OTA za nekoliko malih vrednosti d.

Teorema 8. (a) OTA va�i za d ∈ {−2,−1, 2, 3}.
(b) OTA va�i za d ∈ {−11,−7,−3, 5, 13}.
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Dokaz. Dovoǉno je pokazati da je uslov DSO zadovoǉen u oba sluqaja: posmatrajmo
x, y ∈ R i poka�imo da postoje q, r ∈ R takvi da je x = qy + r i |N(r)| < |N(y)|.
(a) Za date d je R = Z[

√
d]. Neka je x

y = α + β
√
d ∈ Q[

√
d], α, β ∈ Q. Postoje celi

brojevi a, b takvi da je |a−α| ≤ 1
2 i |b− β| ≤ 1

2 ; stavimo q = a+ b
√
d i r = x− qy. Tada

je |N(xy − q)| = |(a− α)2 − d(b− β)2| < 1, odakle sledi |N(r)| = |N(y)N(xy − q)| < |N(y)|.

(b) Za ove vrednosti d je R = Z[τ ], gde je τ = −1+
√
d

2 . Neka je x
y = α + βτ ∈ Q[

√
d],

α, β ∈ Q. Postoje celi brojevi a, b takvi da je |ν| ≤ 1
2 i |µ− 1

2ν| ≤
1
2 , gde je µ = a− α

i ν = b− β; stavimo q = a+ bτ i r = x− qy. Tada je |N(xy − q)| = |(µ− 1
2ν)

2 − d
4ν

2| < 1,
odakle sledi |N(r)| = |N(y)N(xy − q)| < |N(y)|. 2

Napomena. Pokazuje se da DSO va�i samo za slede�e vrednosti d: −11,−7,−3,−2,−1, 2, 3,
5, 6, 7, 11, 13, 17, 19, 21, 29, 33, 37, 41, 57, 73.

Za d < 0, OTA va�i jox samo za d ∈ {−19,−43,−67,−163}. S druge strane, za poz-
itivno d, OTA je priliqno qest fenomen i, osim navedenih vrednosti, za d < 50,
va�i i za d ∈ {14, 22, 23, 31, 38, 43, 46, 47}. Jox je Gaus pretpostavio da ovakvih d ima
beskonaqno mnogo. Ovaj problem je do danas ostao nerexen.

5◦ Posledice osnovne teoreme aritmetike.

U ovom odeǉku pretpostavǉamo da je d takvo da u prstenu celih elemenata R u Q[
√
d]

va�i OTA. Mnoga tvr�eǌa koja va�e u Z se lako prenose u R. Za poqetak, pomenimo jedno
jednostavno ali va�no takvo tvr�eǌe.

Teorema 9. Ako su x, y ∈ R uzajamno prosti i xy = zn, gde je z ∈ R i n ∈ N, onda su x i y
ekvivalentni n-tim stepenima nekih elemenata u R. 2

Jox jedno tvr�eǌe qiji dokaz koristi OTA je Kineska teorema o ostacima:

Teorema 10. Neka su n1, . . . , nk ∈ R uzajamno prosti po parovima i r1, . . . , rk proizvoǉni
elementi R. Tada postoji x ∈ R takvo da je x ≡ ri (mod ni) za i = 1, . . . , k. Ovo x je
jedinstveno po modulu n1n2 . . . nk.

Dokaz. Dovoǉno je dokazati sluqaj k = 2. Za proizvoǉno k tvr�eǌe sledi indukcijom.

Oznaqimo xi = r1 + in1; dovoǉno je pokazati da je xi ≡ r2 (mod n2) za bar jedno i ∈
{0, 1, . . . , N(n2)− 1}. Pretpostavimo suprotno. Kako ima taqno N(n2) klasa ostataka
po modulu n2, postoje razliqiti i, j ∈ {0, 1, . . . , N(n2) − 1} (i > j) takvi da je xi ≡ xj

(mod n2). Tada n2 | xi−xj = (i− j)n1. Na osnovu OTA, zbog (n1, n2) = 1 sledi n2 | i− j,
kontradikcija. 2

Sada �emo opisati sve proste elemente u prstenu R.

Teorema 11. Prost broj p ∈ N je prost u R ako i samo ako d nije kvadratni ostatak po
modulu p.

Dokaz. Pretpostavimo da je p slo�en u R i da je π = a+b
√
d (a, b ∈ Q) ǌegov prost delilac.

Po teoremi 4, p je deǉivo sa N(π), pa je p = ±N(π) = ±ππ̄ = a2 − db2, dakle a2 ≡ db2

(mod p). Kako su 2a i 2b celi brojevi, sledi da je d kvadratni ostatak po modulu p.

Sada pretpostavimo da je d kvadratni ostatak (mod p). Postoji π = a+b
√
d (a, b ∈ Z)

takvo da p | ππ̄ = N(π) = a2 − db2 i p - ab. Me�utim, p - π, π̄, odakle zbog OTA sledi
da je p slo�en u R. 2

Posledica. (a) Element x ∈ Z[i] je prost ako i samo ako je N(x) prost ili je x = ϵp za neki
prost broj p ≡ 3 (mod 4) i ϵ ∈ {±1,±i}.
(b) Element x ∈ Z[ω] je prost ako i samo ako je N(x) prost ili je x = ϵp za neki prost
broj p ≡ 2 (mod 3) i ϵ ∈ {±1,±ω,±ω2}.
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Posmatrajmo neki prost element x ∈ R. Element x̄ je tako�e prost, pa je N(x) = xx̄
(jedinstvena) kanonska faktorizacija broja N(x).

Pretpostavimo da je N(x) slo�en broj, tj. N(x) = mn za neke m,n ∈ Z \ {−1, 1}. Iz
xx̄ = mn sledi bez smaǌeǌa opxtosti da je x ∼ m, dakle m je prost broj koji je tako�e
prost kao element R. Odavde i iz teoreme 11 sledi:

Teorema 12. Element x ∈ R je prost ako i samo ako je N(x) prost broj ili je x ∼ m za neki
prost broj m takav da je

(
d
m

)
= −1. 2

Direktna posledica teoreme 11 za d = −1 je Fermaova teorema o predstavǉaǌu prostog
broja p ≡ 1 (mod 4) u obliku zbira dva kvadrata. Xta vixe:

Teorema 13. Neka OTA va�i u poǉu Q[
√
d] i neka je p prost broj sa

(
d
p

)
= 1.

(a) Ako je d ̸≡ 1 (mod 4), onda postoje x, y ∈ Z takvi da je x2 − dy2 = ±p.

(b) Ako je d = 4k + 1, k ∈ Z, onda postoje x, y ∈ Z takvi da je x2 − xy − ky2 = ±p.

Dokaz. Po teoremi 11, p je slo�en u Q[
√
d], deǉiv nekim prostim elementom π. Norma π

je pravi delilac N(p), dakle N(π) = ±p, odakle sledi tvr�eǌe. 2
Posledica. Za prost broj p ≡ 1 (mod 4) postoje x, y ∈ Z takvi da je x2 + y2 = p.

Za prost broj p ≡ 1 (mod 6) postoje x, y ∈ Z takvi da je x2 − xy + y2 = p.

Za prost broj p ≡ 1, 3 (mod 8) postoje x, y ∈ Z takvi da je x2 + 2y2 = p.

U dokazu teoreme 13, element π je jednoznaqno odre�en do na konjugovaǌe i mno�eǌe
jediniqnim elementom. Odavde se lako zakǉuquje npr. da je predstavǉaǌe prostog broja
p ≡ 1 (mod 4) u obliku zbira dva kvadrata jedinstveno.

Primer. Broj 22
5

+ 1 se mo�e napisati kao zbir dva kvadrata na dva razliqita naqina:
kao 655362 + 12 = 622642 + 204492. Odavde sledi da je on slo�en.

Na�alost, na�i ova rastavǉaǌa nije nixta lakxe nego faktorisati broj 22
5

+ 1.

6◦ Velika Fermaova teorema za n = 3.

Mo�da najpoznatija teorema koja se dokazuje korix�eǌem elementarne aritmetike
skupa Z[ω] je sluqaj velike Fermaove teoreme za eksponent n = 3. Ovo nije neoqekivano,
s obzirom na qiǌenicu da se x3 + y3 rastavǉa u Z[ω] na linearne qinioce kao

x3 + y3 = (x+ y)(x+ ωy)(x+ ω2y) = (x+ y)(ωx+ ω2y)(ω2x+ ωy).

Dokaz koji dajemo je delo Gausa.

Teorema 14. Jednaqina
x3 + y3 + z3 = 0 (∗)

nema netrivijalnih rexeǌa u Z[ω], a samim tim ni u Z.

Dokaz. Pretpostavimo da za tri elementa x, y, z iz Z[ω], razliqita od nule, va�i (∗).
Jasno je da mo�emo da pretpostavimo da su x, y, z uzajamno prosti po parovima.

Posmatrajmo element ρ = 1 − ω: on je prost jer je N(ρ) = 3. Prime�ujemo da je
ρ̄ = 1 − ω2 = (1 − ω)(1 + ω) ∼ ρ, odakle sledi da, za α ∈ Z[ω], ρ | α ako i samo ako
ρ | ᾱ. Kako je a+ bω ≡ a+ b (mod ρ), svaki element Z[ω] je kongruentan sa −1, 0 ili 1
(mod ρ).

Posebno je bitna slede�a osobina broja ρ:

α ≡ ±1 (mod ρ) (α ∈ Z[ω]) povlaqi α3 ≡ ±1 (mod ρ4). (1)
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Zaista, ako je α = ±1+ bρ, imamo a3 ∓ 1 = (a∓ 1)(a∓ω)(a∓ ω2) = ρ3b(b± 1)(b± (1 +ω)),
pri qemu elementi b, b± 1, b± (1 + ω) daju tri razliqita ostatka po modulu ρ, pa je
jedan od ǌih tako�e deǉiv sa ρ xto potvr�uje ovu osobinu.

Me�u brojevima x, y, z, (taqno) jedan mora biti deǉiv sa ρ: u suprotnom bismo
svo�eǌem jednaqine (1) po modulu ρ4 dobili ±1 ± 1 ± 1 ≡ 0 xto nije taqno. Bez
smaǌeǌa opxtosti, neka ρ | z. Xta vixe, iz (1) tako�e zakǉuqujemo da ρ2 | z.
Neka je k ≥ 2 najmaǌi prirodan broj za koji postoji rexeǌe jednaqine (∗) u kome je
(x, y, z) = 1 i ρk | z, ρk+1 - z. Posmatrajmo ovo rexeǌe (x, y, z).

Neka je A = x + y, B = ωx + ω2y i C = ω2x + ωy. Kako je A ≡ B ≡ C (mod ρ) i
ρ | ABC = −z3, sledi ρ | A,B,C, pri qemu je (A,B,C) = ρ, dakle (Aρ ,

B
ρ ,

C
ρ ) = 1. Kako

je A
ρ · B

ρ · C
ρ potpun kub, na osnovu OTA sledi da su A

ρ ,
B
ρ ,

C
ρ ekvivalentni kubovima:

A = ραζ3, B = ρβη3, C = ργξ3

za neke ζ, η, ξ ∈ Z[ω] uzajamno proste po parovima i jediniqne elemente α, β, γ. Kako
je A+B + C = 0, dobijamo

αζ3 + βη3 + γξ3 = 0. (2)

Poxto je αβγ jediniqni element i potpun kub, imamo αβγ = ±1. Daǉe, ABC = −z3

je deǉivo sa ρ6 (jer ρ2 | z), pa je (taqno) jedan od brojeva ζ, η, ξ deǉiv sa ρ: recimo
da je to ξ. Zbog ρ - ζ, η, iz (1) sledi ζ3, η3 ≡ ±1 (mod ρ4), xto ubacivaǌem u (2) daje
±α±β ≡ 0 (mod ρ3). Odavde je β = ±α, pa iz αβγ = ±1 sledi i γ = ±α. Skra�ivaǌem
α u (2) dobijamo ζ3 ± η3 ± ξ3 = 0, xto daje jox jedno netrivijalno rexeǌe (∗) sa
(ζ, η, ξ) = 1.

Me�utim, ρ3ξ3 deli ABC = −z3 xto je taqno deǉivo sa ρ3k, pa je ρk−1 najve�i stepen
ρ koji deli ξ, xto je u kontradikciji sa izborom broja k. 2

7◦ Kongruencije vixeg stepena.

Ovde nije neophodno da poǉe Q[
√
d] bude euklidsko.

Jedan od osnovnih pojmova je red elementa po datom modulu. (Mala) Fermaova teorema
ka�e da red celog broja a po modulu prostog broja p deli p− 1. U kvadratnom raxireǌu
R prstena Z ovo ne mora da va�i:

Primer. Neka je a = i ∈ Z[i] i p = 3. Kako je a2 = −1, a3 = −i i a4 = 1, red a (mod 3) je 4.

Primer. Element a = 2 +
√
−5 ∈ Z[i] nema konaqan red po modulu p = 3, iako je (a, p) = 1.

Zaista, a2 = −1 + 4
√
−5 ≡ a (mod 3), i zato an ≡ a (mod 3) za sve n.

Rad u skupu celih elemenata u Z[
√
d] po modulu p znaqi rad u Zp[

√
d]. Treba da imamo u

vidu da, ako je d kvadratni ostatak po modulu p, onda i
√
d le�i u poǉu Zp, ali uzima dve

mogu�e vrednosti, pa tako i element a ima dve mogu�e vrednosti u Zp. Ako je N(a) ̸= 0,
obe ove vrednosti su razliqite od nule, pa tako u oba sluqaja va�i ap−1 ≡ 1 (mod p).

Primer. U poǉu Z3, norma elementa a = 2+
√
−5 je N(a) = 22+5 ·12 = 0, i zato ovaj element

nema inverz niti konaqan red.

S druge strane, ako je d kvadratni neostatak po modulu p, onda je Zp[
√
d] poǉe sa p2

elemenata (proverite!), xto znaqi da imamo p2−1 nenula elemenata koji svi imaju inverze
u tom poǉu. U ovom sluqaju, mala Fermaova teorema glasi ovako:

Teorema 15. Neka je p prost broj i a ̸= 0 ceo element u Q[
√
d] sa p - N(a).

(a) Ako je
(

d
p

)
= 1, onda je ap−1 ≡ 1 (mod p).

(b) Ako je
(

d
p

)
= −1, onda je ap

2−1 ≡ 1 (mod p).
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Dokaz. (b) Neka je {a1, a2, . . . , ap2−1} skup nenula elemenata poǉa Zp[
√
d]. Skup {aa1, . . . ,

aap2−1} tako�e sadr�i sve nenula elemente, dakle proizvodi elemenata u ova dva
skupa su jednaki. Sledi da je a1 · · · ap2−1 = aa1 · · · aap2−1. Skra�ivaǌem sa a1 · · · ap2−1

dobijamo ap
2−1 = 1 u poǉu Zp[

√
d]. 2

Primer. Za a = 1 + 2
√
3 ∈ Z[

√
3] i p = 13 imamo a2 ≡ 4

√
3, a4 ≡ 9 i a12 ≡ 1 (mod 13) jer je

d = 3 kvadratni ostatak po modulu 13.

Primer. Za a = 1 + 2
√
2 ∈ Z[

√
2] i p = 13, imamo a12 ≡ 8 + 8

√
2, a14 ≡ 6 i a168 ≡ 1 (mod 13).

Pokazuje se da je red a po modulu 13 jednak 168 = 132 − 1 (proverite!).

Posledica. Ako je a ∈ Q[
√
d] ceo element, p prost broj i

(
d
p

)
= −1, onda je ap+1 ≡ b (mod p)

za neko b ∈ Z.

Dokaz. Ako oznaqimo c = ap+1, na osnovu teoreme 15 je cp−1 = 1. Kako jednaqina xp−1 = 1
ima p− 1 nula 1, 2, . . . , p− 1, ona nema drugih nula, dakle c ∈ {1, . . . , p− 1} u Zp[

√
2].

Da bismo zaokru�ili rad sa modulima, treba da ispitamo i slo�ene module, pre
svega module oblika pk za prost broj p i k ∈ N. Slede�eg va�nog tvr�eǌa se se�amo
iz teorije kongruencija vixeg stepena - ono va�i i u kvadratnim raxireǌima; dokaz je
potpuno isti i ovde ga stavǉamo samo radi lakxeg qitaǌa.

Teorema 16. Neka je p prirodan prost broj, a ceo element u Q[
√
d] i n, k ∈ N, l ∈ N0. Ako

pk ∥ a− 1 i pl ∥ n, onda pk+l ∥ an − 1.

Dokaz. Imamo a = pkB+1 za neko celo B ∈ Q[
√
d] koje nije deǉivo sa p. Tada je po binomnoj

formuli
an − 1 = (1 + pkB)n − 1 = npkB +

(
n

2

)
p2kB2 + · · ·+ pnkBn. (∗)

Tvr�eǌe pokazujemo indukcijom po l. Za l = 0 i l = 1, oqigledno su svi sabirci
na desnoj strani (∗) osim prvog deǉivi sa pk+l+1, dok je prvi taqno deǉiv sa pk+l,
odakle sledi pk+l ∥ an − 1.

Neka je l = t > 1. Na osnovu sluqaja l = 1 va�i pk+1 ∥ ap−1. Poxto pt−1 ∥ N = n/p, po
induktivnoj pretpostavci za l = t − 1 primeǌenoj na A = ap i N imamo p(k+1)+(t−1) ∥
AN − 1, tj. ptδ | n. 2

Posledica 1. Ako je red a (mod p) jednak δ i pk ∥ aδ − 1, onda je red a (mod pk+l) jednak plδ.

Dokaz. Sledi iz teoreme 16 primeǌene na aδ. 2
Sluqaj p = 2 se malo razlikuje od odgovaraju�eg sluqaja za cele brojeve. Razlog je

xto u kvadratnom raxireǌu ne mora da va�i 2 | a− 1 ako je (a, 2) = 1.

Primer. U Q[
√
10], za a =

√
10, (a, 2) = 1, ali 2 | an za sve cele n > 1.

U Q[
√
2], za a = 1+

√
2, va�i 21 ∥ a2 − 1 i 22 ∥ a4 − 1, xto se opet nikad ne dexava u Z.

I ovde u dokazu moramo da budemo pa�ǉivi, jer ne zahtevamo da 2 bude prost u Q[
√
d],

pa tako iz 2x ∥ ξ i 2y ∥ η ne smemo da zakǉuqimo 2x+y ∥ ξη.

Teorema 17. Neka je a ceo element u Q[
√
d] takav da 2k ∥ a− 1 za neko k ∈ N, k ≥ 2. Tada za

svako celo l ≥ 0, 2k+l | an − 1 ako i samo ako 2l | n.

Dokaz. Neka je a − 1 = 2kb za ceo element b, 2 - b. Pokazujemo indukcijom po l da je
an − 1 = 2k+l(2r + b) za neki ceo element r ako 2l ∥ n.

Poqiǌemo od sluqaja l = 0. Tada je an−1 = (a−1)((2kb+2)(an−2+an−4+ · · ·+a)+1) =
2kb(2c+ 1) = 2k(2bc+ b) za neki ceo element c.

Pretpostavimo da tvr�eǌe va�i za l − 1 (l ∈ N) i neka 2l ∥ n. Po indukcijskoj
pretpostavci je a

n
2 − 1 = 2k+l−1(2r + b) za neko r, pa pravolinijskim sre�ivaǌem

dobijamo an − 1 = (a
n
2 − 1)(a

n
2 − 1) = 2k+l−1(2r+ b)(2k+l−1(2r+ b) + 2) = 2k+l(2r′ + b), gde

je r′ = 2k+l−3(2r + b)2 + r. Indukcija je gotova. 2
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8◦ Primena na linearne rekurentne nizove drugog reda.

Neka je (an) niz celih brojeva koji zadovoǉava rekurentnu vezu drugog reda an+1 =
ban − can−1, gde su b, c ∈ Z. Znamo da je niz an periodiqan po prostom modulu p pod
pretpostavkom da p - c (zaxto?). To znaqi da postoji n > 0 za koje p | an. Osim toga,
jednostavna indukcija nam daje an+k ≡ cak (mod p) za svako k, gde je c ∈ Z takav da je
an+1 ≡ ca1 (mod p). Odavde lako zakǉuqujemo da p | am ako i samo ako n | m.

Ako je d = b2 − 4c ̸= 0, nule a, ā karakteristiqnog polinoma P (x) = x2 − bx + c su celi
elementi poǉa Q[

√
d]. Opxti qlan niza ima oblik an = k1a

n + k2ā
n za neke konstante

k1, k2 ∈ Q[
√
d]. Direktno se dobija k1 = a1−āa0

a−ā i k2 = aa0−a1

a−ā . Kako je a − ā = 2
√
d, imamo

p - a− ā, dakle k1 i k2 su dobro definisani po modulu p.

Teorema 18. Neka niz celih brojeva an zadovoǉava relaciju an+1 = ban − can−1 (b, c ∈ Z) i
neka je p > 2 prost broj. Oznaqimo d = b2 − 4c.
(a) Za p - d, period niza (an) po modulu p deli p2 − 1.
(b) Ako p | a0, onda p | ap−( d

p )
.

Dokaz. (a) Po teoremi 15 va�i an+p2−1 ≡ an i ān+p2−1 ≡ ān. Iz gorǌih formula za an, k1, k2
odmah sledi da je an+p2−1 ≡ an (mod p).

(b) Zbog k1 + k2 = a0 ≡ 0 (mod p) va�i an = k1a
n + k2ā

n ≡ k1(a
n − ān) (mod p).

− Ako je (dp ) = 1, po teoremi 15 je ap−1 ≡ āp−1 ≡ 1 (mod p), dakle p | ap−1.

− Ako je (dp ) = −1, po posledici teoreme 15 je ap+1 ≡ b (mod p) za neki ceo broj b;
tako�e āp+1 ≡ b, dakle ap+1 ≡ 0 (mod p).

− Najzad, ako (dp ) = 0, tj. p | d, va�i x2 − bx+ c ≡ (x− b
2 )

2 i jednostavna indukcija
daje an ≡ na1(

b
2 )

n−1, dakle ap ≡ 0 (mod p). 2
Primer. Fibonaqijev niz Fn je dat sa F0 = 0, F1 = 1 i Fn+1 = Fn + Fn−1 za sve n. Po

teoremi 18, prost broj p ̸= 5 deli Fp−( 5
p )
, xto dokazuje tvr�eǌe koje nam je poznato:

p | Fp+1 za p ≡ ±2 (mod 5) i p | Fp−1 za p ≡ ±1 (mod 5).

Teoreme 16 i 17 mogu da nam ka�u ponexto o deǉivosti an stepenom prostog broja -
videti npr. zadatak 19.

9◦ Malo o opxtim algebarskim raxireǌima.

Stepen algebarskog broja α je stepen ǌegovog minimalnog polinoma.
Da bismo napravili raxireǌe poǉa Q algebarskim brojem α stepena ve�eg od 2, nije

dovoǉno da posmatramo samo brojeve oblika a+ bα (a, b ∈ Q).

Definicija. Neka je α algebarski broj stepena n. Raxireǌe poǉa Q elementom α je skup
Q[α] svih kompleksnih brojeva oblika c0 + c1α + · · · + cn−1α

n−1 (ci ∈ Q), sa svim
operacijama nasle�enim iz skupa C. Stepen raxireǌa je stepen n polinoma p(x).

Kao i u kvadratnim raxireǌima, celim elementima poǉa Q[α] proglaxavamo one ele-
mente koji su algebarski celi. Skup celih elemenata u poǉu je integralni domen.

U raxireǌima proizvoǉnog konaqnog stepena mogu se definisati konjugati i norma.
Me�utim, konjugat datog elementa u opxtem sluqaju nije jedinstven. Za dva algebarska
poǉa ka�emo da su konjugovani kad god imaju isti (moniqni) minimalni polinom. Jedna
od nekoliko ekvivalentnih definicija norme je slede�a:

Definicija. Neka je F raxireǌe poǉa Q stepena n, i ξ ∈ F. Ako su ξ = ξ1, ξ2, . . . , ξd svi
konjugati ξ, norma elementa ξ se definixe kao N(ξ) = (ξ1ξ2 · · · ξd)n/d.

Pokazuje se da d | n, pa je norma celog elementa raxireǌa uvek ceo broj. Kao i u
kvadratnim raxireǌima, norma je multiplikativna: N(ξη) = N(ξ)N(η).

11



Primer. Poǉe F = Q[ 3
√
2] je stepena 4. Minimalni polinom elementa ξ = 1 + 3

√
2 je x3 −

3x2 +3x− 3 = 0, a ǌegovi koǌugati su ξ1 = ξ, ξ2 = 1+ωξ i ξ3 = 1+ω2ξ (primetimo da
su ξ2, ξ3 ̸∈ F). Norma N(ξ) je ξ1ξ2ξ3 = 3.

Jedini koǌugat elementa η = 2 u F je on sam: η1 = 2. Dakle, N(η) = η31 = 8.

Oznaqimo sa R skup celih elemenata raxireǌa F poǉa Q. Svaki element x ∈ R odred-
juje tzv. ideal I = xR = {xy | y ∈ R} prstena R.

Definicija. Podskup I integralnog domena R je ideal ako, za sve x, y ∈ I i a ∈ R, elementi
x+ y i ax tako�e pripadaju I.

U prstenima R poput Z i Z[i], jedini ideali su oni oblika xR, gde je x ∈ R. Ovakve
prstene zovemo glavnoidealskim domenima.

Norma ideala I je broj klasa ekvivalencije R/I, ako je ovaj broj konaqan. Norma
ideala xR je upravo N(x).

Pokazuje se da su glavnoidealski domeni uvek euklidski. Ipak, u opxtem sluqaju,
integralni domen ne mora da bude glavnoidealski.

Primer. U prstenu R = Z[
√
−5], skup I = {3a+ (2 +

√
−5)b | a, b ∈ Z} je ideal norme 3. Ovaj

ideal nije oblika xR ni za jedno x ∈ R, jer u R nema elemenata norme 3.

Ideali prstena R se mogu mno�iti kao i ǌegovi elementi. Naime, ako su I i J ideali,
proizvod IJ je ideal koji se definixe kao {xy | x ∈ I, y ∈ J}. Ovako i me�u idealima
mo�emo uvesti relaciju deǉivosti, i ona je kompatibilna sa ve� uvedenom deǉivox�u za
elemente: ideal xR deli ideal yR ako i samo ako x | y. U skladu sa deǉivox�u, uvodimo
i proste ideale kao one koji se ne mogu napisati kao proizvodi dva ideala razliqita od
R.

Ispostavǉa se da se posmatraǌem ideala umesto elemenata skup R donekle mo�e pre-
vazi�i nedostatak OTA:

Teorema. Svaki ideal prstena R se rastavǉa na proizvod prostih ideala na jedinstven
naqin, do na redosled.

Primer. Videli smo da u skupu R celih elemenata u Q[
√
5] broj 9 = 3·3 = (2+

√
−5)(2−

√
−5)

ima dve neekvivalentne kanonske faktorizacije. Ipak, posmatran kao ideal 9R, on
ima jedinstvenu faktorizaciju na proste ideale: 9 = p2q2, gde je p = ⟨3, 2 +

√
−5⟩ i

q = ⟨3, 2 −
√
−5⟩. Kao ideali, elementi 2 ±

√
−5 i 3 su slo�eni, jer je 2 +

√
−5 = p2,

2−
√
−5 = q2 i 3 = pq.

10◦ Zadaci

1. Dokazati da ne postoje m,n ∈ Z takvi da je (3 + i)m = (7 + i)n.

Rexeǌe. Ako takvi m i n postoje, onda je 10m = N((3 + i)m) = N((7 + i)n) = 50n, xto
je nemogu�e.

2. Odrediti sve parove (x, y) elemenata iz Z[
√
2] za koje je 1

x + 1
y = 2.

Rexeǌe. Data jednaqina je ekvivalentna sa (2y − 1)(2x− 1) = 1. Prema tome, element
2x− 1 jediniqan u Z[

√
2]. Znamo da su svi jediniqni elementi u Z[

√
2] oblika ±(1 +√

2)n, dakle 2x− 1 = ±(1+
√
2)n i 2y− 1 = ±(1+

√
2)−n za neko n ∈ Z. Da bi x i y bili

celi elementi, jox je potrebno da bude a + b
√
2 = (1 +

√
2)n ≡ 1 (mod 2), tj. a ≡ 1 i

b ≡ 0 (mod 2), xto va�i ako i samo ako n = 2k za neko k ∈ Z.

3. Neka su x, y celi elementi nekog kvadratnog raxireǌa Q takvi da je N(x) = 1 i
N(y) = 2. Ako je N(x+ y) > 0, na�i najmaǌu mogu�u vrednost N(x+ y).

Rexeǌe. Oznaqimo x = x1 + x2

√
d i y = y1 + y2

√
d. Imamo N(x + y) = (x1 + y1)

2 −
d(x2 + y2)

2 = N(x) + N(y) + 2(x1y1 − dx2y2). Kako je (x1y1 − dx2y2)
2 = N(x)N(y) +

12



d(x1y2 − x2y1)
2 ≥ N(x)N(y), sledi N(x + y) ≥ (N(x)1/2 + N(y)1/2)2 = (

√
2 + 1)2 > 5 ili

N(x+ y) ≤ (N(x)1/2 −N(y)1/2)2 = (
√
2− 1)2 < 1. Druga mogu�nost otpada, pa mora da

bude N(x+ y) ≥ 6.

Ako je N(x+y) = 6, iz gorǌih jednakosti dobijamo x1y1−dx2y2 = 3
2 i (x1y2−x2y1)

2 = 1
4d ,

xto nije mogu�e jer d nije deǉivo kvadratom. Prema tome, N(x+ y) ≥ 7.

Minimalna vrednost N(x+ y) je 7, i dosti�e se npr. u Q[
√
2] za x = 1 i y = 2−

√
2.

4. Pokazati na primeru da maksimalni zajedniqki delilac dva elementa x, y ∈ R ne
mora da bude jedinstven do na ekvivalentnost ako u R ne va�i OTA.

Rexeǌe. Neka je x = 9 i y = 6 + 3
√
−5 u Z[

√
−5]. Oba elementa imaju normu 81 i

nisu ekvivalentni, pa ǌihov MZD ima normu 1, 3, 9 ili 27. U Z[
√
−5] nema elemenata

norme 27. S druge strane, postoje dva neekvivalentna elementa norme 9 koji dele x
i y: to su 3 i 2 +

√
−5, i svaki od ǌih je MZD elemenata x, y.

5. Neka je a ceo broj i n = a4 + a2 − 1. Odrediti (bar jedan) maksimalni zajedniqki
delilac elemenata x = a+

√
n i y = 1 + a

√
n u poǉu Q[

√
n].

Rexeǌe. Neka je d = (x, y). Kako je N(d) | N(x) = −(a4 − 1) i d | ax− y = a2 − 1, odakle
N(d) | (a2 − 1)2, sledi N(d) | a2 − 1.

Element δ = a2 −
√
n ima normu −(a2 − 1) i deli x i y, pa je to MZD elemenata x i y.

6. Pokazati na primeru da Kineska teorema o ostacima ne mora da va�i u kvadratnom
raxireǌu Z u kome ne va�i OTA.

Rexeǌe. Setimo se da u prstenu Z[
√
−5] ne va�i OTA jer je 9 = 3 · 3 = (2 +

√
−5)(2−√

−5), iako su 3 i π = 2 +
√
−5 neekvivalentni prosti elementi.

Poka�imo da ne postoji x ∈ Z[
√
−5] takvo da je x ≡ 0 (mod π) i x ≡ 1 (mod 3). Pret-

postavimo da takvo x postoji: tada je x = (3m + 1) + 3n
√
−5 za neke m,n ∈ Z. Ako

π | x, onda π | x − 3nπ = 3(m − 2n) + 1. Kako π | 9, sledi da π | (3(m − 2n) + 1, 9) = 1,
kontradikcija.

7. Neka su α, β, x celi elementi u Q[
√
d]. Ako α | x, β | x i (N(α), N(β)) = 1, dokazati da

αβ | x.
Rexeǌe. Element y = m+n

√
d = β̄x/α je ceo. Po uslovu zadatka, N(β) = b | αy, a treba

pokazati da b | y. Stavǉaju�i α = p+q
√
d, imamo b | αy = (pm+dqn)+(pn+qm)

√
d, dakle

b deli pm+dqn i pn+qm. Odavde b deli p(pn+qm)−q(pm+dqn) = n(p2−dq2) = nN(α).
Kako je (b,N(α)) = 1, sledi da b | n. Sliqno, iz b | p(pm+dqn)−dq(pn+qm) = m(p2−nq2)
sledi da b | m. Prema tome, b | y.

8. Neka je p prost broj i N =

p−1∏
k=1

(k2 + 1). Odrediti ostatak N pri deǉeǌu sa p.

Rexeǌe. Oznaqimo P (x) = (1 + x)(2 + x) . . . (p− 1 + x). Poznato nam je da va�i P (x) =
xp−1 − 1 + pQ(x) za neki polinom Q(x) sa celobrojnim koeficijentima.

S druge strane, kako je k2 + 1 = (k + i)(k − i) za svako k, odmah vidimo da je

N = P (i)P (−i) =
(
ip−1 − 1 + pQ(i)

) (
(−i)p−1 − 1 + pQ(−i)

)
≡

{
4, ako p ≡ 3 (mod 4);
0, inaqe.

9. Neka je p ≡ 3 (mod 4) prost broj. Dokazati da je brojilac razlomka
∑p−2

k=0
1

k2+1 deǉiv
sa p (npr. za p = 7, 1

1 + 1
2 + 1

5 + 1
10 + 1

17 + 1
26 = 4193

2210 , 7 | 4193).

Rexeǌe. Posmatrajmo S =
∑p−1

k=0
1

k2+1 . Kako je 2i
k2+1 = 1

k−i−
1

k+i , imamo 2iS ≡ f(−i)−f(i),

gde je f(x) =
∑p−1

k=0
1

x+k . Daǉe je 1
x+k = (x+k)p−1−1

(x+k)p−(x+k) (mod p), pri qemu je (x+ k)p − (x+

k) ≡ xp − x (mod p) za sve k. Prema tome, f(x) ≡ 1
xp−x

∑p−1
k=0((x+ k)p−1 − 1).
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Polinom
∑p−1

k=0((x + k)p−1 − 1) je stepena ≤ p − 1 i uzima vrednost −1 (mod p) za sve
x ∈ {0, 1, . . . , p − 1}, dakle identiqki je jednak −1 po modulu p. Zakǉuqujemo da je
f(x) ≡ − 1

xp−x (mod p).

Sada je 2iS ≡ f(−i) − f(i) = − 1
(−i)p+i +

1
ip−i = − 1

i , pa najzad dobijamo S ≡ 1
2 (mod p),

odakle sledi tvr�eǌe.

10. Pretpostavimo da su x, y, z prirodni brojevi takvi da je xy = z2 + 1. Dokazati da
postoje celi brojevi a, b, c, d takvi da je x = a2 + b2, y = c2 + d2 i z = ac+ bd.

Rexeǌe. Koristi�emo slede�e va�no pomo�no tvr�eǌe: ako su m,n, p, q ∈ Z[i] za koje
je mn = pq, onda postoje u1, u2, v1, v2 ∈ Z[i] takvi da je m = u1v1, n = u2v2, p = u1v2,
q = u2v1. Dokaz ovog tvr�eǌa je isti kao u sluqaju m,n, p, q ∈ Z, i sledi direktno
iz rastavǉaǌa m,n, p, q na proste qinioce.

Kako je xy = z2 + 1 = (z + i)(z − i), pomo�no tvr�eǌe nam daje

x = u1v1, y = u2v2, z + i = u1v2, z − i = u2v1 (1)

za neke u1, u2, v1, v2 ∈ Z[i]. Neka je u1 = a+ bi i u2 = c+ di (a, b, c, d ∈ Z. Zbog u1 | z + i
va�i (a, b) = 1, pa kako je u1v1 ∈ N, sledi da je v1 = qū1 za neko q ∈ N. Daǉe,
iz u1v2 = u2v1 sledi v2 = qū2. Najzad, iz q | z + i = qu1ū2 dobijamo q = 1. Sada
jednakosti u (1) postaju x = u1ū1 = a2 + b2, y = c2 + d2 i z = ac+ bd.

11. Dokazati da za svako prirodno n ≥ 3 postoje jedinstveni neparni prirodni brojevi
x, y takvi da je x2 + 7y2 = 2n.

Rexeǌe. U poǉu Q[
√
−7] uslov x2 + 7y2 = 2n se mo�e napisati kao N(x+ y

√
−7) = 2n.

U ovom poǉu imamo ceo element α = 1+
√
−7

2 norme 2. Poxto je αn ceo element za
svako n, imamo 2αn = xn + yn

√
−7 za neke cele xn, yn i N(2αn) = x2

n + 7y2n = 2n+2; zbog
α ≡ 1 (mod ᾱ) je αn ≡ α (mod αᾱ = 2), odakle sledi da 2 - αn, pa su xn, yn neparni.

Ostaje da poka�emo jedinstvenost. Dovoǉno je dokazati indukcijom po n da, ako je
ζ ∈ Q[

√
−7] ceo element sa 2 - ζ i N(ζ) = 2n, onda je ζ ∈ {±αn,±ᾱn}. To je taqno za

n = 1. Pretpostavimo da va�i za n−1 i poka�imo ga za n. Kako je ζ ≡ α ili ᾱ (mod 2),
smatra�emo bez smaǌeǌa opxtosti da je ζ ≡ α (mod 2). Tada α | ζ i ζ

α ≡ 1 (mod ᾱ), tj.
ζ
α = 1+ ᾱβ za neki ceo element β. Tada je 2n−1 = N( ζ

α ) = (1+ ᾱβ)(1+αβ̄). Vidimo da je
α | β nemogu�e, jer bi onda bilo 1+αβ̄ ≡ 1+ ᾱβ ≡ 1 (mod 2) i otuda 2n−1 ≡ 1 (mod 2).
Dakle, β ≡ 1 (mod α) i odatle ζ

α ≡ 1 + ᾱ ≡ α (mod 2). Po induktivnoj pretpostavci
zakǉuqujemo da je ζ

α = ±αn−1, i dokaz je zavrxen.

12. Na�i sve prirodne brojeve m,n za koje je (1 + i)m + (2 + i)n = −1.

Rexeǌe. Za m ≤ 5 jedino rexeǌe je (m,n) = (5, 2).

Neka je m ≥ 6. Tada (1 + i)6 ∼ 8 | (2 + i)n + 1. Poredak broja 2 + i po modulu 8 je 4 jer
je (2 + i)4 = −7 + 24i ≡ 1 (mod 8), pa mora biti n ≡ 2 (mod 4), a to nije mogu�e jer je
tada (2 + i)n ≡ (2 + i)2 = 3 + 4i ̸≡ −1 (mod 8).

13. Rexiti jednaqinu x5 − 1 = y2 u skupu celih brojeva.

Rexeǌe. Data jednaqina se mo�e napisati u obliku x5 = (y+ i)(y− i). Primetimo da
x nije paran broj, jer bismo u suprotnom imali y2 ≡ −1 (mod 4). Tako�e sledi da je
y parno, odakle dobijamo da su elementi y + i i y − i uzajamno prosti u Z[i]. Kako je
(y+ i)(y− i) peti stepen, sledi da su y+ i i y− i oba peti stepeni (zaxto?). Neka su
a, b ∈ Z takvi da je y + i = (a + bi)5 = a(a4 − 10a2b2 + 5b4) + b(5a4 − 10a2b2 + b4)i. Va�i
b(5a4 − 10a2b2 + b4) = 1, pa je b = ±1. Lako se proverava da je u oba sluqaja a = 0, a
samim tim i y = 0, x = ±1, jedino rexeǌe.

14. Na�i sva celobrojna rexeǌa jednaqine x2 + 2 = y3.

Rexeǌe. Napiximo datu jednaqinu u obliku (x+
√
−2)(x−

√
−2) = y3. Ako je x parno,

onda y3 ≡ 2 (mod 4), xto je nemogu�e; sledi da je x neparno. Tada su x +
√
−2 i
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x−
√
−2 uzajamno prosti elementi Z[

√
−2] qiji je proizvod potpun kub, pa na osnovu

OTA u Z[
√
−2] zakǉuqujemo da su x+

√
−2 i x−

√
−2 potpuni kubovi. Dakle, postoje

a, b ∈ Z takvi da je (a + b
√
−2)3 = x +

√
−2. Izjednaqavaǌem koeficijenata uz

√
−2

dobijamo b(3a2 − 2b2) = 1, odakle je b = 1 i a = ±1. Sada lako dobijamo x = ±5 i
y = 3, xto je i jedino celobrojno rexeǌe postavǉene jednaqine.

15. Na�i sva celobrojna rexeǌa jednaqine u3 − 2v3 = 1.

Rexeǌe. Kako je (2u3 − 1)2 = 4u3(u3 − 1) + 1 = (2uv)3 + 1, datu jednaqinu svodimo na
x2 = y3 + 1, gde je x = 2u3 − 1 i y = 2uv. Posmatra�emo ovu jednaqinu u Z[ω]. Imamo
x2 = (y+1)(y+ω)(y+ω2). Primetimo da je (y+1, y+ω) = (y+ω, y+ω2) = (y+ω2, y+1) =
d | 1− ω.

Pretpostavimo da je d = 1− ω i oznaqimo y + ω = (1− ω)z. Naxa jednaqina se svodi
na z(z+1)(z+ω2) = (1−ω)t2. Kako je (z, (z+1)(z+ω2)) = 1, z je ekvivalentno elementu
oblika m2 ili (1 − ω)m2, m ∈ Z[ω]. Kako su ω i ω2 i sami kvadrati, sledi da je
y + ω = ±r2 ili y + ω = ±(1− ω)r2 za neko r.

(i) y + ω = ±r2. Ako stavimo r = a + bω (a, b ∈ Z), dobijamo (a2 − b2) + (2ab − b2)ω =
±(y + ω), odakle je y = a2 − b2 i 2ab − b2 = ±1. Prema tome, b = ±1 i a ∈ {0, b},
xto nam daje y = −1 ili y = 0. Odavde dobijamo rexeǌa (u, v) = (1, 0).

(ii) y + ω = ±(1 − ω)r2. Ako stavimo r = a + bω (a, b ∈ Z), dobijamo (a2 + 2ab − 2b2) +
(4ab− a2 − b2)ω = ±(y + ω); izme�u ostalog, 4ab− a2 − b2 = ±1, ali ova jednaqina
nema rexeǌa po a, b ∈ Z. U ovom sluqaju polazna jednaqina nema rexeǌa.

Neka je sada d = 1. Broj x2 je proizvod tri qinioca uzajamno prosta po parovima,
pa je svaki od qinilaca ekvivalentan kvadratu u Z[ω]. Opet sledi y + ω = ±r2 za
neko r ∈ Z[ω]. Nastavǉamo kao u prethodnom sluqaju i ne dobijamo nova rexeǌa.

Prema tome, jedino rexeǌe je (u, v) = (1, 0).

16. Na�i sva celobrojna rexeǌa (x, y) jednaqine y2 = 1
3x

4 + x2 + 1.

Rexeǌe. Poxto 3 | x, stavimo x = 3x1; jednaqina postaje y2 = 27x4
1+8x2

1+1. Mno�eǌem

sa 3 dobijamo 3y2 = (9x2
1 + 1)2 + (9x2

1 + 1) + 1 =
(9x2

1+1)3−1

9x2
1

, xto za z = 9x2
1 + 1 i t = 3x1y

postaje z3 = 3t2 + 1. Desna strana se faktorixe u Z[ω].
Imamo z3 = (1+t+2tω)(1−t−2tω), pri qemu je (1+t+2tω, 1−t−2tω) = (1+t+2tω, 2) | 2.
Primetimo da je 2 prost u Z[ω] i da 2 - 1+ t, jer bi u suprotnom bilo z3 = 3t2 +1 ≡ 4
(mod 8) xto nije mogu�e. Sledi da su 1+ t+2tω i 1− t−2tω uzajamno prosti, a ǌihov
proizvod je kub, dakle 1+ t+2tω = ϵ(a+ bω)3, gde su a, b ∈ Z i ϵ je jediniqni element.
Ne umaǌuju�i opxtost, pretpostavǉamo da je ϵ ∈ {1, ω}.
Za ϵ = 1 dobijamo 1+ t+2tω = a3 − 3ab2 + b3 +3(a2b− ab2)ω, odakle je 2 = 2(1+ t)− 2t =
2(a3−3ab2+b3)−6(a2b−ab2) = (a+b)(a−2b)(2a−b). Lako se dobija da je jedino rexeǌe
(a, b) = (1, 0) i (z, t) = (1, 0), dakle (x, y) = (0,±1).

Za ϵ = ω sliqno dobijamo a3 + b3 +3a2b− 6ab2 = −2. Odavde je, me�utim, (a+ b)3 ≡ −2
(mod 9), xto je nemogu�e.

17. Dokazati da se svako n ∈ N mo�e predstaviti u obliku n =
x

2y2 − x2
, gde su x, y ∈ N.

Rexavaǌem kvadratne jednaqine po x, uslov n = x
2y2−x2 postaje (2nx+ 1)2 − 8n2y2 = 1;

prema tome, (u, v) = (2nx + 1, 2ny) je rexeǌe Pelove jednaqine u2 − 2v2 = 1. Sva
rexeǌa (u, v) zadovoǉavaju u+ v

√
2 = (3 + 2

√
2)k za neko k ∈ N. Dovoǉno je dokazati

da postoji rexeǌe (u, v) u kome je u ≡ 1 i v ≡ 0 (mod 2n), tj. da postoji k za koje je
(3 + 2

√
2)k = u+ v

√
2 ≡ 1 (mod 2n). Ovakvo k postoji na osnovu teoreme 15.

Primer. Za n = 9, najmaǌe rexeǌe je (x, y) = (42 688 800, 30 185 540).

18. Neka je q > 5 prost broj i p prost delilac Fibonaqijevog broja Fq. Dokazati da je
p ≡ ±1 (mod q).
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Rexeǌe. Po Bineovoj formuli je Fq = 1√
5
(ϕq − (− 1

ϕ )
q) = 1

ϕq
√
5
(ϕ2q + 1), gde je ϕ = 1+

√
5

2

ceo u Q[
√
5]. Prema tome, poredak ϕ po modulu p deli 4q, a ne deli 2q, dakle jednak

je 4q. Po teoremi 15 sledi da 4q | p2 − 1, odakle sledi tvr�eǌe.

19. Niz prirodnih brojeva (an) je definisan sa a0 = 0, a1 = 1 i an = 2an−1 + an−2 za
n > 1. Dokazati da, za svaki prirodan broj k, 2k | an ako i samo ako 2k | n.

Rexeǌe. Direktno se dobija opxti qlan: an = 1
2
√
2
((1 +

√
2)n − (1−

√
2)n) = α2n−(−1)n

2
√
2αn

,

gde je α = 1+
√
2. Lako se pokazuje da je an parno ako i samo ako je n parno. Nadaǉe

pretpostavǉamo da je k ≥ 2; tada je 2 | n. Iz formule za an sledi da 2k | an ako i
samo ako 2k+1 | α2n − 1. Kako 22 ∥ α4 − 1 = 16 + 12

√
2, po teoremi 17 ovo va�i ako i

samo ako 2k−1 | n/2, tj. 2k | n.

20. Posmatrajmo niz a0, a1, a2, . . . dat sa a0 = 2 i ak+1 = 2a2k − 1 za k ≥ 0. Dokazati da ako
neparan prost broj p deli an, onda je p ≡ ±1 (mod 2n+2).

Rexeǌe. Neka je p > 2 prost delilac an. Lako se pokazuje indukcijom da je

an =
(2 +

√
3)2

n

+ (2−
√
3)2

n

2
=

(2 +
√
3)2

n+1

+ 1

(2 +
√
3)2n

.

Prema tome, (2 +
√
3)2

n+1 ≡ −1 (mod p). Odavde sledi da red r elementa 2 +
√
3 po

modulu p deli 2n+2, ali ne deli 2n+1, dakle r = 2n+2. Razlikujemo dva sluqaja.

Sluqaj 1. 3 je kvadratni ostatak po modulu p. Po teoremi 15 je (2 +
√
3)p−1 ≡ 1

(mod p), dakle 2n+2 | p− 1.

Sluqaj 2. 3 je kvadratni neostatak po modulu p. Tada red svakog elementa Z[
√
3] po

modulu p deli p2−1, odakle 2n+2 | p2−1, ali ovo nam nije dovoǉno. Za zavrxetak
dokaza nam je potrebno da na�emo neko u ∈ Zp(

√
3) za koje je u2 = 2 +

√
3, jer je

tada poredak u jednak 2n+3 odakle tvr�eǌe jednostavno sledi.
Primetimo da je (1+

√
3)2 = 2(2+

√
3). Sada je dovoǉno dokazati da je 1/2 potpun

kvadrat u Zp(
√
3). Me�utim, ovo odmah sledi iz qiǌenice da je u ovom poǉu

an = 0 = 2a2n−1 − 1, odakle sledi da je 1/2 = a2n−1. Ovim je dokaz zavrxen.

Beograd, 2004-2012
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