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CtaTtunjarta nps nat e o6jaBeHa Bo cnucaHneto TAHIMEHTA Ha
[AM Ha Cpbuja Bo 2005/06 roanHa

TEOPUJA CKYIIOBA

mp Hebojwa Hxogunoeuh, Kparyjesan

Curypso cre Beh flocTa myta UynM U NPOYMTANH fia jeé CKYii OCHOBHM MAaTEMATHUKHU MOjaM.
MebyTuM, MaTEMaTHKa je MHOTO CTapHja OJl CKYIOBa, T1a jé npelu3Huje U Goipe pehn fa je ckyn
OCHOBHH II0jaM CaBpeMeHe MaTeMaTHKe, Oyayhu fia je TO mocTao penaTiBHO ckopo, y XX Beky. [a
j€ 3aMCTa TAKO CBE0YE H UMIbEHHIIE 1a laHaC CKOPO [ He MTOCTOjH MaTeMaTHUKH TEKCT ¥ KOME ce,
Ha OBaKaB Ml OHAKAB HAUHH, HE IOMHELE CKYI 1 JIa CKOPO CBa MaTCMAaTHYKa TBphEkha, ¥ HajIHpeM
CMHCITY, 3aIpaBO H3pakaBajy HeKa CBOjCTBA CKYIIOBA.

3Hama 0 CKYIOBHMAa CTHYEMO HethOPMAIIHO M MHTYHTHBHO, KPO3 YUEH-E H YBEXKOaBamhe MaTeM-
atuke. [IpBo ce ynosHajemo ca CKyNOBHMM peliauyjaMa €, =, C, 3aTHM ca CKYIIOBHHM ONepalujamMa
U, N, \,” u, Haj3ap, ca kopuiuherseM ,,oneparopa okymbamwa* {z | S(z)} umje je 3naueme: ckyn
cBux ofjexarta T Koju HMajy ocoGHHY S, Tj. TakBHx fia Baxu S(z). Mako HaM ce HcnpBa YiHY fla
ce 3ajjaBambeM GHIIO KOT CBOJCTBA MOXE (POPMHPATH CKyI o0jekaTta KOju HMajy TO CBOjCTBO, HIIAK
OBaKBO OKYIUbaIbe HHje YBEK H3BONUBO. TlocmaTpajMo cBOJCTBO St ne 6uiliu cam cebu eiemeni,
7. nekaje X = {z | z & x}. akne, X je ckyn cBux o6jekaTa & KOjH HHCY CaMH Ce6H EJIEMEHTH.
[IpeMa T3B. 3uKOHY UCKpBYYerba WpeheZ 3HaMO 1a je CBakH 00jeKaT WM eNIEMEHT caMor cebe MITH
To Huje; oBo Baxkuu3a X: wm X € X umu X € X. Mebyrum, ako X € X, onpa oH HMa cBOjCTBO
Koje MMajy cBH terou eneMentiia X ¢ X uiro je Hemoryhe. ¥ cnyuajy ia X € X, oHpa o ¥Ma
3aJ]aTo CBOjCTBO I1a MOpa MpHIaaTh caMoM cebn, Tj. X € X mro je Hemoryhe. IIpema Tome, 06e
NPETIOCTABKE, a jefiHa Mopa GUTH TauHa, BOe y poTiBpeuHocT! OBaj napagoKcalHi Pe3ysiTaT ce
30Be Pacenos fiapagoxe y 1acT eHrJIeckor (unosoga u MareMaTHyapa beprpana Pacena Koju ra
jemoueTkoM XX BeKa H3BEO M3 pajloBa OCHUBaua TeopHje ckynosa I'eopzu Kaniiopa. TpeTxonuu
TNIPUMEP, & MOXE CC HAlPABUTH jOLI CIMYHMX, YKa3yje a Hallla HHTYMLKja ¥ BE3H ca CKYIIOM HHje
noy3faH Boany y oBoj o6nacti. Heonxopsa je jefHa cTpora, akCHOMAaTCKa TeOpHja CKyNoBa Koja
he nperpsno ofpenuTy npaBuna rpabersa ,, ACIPaBHHX* CKYNOBA U BHXOBA CBOjCTBA.
1 2 3 4 Ilpsu pap u3 Teopuje ckynoea Kautop ofjaBmyje 1873. VY memy
“** floKasyje fja paluoHanHux 6pojeBa MMa KONHKO M npHpofHux. Hs nu-
jarpaMa Ha CIMLH NEBO OYHUIJIEHHO je [a CC CBU PaUMOHAHM GpojeBU
mory nopebaTy y Geckonayny TaGeny no pacryhim Gpononuma (Bpcre)
1 pacryhum uMennonuma (komore). OHpa je Jako npeGpojaTH cBe
paupoHanHe 6pojese NpHpOAHMM (IITO 3HAUH NopehaTH y HU3 ) TAKO IITO
npe6pojaBame e no pacryhem 36upy nMeHuoua 1 Opojuona. Moxe
ce H eKCIUTHLUTHO HaBeCTH (DYHKLHja KOjOM ce pasyoMIiH ipebpojaBajy:
aKo cy m u 7 Gpojunan 4 MMEHHNIAL| Pa3NOMKa 2, OHJIa j& FeroBo MECTO
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Y oBoM KauTOpOBOM TEKCTY CC NPEH YT NOJARLY[E H3pas Apelpojua, KOJMM Ce o3Havanajy
CKYNORM KOjH MOTY GHTH CTARILEHH ¥ 050CTPAHO-|€IHOIHAYMHY KOPCCIIOH/ICHIH]Y CA CKYIIOM IIPUPOJI-
Hux Opojesa. Y ucrom wnanky Kanrtop nokasyje fa je ckyn cBux andebaperxux” Gpojesa Takohe
npeGpojus. Kpajem 1873. ropune KanTop 1yBeHHM gujadonaiium apiymenlom IoKayje 1a ckyn
pearnux bpojena Huje npebpojus. Axo 6u ckyn pealiinx 6pojesa OHo 1peGpojun, To OH 3HAYUHIO
nia cBi peanun Gpojesn, penumMo n3 uareprana (0, 1), Mory nopebatu y uus: ay,ag,...,Gn, ...
Ako chopMHpaMo JIeLMMaNHe SAMHCE CBAKOT Off pealiiix O6pojesa ¥ nuay, fobHjaMo GecKoHAUHY
tabeny.

........ siazsaaaaazaud
[l

GopmupajMo Gpoja = 0,dydy . .. dy, . .. KojH ce off a1 pasnukyje va npooj feuumann (dy # dqq)
i yamumo fa je dy # 91, on ag ua npyroj peummann (dz # dag, dg # 9), o ag ua Tpehoj n rako
name (dy # dun, dp # 9). Ourrnenmo je o peanan Gpoj ua nirepiana (0, 1) pasnuauT of] CBHX
BpojeBa y HH3Y @1, G2, ..., Gn, . . [IpeMa ToMe, peannu Opojenn u3 unrepsana (0, 1), na uu con
peanu Gpojenn, He Mory ce nopehaTi y nua,

CappeMena TeopHja CKynona, Kojy heMo 0BOM NpHIHKOM NPHKasaTH, HacTaje nouetkom XX
BEKA KaJla ¢y HeMauku matemariiapn Llepmeno (1871 — 1953) u @penxen (1891 — 1965) pann
CHCTEM BKCHOMA 38 TEOPHJY ckynona nazpan ZF 10 NOUETIHM CIOBUMA ILHXODHX NIPEsHMENa,
CHCBHM CITHYHO CHCTEMY AKCHOMA FeOMETpHje KojH He faje fechunuumje @avke n Gpase neh
OIACY]e IITA MOKEMO YUHHHTH ¢A OBHM ofjeKTiMa, H ¥ 0BOM cydajy TeopHja ZF ne ofronopa
na murame ,llra je ckyn?", seh akcuoMaTHayje Haa (MHTYHTHBHO CTEMEHA) JHAA O CKYNOBAMA.
Ipyrum peuuma, ZF napakapa cpojersa cKynoba jeiuM NpeLH3iuM MATEMATHUKO-OTHIKHM
JEIHKOM,

Crienehn Halty HHTYHTHBHY NPEACTABY O CKYMOBHMA KA0 OGjEKTHMA KOJH HMAJY encmentle
OCHOBHY YJIOTY HMA CBOJCTBO G enementill OIHOCHO penaluja €. BaskHO je HATTACHTH 1A CAMH
CKYNon Takohe MOTy OHTH eIeMENTH JIpYTHX CKYTIOBA; Ha NPHMEP, CKYI CRHX NPABKX jE[IHE PARHY
je ckyn ckynona (ravaka). Y MATCMATHIM CE& CKYNOBH MMM CY CBH eneMenTH Takohe ckynopu
HajBuiie npoyuasajy. TTokasano ce fia ey oHH ¥ BehHHH MATEMATHUKHX TCOPHjA CACBHM IOBOILHH
M 18 HuKaKed apyru objeti nicy norpebun. TIpakTHuNO, HENOETABLA Ce [ j& NOBOILHO Y3eTH
Npa3aH cKyn kao nonasiu objexar nomohy Kora je Moryhe HIrpaguTH CBE OCTANE CKYIIOBE.

Y OKBHpY Nperniefa caMux akcHoma onmucahemMo M Kako ce NoMohy HHX YBOJIE HEKH OCHOBHH
MUTEMATHYKH IIUjMDH-H }’ HaIH na hGMQ ﬁap MAJIO ].ID‘-IEPHTH NNOCTYIAK 38CHHBAILA CTAHIHPAHC
MaTEMaTHKE ¥ OKBHpY Teophje ZF.

Axcnoma ekcrenanje CkyQosu T 1y cy fegnaku ako W camo ako umdjy uclle enementie,
Moz =y & (Vo)(v €2z & v € y). Y ooj aKCHOMH penosHajeMo GopMyny Koja ce y
HechOPMATIHIM PAIMATPAMMA HA3MBA NehHHULIJOM JEIHAKOCTH CKYNORA, Y OHOM Cly4ajy, OBY
aKcHOMY Tpeba CXBATHTH Kao (OPMYNY KOja OBE3Yje OCHOBHE pellalije = H €, U NpeJIcTARIbA

T

KPHTepHjyM 3a jenakoct ckynosa. [Topey ose aBe 0CHOBHE BAXKHA j¢ H penanyja ,,GuTH nofckyn™

*Bpojenn ko4 ey KOPEHH THMHOME Sl AOGHO]HHM KOSpHUIMEHTHMA,
Fjn Gt ce watierno nojanmunane HETHX Gpojeia Koji KMajy Jlua ACIHMANHA Saniea iotyr 0, 199999999 ... w0, 2
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2CY 4 (Vo) (v € @ =+ v € y). Huje TEUIKO NOKAIATH 1A BAXKH CKBHBANCHIM]A: T = 3 4
s CyhyCax
Axcnoma npasuor ekyna [Tociloju cxyi koju nema enemena@a, 1. (3z) (Vv) < v € z. Opa

AKCHOMA, 3ajeJIHO ¢a npeTXofoM, Ham omoryhana fia fleuiiiiemo Gpasan ckyit: = = § da!
(Vv) = v € x (npema AKCHOMM NPASHOr CKYIA OBAKAR CKYI T NMOCTOJH, JIOK je NpaMa AKCHOMY
excTenauje o jemuucraen). Moxe ce okasaTh Jia 3a cuaku ckyn @ paku: § C z.

Axcroma napa 3a cearxa gea cky@a T u Y Goc@ofu CKYE Z Wi ¢y jequiu enemeniiu  u y,
1. (Ya)(Yy)(32) (Vo) (v € z 4 v = Vv = y). U3 Akcuome napa u AKcHome ekcTensje

cnemu wenpasxocr fedunnumje: = = {z,y} iy (Vv)(vEz & vmaVy=y) OBaM cMo
nedpunmeany jenian SuHAPHY onapawjcky 31aK { -, -}, u THMe TeopHjy cKynona ya Beh fedunncany
koneranty () oGoraTHIN jOLL H jeIHOM ONIEPALM]OM, T, NPaBIIOM (hopMuparsa ckynosa. Ha ocrory
OBE AKCHOME MOMKEMO YTBPII_HTH nnm'njm-m: MHOI'HX CK}’IIUHH: jC-HHCI‘]ﬂaI] CKYI (T3|L G’HFIE‘IHEI’JH)
{z} jeckyn {z, z}; Taxobe ypehen nap (, i) ce nedpunmme xao ckyn {{z}, {z, y} }. Tako, nopen
HpAIHOT CKYIIA cAlla MOYKEMO [1a fiehuummeMo 1, Mehycobuo peannuite?, ckynone {9}, {{0}},
{{{0}}},...xkaon {, {0}},... Huje rewko nokasary ga je (a,b) = (z,y) axo u camo ako je
a=zub=y.

AKCHOM2 MAPTHTHBHOT cKyNa 3g caaxu ckyR © focfiofu cKyR i caux ibedodux Rogexydoad,
1. (Va)(Fy)(Ve) (v € y & v € z). 3a ckyn y ysomumo o3uaxy P(z) pednnmipmjor: y =
P(x) daf (V) (v € ¥ 4 v € x). H ona nehuunupja je, CIMYHO KAO M MPETXOMHA, KOPEKTHA.
Ha ochony AkcHoMe napTuTHBHor ckyna, 7 (x) nocrojy sa ceaku cKyn &, a Ha 0CHOBY AKcHOME
excTenauje oM je jepuuctae. OBUM je Y TEOPH]Y CKYNOBA YBENIeH yHapuu onepannjeky suak P(-).

Akcnoma noekyna (cenapanmje) 3u ceaxu Ky T u coako ceojeleo S Gocloju fogexya y
ckyfla © xoju cagpaeu Mawio one enemene v koju sagosomasajy S, ).

(Vz)(@Fy)(vo) (v ey & v €z A S(v)).

OBa aKCHOMA TBPIH NOCTOjalLe (34 CBAKO CBOjCTRO S) CKYNA CRUX ¥ 34 KOje BaxH S(v) amm Koju

npunagajy T; OBO je y cTEAPH aKcHOMA OKyrUbaika, Ola He MOXe H3A3BATH PACEOR NAPANOKC jep

ce NpeMi 160] OKYIbabe BpLIH CAMO Y OKBHPY HeKor Beh IATOT CKyNA, Tj. YBCACHO j¢ orpatnvelbe

KOje CIpevaRa POMABOLHA OKYTULAA, [IpeMa AKCHOMM NOJICKYNa 1 AKCHOMH EKCTCHIN]E CKyTl
[ 4 ' [

i je jenuHeTReH na je nechunmuuja y = {v | v € z A S(v)} W v)(vey & vexaSh)

nenpasna. Fhome ce erporo ypom { | }, 7). onepatop okynmamsa. Cafia naKo yBOIHMO CKyNoBHe

onepaiyje: npecek, z Ny < {v|vezAv €y} npasmuky,z \ ¥ af {v|vexav gy}

J1Ba CKyIIA. Mclj}'TuM. OBY BKCHOMY HE MOM(EMO HCKOPHCTHTH TIPH ncd}unucamy yHHjE, Gy;iyhl-l fa
CY H NPECEK H PAITHKA JIBa CKYNA TIONCKYTOBH jeJHOT Off X, & YHHjA TO HHje.

Axcroma yimje 3¢ cearu cky@ T Quelioju ckyi Y Koju cagpick Cae elemeniBe eremendlia
exyfa x, 7). (Vo)(Fy)(Vo) (v € ¥ & (Jz)(v € z Az € x)). OBaj cKyn ¥ ct OIHAYAPA CA
L K Uyep. Y3 noMoh 0B AKCHOME MOMEMO, cienujanto, cruhi 1o yHuje pa ckyna. [Ipema
AKCHOMM IAPA 38 CBAKA JIBA CKYITA T WYy nocToju ckyn {z, ¥ }. IIpeMa npeTxoiHoj AKCHOMH NIOCTOjH
yiuja ckyna {z, ¥}, 7. U{z, ¥} wm x U 3. Obaj ckyn je cKYN CBHX eNIEMEHATA CKYNOBA T H }/.

Kopnerehu fio cajia ynefiene aKCHOME, MOTY c& IetPMHUCATH CTAHJIAPAHY MATEMATHYKH NOj-
MOBH: noMohy AKCHMOMA YHUje, MRPTHTHEHOL' CKYIA M cenapalinje Moxe ce nednnucaty lekapron

NPOHIBOJL & X Y CKYNOBA THY: 2 X Y Lt {{u;v) | u € zAw € y}. Hehemo crporo onpasfiapaTi

YHu npumep, ckyion B u {0} ey pasmweaern jep @ nemn enemenre, nok nx {8} usa,
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oBy nechurmmjy, anu npumernmo raje x % y C P(P(x Uy)). Baucra, na (a,b) € @ x y, cnepn
naa€xubeynaabe xUy omocno {a}, {a,b} CxzuUy 1 {a},{a,b} € PlzUy).
HMakne, {{a},{a,b}} € Plz Uy), na {{a},{a,b}} = (a,b) € P(P(x Uy)). Ha ocuosy nio
CAJIA YBEJIEHHX AKCHOMA, 38 3AJIATH CKYN T, MOTY & (JOPMYHCATH 1 IOJMOBH KAO 1ITO CY penayuj
exsusanenife CKyNa I, peaayufa Ropelfica ckyna & W cnmuno, Takobe, yBonu ce W jejan of
HA]3HA1A]HHJHX [I0JMOBA MATEMATHKE-TIOjaM ¢hynkyje, Kaxemo na je ckyn f dyynkumja ckyna a y
ckyn b, uniwemo [ : o — b, ako ueamo ako je f € a % b1 33 cBaKK £ M3 @ IOCTO]M jeIHNCTBEH
o u3 brakas na (z,y) € f,1j.
; 1° fCaxhb,
fia=b & { 20 (Vz € a)(Jy e b)(z,y) € f,
3° (Vxea)vyeb)(Vzeb)((z,efArlzz)ef = y=2).

Yob6uuajeno je na ce ymecro (x, %) € f mume f(x) = y. Takobe, nepunnimemo u cnenehe Beoma
paskHe ppere pyukumja: 1-1-hyukupje (1an. wifexyufe), na-pynkudie (Tan. cupjesyuje), Kao H
ofocrpaHo-jefHo3natne dynkuuje (3B, Sujexyuje).

YBejieHe BpeTe pYHKIM] A KOPHCTHMO, naMeby octaiior, 3a ledmnrinjy GecKoOHAYHHX CKYIOBA:
CKYR T fe Geckonavan arko u camo axo Roctioju bap jegua 1-1-ghynxyuja f @ = B Koja e
na. Ha ocHoBY 10 cajia yBeJIeHHX AKCHOMA HE MOXKE CE NOKA3aTH J]a GECKOHAYMAH CKYI NIOCTO[H.

Axcnoma Geckonnunocrn [Toctioju ey Koju nuje Gpaszan u Koju ¢d CBUKUM C8OJUM ehe-
menmom y cagpaicu foud jegan exement y U {y}, pasmuui og y, 7j.

(Fz)DexA(Vy)(yex = yuU{y} € x)).

OBoM akcuoMOM ce TBPIM J1a nocToju Geckonavan ckyn, Ckyn x je Gaur Takas - , HeMa Kpaja“,
Tf. T ¢A CHAKHM CDOJMM ENIEMENTOM ¥ caapxum joi jegan enement y U {y} pasmuuur o y; Tako
enewesma cxyma z cy: 0, {0}, {0, {0}, {6, {0}, {0, {0}}}....

AH@“{IMH mMene HHTyHTHmlU THPIH 3 AKO Hexe o CICMCHATA CK}’TIE‘I I IAMCHHMO HPUHU-
BOJLHHM EK}'HDBHME, CHAKH CJICMCHT jﬂ-ﬂ}[HM‘ EKYHOM, pﬂﬂyﬂTﬂT TAKBE JAMCHC jﬂﬂTﬂ- CH:{]’]. Cﬂ
OBOM AKCHOMOM Cé 3aBpIIaBa CIIHCAK akcHOMA KOJH hopManuayje cBOJCTBA CKYTIODA 1A KOja Cé
CRHKOIHEBHO NOYHBAMO Y CBHM DEJIHETHMH MATEMATHEKE. 'Ynﬁwmjm-ln jﬂ a cc 'I'L‘.I;)pl‘[jfl 0HHMPHEIH
HA OBMMA AKCHOMAMA HAIHBA nauena Weopufa ckyflosa, Hapeene akeHoMe TeopHje ckymona
yTBpbY]y YIIABHOM OIMINTE NO3HATE MHHCHHUIE KOj& M MATATEMATHYAD HEYNYheH Y OBY TEOpHjY
YEETO KOPHETH,

Teopuja ZF cappku jo jefiHy akcnoMy, AKCHOMY PEryaaplocTs, KOja NPEBACKOHO HMA
TEOPH]CKH 3HAYA] M CIY>KH Ja emmunne oppebene natonowke ofjexre; ona oGesbebyje na ce ne
MOT'Y TIOjABMTH LMKNYCH O0NUKa Tg € x| € -+ € 2, € To HIH GECKOHAHH onajiajyhn HH30RH
ofMHKa g I 2, S 22 3 -+ WIMCKYN T TaKAB A je x = {x}.

y ZF ce MDI"Y HG(’)HHHEE'I‘H CBg YOGH‘-IﬂjﬂHE MATEMATHIKE L"P]'JYHT}'PE- Gpﬂjﬂﬂﬂ (HHMEI l-[HpD‘IHT{'}
BAXKHH pUMepH Geckonaunux ckynona). Ha npusep, nedunnija npupoiux Gpojena je: 0 = @,
1=00{0} = {0},2=1U{1} = {0,1} = {{0},{{0}}},3 = {0,1,2},...,n4 1=
n U {n}; naxne, ceaky npupofian Gpoj je (kouauan!) cKyN chuX NPeTXOIHNX NPUPOIHKK Gpojena:
n+1={0,1,...,n}. 3axsamyjyhu akcuomu BecKOHAYHOCTH H AKCHOMH CENapatyje, NOCTojH
H (Beckonavan!) ckyn chux npupoHux Gpojesaw = {0,1,2,...}, omocio N = {1,2,3,... 1,
YoGuuajeno crporo ypeheme < ckyna npuponuux Gpojesa je, npu oBuM peduunumjama, npe-
osnaucHapenauja€: 0 € 1 € 2 € 3 € - -+, Tlonasehu of npuponuux Gpojena, KOHCTPYHIIEMO

sll-l‘ilil NAM €& DHILE conbal
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n cBe ocrane spere Gpojena, Tj. (Geckonadne) ckynone uennx Z, panponannnx ), peannnx R,
kominekcunx C Gpojesa.

Ocum akcnoma Teoprje ZF y MaTeMaTHIMce KOpHETH | 138, AkcnoMa n3Gopa. Opa akcHoMa
Ce PASIHKYJE OfI OCTANIMX 110 TOME LUTO THPJM NOCTOjak:E OpPeheHOr CKYNA KOJH HCTOBPEMEHO H
ne gedmunme. Ha npumep, akeuome NMOCKYNa, napa, yauje, NapTHTHBHOT ckyna, feckonauHocTyH
M 3aMEHe eKCITHIMTHO JiechHHMILY CKYIOBE UHje NocTojame Topae. Ha THX pasnora, AKCHOMa
uabopa uMa noceGHO MECTO Y TEOPHJH CKYTIOBA M MATEMATHIIH YOIIUTE. 3aHUMILMBO jt‘. na sehuna
MATEMATHUAPA CAMO OBAj CKYNOBHH NPHHIMI HAZHBA AKCHOMOM (jep He NpecTan/ba ,,0unrieny
UHILEHMILY"), 8 CBe IPYTE AKCHOME CE Y CBAKOJINEBNO] MATEMATHLM YONIUTE W He cnoMusy. Hanme,
TpH pa3HUM KOHCTpYKLMjaMa cpeheMo cneiehn npotnem:
JIaTa j& KoeKimja (cHHOHNM 3a ckyn!)
{Xi | i € I} uenpasuux ckynopa
M NoTpeGHO j& M3 CBAKOT Of] HHX
H3aGpATH 1O eEMEHT H (POPMUPATH
CKYA Gpegcfasnurd, T3B. uibopnu
ckvl, y kome he cpaku X; GuTH
JUCTYIULCH HCKHM E-HDjHM EJEMEHTOM
(NpeficTABHHKOM) 2y € = {21, 23, 23, 24,80, 20, 21, 20, 20, }

Axcuoma wabopa 3a caaxy konexyujy ckyiosa Gocfoju ckyd koju cagpycu Ao @avno fegan
CACMENE coaKod cxYRE ¥3 Koekyufe,

AxcHomy H30opa HeCTO 0IHAMABAMO CA (AC)", nok ce ca ZFC o3nauasa TeopHja Koja
ce noGuja Kana axcioMaMa ZF pojamo (AC), ¥ nekuM jeIHOCTABHHM e/lyuajesHMa NMocTojame
n300PHOT cKyNa ce MOXKE loKa3aTh Hy TeopHjn ZF'; nanpuMep, 3a KONEKIM]y jeHAUIAHAX CKYTIOBA
HJIH 32 CBAKY KOUAuHy KOJEKLH]Y Henpasiux ckynona. Mebytim, nocrojaise naGopHor ckyia Heke
GecKOHAYHE KONEKIMjE Ce HE MOXE JJOKATATH YAK HH Y3 NPETIOCTABKY /1A j¢ CBAKH CIEMEHT Te
KONEKIHje KOHAYAH CKYM. BeJIHKH Ie/IoBH CABpEMEHE MATEMATHKE HITTIEAATH OH CACBHM JIpyratije
Ges Akeuome n36opa (HAPOUHTO Y TONONOTH]H, AnreGpu, hyHKIHOHAIIHO] AHATIHIH, TEOPH]H MEpE).
IaK ¥ TAKO EIEMENTAPHA CTBAP KA WITO j& CKBUBANCHIM]A, Y PEATHO) AHATNIN, ABEjY ReuHMITH]a
FpaHHINe BpenocTd (PEKo HUB0BA H IPEKO OKONHNA) HEMOCPENHO JABHEH oI AKCHOME naGopa.
HuTepecanTho je noMeHyTH fa ,,IOCTOjH MATEMATHKA" ¥ K0jo] AKcHoMa H3GOpa HE BAXKM M ¥
KOjoj, HA MpUMEp, Te Jine fecbHinipje rpannane BpefiocTy HUEY eknupanenTne. Mnak neamku
6poj MATEMATHYAPA C& NO3IMBA HA OBY aKcHOMY. [T03MBAMEM HA OBY AKCHOMY, MOPE] BENHKOT
Gpoja 3HAYAJHUX MATEMATHUKHX peaylitaTa, JoOHjaMo M YHTAB HH3 PEIYNITATA KOJH NPOTHRpEYE
HALIO] FEOMETPH]CKO] HETYHIMjH. HeKH Off HHX HIrNMEIANHN Cy TAKO /18 j¢ jefan 6poj MATEMATHYAPA
030HILHO NOCYMILAO ¥ ONPABIAHOCT NPHXDATANLA OBE AKCHOME, HpHMEp TAKBOT peayiiTaTa, 1o
kora cy gounn Xaynopdy, Banax u Tapckw, je pastasaree jeguiunne nofe na xonavan fpoj
(Gefll) genosa og Kofux ce, kpef@awem y Bpoctlopy, mody ckRoQuilu gae Jegunane 1olde,

Teopuja ZFC nam npyxa Moryhuoct jia ynopehyjeMo H DecKona'une cKynone 1o mHxonoj
BEJHMHHH HIIH 11O ,,ﬁpnjr“ CIIEMEHATA AKO CE 38 MEPY Y3Me MoryhHOCT yenocran/kama o6ocTpano-
jennoanaqne hynkupje!, Tako, 3a nponsBobHE CKYNORE 2 H Y KAKEMO JIa CY fegrary @0 6eausmiu
WIH WCe KAPGUHAANOCTN WK eraulo@en@iu, W mawemo || = |y| (wm z ~ ¥), ako nocroju
ckyn [ Koju je oBocTpato-jenHosHauHa hyHKIH]a CKYNA £ Wa CKYN %, Tj. NocTojH [ Tako Ma je

VCxpuheisin (AC) noruue off enrneekor wasmna Axlom of Cholce.
"J:Lq'.:huuucnu.u Oujeknumje Mehy CKYIONHME j& RICTPRXOBH NRoIEe npelpojusihl CACMEHETE HCKOT KOHAUNOP CKYIH,
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L - .I,—;!,' y. Jlako ce joKasyje fa 54 NPOMIROILHE CKYNOBE 2y, * pawu: |z = |z |z| =
vl = |yl = |z|; |z| = |ly| A |ly| = |2| = |z| = |2|. Conuno, kakemo i je ckyn T Marme
Kapguiramoc@u oy ckyna y, 1 mauemo |z| = |y| (wnn z < y), ako U caMo ako nocroju ckyn f
KojH je 1-1-chyHKIMja CKyma  y ckyn ¥, 7. nocroju f Takopaje f : @ i 1. JIako ce BHJH 1A 13
x C ycnemn na je o] = |y, Taxobe, nomohy akcnoma ZF, moxe ce nokasat: uz |z| < |yl
u |y| = |z| erequ ga fe |z| = |y|. Oso repheme ce naznsa llpenep-Bepuinrajnosa reopeMa.
CEpoau NOpENaK 1o KapHianuocti Mehy ckynona ypofMo na yorvajen naunn: |z| < |y| ako
M camo ako |z| < |y| u |z| 5 |y|. Axo je x npasu nofckyn Hekor KoHaynor ckyna i (x C y u
x 3 y),ranaje |x| < |y|. Moxe ce nokasath: cxyll Y je Beckonavan ako u camo axo Goc@ofu
fpasu Gogexya T cxyfa y Maxas ga je || = |y|. Cixyn N je Geckonavan: ckyn napunx Gpojesa
2M je npaswn nogexyn o M n saskn [2M| = [M|; f: N ﬁ 2N, f(n) =2n,n € N.

Beoma smnauajuo tepheise ZF Teopuje je u na: sa ceaxu cxva z, |x| < |P(z)| (1.
2| € |P(x)| u|z| # |P(2)]). Taje |z| € [P(z)| muje remko noxasarw: f : = = Plz),
fla) = {a}, a € z. Mebyrum, Guno koja pyxumja ckyna @ y P(x) unje ua, 7j, He nocroju
ofocTpaHo-jennoaHauHa hyHKIuja ckyna = na ckyn P(zx). 3auera, ako je g : ¢ — P(x) Guno
koja hynkumja, Taga ckyn y = {v | v € 2 Av & g(v)} Huje g-chMKa HHjEHOT ENEMEHTA Ha
x. Y cynpotHoM, ako OH mocTojao v M3 T Takar ja je g(v) = y, umanu GucMo fa v € ¥ AKO H
CAMO aKO ¥ & ¥, WTo je neMoryhe, Obaj Iokas je cTap NpeKo ¢To rofiiia, BaxHa Henocpefna
NOCNEHIA OBOT TEpheiha je Na He MOCTOjH CKYN CBUX cKynosa: ako 6u nocrojao Takas ckyn V,
tapa GueMo umasmi Jla je P(V) © V (jep je coaku nogekyn o V' nerospeMeto H enement V) na
u |P(V)| £ |V|. Takobe, can jepnawnann ckynosu ne oGpasyjy ckyn: ako 6u J Gro ckyn caux
jenuowIAHMX cKynona, Tana Ou 34 cRakK ckyn x Guno x € {z} € K, 1. x € UK, na On eckyn UK
CAJIPHCO CBC CRYTIOBE. HHTQFGCHHTI'IO jﬂ. Taﬂﬂbl‘.’i. PAIMOTPHTH KaKBE NNOCJIC/HIIE HMa cht:«u}tamw
l#] = |P(x)], yxonuxo je = Geckonauan ckyn. Kao wro cvo peh noMenyid, ynopebipaibe
CcKynoBa 6pojeBa 1o KAPIHHANHOCTH j& MMABHH , KpHBAI' HACTAHKA TEOPH]C CKYNOBA jEP CC HEHHM
NpBUM pesyirtatima cMatpajy Kanropone reopeme: |N| = |Q|u || < |R|. CnoBonuuje pedeno,
MOCIIENHLA HEJCIHAKOCT HAM FOBOPH A NMOCTOjH HeKa BpeTa GECKOHAMHOCTH BHILET Pefa, Tj. 1 H
o/l BeCKOHAUHKX CKYNODa HMa ¢rporo , Gpojirjux’, Gyayhu ia je ckyn M Geckonauan, Llra auiue,
kopucrehu nokasany nejequakocr |x| < |P(z)|, moxemo koncrpyncarn GEcKOHAUAH, CTPOIO
pﬂC’l'?hH NG KAPAHHAJHOCTH, HAA GecKOHAUHNK CKYnona.

IN| < [P(N)] < [P(P(N))| <. < | (- P(P(N) )] <

"n

KaxemMo J1a je Geckonauan ckyn x dpefpojua axo 1 caMo axo je |x| = |M|; ocrane Geckonaune
CKYIIOBE HASHMAO HeApeOpojusum. Topii Hu3 je cBelok GeckpajHe ckane GECKOHAMHOCTH KOje cy

nenpeGpojupe, Kako je R nenpeGpojup ckyn npHPOIHO j& NOCTARHTH nuTamke: ,JIa 1 Y TopHeM
HH3y GECKOHAYMHMX CKYNOBA MOCTOjH HEKH KOjH jé CKBHIOTEHTAH cKyny peanuux Gpojesa 7
Moske ce nokasatu fia je |[R| = |P(M)|. 3a ekyn = koju je ucre kapgunannoctu kao P(M) (1.
IR) kaxeMo ia je KapuuHanuocTH Konfunyyma. [Iyro je MaTeMaTHuape Myuino nuraise: |, Jla au
nocroju ckyn z Taxan i je [N| < |z| < [P(N)[?*, Hekas

He foctliofu cxyl © Maxas ga je |N| < |x| < |P(N)|

3oBe ce Xunore3a konrunyyma i o3navasa ce ca CH. Y reopuju ZFC ne moxe ce okasarn
HH NOCTOjakbe HH HEMOCTOjAlhe TAKBOT CKYNA x, na je ofjHoc CH npeMa 0BOM CHETEMY aKCHOMA
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jemmak opocy V EYKIHIOBOT MOCTYIATA NPEMA CHCTEMY AKCHOMA AnconyTHe reoMetpije. [lakie,
u CHu = CH ce moxe lonath cueremy ZFC,

CIHYHO NpHpOJIHIM GPojeBHMA KOJH HaM clyxe 3a ofipehuBaibe DENHHHE HEKOT KOHAHOT
ckyna (na npusep, [{0, {0}, {{0}}}] = 3), y3 nomoh Axenome usGopa Moxe ce feunmcary
GECKOHAMHO MHOTO CKYNOBA, 38, (@pancdunutinux) kapgunamux Gpojesa win kpahe kapgu-
riei/tct, KOJU CIIYHKE 34 HIPAXKABAILE BEHUMHE, OJIHOCHO ,,6pojHOCTH", BECKOHAYHMX CKYNIOBA, Jefan
GeckoHAYAH KapuHa, y osHaiw No (anramo: anedy nyna), onpebyje ckyn npupopiux Gpojena w
M KapaKTepuie npeGpojune ckynone; Ha npusMep, Q| = Wy, Hajmamn nenpeGpojun kapgunan,
7j. nped KappuHan sehn o Mo, osnavasamo ca ¥y, najMaibi pehn o mwera ca Na, o ciMvHO
name™™*. Mako coun Kapuuaiu He oGpasyjy cKyi, apuTMETH'IKE onepalje (cabupare, MHONKEILE,
CTeNeHORAH:e, GECKOHA'HE CyMe H PON3BOJH) C& MOTY, Y HIBECHOM CMUCTY, IPOLUHPHTH H HA 0BG
,BGeckonaune Gpojene” Te je y oxnupy Teopje ZFC passujena TIB. kapgunaina apuiimeliuxa,
Tako je, Ha TPHMEP, 38 CBAKH HE'HPDJIEIH Gpojri: n+Ng = n-Np = N+ = Np-Ho = R = Hp,
Ho+ M =Ry -y =R, ®y° = 2%y rako pame. [IpuMernMo na je npoGnem KOHTHHYYM&
LeneMentapan” npolbieM KapiHHaIie ApHTMETHKE: KojeM off ajiedha je je[IHak Kapaunaian Opoj
KOHTHHYYMA, Tj. KoM anedy je jemako 280 (= |P(N)| = |R[)? Xunoresa kouruuyyma jecre ja
je: 280w Ry, TMopcerumo ce ja nam teopuja ZFC flaje camo Hejenmakocr iy < 2%,

HHKHB, HAKO IOBOJLHO j-ﬂK& (H HG!"DIU'TH) faccy I'EQj MOUY H3pA3HTH IIPAKTHYHO CBH EHﬂ‘lﬂjHH
MATEMATHUKH npuuu;nnu” ,reopuja ZFC uiak nema oiropope Ha jefian Gpoj BaXKHHX H IPHPOJIHHX
miraisa ( CH). HoBHjH pesynTaTh 3 TeOPHj& CKYTOBA M MATEMATH'KE IOTHKE IOKA3Y]Y 71 je Halle
MATEMATHHKO HCKYCTHO JOlI YBEK HE[IOBOILHO Jia GH ¢& [IAJTH OJITOBODH HA MHOTA CIIWYHA TTHTAILA,

Ha Kpajy, 1a 4 ce jeJIHHYHA JIONTA CTBAPHO MOXKE PA3NOXHTH HA NET E/10BA Off KOjHX ce
MOTY CKJIOIMHTH JIBE TaKpe jjonte?
SAAIH
1. Hexa je x pati ckyn. Koju og ckynosa {{z}, 0}, {z} \ {{z}}, {z} Uz, 0 Uz, U {z}
CAJIPKH T KAO CROJ CJICMEHT, & KOjH KA0 CBO] Nojickyn?
2. OnpeguTh: (ﬂ) uu {{{1i2}+ {1}}1 {{05 1},}]’1 (6) P(U{{ﬂ},m}).
3 Axojep Cr Xz pokasatiajeUUp C x,
4. Koju op exynoma: f = {(0,0),(1,0),(2,0)}, ¢ = {(0,1),(0,1),(1,1),(2,1),(2,0)},
h = {(0,0),(1,1),(2,2)} npencranma ynkuujy ckyna {0, 1,2} y ckyn {0, 1}7
5. * okasartd fa je:
(a) [N % {1,3,6}] = |N x N| = |Z| = |Z x N| = |N];
(6) (0,1)] = [-1,2)] = |[7,9]| = |(~o0,2)| = |(2, +00)| = |R % Z| = |R].
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** o Ho surus cnepte B, Boka, oo
tt !'Iocrnje:. H IPYCH HEMHHH NIREIMHIHOE SRCHHINE MIFTCMBTHED xujm CY CKBHINUTCHTHH G TIOMOHYTHM JACHHIRIGCM ¥
TCOPH]H CKYIONE; JU/I 1HX jO ¥ OKBHPY TCOPH)O KaTaropija.



