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7T prije nego se za njega znalo
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Sazetak

U ovom ¢lanku dajemo pregled povijesti broja 71 u razdoblju kad
jos nije bila dokazana njegova egzistencija, odnosno pregled rezultata
vezanih za povrsinu i opseg kruga u starim civilizacijama u kojima jo3
nije bila dokazana, ¢esto ni jasno iskazana, proporcionalnost izmedu
opsega i promjera, odnosno povrsine i kvadrata polumjera, kruga.
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Abstract

This paper is a survey of the early history of number 7t in the pe-
riod when its existence was not yet proven. We give an overview of
results related to area and circumference of circle in ancient civilisa-
tions, when the proportionality between circumference and diameter,
and area and squared radius, was not yet proven, often not even clearly
stated.
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1 Uvod

U mnogim povr$no pisanim tekstovima iz povijesti matematike, ukljuc¢ivo
onih u Skolskim udZzbenicima matematike, ¢esto ¢ete naiéi na recenice po-
put ,,Stari Egipéani 7t su aproksimirali s 3.16”, ,U Babilonu se koristila
aproksimacija 1 ~ 3%” i sli¢no. Problem s takvim izjavama nije u tome
$to u stara vremena jo$ nije postojala oznaka nﬂ a ni u tome $to brojevi
jos nisu bili biljeZeni na moderni na¢in — problem je u tome $to uglavnom
nema jasnih naznaka da su stari narodi bili svjesni proporcionalnosti op-
sega i promjera kruga, a kod onih kod kojih takve naznake postoje, radilo se
o empirijski potvrdenoj, u pravilu samo iz konteksta tekstova shvatljivoj, a
niposto dokazanoj tvrdnji. Ciljje ovoga ¢lanka proci kroz pretpovijest broja
7t, odnosno kroz dostignuca Cetiriju velikih starih civilizacija. Pa, krenimo
od one koju smo ,posjetili” u prethodnom broju . ..

2 7T u starom Egiptu

Dva glavna izvora o staroegipatskoj matematici su Rhindov (RP) i Moskov-
ski (MP) papirus, koji oba potje¢u iz doba tzv. Srednjeg kraljevstva, iz prve
polovine drugog tisuclje¢a pr. Kr., a koji su iz moderne perspektive nesto
poput zbirki zadataka namijenjenih Skolama pisara i drugih drzavnih sluz-
benika. Za razliku od modernih zbirki zadataka, ta dva papirusa, kao i
opcenito sa¢uvani matematicki tekstovi starih civilizacija, ne sadrze objas-
njenja, a kamoli dokaze. StoviSe, rjesenja se navode kao konstatacije, bez
pokusaja (eksplicitne) generalizacije na druge sli¢ne zadatke [[3}[13]].

U oba navedena papirusa moZemo naci po nekoliko zadataka koji se ticu
racunanja povrsina krugova i volumena valjaka, dakle zadaci kakve bismo
danas rjeSavali koriste¢i ra¢un s brojem 7. Pogledajmo npr. 50. zadatak u
RP [4].

Primjer 2.1 (RP50). Metoda izracuna kruznog zemljista promjera 9 khetE] Sto
mu je povrsina? Oduzmi devetinu od toga, naime 1; ostaje 8. PomnoZi 8 osam
puta; postaje 64. To je povrsina zemljista.

Vidimo da je pisac, pisar Ahmes, ovdje koristio sljedeci postupak za racunanje
povrsine P kruga poznatog promjera d:

1, 8 8 8\ 64,
d—>d—9d_9d—><9d> <9d>_81d =P,

10znaku 7t za omjer opsega i promjera kruga prvi je koristio Englez William Jones 1706., a
njenu uporabu je popularizirao Leonhard Euler 1730-ih godina.
2Khet je staroegipatska mjerna jedinice duljine, iznosa priblizno 52.5 m.
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odnosno da je postupak ekvivalentan formuli
_6tdn
P = 3 1d .

Usporedbom s modernom formulom P = r?7t = %dZH vidimo da je ovaj postupak

ekvivalentan aproksimaciji

256
= — ~3.16.
T 31 3.16

Na isto pravilo svodi se i rjeSenje zadataka RP41, RP42, RP43 (u kojima
se rac¢unaju volumeni valjaka poznatog promjera i visine, korektno kao po-
vrSina baze puta visina) te RP48 (jedinog zadatka u RP koji nema tekst,
nego samo racun, a u njemu se usporeduje povrSina kruga promjera 9 s
povrsinom opisanog mu kvadrata) [4]].

U MP pak nalazimo 10. zadatak u kom se racuna, ovisno o interpretaciji
(dio izvornika je uniSten, a i nije sigurno je li pisar, koji je ocito prepisivao
stariji izvor, napravio poneku gresku), povrsina polusfere, povrsina polu-
kruga ili povrsina pola plasta valjka (kojemu je visina jednaka promjeru).
Ako se radi o posljednjoj, tre¢oj, interpretaciji, ona sugerira da su stari Egip-
¢ani, mozda, znali procijeniti i opseg, a ne samo povrsinu kruga [15} 6]].

Slika 1. Dvije od tri interpretacije 10. zadatka u Moskovskom papirusu

Primjer 2.2 (MP10). Zadana je mjera kosare iznosa 4%, koja se ovisno o inter-
pretaciji uzima kao polumjer polukruga, kao promjer polusfere (slika 1| lijevo) ili
pak kao promjer i visina polucilindra (slika[I|desno). Oznacimo tu mjeru s x.

U izracunu se prvo oduzima jedna devetina od 9 = 2x pa se dobije 8, dakle
izracunato je g - 2x.
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To se podijeli s 9 i dobije % + % + 11—8 (za egipatski zapis razlomaka vidjeti pret-
hodni clanak), dakle izracunato je 8% - 2x.

To se oduzme od onih 8 = gd, ostane 7% kao gd — %d = % - 2x.

To se pomnoZi s x = 4% i dobije 32, za sto autor zakljucuje da je traZena povr-
Sina.

Buduci da bi moderni racun u sva tri slucaja za traZenu poorSinu dao Fx> =

81 1 i 256
%5 7T, vidimo da postupak ponovno odgovara aproksimaciji 7w ~ .

Kao $to vidimo, iako u starom Egiptu nema rijeci o konstanti proporci-
onalnosti izmedu povrsine kruga i kvadrata nad njegovim polumjerom (ili
promjerom), ¢ini se da je ta proporcionalnost (a mozda i ona izmedu op-
sega i promjera kruga) bila donekle implicitno poznata, te su staroegipatski
racuni vezani za krug ekvivalentni modernoj aproksimaciji 7t ~ % (Sto je
samo priblizno jednako ¢esto spominjanih 3.16). Kako su stari Egipéani
dosli do zakljucka da njihovi postupci daju dosta to¢ne rezultat (povrsina
kruga izra¢unata na staroegipatski nacin je za samo malo viSe od 0.6 % veca
od to¢ne) nije poznato, ali najvjerojatnije se radilo o empirijski, mjerenjem,
potvrdenom pravilu [[1} 2,5, 6} [13]].

3 Babilon

1z o¢iglednih razloga — glinene plocice su trajnije od papirusa — vise je sa-
¢uvanih matematickih i inih povijesnih izvora iz prve polovice 2. tisucljeca
pr. Kr. iz Mezopotamije, nego iz Egipta. Posebno puno glinenih plocica
matematickog sadrzaja sa¢uvano je iz razdoblja prvog babilonskog carstva
(oko 1900.-1600. g. pr. Kr.), a neke od njih sadrze izra¢une vezane za po-
vrsinu i opseg kruga, ili pak volumen valjka. U osnovi, radi se o teksto-
vima vrlo slicnima ve¢ opisanim egipatskim: Zadaci s rjeSenjima bez argu-
mentacije ili generalizacije postupka, a iz kojih se usporedbom s modernim
formulama moze zakljuciti kojim aproksimacijama broja 7t odgovaraju nji-
hovi postupci. Za razliku od, ¢ini se, jedinstvene , staroegipatske aproksi-
macije”, neki babilonski izracuni vezani za kruzne objekte ekvivalentni su
aproksimaciji 7t ~ 3%, a neki pak aproksimaciji 7= ~ 3 [, 13]].

Tako jedna od glinenih plocica nadenih 1936. u Susi (Iran) sadrzi neko-
liko geometrijskih konstanti, od kojih se jedna moZze interpretirati na slje-
dedi nacin [[7].

Primjer 3.1. Na plocici se uz brojku 0;57,36 (naravno, zapisana simbolima kli-
nastog pisma) nalazi i ilustracija kao na slici2| Stoga se brojka 0; 57,36 interpretira
kao omjer opsega pravilnog sesterokuta i opisane mu kruZnice.
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Suvremenog Citatelja moZe zbuniti sama brojka. Naime, Babilonci su koristili
primarno seksagezimalni (sekundardno dekadski) pozicijski sustav (bez apsolutne
pozicije) 3] te se radi o broju

0y 57 %6 2
601 = 602 25
Dakle, ako s O oznacimo opseg kruznice i s Og opseg upisanog mu pravilnog Ses-
terokuta, ta plocica iz moderne perspektive turdi da je
24 O¢ 6r 3

25 0 2m 7

odnosno odgovara aproksimaciji

Slika 2. Pravilni Sesterokut upisan u kruznicu

4 Indija

Najstariji sa¢uvani izvori o indijskoj matematici sezu u razdoblje Veda (oko
800.-200. g pr. Kr.). 1z tog je razdoblja sacuvano vise tekstova poznatih pod
nazivom Sulvasutre (,,Pravila konopa”). Radi se o dodacima vjerskim tek-
stovima, vedama, u kojima se nalaze razna geometrijska pravila vezana za
konstrukcije oltara i hramova. U Sulvasutrama se mogu nadi razni zadaci
vezani za kruZzne objekte. Kad se ti zadaci interpretiraju iz moderne pers-
pektive, vidi se da tadasnjim autorima zasigurno nije bila poznata propor-
cionalnost povrsine kruga i kvadrata nad polumjerom, odnosno opsega i
promjera, jer ovisno o zadatku prerac¢unavanje i usporedba s modernim
egzaktnim formulama dovodi do vrlo razli¢itih aproksimacija broja 7w u
rasponu od 2.99 pa do ¥ = 3.375 [1}12, 3, [10} [13].
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Primjerice, Baudhayana Sulvasutra daje sljedece pravilo za izracunavanje

povrsine kruga, formulirano kao rjeSavanje problema kvadrature kruga
[o1f]
Primjer 4.1. Ako Zelis pretvoriti krug u kvadrat, podijeli promjer na osam dijelova
i jedan od tih dijelova na dvadeset i devet dijelova. Od tih dvadeset i devet dijelova
makni dvadeset i osam te povrh toga Sestinu (od preostalog jednog dijela) minus
osminu (od Sestog dijela).

Nije receno, ali je iz okolnog teksta jasno, da gornji racun daje omjer s : d stra-
nice s kvadrata i promjera kruga iste povrsine kao kvadmtﬁ d, dakle, iz moderne
perspektive racuna se

1 1 11\ 9785
! (28+6_8'6> ~ 11136

Mi danas znamo da bi to trebalo biti jednako

r’r \n

2r 2

dakle opisano pravilo odgovara aproksimaciji

~ 3.0713.

_[9785\* _ 23804641
T \5568) 7750656

U kasnijem razdoblju, mnogi veliki indijski matematicari dali su svoje
aproksimacije za broj 7, vjerojatno ve¢ svjesni ukljucenih proporcional-
nosti uslijed kontakta s grékom i kineskom matematikom. Tako je primje-
rice Aryabhata (oko 475.-550.) zapisao da se opseg kruga promjera 20000
racuna tako da se doda 4 na 100, pomnozi s 8, a onda doda 62000, $to od-

govara aproksimaciji
62832
TR 20000 3.1416.
Nesto kasnije Brahmagupta (oko 598.-668.) zapisao je tekst koji se svodi
na aproksimaciju 7w &~ v/10, koju je ve¢ nekoliko stoljeca ranije (kako ¢emo
opisati u sljede¢em odjeljku) otkrio Zhang Heng. No, ¢ak i u tom kas-
nijem razdoblju indijski matematicari jo$ nisu davali argumente za svoje
postupke, a i pravila jo§ —najéesée — nisu eksplicitno izrecena [[1}2}3}[13]].

3Kako je dobro poznato, problem kvadrature kruga je problem konstrukcije kvadrata jed-
nake povrsine kao dani krug. U starogrékom smislu uvjet konstrukcije je da bude prove-
diva u kona¢no koraka ravnalom i Sestarom te taj problem nije rje$iv, no Indijci su razmis-
ljali viSe prakti¢no, odnosno nisu imali uvjeta formalnih konstrukcija ravnalom i Sestarom.

4Pravilo neposredno prije ovoga daje , rjeSenje” inverznog problema, koji se susrece i u nekim
drugim Sulvasutrama, nalaZenja promjera kruga koji je po povrsini jednak danom kvadratu
[0} 10]].
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5 Kina

Iako je kineska civilizacija stara preko 4000 godina, najstariji sacuvani ma-
tematicki tekstovi iz Kine potjecu iz razdoblja prijelaza era. U to je doba
doduse u staroj Grckoj veé bilo dokazano ne samo da su omjeri opsega i
promjera kruga, odnosno povrsine kruga i povrsine kvadrata nad polu-
mjerom, konstantni (vidi sljede¢i odjeljak), nego i da su ti omjeri jednaki,
no bar do negdje 500. g. n. e. nije vjerojatno da su starokineski matematicari
za to znali. Kao i druge stare civilizacije, stari Kinezi nisu obracali pozor-
nost na matematicku argumentaciju, ve¢ su jednostavno rjesavali prakti¢ne
probleme, ali ve¢ rano se u Kini pokazala posebna sklonost numerickim iz-
racunima. Tako su za potrebe izracunavanja povrsina i volumena vezanih
za kruzne objekte otkrili i neke algoritme koji daju dobre aproksimacije
broja 7t [13}[13]].

U najpoznatijem starokineskom matematickom tekstu, Devet poglavlja -
umijeca racunanja (datirano izmedu 200. g. pr. Kr. i 300. g. n. e.), u prvom
poglavlju koje se bavi geometrijskim problemima vezanim za mjerenje po-
lja, 31. 1 32. zadatak se ti¢u polja kruznog oblika, a tekst je kako slijedi [11]].

Primjer 5.1. Sad je dano kruzno polje, opseg je 30 buﬂa promjer je 10 bu. Reci:
Koja je povrsina? Odgovor: 75 (kvadratnih) bu.

Dano je drugo kruzno polje, opseg je 181 bu, a promjer je 60% bu. Reci: Koja je
povrsina? Odgovor: 11 (kvadratnih) mu 90% (kvadratnih) bu.

Pravilo za kruzna polja.

MnoZenje pola opsega s polumjerom daje povrsinu kruga u (kvadratnim) bu.

Jos jedno pravilo: Cetvrtina umnoska opsega i promjera.

Jos jedno pravilo: Cetvrtina umnoska od tri puta kvadrat promjera.

Jos jedno pravilo: Kvadrirani opseg podijeljen s dvanaest.

Prvo $to je uocljivo u citiranim zadacima je da se mjere kruga zadaju kao
opseg i promjer, te promjer u oba slucaja dan kao trec¢ina opsega, $to na-
ravno odgovara aproksimaciji r = 3. No, prva dva pravila to¢no povezuju
opseg i promjer kruga s njegovom povr$inom (stvarno je za svaki krug
P = % - = % -d), dok se trece pravilo P3 = % -3d? svodina 7w ~ 3, a
Cetvrto Py = %2 bi takoder bilo to¢no samo da je 7t = 3. U svakom slucaju
mozemo reci da se ovdje nazire svijest o postojanju proporcionalnosti ve-
zanih za opseg i povrsinu kruga, kao i pokusaj davanja formula, ali i dalje
nema dokaza iste i aproksimacije koje se koriste jo$ nisu bas dobre.

U Devet poglavlja umijeéa racunanja nalazimo i pravilo za volumen ku-

gle: Volumen kugle ra¢una se kao % volumena kocke opisane toj kugli,

5Starokineska mjera duljine, otprilike 1.386 m; 240 bu ¢ini 1 mu.
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odnosno tvrdi se da je omjer volumena kocke brida d i kugle promjera d
jednak 42 : 32. To pravilo kao i treée od pravila iz primjera 5.1/ (da se povr-
Sina kvadrata prema povrsini upisanog mu kruga odnosi kao 4 : 3) neko
vrijeme su ostala popularna [[11, 12, [13]. U sljede¢im stolje¢ima svijest o
proporcionalnostima vezanim za krug, odnosno egzistenciji konstante koju
danas zovemo 77, postala je potpuno jasna i kineska sklonost numerickim
izra¢unima dovest ¢e do racunanja boljih aproksimacija za 7.

Astronom i filozof Zhang Heng (78.-139.) je, ¢ini se, prvi nakon Devet
poglavlja umijeéa racunanja modificirao ta pravila. On je zakljucio da se kva-
drat povrsine kvadrata i kvadrat povr$ine tom kvadratu upisanog kruga
odnose kao 8 : 5. Ako to usporedimo s egzaktnim omjerom

(d?)?: <d2%)2 =16: 1%,

vidimo da to odgovara procjeni 7t ~ /10, jednoj od najpoznatijih povijes-
nih aproksimacija broja 7t [[1} 2]].

Stotinjak godina kasnije, Liu Hui (oko 220.-280.) je u svojim komen-
tarima Devet poglavlja umijeca racunanja (iz kojih saznajemo i za spome-
nutu Zhang Hengovu aproksimaciju) opisao iterativni postupak analogan
kronoloski ranijem, ali njemu nepoznatom, Arhimedovom algoritmu (vidi
sljededi odjeljak). Liu Hui je uocio da se takvim postupkom moZze dobiti
proizvoljno to¢na vrijednost za konstantu koju danas zovemo 7 (iako je
zagovarao koriStenje razlomka % (to je to¢no 3.14) za prakti¢ne racune).
U 5. st. Liu Huijevom metodom Tsu Ch’ung-Chih je dobio aproksimaciju
broja 7t to¢no na 8 decimalnih znamenki (u Europi e se takva to¢nost do-
biti tek u 16. st.) [112].

6 Umjesto zakljucka: Hipokrat, Euklid i Arhimed

Iako su neki od opisanih rezultata vezanih za pretpovijest broja 7 kasniji
od razdoblja klasi¢ne, anticke gréke matematike, naveli smo ih do razdoblja
za koja se moZe relativno pouzdano tvrditi da u navedenim civilizacijama
nije bilo poznato $to su na navedenu temu napravili anti¢ki Grei. Ipak,
kronoloski gledano o konstanti koju danas zovemo 7w moZemo govoriti od
3.st. pr. Kr., kad je Arhimed dokazao svoj znameniti teorem o krugu. Ovdje
¢emo se samo kratko osvrnuti na starogrcki doprinos povijesti broja 7t do
ukljucivo Arhimeda.

Prvi starogrcki matematicar koji je bio svjestan proporcionalnosti izmedu
povrsine kruga i povrsine kvadrata nad njegovim polumjerom (, krugovi
se odnose kao kvadrati nad njihovim polumjerima”), a mozda je to znao i
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dokazati, bio je Hipokrat s Hiosa (5. st. pr. Kr). Mnogi njegovi rezultati sa-
drzani su u Euklidovim Elementima (ca. 300. pr. Kr.). U XII. knjizi Elemenata
nalazimo 2. propoziciju: , Krugovi se medusobno odnose kao kvadrati nad
njihovim promjerima”. Iako je ta tvrdnja ekvivalentna postojanju konstante
proporcionalnosti izmedu povrsine kruga i povrsine kvadrata nad njego-
vim polumjerom, ta se konstanta nigdje ne spominje. Naime, anticki grcki
matematicari omjer povrsina kruga i kvadrata nad polumjerom (koji jed-
nostavno nazivaju omjerom kruga i kvadrata) ne bi smatrali brojem/°|j. taj
se omjer nije poistovje¢ivao s brojem. Ipak, uz modernu interpretaciju mo-
zemo rec¢i da ova Euklidova (vjerojatno Hipokratova) propozicija garantira
postojanje konstante proporcionalnosti koju danas nazivamo 77 —ali samo
vezano za povrsinu kruga [3}8]].

Klju¢na osoba za povijest broja 7t bio je Arhimed iz Sirakuze (oko 287.—
212.), zbog Cega se 7 ponekad naziva i Arhimedovim brojem. Iako ga ni
Arhimed ni$ta viSe nego Euklid ne bi smatrao brojem, njegovi su rezul-
tati tako znacajni da nakon njega stvarno mozemo govoriti o povijesti broja
7t. Arhimed je dokazao znameniti teorem o krugu, iz kojeg slijedi propor-
cionalnost opsega i promjera kruga te, uz modernu interpretaciju, da je
konstanta proporcionalnosti u oba slucaja jedna te ista. Arhimedov teorem
o krugu glasi: ,PovrsSina svakog kruga jednaka je povrSini pravokutnog
trokuta kojemu je jedna kateta polumjer kruga, a druga opseg.” Dakle,
dokazao je

1
P - ETO

Prema Euklidovoj/Hipokratovoj propoziciji je P = kr? paje 2kr?> = rO,
odnosno O = 2kr. Dakle, k u formulama P = k2 i O = kd je jedan te isti,
to je broj kojeg zovemo 7.

Nadalje, Arhimed je iterativnom metodom pokazao da je opseg kruga u
odnosu na trostruki promjer tog kruga veéi za dio koji je manji od 1 i veéi
od % promjera, odnosno

10 1
3ﬁ << 3;.
Arhimedova metoda je sljedec¢a (koristimo modernu notaciju da bi bila
lakse razumljiva).

1. Zadana je kruznica. UpiSemo i opiSemo joj pravilni Sesterokut (to
nam je nulta iteracija: n = 0).

60 klasi¢nom starogrékom smislu, brojevi su iskljucivo prirodni brojevi.
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2. Neka je u n-toj iteraciji 0, opseg upisanog, a O, opseg opisanog 6 -

2"-erokuta (u svakom koraku se udvostrucuje broj stranica). Tada
vrijedi: 0 < 01 < ... <0y, < ... <0< ... <0y < ... <01 <Oy.

. Arhimed je otkrio i dokazao rekurzivnu vezu medu opsezima u dva

uzastopna koraka: Svaki sljedeci opseg opisanog mnogokuta je har-
monijska sredina opsega upisanog i opisanog mnogokuta iz prethod-
nog koraka, odnosno vrijedi O, 1 = é?i%"n Takoder, svaki sljedeci
opseg upisanog mnogokuta je geometrijska sredina opsega opisanog
mnogokuta iz istog koraka i opsega prethodnog upisanog mnogo-
kuta, odnosno 0,11 = /040541

. Sad se redom za svakin = 0, 1, ... prvo izra¢una O, iz prethodnih

Oy 104, pa 0441 iz upravo izracunatog O, 41 i prethodnog o,. Izra-
¢unajmo to samo za prvi korak: Ako je polumjer kruga 1, pocetne su
vrijednosti og = 6, Oy = 4+/3. Iz tog slijedi da je

_2:6:4V/3  24V/3
T 643 34248

o g A3 | VB
b 3+42v3 T\ 3+2V3

aondaje

Napomenimo da Arhimed ne samo da nije imao modernu algebrasku
notaciju, nego ni notaciju za korijene brojeva (jer ih ne bi smatrao broje-
vima), nego je odgovarajuce izra¢une proveo preko razmjera. Tako je do-
$ao do n = 4, §to odgovara upisanom i opisanom pravilnom 96-erokutu i
navedenoj procjeni omjera opsega i promjera kruga. Do otkri¢éa moderne
teorije redova, odnosno do 17. st., svi kasniji izra¢uni aproksimacija broja
7t temeljili su se na ovoj Arhimedovoj metodi [} 2} 13} [13]].
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